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Program prezentace

1 Zavedeńı Eulerovských graf̊u

2 Procházeńı labyrint̊u

3 Hledáńı eulerovských tahů

4 Použité zdroje
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Úvodńı p̌ŕıklad

Nakreslete jedńım tahem květinu zobrazenou na následuj́ıćım grafu.

Úkol spoč́ıvaj́ıćı v nakresleńı eulerovského tahu.
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Eulerovský tah a graf

Definice 2.3 (MILKOVÁ):

Eulerovský tah v grafu G je uzav̌rený nebo otev̌rený tah, který
obsahuje všechny hrany grafu G .

Eulerovský graf je souvislý graf G , ve kterém existuje eulerovský tah.

Historická poznámka: Název se vztahuje ke slavnému švýcarskému
matematikovi Leonardovi Eulerovi (1707–1783), který v r. 1736 řešil

Problém sedmi most̊u města Královce

(původně Königsberg, dnes Kaliningrad na Kaliningradském úzeḿı Ruska
mezi Polskem a Litvou, do r. 1945 hlavńı město Východńıho Pruska).

Jde o prvńı p̌ŕıspěvek k teorii graf̊u a rok 1736 je pokládán za počátek
teorie graf̊u.
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Problém sedmi most̊u města Královce

Ve městě Královec jsou v centru města na řece Pregel (dnes Pregolya) dva
ostrovy, které v 18. stolet́ı spojovalo s oběma b̌rehy sedm most̊u:

Obyvatelé města p̌ri procházkách často p̌remýšleli, zda by bylo možné
proj́ıt se městem tak, aby procházku začali v jednom ḿıstě, p̌rešli všechny
mosty, p̌res každý právě jednou, a vrátili se tam, kde začali.
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Problém sedmi most̊u města Královce

Převedeno do teorie graf̊u: existuje v následuj́ıćım grafu uzav̌rený
eulerovský tah?

A

C

B

D

Leonard Euler ukázal, že to neńı možné, a dokonce formuloval obecnou
charakteristiku úloh daného typu.
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Nutná a postačuj́ıćı podḿınka pro Eulerovský graf

Věta 2.2 (MILKOVÁ): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı:
Graf G je eulerovský právě tehdy, když G je souvislý a má bud’ všechny
vrcholy sudého stupně nebo právě dva vrcholy lichého stupně.
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Nutná a postačuj́ıćı podḿınka pro Eulerovský graf

Věta 2.2 (MILKOVÁ): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı:
Graf G je eulerovský právě tehdy, když G je souvislý a má bud’ všechny
vrcholy sudého stupně nebo právě dva vrcholy lichého stupně.

Důkaz (nebude vyžadován u zkoušky): jedná se tvrzeńı tvaru logické
ekvivalence, je tedy ťreba ukázat oba implikačńı směry:

1 “⇒:” Graf G je eulerovský ⇒ G je souvislý a má bud’ všechny
vrcholy sudého stupně nebo právě dva vrcholy lichého stupně.

2 “⇐:” Graf G je souvislý a má bud’ všechny vrcholy sudého stupně
nebo právě dva vrcholy lichého stupně ⇒ G je eulerovský.
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Nutná a postačuj́ıćı podḿınka pro Eulerovský graf

Věta 2.2 (MILKOVÁ): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı:
Graf G je eulerovský právě tehdy, když G je souvislý a má bud’ všechny
vrcholy sudého stupně nebo právě dva vrcholy lichého stupně.

Důkaz (nebude vyžadován u zkoušky): jedná se tvrzeńı tvaru logické
ekvivalence, je tedy ťreba ukázat oba implikačńı směry:

1 “⇒:” Graf G je eulerovský ⇒ G je souvislý a má bud’ všechny
vrcholy sudého stupně nebo právě dva vrcholy lichého stupně.

2 “⇐:” Graf G je souvislý a má bud’ všechny vrcholy sudého stupně
nebo právě dva vrcholy lichého stupně ⇒ G je eulerovský.

Směr “⇒” si nyńı ukážeme. Pro směr “⇐” budeme poťrebovat několik
pomocných tvrzeńı.
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Důkaz Věty 2.2 ve směru “⇒”

Předpokládejme, že je graf G eulerovský. Z definice 2.1 tedy je souvislý a
existuje v něm (uzav̌rený či otev̌rený) eulerovský tah T obsahuj́ıćı všechny
hrany grafu G .

1

2
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Důkaz Věty 2.2 ve směru “⇒”

Předpokládejme, že je graf G eulerovský. Z definice 2.1 tedy je souvislý a
existuje v něm (uzav̌rený či otev̌rený) eulerovský tah T obsahuj́ıćı všechny
hrany grafu G .

1 Je-li T uzav̌rený, pak každý vrchol G , kterým tah minimálně jednou
procháźı, je sudého stupně. Pro každý v ∈ V totiž plat́ı
degG (v) = 2p, kde p počet výskyt̊u vrcholu v v tahu T .

2
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Důkaz Věty 2.2 ve směru “⇒”

Předpokládejme, že je graf G eulerovský. Z definice 2.1 tedy je souvislý a
existuje v něm (uzav̌rený či otev̌rený) eulerovský tah T obsahuj́ıćı všechny
hrany grafu G .

1 Je-li T uzav̌rený, pak každý vrchol G , kterým tah minimálně jednou
procháźı, je sudého stupně. Pro každý v ∈ V totiž plat́ı
degG (v) = 2p, kde p počet výskyt̊u vrcholu v v tahu T .

2 Je-li T otev̌rený, pak počátečńı a koncový vrchol tahu T maj́ı lichý
stupeň. Ostatńı vniťrńı vrcholy tahu T maj́ı sudý stupeň.
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Připomenut́ı a prvńı pomocné tvrzeńı

Pro p̌ripomenut́ı:

Důsledek 1.1 (Milková): Počet vrchol̊u lichého stupně v grafu G je
sudý.

Důsledek 1.2 (Milková): Hrana grafu je bud’ most nebo lež́ı na
nějaké kružnici grafu.

Definice: Graf G = (V ,E ) nazveme sudým grafem, jsou-li všechny
vrcholy v ∈ V sudého stupně.

Tvrzeńı 2.1 (Milková): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı:
Jestliže je graf G sudý, pak G neobsahuje most.

Důkaz: provedeme sporem, tj. p̌redpokládejme, že existuje sudý graf
G = (V ,E ), který obsahuje most: hranu e = {v ,w}, viz následuj́ıćı slajd.
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Důkaz Tvrzeńı 2.1

Graf G s mostem e = {v ,w}:

v w
e

Z grafu odebereme hranu e a pod́ıváme se na komponentu Q1 obsahuj́ıćı
vrchol v .
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Důkaz Tvrzeńı 2.1

Komponenta Q1 s vrcholem v :

v w
e

Protože graf G byl sudý, jsou všechny vrcholy komponenty Q1 sudého
stupně s výjimkou vrcholu v , u něhož se po odebráńı hrany e změnil
stupeň ze sudého na lichý.
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Důkaz Tvrzeńı 2.1

Komponenta Q1 s vrcholem v :

v w
e

Protože graf G byl sudý, jsou všechny vrcholy komponenty Q1 sudého
stupně s výjimkou vrcholu v , u něhož se po odebráńı hrany e změnil
stupeň ze sudého na lichý.

Spor s Důsledkem 1.1 (počet vrchol̊u lichého stupně grafu muśı být sudý)
⇒ plat́ı Tvrzeńı 2.1: Sudý graf neobsahuje most.
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Druhé pomocné tvrzeńı

Tvrzeńı 2.2 (Milková): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı:
Jestliže graf G je sudý, pak každá hrana grafu G lež́ı na nějaké kružnici
grafu G .

Důkaz:
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Druhé pomocné tvrzeńı

Tvrzeńı 2.2 (Milková): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı:
Jestliže graf G je sudý, pak každá hrana grafu G lež́ı na nějaké kružnici
grafu G .

Důkaz:

1 Dle Důsledku 1.2 je hrana libovolného grafu bud’ most nebo lež́ı na
nějaké kružnici grafu.

2 Dle Tvrzeńı 2.1 sudý graf neobsahuje most.
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Druhé pomocné tvrzeńı

Tvrzeńı 2.2 (Milková): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı:
Jestliže graf G je sudý, pak každá hrana grafu G lež́ı na nějaké kružnici
grafu G .

Důkaz:

1 Dle Důsledku 1.2 je hrana libovolného grafu bud’ most nebo lež́ı na
nějaké kružnici grafu.

2 Dle Tvrzeńı 2.1 sudý graf neobsahuje most.

Z toho vyplývá, že každá hrana sudého grafu lež́ı na nějaké kružnici.
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Třet́ı pomocné tvrzeńı

Tvrzeńı 2.3 (Milková): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı:
Jestliže graf G je sudý, pak graf G lze zapsat jako sjednoceńı kružnic,
které jsou navzájem po dvou hranově disjunktńı.

Důkaz (nebude vyžadován u zkoušky):
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Třet́ı pomocné tvrzeńı

Tvrzeńı 2.3 (Milková): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı:
Jestliže graf G je sudý, pak graf G lze zapsat jako sjednoceńı kružnic,
které jsou navzájem po dvou hranově disjunktńı.

Důkaz (nebude vyžadován u zkoušky): Necht’ G = (V ,E ) je sudý
graf a e jeho libovolná hrana, viz následuj́ıćı ilustračńı obrázek.

e
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Důkaz Tvrzeńı 2.3

Dle Tvrzeńı 2.2 lež́ı hrana e na nějaké kružnici C :

e
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Důkaz Tvrzeńı 2.3

Když odebereme všechny hrany kružnice C z grafu G , dostaneme opět
sudý graf:

Proč? Vyjmut́ım hran kružnice se stupeň libovolného vrcholu kružnice
sńıž́ı p̌resně o dva, tj. z̊ustane sudý.
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Důkaz Tvrzeńı 2.3

Postup opakujeme tak dlouho, dokud źıskáme graf G ′ = (V , ∅):
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Důkaz Tvrzeńı 2.3
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Důkaz Tvrzeńı 2.3

Postup opakujeme tak dlouho, dokud źıskáme graf G ′ = (V , ∅):

Když postupně sjednot́ıme kružnice, které jsme p̌red chv́ıĺı odeb́ırali (a
které byly hranově disjunktńı), dostaneme původńı graf G .
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Dokončeńı důkazu Věty 2.2

Vrat’me se zpátky k Větě 2.2:

Věta 2.2 (MILKOVÁ): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı:
Graf G je eulerovský právě tehdy, když G je souvislý a má bud’ všechny
vrcholy sudého stupně nebo právě dva vrcholy lichého stupně.

Už jsme dokázali směr “⇒”.
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vrcholy sudého stupně nebo právě dva vrcholy lichého stupně.

Už jsme dokázali směr “⇒”.

Chyb́ı dokázat směr “⇐:”
(*) Graf G je souvislý a má bud’ všechny vrcholy sudého stupně nebo
právě dva vrcholy lichého stupně ⇒ G je eulerovský.
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Dokončeńı důkazu Věty 2.2

Vrat’me se zpátky k Větě 2.2:

Věta 2.2 (MILKOVÁ): Pro každý graf G = (V ,E ) plat́ı:
Graf G je eulerovský právě tehdy, když G je souvislý a má bud’ všechny
vrcholy sudého stupně nebo právě dva vrcholy lichého stupně.

Už jsme dokázali směr “⇒”.

Chyb́ı dokázat směr “⇐:”
(*) Graf G je souvislý a má bud’ všechny vrcholy sudého stupně nebo
právě dva vrcholy lichého stupně ⇒ G je eulerovský.

Nejďŕıve si tvrzeńı (*) dokážeme pro souvislý graf, v němž jsou všechny
vrcholy sudého stupně. Provedeme to matematickou indukćı vzhledem
k počtu hran m,m ≥ 1.
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Důkaz Věty 2.2 ve směru “⇐”

Mějme sudý souvislý graf G .
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Důkaz Věty 2.2 ve směru “⇐”

Mějme sudý souvislý graf G .

Báze: Nejmenš́ı sudý souvislý graf G má 3 hrany – jedná se o kružnici
(trojúhelńık) C3 ⇒ kružnice C3 je uzav̌rený eulerovský tah.
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Důkaz Věty 2.2 ve směru “⇐”

Mějme sudý souvislý graf G .

Báze: Nejmenš́ı sudý souvislý graf G má 3 hrany – jedná se o kružnici
(trojúhelńık) C3 ⇒ kružnice C3 je uzav̌rený eulerovský tah.

Indukčńı p̌redpoklad: Sudý souvislý graf s počtem hran ≤ m obsahuje
uzav̌rený eulerovský tah.
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Důkaz Věty 2.2 ve směru “⇐”

Mějme sudý souvislý graf G .

Báze: Nejmenš́ı sudý souvislý graf G má 3 hrany – jedná se o kružnici
(trojúhelńık) C3 ⇒ kružnice C3 je uzav̌rený eulerovský tah.

Indukčńı p̌redpoklad: Sudý souvislý graf s počtem hran ≤ m obsahuje
uzav̌rený eulerovský tah.

Indukčńı krok: Uvažujme sudý souvislý graf, který má m + 1 hran.
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Indukčńı krok důkazu Věty 2.2 ve směru “⇐”

Dle Tvrzeńı 2.3 je sudý graf sjednoceńım několika kružnic navzájem
hranově disjunktńıch. Vybereme některou z těchto kružnic a označ́ıme ji C :

Po odebráńı hran kružnice C bude graf G ′ = (V ,E − {e ∈ C}) sudý, ne
však nutně souvislý.
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Indukčńı krok důkazu Věty 2.2 ve směru “⇐”

Zbylé komponenty grafu G ′ jsou sudé grafy, které maj́ı určitě ≤ m hran:

Tyto komponenty obsahuj́ı dle IP uzav̌rené eulerovské tahy (jsou souvislé a
maj́ı ≤ m hran).
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Indukčńı krok důkazu Věty 2.2 ve směru “⇐”

Komponenty (uzav̌rené eulerovské tahy) spoj́ıme do grafu G hranami
kružnice C a źıskáme uzav̌rený eulerovský tah o m + 1 hranách.

Plat́ı tedy:
(**) Sudý souvislý graf obsahuje uzav̌rený eulerovský tah.
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Indukčńı krok důkazu Věty 2.2 ve směru “⇐”

Chtěli jsme dokázat Větu 2.2 ve směru “⇐”, tj. tvrzeńı:

(*) Graf G je souvislý a má bud’ všechny vrcholy sudého stupně nebo
právě dva vrcholy lichého stupně ⇒ G je eulerovský.

Pro sudé souvislé grafy je již tvrzeńı (*) je dokázáno.
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Indukčńı krok důkazu Věty 2.2 ve směru “⇐”

Uvažujme tedy souvislý graf G = (V ,E ) s právě dvěma vrcholy x , y ∈ V

lichého stupně. Chceme ukázat, že G obsahuje otev̌rený eulerovský tah.

y

x
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Indukčńı krok důkazu Věty 2.2 ve směru “⇐”

Spoj́ıme vrcholy x , y s novým uzlem v∗ a vytvǒŕıme sudý graf
G ′ = (V ∪ {v∗},E ∪ {{x , v∗}, {y , v∗}}:

y

xv*

Nový sudý a souvislý graf G ′ obsahuje, dle dokázaného tvrzeńı (**),
uzav̌rený eulerovský tah.
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Indukčńı krok důkazu Věty 2.2 ve směru “⇐”

Odebráńım uzlu v∗ z grafu G ′ źıskáme otev̌rený eulerovský tah v grafu G .

y

xv*

Souvislý graf G s právě dvěma vrcholy lichého stupně je tud́ıž eulerovský.
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Eulerovské vs. Hamiltonovské grafy

Věta 2.2 je jednoznačným kritériem pro rozhodnut́ı, zda je zadaný
graf eulerovský. Takovou nutnou a postačuj́ıćı podḿınku jsme pro
hamiltonovské grafy neměli.

K rozlǐseńı obou typů graf̊u nám pomůže následuj́ıćı srovnáńı:

1 Eulerovský graf = problém pr̊uzkumńıka (vydává se na pr̊uzkum
všech ulic města nebo jeho části, chtěl by každou ulici proj́ıt právě
jednou).

2 Hamiltonovský graf = problém cestuj́ıćıho (vyj́ıžd́ı na putováńı po
určených městech a chtěl by si trasu naplánovat tak, aby každé
navšt́ıvil právě jednou).
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Př́ıklad 2.4

Určete, zda je následuj́ıćı graf eulerovský.

b

a e

f

d

i

j

c

h

g

k
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Př́ıklad 2.4

Určete, zda je následuj́ıćı graf eulerovský.

b

a e

f

d

i

j

c

h

g

k

Řešeńı: zaṕı̌seme si skóre grafu: (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 4, 4, 4, 6). Jedná se o
souvislý a sudý graf, obsahuje tedy uzav̌rený eulerovský tah. Graf je
eulerovský.
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Odkĺızeńı sněhu z chodńık̊u

Představte si, že jste na brigádě a Vaš́ım úkolem je odkĺızeńı sněhu
z chodńık̊u v ulićıch jisté části města Brna, jej́ıž plánek máte k dispozici.
V́ıte, že se jedná o ulice, které maj́ı chodńıky po obou stranách.

Jak si naplánujete úklid, aby pr̊uchod ulicemi byl efektivńı (tj. abychom
každou stranu ulice prošli právě jednou)?
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Procházeńı labyrint̊u

Ukázka bludǐstě v zahradě Hampton Court Palace (jihozápadńı Londýn) –
viz plánek:

Prvńı pokusy o nalezeńı algoritmu pro procházeńı labyrintu byly učiněny
v letech 1873 až 1895 (Wiener, Trémaux, Tarry).
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Jak labyrinty p̌revést do grafu?

Křižovatky a konce chodeb označ́ıme ṕısmeny:

A
B

C

D

E

F

G

H
I

J

K

L
M
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Jak labyrinty p̌revést do grafu?

Ṕısmena budou vrcholy grafu. Dva uzly x , y propoj́ıme hranou, pokud mezi
nimi existuje chodba:

A B D E G H J M

C F I K L
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Edmons-Johnsonův algoritmus

Tarryho a Trémaux̊uv algoritmus pro procházeńı labyrintu inspirovaly
v r. 1973 Edmonse a Johnsona k formulaci vlastńı metody
procházeńı labyrintem.

Edmons-Johnsonův algoritmus slouž́ı k nalezeńı pr̊uchodu labyrintem,
p̌ričemž každou chodbu (hranu) procháźıme v obou směrech (tam i
zpět).

Hlavńı zásady algoritmu:

1 Každou hranou (chodbou) můžeme proj́ıt v jednom směru nejvýše
jednou.

2 Po hraně, po které jsme do vrcholu p̌rǐsli poprvé, se můžeme vracet
pouze tehdy, nemáme-li jinou možnost.

3 Z hran, které máme k odchodu z vrcholu k dispozici, up̌rednostňujeme
tu hranu, kterou jsme dosud nikdy nešli.
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Edmons-Johnsonův algoritmus – principy

1 Označeńı chodby, kterou procháźıme poprvé:

na jej́ım začátku vkládáme dvě značky ••
na jej́ım konci vkládáme

1 jednu značku •, vede-li chodba k již navšt́ıvené ǩrižovatce,

2 ťri značky • • •, vede-li chodba k dosud nenavšt́ıvené ǩrižovatce.

2 Označeńı chodby, kterou procháźıme podruhé (tj. jdeme v opačném
směru):

na svém začátku má jednu značku •,
k této značce na začátku chodby p̌ridáme druhou značku •.

3 Výběr chodby k procházeńı, jsme-li na ǩrižovatce:

primárně vyb́ıráme chodbu, která nemá značeńı;
pokud žádná taková neexistuje, vybereme chodbu s jednou značkou •
na svém začátku;
neńı-li k dispozici chodba bez značeńı či s jednou značkou •, vybereme
chodbu se ťremi značkami • • •.
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Př́ıklad 6.1

Mějme plánek města, v jehož ulićıch (s chodńıky na obou stranách) máme
odklidit sńıh. Pomoćı Edmons-Johnsonova algoritmu najděte posloupnost
orientovaných hran označuj́ıćıch pr̊uchod ulicemi p̌ri odkĺızeńı sněhu tam i
zpět.
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h
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Př́ıklad 6.1 – několik zásad

Poprvé navšt́ıvenou chodbu budeme značit uspǒrádanou dvojićı
(x , y), kde x je začátek chodby, y konec chodby.

Při druhém pr̊uchodu chodbou v opačném směru zaṕı̌seme (y, x),
č́ımž naznač́ıme, že už je sńıh odklizen z obou chodńık̊u ulice.

Máme-li v́ıce možnost́ı, jakou chodbou se vydat, respektujeme
lexikografické (abecedńı) pravidlo.
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

Zač́ınáme ve vrcholu a, s ńımž soused́ı vrcholy b, i . Lexikograficky je bĺıž
b, vydáme se chodbou do b, p̌ričemž na jej́ı začátek vlož́ıme ••, na jej́ı
konec • • •, jelikož ǩrižovatku b jsme ještě nenavšt́ıvili.
Navšt́ıvené chodby: ∅
Aktuálńı chodba: (a, b)

a
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g
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h
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

V ǩrižovatce b vyb́ıráme chodbu, kterou půjdeme. Máme ještě k dispozici
neoznačené chodby, takže vybereme “lexikograficky” hranu (b, d).
Navšt́ıvené chodby: (a, b)
Aktuálńı chodba: (b, d)

a

b

e

f

d

g
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h

c
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

Označ́ıme chodbu (b, d), p̌ričemž na jej́ı začátek vlož́ıme ••, na jej́ı konec
• • •, jelikož ǩrižovatku d jsme ještě nenavšt́ıvili.
Navšt́ıvené chodby: (a, b)
Aktuálńı chodba: (b, d)

a

b

e

f

d

g
j

i

h

c
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

V ǩrižovatce d vyb́ıráme chodbu, kterou půjdeme. Máme ještě k dispozici
neoznačené chodby, takže vybereme “lexikograficky” hranu (d , f ).
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d)
Aktuálńı chodba: (d , f )

a

b

e

f

d

g
j

i

h

c
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

Ve dvou kroćıch projdeme hranami (d , f ); (f , e), jejich začátek označ́ıme
••, konec • • •. Daľśı hrana v pǒrad́ı je (e, b).
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d)
Aktuálńı chodba: (e, b)

a
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f
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

Označ́ıme chodbu (e, b), p̌ričemž na jej́ı začátek vlož́ıme ••, na jej́ı konec
pouze •, jelikož ǩrižovatku d jsme již navšt́ıvili.
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e)
Aktuálńı chodba: (e, b)
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

V ǩrižovatce b vyb́ıráme chodbu, kterou půjdeme. Nemáme už k dispozici
neoznačené chodby, vybereme tedy zpětnou hranu (b, e) s •.
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b)
Aktuálńı chodba: (b, e)
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

Označ́ıme chodbu (b, e), p̌ričemž na jej́ı začátek doplńıme • nav́ıc, jej́ı
konec necháme beze změny.
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b)
Aktuálńı chodba: (b, e)
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

Ve dvou kroćıch projdeme zpětnými hranami (e, f); (f,d) a jejich značeńı
ponecháme beze změny.
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b); (b, e); (e, f); (f,d)

a

b

e

f

d

g
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h
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

V ǩrižovatce d vyb́ıráme chodbu, kterou půjdeme. Máme ještě k dispozici
neoznačené chodby, takže vybereme “lexikograficky” hranu (d , g).
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b); (b, e); (e, f); (f,d)
Aktuálńı chodba: (d , g)

a

b

e

f

d

g
j

i

h

c
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

Označ́ıme chodbu (d , g), p̌ričemž na jej́ı začátek vlož́ıme ••, na jej́ı konec
• • •, jelikož ǩrižovatku g jsme ještě nenavšt́ıvili.
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b); (b, e); (e, f); (f,d)
Aktuálńı chodba: (d , g)

a

b
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f
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h
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

Označ́ıme chodbu (g , j), p̌ričemž na jej́ı začátek vlož́ıme ••, na jej́ı konec
• • •, jelikož ǩrižovatku j jsme ještě nenavšt́ıvili.
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b); (b, e); (e, f); (f,d);
(d , g);
Aktuálńı chodba: (g , j)
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

V ǩrižovatce j vyb́ıráme chodbu, kterou půjdeme. Máme ještě k dispozici
neoznačené chodby, takže vybereme “lexikograficky” hranu (j , d).
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b); (b, e); (e, f); (f,d);
(d , g); (g , j)

a
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f
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

Označ́ıme chodbu (j , d), p̌ričemž na jej́ı začátek vlož́ıme ••, na jej́ı konec
pouze •, jelikož ǩrižovatku d jsme již navšt́ıvili.
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b); (b, e); (e, f); (f,d);
(d , g); (g , j)

a
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

V ǩrižovatce d vyb́ıráme chodbu, kterou půjdeme. Máme ještě k dispozici
neoznačenou chodbu (d , h).
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b); (b, e); (e, f); (f,d);
(d , g); (g , j); (j , d)

a

b
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d

g
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

V několika kroćıch zpracujeme chodby (d , h); (h, c); (c , i), na jejichž konci
jsou neznámé vrcholy – dostaneme se až ke ǩrižovatce i , u ńıž
“lexikograficky” vybereme hranu (i , a).
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b); (b, e); (e, f); (f,d)
(d , g); (g , j); (j , d); (d , h); (h, c); (c , i)
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

Hranu (i , a) projdeme v jednom směru...
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b); (b, e); (e, f); (f,d);
(d , g); (g , j); (j , d); (d , h); (h, c); (c , i); (i , a)

a

b

e

f

d

g
j
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h

c
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

...i ve zpětném směru. V ǩrižovatce i vyb́ıráme chodbu, kterou půjdeme.
Máme ještě k dispozici neoznačenou chodbu (i , j).
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b); (b, e); (e, f); (f,d);
(d , g); (g , j); (j , d); (d , h); (h, c); (c , i); (i , a); (a, i)
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

Označ́ıme chodbu (i , j). V ǩrižovatce j vyb́ıráme chodbu, kterou půjdeme.
Nemáme už k dispozici neoznačené chodby, vybereme tedy zpětnou hranu
(j, i) s •.
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b); (b, e); (e, f); (f,d);
(d , g); (g , j); (j , d); (d , h); (h, c); (c , i); (i , a); (a, i); (i , j)

a
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g
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

Označ́ıme chodbu (j, i), na začátku p̌ridáme •, protože pomoćı ńı p̌rijdeme
ke známé ǩrižovatce i .
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b); (b, e); (e, f); (f,d);
(d , g); (g , j); (j , d); (d , h); (h, c); (c , i); (i , a); (a, i); (i , j); (j, i)

a
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

V několika kroćıch zpracujeme chodby (i, c); (c,h); (h,d) a dostaneme se
až ke ǩrižovatce d , u ńıž vybereme hranu (d, j) s •.
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b); (b, e); (e, f); (f,d);
(d , g); (g , j); (j , d); (d , h); (h, c); (c , i); (i , a); (a, i); (i , j); (j, i); (i, c); (c,h);
(h,d)
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

Označ́ıme chodbu (d, j), na začátku p̌ridáme •, protože pomoćı ńı
p̌rijdeme ke známé ǩrižovatce j .
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b); (b, e); (e, f); (f,d);
(d , g); (g , j); (j , d); (d , h); (h, c); (c , i); (i , a); (a, i); (i , j); (j, i); (i, c); (c,h)
(h,d); (d, j)

a
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

Ve dvou kroćıch projdeme zpětnými hranami (j, g); (g,d) a jejich značeńı
ponecháme beze změny.
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b); (b, e); (e, f); (f,d);
(d , g); (g , j); (j , d); (d , h); (h, c); (c , i); (i , a); (a, i); (i , j); (j, i); (i, c); (c,h);
(h,d); (d, j); (j, g); (g,d)
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

Na ǩrižovatce d už máme jedinou možnost, “zpětnou” chodbu (d,b)
s • • • na začátku. Pouze j́ı projdeme ke ǩrižovatce b.
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b); (b, e); (e, f); (f,d);
(d , g); (g , j); (j , d); (d , h); (h, c); (c , i); (i , a); (a, i); (i , j); (j, i); (i, c); (c,h);
(h,d); (d, j); (j, g); (g,d); (d,b)
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Př́ıklad 6.1 – řešeńı

Dokonč́ıme naš́ı “pout’” pr̊uchodem chodby (b, a).
Navšt́ıvené chodby: (a, b); (b, d); (d , f ); (f , e); (e, b); (b, e); (e, f); (f,d);
(d , g); (g , j); (j , d); (d , h); (h, c); (c , i); (i , a); (a, i); (i , j); (j, i); (i, c); (c,h);
(h,d); (d, j); (j, g); (g,d); (d,b); (b, a)

a

b

e

f

d

g
j
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h

c
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Hledáńı zvonk̊u se jménem Novák či Nováková

Úloha Zvonky : Představme si, že máme k dispozici plánek určité městské
části Brna (viz ńıže) a s jeho pomoćı chceme proj́ıt všemi ulicemi a zjistit,
p̌rečteńım jmen u zvonk̊u každého domu, kolik se v městské části nacháźı
domů, ve kterých bydĺı Novákovi.

a
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h
c
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Hledáńı pamětńıch desek na domech

Úloha Pamětńı desky : Mějme opět plánek stejné městské části Brna (viz
ńıže) a s jeho pomoćı chceme proj́ıt všemi ulicemi a zjistit, kolik se tam
nacháźı domů s pamětńı deskou informuj́ıćı o tom, že tam žil známý
člověk.

a
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Jak obě úlohy řešit?

1 Úlohu Zvonky řeš́ıme pomoćı algoritmů pro pr̊uchod labyrintem,
protože ulice poťrebujeme proj́ıt v obou směrech, abychom p̌rečetli
zvonky u každého domu.

2 Při řešeńı úlohy Pamětńı desky stač́ı každou ulićı proj́ıt právě jednou
– hledáme tedy v daném plánku eulerovský tah.
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Hledáńı eulerovského tahu

Když vhodně aplikujeme Edmons-Johnsonův algoritmus na eulerovský
graf, můžeme pomoćı něj naj́ıt eulerovský tah.

Zpětný pr̊uchod hranami p̌ri Edmons-Johnsonově algoritmu určuje
eulerovský tah.

Je ťreba využ́ıt datovou strukturu zásobńık funguj́ıćı na principu LIFO
(Last In First Out).
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Princip algoritmu pro nalezeńı eulerovského tahu

1 Začneme v nějakém vrcholu x a modrou pastelkou kresĺıme nějaký
tah, dokud to jde.

Bud’ skonč́ıme znovu ve vrcholu x a našli jsme uzav̌rený tah.
Nebo skonč́ıme v jiném vrcholu y a našli jsme otev̌rený tah.
V obou p̌ŕıpadech zbylý “neobarvený” graf je sudý ⇒ existuje v něm
uzav̌rený eulerovský tah.

2 Vraćıme se zpět proti směru tahu a hrany označujeme červenou
pastelkou, p̌ričemž hledáme vrchol, ze kterého lze zač́ıt daľśı tah, tj.
uzel, který je incidentńı s nějakou neobarvenou hranou.

3 Jakmile neobarvenou hranu najdeme, vybereme j́ı a pokračujeme
krokem 1.

4 Pokračujeme tak dlouho, dokud máme neobarvené hrany.
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Použit́ı zásobńık̊u

K uchováńı p̌resné informace o pr̊uběhu tahu nakresleného modrou
pastelkou použ́ıváme zásobńık Z, kam vkládáme každý vrchol, kterým
modrý tah procháźı.

Ke zpětné rekonstrukci zpětného pr̊uchodu nakresleného červeného
pastelkou použ́ıváme zásobńık ET, kam vkládáme každý vrchol,
kterým zpětný červený pr̊uchod procháźı.

Na začátku algoritmu je zásobńık ET prázdný, zásobńık Z obsahuje

1 libovolně vybraný vrchol v , je-li eulerovský graf sudý.
2 jeden z vrchol̊u lichého stupně, obsahuje-li eulerovský graf právě dva

uzly lichého stupně.

Provád́ıme-li zpětný pr̊uchod, koṕırujeme uzel z vrcholu zásobńıku Z
na vrchol zásobńıku ET.

Algoritmus konč́ı v okamžiku, kdy je zásobńık Z prázdný. V té chv́ıli
je eulerovský tah “zaznamenán” na zásobńıku ET.
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Př́ıklad 6.2

Nalezněte eulerovský tah v následuj́ıćım grafu.

a

b

e

f

d

g
j

i

h
c

Při volbě následuj́ıćı hrany tahu uplatňujte lexikografické pravidlo.

28. 11. 2017 34 / 36



Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Nejďŕıve si p̌riprav́ıme zásobńıky Z a ET. Zač́ınáme ve vrcholu a a hledáme
co nejdeľśı tah.

a

b

e

f

d

g
j

i

h
c

Z: ET:a
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Modrou barvou vyznač́ıme tah, p̌ričemž veškeré vrcholy, které projdeme,
vkládáme do zásobńıku Z. Skonč́ıme ve vrcholu a.
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Ze zásobńıku Z vezmeme vrchol a a vlož́ıme jej do zásobńıku ET. Nový
vrchol zásobńıku Z ukazuje, kam máme j́ıt zpětnou hranou, kterou
označ́ıme červeně.

Z: ET:
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Modrou barvou vyznač́ıme tah z vrcholu i , p̌ričemž veškeré vrcholy, které
projdeme, vkládáme do zásobńıku Z. Skonč́ıme opět ve vrcholu i .
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Ze zásobńıku Z vezmeme vrchol i a vlož́ıme jej do zásobńıku ET. Nový
vrchol zásobńıku Z ukazuje, kam máme j́ıt zpětnou hranou, kterou
označ́ıme červeně.

Z: ET:
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Ze zásobńıku Z vezmeme vrchol h a vlož́ıme jej do zásobńıku ET. Nový
vrchol zásobńıku Z ukazuje, kam máme j́ıt zpětnou hranou, kterou
označ́ıme červeně.

Z: ET:
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Ze zásobńıku Z vezmeme vrchol j a vlož́ıme jej do zásobńıku ET. Nový
vrchol zásobńıku Z ukazuje, kam máme j́ıt zpětnou hranou, kterou
označ́ıme červeně.

Z: ET:
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Ze zásobńıku Z vezmeme vrchol i a vlož́ıme jej do zásobńıku ET. Nový
vrchol zásobńıku Z ukazuje, kam máme j́ıt zpětnou hranou, kterou
označ́ıme červeně.

Z: ET:
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Ze zásobńıku Z vezmeme vrchol f a vlož́ıme jej do zásobńıku ET. Nový
vrchol zásobńıku Z ukazuje, kam máme j́ıt zpětnou hranou, kterou
označ́ıme červeně.

Z: ET:
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Ze zásobńıku Z vezmeme vrchol d a vlož́ıme jej do zásobńıku ET. Nový
vrchol zásobńıku Z ukazuje, kam máme j́ıt zpětnou hranou, kterou
označ́ıme červeně.

Z: ET:

a

b

e

f

d

g
j

i

h
c

a
b
d
a
f
c

d
f

a
i

i
h
j

28. 11. 2017 35 / 36



Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Modrou barvou vyznač́ıme tah z vrcholu c , p̌ričemž veškeré vrcholy, které
projdeme, vkládáme do zásobńıku Z. Skonč́ıme opět ve vrcholu c .
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Ze zásobńıku Z vezmeme vrchol c a vlož́ıme jej do zásobńıku ET. Nový
vrchol zásobńıku Z ukazuje, kam máme j́ıt zpětnou hranou, kterou
označ́ıme červeně.

Z: ET:
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Ze zásobńıku Z vezmeme vrchol g a vlož́ıme jej do zásobńıku ET. Nový
vrchol zásobńıku Z ukazuje, kam máme j́ıt zpětnou hranou, kterou
označ́ıme červeně.

Z: ET:
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Ze zásobńıku Z vezmeme vrchol e a vlož́ıme jej do zásobńıku ET. Nový
vrchol zásobńıku Z ukazuje, kam máme j́ıt zpětnou hranou, kterou
označ́ıme červeně.

Z: ET:
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Ze zásobńıku Z vezmeme vrchol c a vlož́ıme jej do zásobńıku ET. Nový
vrchol zásobńıku Z ukazuje, kam máme j́ıt zpětnou hranou, kterou
označ́ıme červeně.

Z: ET:
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Ze zásobńıku Z vezmeme vrchol f a vlož́ıme jej do zásobńıku ET. Nový
vrchol zásobńıku Z ukazuje, kam máme j́ıt zpětnou hranou, kterou
označ́ıme červeně.

Z: ET:
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Ze zásobńıku Z vezmeme vrchol a a vlož́ıme jej do zásobńıku ET. Nový
vrchol zásobńıku Z ukazuje, kam máme j́ıt zpětnou hranou, kterou
označ́ıme červeně.

Z: ET:
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Ze zásobńıku Z vezmeme vrchol d a vlož́ıme jej do zásobńıku ET. Nový
vrchol zásobńıku Z ukazuje, kam máme j́ıt zpětnou hranou, kterou
označ́ıme červeně.

Z: ET:
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Ze zásobńıku Z vezmeme vrchol b a vlož́ıme jej do zásobńıku ET. Nový
vrchol zásobńıku Z ukazuje, kam máme j́ıt zpětnou hranou, kterou
označ́ıme červeně.

Z: ET:
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Př́ıklad 6.2 – řešeńı

Ze zásobńıku Z vezmeme vrchol a a vlož́ıme jej do zásobńıku ET.
Zásobńık Z je prázdný ⇒ algoritmus je u konce. Pomoćı zásobńıku ET
zpětně zrekonstruujeme eulerovský tah.
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