
Cvičeńı 11 – př́ıklad 2 (z přednášky)

Nalezněte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory lineárńı transformace ϕ prostoru R2

zadané matićı

AS =

(
5 3
3 5

)
ve standardńı bázi. Následně ověřte, že body [x, y] jednotkové kružnice (tj.
vektory (x, y)) se pomoćı zobrazeńı ϕ zobraźı na body elipsy, jej́ıž délky po-
loos budou rovny vlastńım č́ısl̊um.

Řešeńı

Nalezeńı vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u

Standardńım zp̊usobem najdeme vlastńı č́ısla a vlastńı vektory zobrazeńı ϕ.

|AS−λ·E| = (5−λ)2−9 = 25−10·λ+λ2−9 = λ2−10λ+16 = (λ−2)·(λ−8) = 0

Vlastńı č́ısla: λ1 = 2, λ2 = 8.

Vlastńı vektory: Najdeme řešeńı systému AS − λ · E = 0 dosazeńım λ1 = 2
a λ2 = 8 mı́sto λ.

1. λ1 = 2 : ~uλ1 = (−1, 1).

2. λ2 = 8 : ~uλ2 = (1, 1).

Vı́me, že násobky vlastńıch vektor̊u se zobraźı na násobky sama sebe. Např́ıklad

ϕ(−1, 1) =

(
5 3
3 5

)
·
(
−1
1

)
=

(
5 · (−1) + 3 · 1
3 · (−1) + 5 · 1

)
=

(
−2
2

)
= λ1·(−1, 1)T

ϕ(1, 1) =

(
5 3
3 5

)
·
(

1
1

)
=

(
5 · 1 + 3 · 1
3 · 1 + 5 · 1

)
=

(
8
8

)
= λ2 · (1, 1)T

Vektory jednotkové kružnice

Pod́ıvejme se ted’ na jednotkovou kružnici a vektory, které ji tvoř́ı. Určitě
známe vektory ~e1 = (1, 0) a ~e2 = (0, 1), př́ıpadně vektory k nim opačné:
~f1 = (−1, 0), resp. ~f2 = (0,−1). Ty však nejsou násobky vlastńıch vektor̊u,
takže se nezobraźı na své násobky. Pomoćı matice AS je zobraźıme takto:

ϕ(1, 0) = (5, 3), ϕ(−1, 0) = (−5,−3), ϕ(0, 1) = (3, 5), ϕ(0,−1) = (−3,−5).

Nás zaj́ımaj́ı také vektory, které jsou násobky vlastńıch vektor̊u. Pod́ıvejme se
na vektor ~u2 lež́ıćı na př́ımce y = x, který je jistě násobkem vlastńıho vektoru
~uλ2 = (1, 1) (viz Obrázek 1). Jeho souřadnice (x0, y0) lze určit pomoćı dvou
fakt̊u: velikost vektoru ~u2 je 1, úhel, který sv́ırá s osou x, je α = 45◦. Plat́ı
tedy, že

cos 45◦ =
x0
1
⇒ x0 =

√
2

2
,

sin 45◦ =
y0
1
⇒ y0 =

√
2

2
.



Obrázek 1: Jednotková kružnice a vektory ~u1, ~u2, násobky vektor̊u ~uλ1 , ~uλ2

Je zřejmé, že ~u2 = (
√
2
2
,
√
2
2

) a z toho ~u1 = (−
√
2
2
,
√
2
2

).

Lineárńı zobrazeńı jednotkové kružnice

Zobraźıme-li oba vektory pomoćı ϕ, přejdou na své vlastńı násobky. Protože
~u2 je násobkem ~uλ2 a ~u1 násobkem ~uλ1 , je zřejmé, že

ϕ( ~u1) = λ1 · ~u1 = 2 · (−
√

2

2
,

√
2

2
) = (−

√
2,
√

2),

ϕ( ~u2) = λ2 · ~u2 = 8 · (
√

2

2
,

√
2

2
) = (4

√
2, 4
√

2).

Uvažujeme-li vektory ~v1 = (
√
2
2
,−
√
2
2

), ~v2 = (−
√
2
2
,−
√
2
2

) po řadě opačné
k vektor̊um ~u1, ~u2, tak se také zobraźı na své λi násobky (i = 1, 2). Tedy

ϕ(~v1) = λ1 · ~v1 = 2 · (
√

2

2
,−
√

2

2
) = (

√
2,−
√

2),

ϕ(~v2) = λ2 · ~v2 = 8 · (−
√

2

2
,−
√

2

2
) = (−4

√
2,−4

√
2).

Podobně jsou na tom i daľśı vektory ~u = (cosα, sinα) určuj́ıćı jednotkovou
kružnici, tj. vektory velikosti 1 vycházej́ıćı z počátku pod úhlem α, který

2



sv́ıraj́ı s osou x. Zobraźı se na elipsu c, jej́ıž střed je v počátku, hlavńı poloosa
lež́ıćı na př́ımce y = x má velikost 8, vedleǰśı poloosa lež́ıćı na př́ımce
y = −x velikost 2. Hlavńı poloosa je totožná s vektorem ~u2 = (4

√
2, 4
√

2)
velikosti 8, vedleǰśı poloosa odpov́ıdá vektoru ~u1 = (−

√
2,
√

2) velikosti 2.
Dále viz Obrázek 2, na němž jsou zobrazeny vektory

~fiu1 = ϕ( ~u1) = (−
√

2,
√

2),

~fiu2 = ϕ( ~u2) = (4
√

2, 4
√

2),

~fie1 = ϕ(~e1) = (5, 3),

~fie2 = ϕ(~e2) = (3, 5).

Obrázek 2: Elipsa c, výsledek zobrazeńı jednotkové kružnice
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