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Napli cviceni

Analytickd geometrie — opakovani
m Usecka, polopfimka, polorovina

Soustavy linedrnich rovnic
m Soustavy dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych
m Maticovy zdpis SLR
m Hodnost matice, elementarni ¥adkové tpravy
m Schodovy tvar matice
m Soustavy tFi linedrnich rovnic o tfech neznamych
m Gaussova elimina&ni metoda, Frobeniova véta
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Usetka, polop¥imka

P¥iklad 14.2.22: Jsou dény dva body A[—2;5], B[4;—1].
(a) Napiste rovnici tsetky AB.

(b) Napiste rovnici polopfimky AB.

(c) Napiste rovnici polopfimky BA.
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Usetka, polop¥imka

Pt¥iklad 14.2.22: Jsou dény dva body A[—2;5], B[4;—1].
(a) Napiste rovnici tusetky AB.

(b) Napiste rovnici polopfimky AB.

(c) Napiste rovnici polopfimky BA.

P¥iklad 14.2.23: Je ddna polop¥imka

MN = {[2+3t;3+1t], t € (—00,3)}.

(a) Urtete soufadnice potatetniho bodu M dané polop¥imky.
(b) Polop¥imku nakreslete.

(c) Ur&ete yk tak, aby bod K[—1; yk]| lezel na dané polop¥imce.
Vysledky:

2(a)x=—-2+t, y=5—-t, te(0;6);

(b) x=—-2+4+k, y=5—k, k€ (0;0);

(c)x=-2+4+t, y=5—1t, t € (—00;6).
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Usetka, polop¥imka

Pt¥iklad 14.2.22: Jsou dény dva body A[—2;5], B[4;—1].
(a) Napiste rovnici tusetky AB.

(b) Napiste rovnici polopfimky AB.

(c) Napiste rovnici polopfimky BA.

P¥iklad 14.2.23: Je ddna polop¥imka

MN = {[2+3t;3+1t], t € (—00,3)}.

(a) Urtete soufadnice potatetniho bodu M dané polop¥imky.
(b) Polop¥imku nakreslete.

(c) Ur&ete yk tak, aby bod K[—1; yk]| lezel na dané polop¥imce.
Vysledky:

2(a)x=—-2+t, y=5—-t, te(0;6);

(b) x=—-2+4+k, y=5—k, k€ (0;0);

(c)x=-2+4+t, y=5—1t, t € (—00;6).

23.(a) M[%;% ; (b) P«[-T7;0], P,[O; %] (c) yk = 2.
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Polorovina

P¥iklad 14.2.24: Nakreslete poloroviny:

d) x+
e) y>2
(f) x<-2,6
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Polorovina

P¥iklad 14.2.24: Nakreslete poloroviny:

Prl'klad 14. 2 25: Rozhodnéte, zda bod M[4; —7] lezi v polorovin&
2x =3y +2<0.
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Polorovina

P¥iklad 14.2.24: Nakreslete poloroviny:

P¥iklad 14.2.25: Rozhodnéte, zda bod M[4; —7] leZi v poloroving&
2x =3y +2<0.

Ptiklad 14.2.26: Urcete viechny hodnoty parametru p € R tak, aby bod
P[—4; p + 3] lezel v poloroving y > 2x.
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Polorovina

P¥iklad 14.2.24: Nakreslete poloroviny:

Prl'klad 14. 2 25: Rozhodnéte, zda bod M[4; —7] lezi v polorovin&
2x =3y +2<0.

Ptiklad 14.2.26: Urcete viechny hodnoty parametru p € R tak, aby bod
P[—4; p + 3] lezel v poloroving y > 2x.

Vysledky:

25. nelezi, 26. p € (—11; )
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Polorovina

P¥iklad 14.2.27: Rozhodnéte, zda pfimka p: 2x + 7y — 12 = 0 protind
dse¢ku AB, kde A[2; 3], B[5; —1].
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Polorovina

P¥iklad 14.2.27: Rozhodnéte, zda pfimka p: 2x + 7y — 12 = 0 protind
dse¢ku AB, kde A[2; 3], B[5; —1].

Ptiklad 14.2.28: Ur&ete hodnotu parametru ¢ € R tak, aby body
Al4; 1], B[2;—6] lezely uvnit¥ téZe poloroviny s hrani¢ni p¥imkou
p: 3x+5y+c=0.
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Polorovina

Pt¥iklad 14.2.27: Rozhodnéte, zda p¥imka p: 2x 4+ 7y — 12 = 0 protina
dse¢ku AB, kde A[2; 3], B[5; —1].

Ptiklad 14.2.28: Ur&ete hodnotu parametru ¢ € R tak, aby body

Al4; 1], B[2;—6] lezely uvnit¥ téZe poloroviny s hrani¢ni p¥imkou

p: 3x+5y+c=0.

Priklad 14.2.29: Urete hodnotu parametru b € R tak, aby body
K[—3;8], L[1; —9] lezely v opa&nych polorovinach urgenych hrani¢ni
pfimkou x + by — 3 = 0.
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Polorovina

Pt¥iklad 14.2.27: Rozhodnéte, zda p¥imka p: 2x 4+ 7y — 12 = 0 protina
dse¢ku AB, kde A[2; 3], B[5; —1].

Ptiklad 14.2.28: Ur&ete hodnotu parametru ¢ € R tak, aby body
Al4; 1], B[2;—6] lezely uvnit¥ téZe poloroviny s hrani¢ni p¥imkou

p: 3x+5y+c=0.

Priklad 14.2.29: Urete hodnotu parametru b € R tak, aby body
K[—3;8], L[1; —9] lezely v opa&nych polorovinach urgenych hrani¢ni
pfimkou x + by — 3 = 0.

Vysledky:

27. protind, body A, B leZi v opaénych polorovinach;

28. c € (—o0,—17) U (24; 00);

29. b € (—00,—3) U (2, 00).
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Soustavy dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych

Mé&jme nasledujici soustavu dvou rovnic:

aux +any = b
a1x +axny = b

Obg rovnice uréuji pfimky p:y = —20 4 BL 3 4.y — —an 4 B

ai2 a2 a2 a2
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Soustavy dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych

Mé&jme nasledujici soustavu dvou rovnic:

aux +any = b
a1x +axny = b

Obg rovnice uréuji pfimky p:y = —20 4 BL 3 4.y — —an 4 B

ai2 a2 a2 a2

Pocet ¥eSeni soustavy

Soustava linedrnich rovnic (SLR)

(a) ma pravé jedno Feseni, nejsou-li vektory (a11; ai2), (a21; a22) linedrné
zavislé (graficky: YeSenim je prisecik p¥imek p, q);

(b) ma nekone&n& mnoho ¥edeni, je-li (a11; a12) redlnym k-ndsobkem
(a21; ax2) a zaroven by = k - by (graficky: p¥imky p, g splyvaji);

(c) nem3 YeZeni, je-li (a11; a12) redlnym k-ndsobkem (ap1; a22) a zérovefi
by # k - by (graficky: p¥imky p, g jsou rovnob&zné).

v
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Priklad

Udejte priklad soustavy dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych, ktera
(a) ma pravé jedno Feseni,
(b) ma nekone&n& mnoho FeZeni,

(c) nem3 YeZeni.

Vami vytvorené soustavy Feste graficky.
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Maticovy zdpis SLR

Mé&jme nasledujici soustavu linearnich rovnic:

ajix1 +appxo + -+ ammxp, = by
an1xo +amxa+ -+ amx, = b
amXx1 tampy + -+ amnXn = bm

kde m,n € N.
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Maticovy zdpis SLR

Mé&jme nasledujici soustavu linearnich rovnic:

ajix1 +appxo + -+ ammxp, = by
an1xo +amxa+ -+ amx, = b
amXx1 tampy + -+ amnXn = bm
kde m,n € N.
Maticovy zapis soustavy
Matici
a1l dl12 e din
dani ano e aon
A=
dmi a4m2 ... dmn

nazyvame matici systému SLR.

v
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Maticovy zdpis SLR

Mé&jme nasledujici soustavu linearnich rovnic:

a11xy +apxo+ -+ anxp, = b
as1xp +amxo+ -+ amx, = b
amiX1 +am2y + -+ ampXn = bm
kde m,n € N.
Roz&ifend matice SLR
Matici
alil ai? e din b1
a1 ax ... ax | b
Alb =
ami am2 .- amn | bm
nazyvame roz$ifenou matici systému SLR.
V.
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Hodnost matice, elementdrni Yadkové tpravy

Hodnost matice

Hodnosti matice A (typu m x n) rozumime pocet linedrn& nezavislych
fadkd matice A. Piseme h(A).
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Hodnost matice, elementdrni Yadkové tpravy

Hodnost matice

Hodnosti matice A (typu m x n) rozumime pocet linedrn& nezavislych
fadkl matice A. Piseme h(A).

/N7

Elementarni fadkové Gpravy

Elementarnimi ¥adkovymi dpravami matice, resp. samotného SLR jsou:
vynasobeni ¥adku (rovnice) nenulovym redlnym &islem,
vyména potadi dvou ¥adkd (rovnic),

pri¢teni ndsobku jiného ¥adku (rovnice) k danému ¥4ddku (rovnici).

Lukas Masilko 4. cviceni 10. 10. 2019 10 / 19



Hodnost matice, elementdrni Yadkové tpravy

Hodnost matice

Hodnosti matice A (typu m x n) rozumime pocet linedrn& nezavislych
fadkl matice A. Piseme h(A).

/N7

Elementarni fadkové Gpravy

Elementarnimi ¥adkovymi dpravami matice, resp. samotného SLR jsou:
vynasobeni ¥adku (rovnice) nenulovym redlnym &islem,

vyména potadi dvou ¥adkd (rovnic),

pri¢teni ndsobku jiného ¥adku (rovnice) k danému ¥4ddku (rovnici).

v

Dalezita poznamka: Elementarni Fadkové Gpravy nezméni hodnot matice,
resp. nezpusobi zmé&nu ¥eSeni SLR.
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Schodovy tvar matice

Schodovy tvar matice

V kaZzdém dalsim ¥adku je zleva vice nul nez v tom ptredchozim, p¥ipadné
je cely dalsi Fadek nulovy.
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Schodovy tvar matice

Schodovy tvar matice

V kaZzdém dalsim ¥adku je zleva vice nul nez v tom ptredchozim, p¥ipadné
je cely dalsi Fadek nulovy.

Poznamka: prevodem na schodovy tvar pomoci elementarnich ¥adkovych
Uprav zjistime hodnost zadané matice. Hodnost matice je pocet
nenulovych ¥adkd ve schodovém tvaru, ktery vznikne ze zadané matice
elementarnimi ¥adkovymi tpravami.
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Schodovy tvar matice

Schodovy tvar matice

V kaZzdém dalsim ¥adku je zleva vice nul nez v tom ptredchozim, p¥ipadné
je cely dalsi Fadek nulovy.

Poznamka: prevodem na schodovy tvar pomoci elementarnich ¥adkovych
Uprav zjistime hodnost zadané matice. Hodnost matice je pocet
nenulovych ¥adkd ve schodovém tvaru, ktery vznikne ze zadané matice
elementarnimi ¥adkovymi tpravami.

P¥iklad 1: rozhodné&te, zda jsou ndsledujici matice ve schodovém tvaru.
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

()

0 4 10 1
4 8 18

1 7 17 3
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

()

Vysledky: (a) h(A) =2,

0 4 10 1
4 8 18

1 7 17 3
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

(a)
0 4 10 1
A_| 4 8 18
10 18 40 17
1 7 17 3
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

()
3 -1 2
4 1 1
1 2 -1
A=l 2 3 -3
5 3 0
1 -5 4
(d)
2 1 3 4 6
3 -2 1 -3 -2
A_| 7T 0 7 5 10
4 5 1 10 10
5 -1 4 1 4
8 -3 5 —2 2
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

()
3 -1 2
4 1 1
1 2 -1
A=l 2 3 -3
5 3 0
1 -5 4
(d)
2 1 3 4 6
3 -2 1 -3 -2
A_| 7T 0 7 5 10
4 5 1 10 10
5 -1 4 1 4
8 -3 5 —2 2

Vysledky: (c) h(A) = 2,
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

()
3 -1 2
4 1 1
1 2 -1
A=l 2 3 -3
5 3 0
1 -5 4
(d)
2 1 3 4 6
3 -2 1 -3 -2
A_| 7T 0 7 5 10
4 5 1 10 10
5 -1 4 1 4
8 -3 5 —2 2

Vysledky: (c) h(A) =2, (d) h(A) = 2.
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Soustavy tfi linedrnich rovnic o tfech neznamych

Mé&jme nasledujici soustavu t¥i rovnic:

aiix+apy+azz = b
aix +axy+anz = b
asix +asxy +az = bs

Rovnice definuji t¥i roviny, u nichz ¥eSenim SLR uréime vzdjemnou polohu.
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Soustavy tfi linedrnich rovnic o tfech neznamych

Mé&jme nasledujici soustavu t¥i rovnic:

aiix+apy+azz = b
aix +axy+anz = b
asix +asxy +az = bs

Rovnice definuji t¥i roviny, u nichz ¥eSenim SLR uréime vzdjemnou polohu.

Pocet FeSeni soustavy

Soustava linedrnich rovnic (SLR) o 3 nezndmych

(a) ma pravé jedno Feseni, je-li h(A) = h(A|b) = 3 (roviny se protinaji
v jednom bodu);

(b) ma nekonetn& mnoho ¥edeni, je-li h(A) = h(A|b) < 3 (roviny se
protinaji bud v jedné p¥imce, kdyz h(A) = h(A|b) = 2, nebo splyvaji
v jednu rovinu, je-li h(A) = h(A|b) = 1);

(c) nema YeZeni, je-li h(A) # h(A|b) (geometricky to miZe vyjit riizng).
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminaéni metoda

P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminaéni metoda

P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:

P¥evedeme SLR na roz¥ifenou matici systému A|b.
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminaéni metoda

P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:
P¥evedeme SLR na roz¥ifenou matici systému A|b.
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminaéni metoda

P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:
P¥evedeme SLR na roz¥ifenou matici systému A|b.
P¥evedeme matici A|b na schodovy tvar.
Je-li h(A) # h(A|b), nemd SLR ¥egeni.
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).
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V opatném ptipadé stanovime polet parametri jako n — h(A|b).
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminaéni metoda

P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:
P¥evedeme SLR na roz¥ifenou matici systému A|b.
P¥evedeme matici A|b na schodovy tvar.
Je-li h(A) # h(A|b), nemd SLR ¥egeni.
V opatném ptipadé stanovime polet parametri jako n — h(A|b).
m Je-li n— h(A|b) = 0, pak ma SLR prav& jedno FeZeni.
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).
P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:

P¥evedeme SLR na roz¥ifenou matici systému A|b.

P¥evedeme matici A|b na schodovy tvar.

Je-li h(A) # h(A|b), nemd SLR ¥egeni.

V opatném ptipadé stanovime polet parametri jako n — h(A|b).

m Je-li n— h(A|b) = 0, pak ma SLR prav& jedno FeZeni.

m Je-li n— h(A|b) > 0, pak n — h(A|b) nezndmym “uvazliv€" ptifadime
parametr, ostatni nezndmé vyjadf¥ime pomoci téchto parametri ze

zbyvajicich rovnic.
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminaéni metoda

P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:

P¥evedeme SLR na roz¥ifenou matici systému A|b.

P¥evedeme matici A|b na schodovy tvar.

Je-li h(A) # h(A|b), nem3 SLR ¥eZeni.

V opatném ptipadé stanovime polet parametri jako n — h(A|b).

m Je-li n— h(A|b) = 0, pak ma SLR prav& jedno FeZeni.

m Je-li n— h(A|b) > 0, pak n — h(A|b) nezndmym “uvazliv€" ptifadime
parametr, ostatni nezndmé vyjadf¥ime pomoci téchto parametri ze
zbyvajicich rovnic.

m V obou pfipadech postupujeme tzv. zpétnym chodem, tj. bereme
rovnice zdola a volime za parametry pocet neznamych v dané rovnici
MINUS jedna, abychom posledni nezndmou v kazdé rovnici mohli
dopoditat pomoci ostatnich nezndmych — parametr(.
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Priklad 5.1.B1

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

()

3x1 + 2% + x3 = 5

2x1 + 3x% + x3 = 1

21 + xx 4+ 3x3 = 6

(c)

3x1 — X2 — x3 — 2x4 = —4
2x1 + 3x% + x3 + 2x4 = -3
2x1 + 3x% — x3 — x3 = -6
x1 + x 4+ 2x3 + 3x4 = 1
x1 + 2% + 3x3 — x4 = —4
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Priklad 5.1.B1

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

()

31 + 2% 4+ x3 = b

2x1 + 3x% + x3 = 1

21 + xx 4+ 3x3 = 6

(c)

3x1 — X2 — x3 — 2x4 = —4
2x1 + 3x% + x3 + 2x4 = -3
2x1 + 3x% — x3 — x3 = -6
x1 + x 4+ 2x3 + 3x4 = 1
x1 + 2% + 3x3 — x4 = —4

Vysledky: (a) (2, -2, 3),

Lukas Masilko 4. cviteni 10. 10. 2019 16 / 19



Priklad 5.1.B1

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

(a)
31 + 2% 4+ x3 = b
2x1 + 3x% + x3 = 1
21 + xx 4+ 3x3 = 6
(c)
3x1 — X2 — x3 — 2x4 = —4
2x1 + 3x% + x3 + 2x4 = -3
2x1 + 3x% — x3 — x3 = -6
x1 + x 4+ 2x3 + 3x4 = 1
x1 + 2% + 3x3 — x4 = —4

Vysledky: (a) (2,-2,3), (c) (-1,-1,0,1).
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Ptiklad 5.1.B2

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

(a)
5t — 9% 4+ b5x3 = 1
2x1 + 3x + 3x3 = 2
x1 + 8x + =1
xx — 2 + x3 = 0
(c)
2x1 + 9% + 8x3 4+ 3xq = 7
2x1 4+ 6xx + 8x3 4+ 3x4 = 3
x1 + 4x0 4+ bxzg + 2x4 = 2
3x1 + Tx0 + Tx3 + 2x4 = 12
54 4+ Tx + 9x3 4+ 2x4 = 20
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Ptiklad 5.1.B2

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

(a)
5X1 —
2x1 +
X1 +
X1 —
(c)
2x1 + 9%
2x1 + 6x
X1 + 4X2
3x1 + Tx
5x1 + Txo

Vysledky: (a) SLR nem3 YeZeni,

9x>
3X2
8xo
2X2

++ 4+ +

+ o+

8X3
8x3
5X3
7x3
9X3

5x3
3X3

1
2
1
0
= 7
= 3
= 2
= 12
= 20
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Ptiklad 5.1.B2

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

(a)
5X1 —
2x1 +
X1 +
X1 —
(c)
2x1 + 9%
2x1 + 6x
X1 + 4X2
3x1 + Tx
5x1 + Txo

Vysledky: (a) SLR nem3 YeZeni,

Lukas Masilko

9x>
3X2
8xo
2X2

_|._
+
+
+
+

+ o+

8X3
8x3
5X3
7x3
9X3

5x3
3X3

+

1
2
1
0
= 7
= 3
= 2
= 12
= 20

(c) SLR nema ¥egeni.
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Ptiklad 5.1.B3

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

()

2x1 — 3x + 2x3 = 1

x1 — 2 + x3 = 0

5 — 9% 4+ bx3 = 1

(c)

X + xx = 1
3X1 — 2X2 — 3X3 + 4X4 = =2
x1 + x - x3 4+ x4 = 2
X1 - X3 = 1
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Ptiklad 5.1.B3

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

(a)
2x1 — 3x + 2x3 = 1
x1 — 2 + x3 = 0
5 — 9% 4+ bx3 = 1
(c)
X + xx = 1
351 — 2x — 3x3 + 4x4 = -2
xx1 + x - x3 + x3 = 2
X1 - X3 = 1

Vysledky: (a) {(2 —t,1,t), t € R},
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Ptiklad 5.1.B3

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

(a)
2x1 — 3x + 2x3 = 1
x1 — 2 + x3 = 0
5 — 9% 4+ bx3 = 1
(c)
X + xx = 1
351 — 2x — 3x3 + 4x4 = -2
xx1 + x - x3 + x3 = 2
X1 - X3 = 1

Vysledky: (a) {(2 —t,1,t), t € R},
() {(1+1t3,t,-1), teR}L
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Dodateény ptiklad

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

X2 + xx = 1
31 — 2% — 3x3 4+ 4xq = -2
xx + x - x3 + x3 = 2
3x1 + Txo + TIx3 4+ 2x4 = 12
X1 - X3 = 1
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Dodateény ptiklad

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

X2 + xx = 1
31 — 2% — 3x3 4+ 4xq = -2
xx + x - x3 + x3 = 2
3x1 + Txo + TIx3 4+ 2x4 = 12
X1 - X3 = 1
Vysledek: (3;3; —%; —1)
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