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Vektorovy prostor

Axiomy pro vektorovy prostor

V' nazveme vektorovym (linedrnim) prostorem nad télesem T s operacemi
+, -, jestlize

Avi,veV:i+veV(u

A Vi v,weV:(i+V)+w=0d+ (V+ w) (asociativita operace +)
J0. VW eV : i+ 0= id= 0+ u (neutrdlni prvek pro operaci +)
Vi e V.3(—ua) e V: i+ (—u) = o (inverze vzhledem k operaci +)

BYi,veV: . i+v=v+a
"1" Voe V,Vte T :t-id e V (uzavfenost na soucin skaldru a vektoru)

zavrenost na operaC| —|—)

(komutativita operace +)

"2" Voe V, Vs, teT: ( ) = (s- t) -  (asociativita operace -)

"3 J1e T.VYde V:1.-d=id= id-1(neutrdlni prvek pro operaci -)
"6a" Vie V, Vs, teT: ( +t)-0=s- iU+ t- i (distributivita operaci)
"6b" Vu,ve V,Nse T :s-(d+V)=s-ud+s- vV (distributivita operaci)

v
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Vektorovy prostor

Ptiklad 3.1.B2: Uvazme mnozinu R®Y (to znamend mno¥inu viech
zobrazeni (0,1) — R). Pro f, g € R{®Y a pro r € R definujeme
f+geROD resp. r-f e RO takto:

m (f+ g)(x) = f(x) + g(x), resp.

m (r-f)(x) =r-(f(x))

pro Vx € (0,1). DokaZte, Ze pak R©1) je vektorovy prostor nad R.

Lukag Masilko 5. cviteni 17. a 24. 10. 2019



Vektorovy prostor

Ptiklad 3.1.B2: Uvazme mnozinu R®Y (to znamend mno¥inu viech
zobrazeni (0,1) — R). Pro f, g € R{®Y a pro r € R definujeme
f+geROD resp. r-f e RO takto:

m (f+ g)(x) = f(x) + g(x), resp.

m (r-f)(x) =r-(f(x))
pro Vx € (0,1). DokaZte, Ze pak R©1) je vektorovy prostor nad R.

Priklad 3.1.B7: Necht P(R) zna& mnoZinu véech posloupnosti redlnych
&isel. Pro (x1,x2,...),(y1,y2,...) € P(R) a pro r € R definujeme:

(x1,%2,... )+ (i, y2,...) = (a+y,xe+y,...),

re(xi,xe,...) = (r-x,r-x,...).

DokaZzte, ze pak P(R) je vektorovy prostor nad R.
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Vektorovy prostor

Definice vektorového podprostoru

Vektorovy podprostor prostoru (V/,+,-) nad télesem (T,+, ) je takova

podmnozina W prostoru V/, kterd je uzavfena vzhledem k operaci +

(s¢itani vektori) a - (ndsobeni vektoru skaldrem):
BviveW:d+veW
"1 YoeWNte T t-deW

Pozndmka: Vektorovy podprostor je tedy uzavieny na linedrni kombinaci

svych vektord(.
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Podprostor vektorového prostoru

P¥iklad 3.2.B3: Rozhodnéte, zda podmnozina W C Q* je podprostorem
vektorového prostoru Q*, je-li:

(a) W ={(0,0,0,0), (1,1,1,1), (~1,-1,-1,-1)}
(b) W ={(x1,x2,x3,xa) | x1 + x2 + x3 + x4 > 0}
() W ={(x1,x2,x3,xa) | X0 = x3 = xa}

(d) W={(2s+t,s—t,ts)]|t,seQ libovolné}
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Podprostor vektorového prostoru

P¥iklad 3.2.B3: Rozhodnéte, zda podmnozina W C Q* je podprostorem
vektorového prostoru Q*, je-li:

(a) W = {(0,0,0,0), (1,1,1,1), (-1,—1,-1,—1)}

(b) W ={(x1,x2,x3,xa) | x1 +x2 + x3+ xa > 0}

() W ={(x1,x2,x3,xa) | X0 = x3 = xa}

(d) W={(2s+t,s—t,ts)]|t,seQ libovolné}

P¥iklad 3.2.B5: Rozhodnéte, zda podmnozina W C ROY je
podprostorem vektorového prostoru R(%1) (viz cviteni [3.1.B2]), je-li:
(a) W={f:(0,1) >R | f(1) =0}

(b) W={f:(0,1) - R | f(0)-f(1) =0}

(c) W={f:(0,1) - R | f(x) > 1 pro kone&n& mnoho x € (0,1)}
(d) :(0,1) > R | f(x) =f(1—x) proVx € (0,1)}

Y
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Podprostor vektorového prostoru

P¥iklad 3.2.B3: Rozhodnéte, zda podmnozina W C Q* je podprostorem
vektorového prostoru Q*, je-li:

(a) W ={(0,0,0,0), (1,1,1,1), (~1,-1,-1,-1)}
(b) W ={(x1,x2,x3,xa) | x1 + x2 + x3 + x4 > 0}
() W ={(x1,x2,x3,xa) | X0 = x3 = xa}

(d) W={(2s+t,s—t,ts)]|t,seQ libovolné}

P¥iklad 3.2.B5: Rozhodnéte, zda podmnozina W C ROY je
podprostorem vektorového prostoru R(%1) (viz cviteni [3.1.B2]), je-li:

(a) W={f:(0,1) >R | f(1) =0}

(b) W={f:(0,1) - R | f(0)-f(1) =0}

(c) W={f:(0,1) - R | f(x) > 1 pro kone&n& mnoho x € (0,1)}
(d) :(0,1) > R | f(x) =f(1—x) proVx € (0,1)}

Y

Vysledky: 3.2.B3.(a) ne, (b) ne, (c) ano, (d) ano.
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Podprostor vektorového prostoru

P¥iklad 3.2.B3: Rozhodnéte, zda podmnozina W C Q* je podprostorem
vektorového prostoru Q*, je-li:

(a) W ={(0,0,0,0), (1,1,1,1), (~1,-1,-1,-1)}
(b) W ={(x1,x2,x3,xa) | x1 + x2 + x3 + x4 > 0}
() W ={(x1,x2,x3,xa) | X0 = x3 = xa}

(d) W={(2s+t,s—t,ts)]|t,seQ libovolné}

P¥iklad 3.2.B5: Rozhodnéte, zda podmnozina W C ROY je
podprostorem vektorového prostoru R(%1) (viz cviteni [3.1.B2]), je-li:

(a) W={f:(0,1) >R | f(1) =0}

(b) W={f:(0,1) - R | f(0)-f(1) =0}

(c) W={f:(0,1) - R | f(x) > 1 pro kone&n& mnoho x € (0,1)}
(d) :(0,1) > R | f(x) =f(1—x) proVx € (0,1)}

Y

Vysledky: 3.2.B3.(a) ne, (b) ne, (c) ano, (d) ano.
3.2.B5.(a) ano, (b) ne, (c) ne, (d) ano.
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Linearni obal mnoZiny vektori

Linedrni obal mnoZiny vektor

Linedrnim obalem mnoZiny (ne nutn& nezavislych) vektord {vi, v,..., vi}

z vektorového prostoru V' nad télesem (T, +, ) rozumime mnoZinu
{ag-vi+az-va+- - +ak-vi|ai,an,...ar € T} vzniklou jakoukoli

linedrni kombinaci vektort {vi, v3, ..., Vi}.

Znatime jej L(vi, V3, ..., Vi) nebo ({vi, va,..., Vi}).

Alternativné ¥ikdme, ze L(vi, v3,..., Vi) je podprostor generovany vektory
VI, V2, ..y Vi
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Baze a dimenze vektorového prostoru

Baze a dimenze vektorového prostoru

Posloupnost vektori (vi, v, ..., Vk) nazveme bazi (mnoZinou generatorii)
vektorového prostoru V nad t&lesem (T, +,-), jestlize
je linedrné nezavisla,
kazdy vektor & € V' Ize vyjad¥it linedrni kombinaci
F=oa1 -V +as vs—+---+ay- Vg pro n&jaké a1, ap,...,ax € T(tj.
vektory vi, v3,..., Vi generuji cely prostor V).

Dimenzi vektorového prostoru V' rozumime polet vektort néjaké jeho
baze. Zna¢ime dim V.

Cisla (a1, g, ..., ak) z vyjadfeni vektoru & nazyvdme soufadnicemi
vektoru i v bazi (vi, v3,. .., vi).
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Vektory generujici vektorovy prostor

P¥iklad 16: Ve vektorovém prostoru R3 jsou dany vektory:
v =(1;,-2;3), o =(2;-1;0), u3 =(1;1;-3), ua = (1;0; —1).

Rozhodn&te, zda tyto vektory generuji vektorovy prostor R3.
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Vektory generujici vektorovy prostor

P¥iklad 16: Ve vektorovém prostoru R3 jsou dany vektory:
v =(1;,-2;3), o =(2;-1;0), u3 =(1;1;-3), ua = (1;0; —1).

Rozhodn&te, zda tyto vektory generuji vektorovy prostor R3.

P¥iklad 3.3.B2: Rozhodnéte, zda vektory i1, ..., us generuji vektorovy
prostor (@4 je-li:
(a) ; (1 2; 1 2) m=1(2;1;2;1), 13 =(1;1;1;1),
up = (—2;0;,—1;-3), us = (-1;1;0; -2)
(b) ;1 =(-1;1; 1), 13 =1(2;0;1;3), uz =(1,2;3;4),

0; — )
up=(2;3;4,6), o5 = (1,-3;5,-7)
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Vektory generujici vektorovy prostor

P¥iklad 16: Ve vektorovém prostoru R3 jsou dany vektory:
v =(1;,-2;3), o =(2;-1;0), u3 =(1;1;-3), ua = (1;0; —1).

Rozhodn&te, zda tyto vektory generuji vektorovy prostor R3.

P¥iklad 3.3.B2: Rozhodnéte, zda vektory i1, ..., us generuji vektorovy
prostor (@4 je-li:
(a) ; (1 2; 1 2) m=1(2;1;2;1), 13 =(1;1;1;1),
up = (—2;0;,—1;-3), us = (-1;1;0; -2)
(b) ;1 =(-1;1; 1), 13 =1(2;0;1;3), uz =(1,2;3;4),

0; — )
up=(2;3;4,6), o5 = (1,-3;5,-7)

Vysledky: 16. ne,
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Vektory generujici vektorovy prostor

P¥iklad 16: Ve vektorovém prostoru R3 jsou dany vektory:
v =(1;,-2;3), o =(2;-1;0), u3 =(1;1;-3), ua = (1;0; —1).

Rozhodn&te, zda tyto vektory generuji vektorovy prostor R3.

P¥iklad 3.3.B2: Rozhodnéte, zda vektory 11, ..., us generuji vektorovy
prostor Q% je-li:
(a) ; (1 2; 1 2) m=1(2;1;2;1), 13 =(1;1;1;1),

U4:( ;0,-1,-3), us =(-1,1,0;,-2)

(b) ;1 =(-1;1,0;,-1), ;3 =(2;0;1;3), uz3 =(1,2;3;4),
up=(2;3;4,6), o5 = (1,-3;5,-7)

Vysledky: 16. ne,
3.3.B2.(a) ne, (b) ano.
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Vektor pfislusejici vektorovému podprostoru

Ve vektorovém prostoru R? jsou ddny vektory & = (0;2;5), v = (1;2;1).

Zjistéte, zda vektory i, V leZi ve vektorovém podprostoru W generovaném
nasledujici skupinou vektord.

(a) X=(1,-1;3),y = (=24, 1), 7= (-1;3;2);
(b) X=(2;-3;0),y = (~1;5;-2),Z = (0; —4; 1);
(c) X=1(3;5;-2),y =(2;3;, -3).
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Vektor pfislusejici vektorovému podprostoru

Ve vektorovém prostoru R? jsou ddny vektory & = (0;2;5), v = (1;2;1).

Zjistéte, zda vektory i, V leZi ve vektorovém podprostoru W generovaném
nasledujici skupinou vektord.

(a) ¥=(1;-1;3),7 = (=24 -1), 7 = (-1, 3;2);
(b) X=(2;-3;0),y = (~1;5;-2),Z = (0; —4; 1);
(c) X=1(3;5;-2),y =(2;3;, -3).

Vysledky:

(a). ;e W, v¢ W,
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Vektor pfislusejici vektorovému podprostoru

Ve vektorovém prostoru R? jsou ddny vektory & = (0;2;5), v = (1;2;1).

Zjistéte, zda vektory i, V leZi ve vektorovém podprostoru W generovaném
nasledujici skupinou vektord.

(a) ¥=(1;-1;3),7 = (=24 -1), 7 = (-1, 3;2);
(b) X=(2;-3;0),y = (~1;5;-2),Z = (0; —4; 1);
(c) X=1(3;5;-2),y =(2;3;, -3).
Vysledky:

(a). e W, v¢ W,
(b) de W, ve W,
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Vektor pfislusejici vektorovému podprostoru

Ve vektorovém prostoru R? jsou ddny vektory & = (0;2;5), v = (1;2;1).
Zjistéte, zda vektory i, V leZi ve vektorovém podprostoru W generovaném
nasledujici skupinou vektord.

(a) X=(L,-1;3),y=(-2:4-1),7=(-1,3;2);

(b) Xx=1(2,-3;0),y =(-1,5-2),Z= (0, —4; 1);

(c) X=1(3;5;-2),y =(2;3;, -3).

Vysledky:

(@ ve W, v¢Ww;
(b) de W, ve W,
(c)udg W, veWw.
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Dimenze a baze podprostoru

Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zadan nésledujici mnoZinou
generdtord. Uréete dimenzi a bazi ayy podprostoru W.

(a) di=(1;-1;0;2), 53 = (2;2,—1;3), 43 = (0; 1, 1;0), i = (3;2; 0; 5);
(b) t=(1;2;3:4), U2—( 2;—3; —4; -5), 4 = (3;4:5;6),

3 = (—4 =5, =6, —7), s = (5-6-7-8)-
(c) ai = (1;2;-1;0),d5 = (0;1; —1; —7), &3 = (—8;0;0; —5),

o = (3;—4;1;-2), 45 = (2;1;0; —3);
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Dimenze a baze podprostoru

Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zadan nésledujici mnoZinou
generdtord. Uréete dimenzi a bazi ayy podprostoru W.

(a) di=(1;-1;0;2), 53 = (2;2,—1;3), 43 = (0; 1, 1;0), i = (3;2; 0; 5);
(b) t=(1;2;3:4), U2—( 2;—3; —4; -5), 4 = (3;4:5;6),
3 = (—4 =5, =6, —7), s = (5-6-7-8)-
(c) di = (1;2;-1;0), 3 = (0; 1; —1; —7), & = (—8;0;0; —5),
o = (3;—4;1;-2), 45 = (2;1;0; —3);
Vysledky

(a). dim W = 3, napt. aw = (ui, u2, u3);
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Dimenze a baze podprostoru

Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zadan nésledujici mnoZinou
generdtord. Uréete dimenzi a bazi ayy podprostoru W.

(a) di=(1;-1;0;2), 53 = (2;2,—1;3), 43 = (0; 1, 1;0), i = (3;2; 0; 5);
(b) t=(1;2;3:4), U2—( 2;—3; —4; -5), 4 = (3;4:5;6),
3 = (—4 =5, =6, —7), s = (5-6-7-8)-
(c) di = (1;2;-1;0), 3 = (0; 1; —1; —7), & = (—8;0;0; —5),
o = (3;—4;1;-2), 45 = (2;1;0; —3);
Vysledky

(a). dim W = 3, napt. aw = (ui, u2, u3);
(b) dim W = 2, napt. aw = (11, 2);
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Dimenze a baze podprostoru

Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zadan nésledujici mnoZinou
generdtord. Uréete dimenzi a bazi ayy podprostoru W.

(a) ;1 = (1, -1;0; 2) =1(2;2;-1;3),u3 =(0;1;1;0),ua = (3;2;0;5);
(b) a1 = (1; ( 2;—3;—4;-5), 03 = (3;4:5;6),
u = (—4; 5 —6 7) us = (5'6'7'8)'
n=( 0;1;,-1; —7) = (-8;0;0; —5),
(

(a). dim W = 3, napF. aw = (i, i3, 3);
(b) dim W = 2, nap¥. aw = (u,
(c) dim W = 4, nap¥. ayy = (u1, 03, U3, U5).
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Soudet a prinik vektorovych podprostorti

Souéet a priinik vektorovych podprostorti

Souétem Wi + W, vektorovych podprostora Wi, W, prostoru V' nad
télesem (T, +,-) rozumime linedrni obal jejich sjednocenti, tj.

W1-|-W2:L(W1UWg):{a-ﬁ-l-ﬁ-\ﬂa,ﬁé T,o0e W, Ve W2}

Pranikem W; + W, vektorovych podprostori Wy, W, prostoru V nad
télesem (T, +,-) rozumime mnoZinu vektord, které lezi ve Wi i Wa
zarovefi, tj.

WlﬁW2={U€V’L7€ Wi AUE Wg}

Véta: Jsou-li Wi, W5 podprostory s kone€nou dimenzi, pak plati

dim (Wl + W2) =dim Wj +dim W5 — dim (W1 N Wg)
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Dimenze a baze souctu a priiniku podprostort

P¥iklad 3.4.B17: Ve vektorovém prostoru V' jsou zaddny podprostory
Wi, Wh. Uréete dimenzi a bazi podprostori Wy + W,, Wi N W, je-li:
(a) V=R3 W = L(u1, i), Wao = L(vi, 3, 3),

u=(1;1,-3),m;m =(1,2;2),

=(1,1;,-1),va =(1;2;1),v3 = (1,3;3);

(b) V=R" W = <{U1» i, i3 }), Wa = ({vi, v3, 3}),

1 =1(1;2;0;2),05 =(1;2;1;2),05 = (3;1;3; 1),
vi=(1;1,1;1),w=(1-1;1;-1),v3 = (1;3;1;3);
R W1 = L(Ul,UQ) W2 = (7 V_é),
(1,1,1,1),u2—(1,0,1,0), =(1;1;1,0),va =(1;2;0;1).

—~
(@}
~
<
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Dimenze a baze souctu a priiniku podprostort

P¥iklad 3.4.B17: Ve vektorovém prostoru V' jsou zaddny podprostory
Wi, Wh. Uréete dimenzi a bazi podprostori Wy + W,, Wi N W, je-li:
(a) V=R Wy = L(d1,d), Wa = L(vi,v3,3),
u=(1;1,-3),m;m =(1,2;2),
vi=(1;1,-1),va=(1;2;1),v3 =(1;3;3);
(b) V=R" W = <{U1» i, i3 }), Wa = ({vi, v3, 3}),
1 =1(1;2;0;2),05 =(1;2;1;2),05 = (3;1;3; 1),
vi=(1;1,1;1),w=(1-1;1;-1),v3 = (1;3;1;3);
(C) V R Wl— L(Ul,UQ) WQ— (7 V_é),
(1,1,1,1),u2—(1,0,1,0), =(1;1;1,0),va =(1;2;0;1).
Vysledky:
(a). dim (Wy + Wh) = 3, priklad baze: aw,+w, = (ui, 3, vi),
dim (W4 N Wh) = 1, p¥iklad baze: aw,nu, = ((3;5;1));
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Dimenze a baze souctu a priiniku podprostort

P¥iklad 3.4.B17: Ve vektorovém prostoru V' jsou zaddny podprostory
Wi, Wh. Uréete dimenzi a bazi podprostori Wy + W,, Wi N W, je-li:
(a) V =R Wi = L(i, ), Ws = L(V, v3, v3),

u=(1;1,-3),m;m =(1,2;2),

vi=(1;1,-1),va=(1;2;1),v3 =(1;3;3);

(b) V R* Wy = ({ul, up, u3})y, Wo =
=(1;2;0;2),u5 = (1;2;1;2), 173:(3;1;3;1),
=(1,1;,11),wn=(1-1;1,-1),v3 =

(C) V = R4, W1 = L(U_i, LTQ), W2 = (V_i, V_é)

1 =(1;1;1;1), 3 =(1,0;1,0),vi = (1,1;1;0), v2 = (1;2;0; 1).

Vysledky:

(a). dim (Wy + Wh) = 3, priklad baze: aw,+w, = (ui, 3, vi),

dim (W4 N Wh) = 1, p¥iklad baze: aw,nu, = ((3;5;1));

(b) dim (Wl + W2) = 3, priklad baze: QW+ Wy = (U >, _i),

dim (Wh N Wa) = 2, p¥iklad baze: aw,nw, = (12; 03);
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Dimenze a baze souctu a priiniku podprostort

P¥iklad 3.4.B17: Ve vektorovém prostoru V' jsou zaddny podprostory
Wi, Wh. Uréete dimenzi a bazi podprostori Wy + W,, Wi N W, je-li:
(a) V=R3 W = L(u1, i), Wao = L(vi, 3, 3),
u=(1;1,-3),m;m =(1,2;2),
vi=(1;1,-1),va=(1;2;1),v3 =(1;3;3);
(b) V=R" W = <{U1» i, i3 }), Wa = ({vi, v3, 3}),
1 =1(1;2;0;2),05 =(1;2;1;2),05 = (3;1;3; 1),
vi=(1;1,1;1),w=(1-1;1;-1),v3 = (1;3;1;3);
(C) V R W1 = L(Ul,UQ) WQ— (7 V_é),
(1,1,1,1),u2—(1,0,1,0), =(1;1;1,0),va =(1;2;0;1).
Vysledky:
(a). dim (Wy + Wh) = 3, priklad baze: aw,+w, = (ui, 3, vi),
dim (W4 N Wh) = 1, p¥iklad baze: aw,nu, = ((3;5;1));
(b) dim (Wl + W2) = 3, priklad baze: QW+ Wy = (u_i, >, V_i),
dim (Wh N Wa) = 2, p¥iklad baze: aw,nw, = (12; 03);
(c). dim (Wi + Wh) = 4, piiklad baze: aw,+w, = (41, 12, vi, v2),
dim (W; N Wh) = 0, baze tedy neexistuje.

Lukag Masilko 5. cviteni 17. a 24. 10. 2019



	Vektorový prostor a jeho podprostory
	Podprostor vektorového prostoru
	Lineární obal množiny vektorů
	Dimenze a báze vektorového prostoru
	Součet a průnik vektorových podprostorů


