Predmluva

Omnia sponte fluant, absit violentia rebus
JAK.

Toto je osnova k prednasce z Geometrie (MA2BP PGE). Stru¢ny piehled, pfedpoklady
k uspokojivému studiu a hlavni cile kurzu jsou vytéeny v tivodni kapitole [II Probiranou latku
lze p¥irozenéd rozdélit do dvou hlavnich bloku: afinni a eukleidovska geometrie (kapitoly a,
projektivni rozsifeni a geometrickd zobrazeni (kapitoly a .

Z dostupnych uebnic geometrie nejastéji pouzivaime [HoJa] a [Sek]. Pro souvislosti, zaji-
mavosti a ilustrace otevirame [Bel [Ha] a dalsi. Velmi ¢asto odkazujeme na poznatky z lofiského
kurzu konstrukéni geometrie 7], které vétsinou néjak doplijeme, resp. zobechiujeme. Hlavnim
pracovnim nastrojem v tomto kurzu je linearni algebra; z mnoha dostupnych ucebnic dopo-
ru¢ujeme napf. [Zl]. Z citované literatury je§té upozoriiujeme na povedené zévérecné prace [Po|
a [El|. N&kolik dalsich odkazi lze najit ve studijnich materialech v ISE|

Tento materidl se prubézné vyviji, a to i na zakladé studentskych pripominek. Zatim nej-

vétsi zasluhy v tomto sméru patii Lucii Krézkové. Za vSechny poznamky a pripominky dékuji
a povzbuzuji ¢tenaie, aby formulovali svoje vlastni.

Brno, 14. listopadu 2018

Vojtéch Zadnik

Thttp://is.muni.cz/el/1441/podzim2018/MA2BP_PGE/um/
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KAPITOLA |

Uvod

1 Zaklady

Zéaklady eukleidovské geometrie 1ze najit — vedle mnoha jinych véci — v Eukleidovych Zakladech
[Eu] (cca 300 p¥. K.). Toto dilo pfedstavuje uceleny deduktivni vyklad tehdejsi matematiky
odvozeny z nékolika axiému a postulatu. Axiomy se tykaji obecnych veli¢in, postulaty jsou ryze
geometrického charakteru a vymezuji zakladni vztahy mezi zdkladnimi geometrickymi objekty.
V této ¢asti pripomindme nékolik podstatnych pojmu a vztahu, ke kterym se budeme casto
vracet. Vétsinu z téchto poznatkil jsme diskutovali uz v kurzu konstrukéni geometrie [Z].

1.1 Definice

Definice vétSiny geometrickych pojmi, které zname ze §koly, 1ze najit v téméf stejném znéni
v Zakladech; jedna se o tvodni definice zejména ke knihdm I a XI. Nékteré z téchto definic
budeme mirné zobeciovat, proto si je tady pfipomeneme.

e Pokud jsou vedlejsi tthly vymezené dvéma protinajicimi se pfimkami shodné, pak kazdy
z téchto hla se nazyva pravy a piimky se nazyvaji kolmé.

e Kruznice je rovinny utvar tvoreny koncovymi body vSech tsecek, které jsou navzajem
shodné a jejichz opacné koncové body splyvaji (a to ve stfedu kruZnice).

e Piimky jsou rovnobézné, pokud lezi v téze roviné a nemaji zadny spole¢ny bod.
e Piimka je kolmd k roviné, pokud je kolméa ke viem piimkam, které v ni lezi.

e Dvé roviny jsou kolmé, pokud piimky, které lezi v jedné z téchto rovin a jsou kolmé k pri-
se€nici rovin, jsou také kolmé ke druhé roviné.

e Roviny jsou rovnobézné, pokud se neprotinaji.
e Apod.

Neékteré definice v Zakladech jsou ponékud vagni. Ty zde neuvadime a dame jim pfesny vyznam
pozdéji — postupné muzete odhadovat, které to jsou.
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1.2 Postulaty
(I) Kazdé dva rizné body spojuje piimka.

(IT) Kazdou primku lze na kazdé strané libovolné prodlouZit.

(v
(V

)
)
(II1) Lze vytvofit kruznici s libovolngm dangm stredemn prochdzejici libovolngm jingm bodem.
) Vsechny pravé uhly jsou shodné.

)

Kdyz primka protinajici dvé jiné primky tvori vnitini uhly na jedné strané mensi nez dva
pravé, pak tyto dvé piimky (dostatecné prodlouZeny) setkaji se na té strané, kde jsou whly
mensi dvou pravijch.

Obrazek 1.1: Eukleiduv dodatecny postulat: a + 8 < 2R = a a b se protinaji, a to
vlevo.

V (I) a (II) je pFimkou ziejmé myslena tsecka, a to jedind. Postulaty (I)—(III) piedstavuji pii-
pustné konstrukéni nastroje, tzv. eukleidovské pravitko a kruzitko.

Postulat (I) se tykd incidence, postulat (IV) nam fikd néco o zakladni relaci shodnosti.
Uvédomte si, ze v Eukleidové pojeti je shodnost docela abstraktni koncept: z pochopitelnych
diuvodu nemiZe zahrnovat zadné Ciselné vyjadiovani délek usecek, velikosti thla apod., jak to
bézné chapeme dnes!

Ponékud komplikovany postulat (V) byva nahrazovan tzv. postulatem o rovnobé&zkach, se
kterym je ekvivalentni:

o Kazdym bodem ke kaZdé piimce prochdzi pravé jedna rovnobézka.

1.3 Axiémy nevyslovené

V Zakladech se pouziva nékolik pfedpokladi, aniz by byly jakkoli formulovany. Pfesny axioma-
ticky popis, zaloZzeny na tom Eukleidové, pochazi od D. Hilberta [Hi] (kolem 1900). V tomto
systému jsou primitivnimi (nedefinovanymi) pojmy bod, pfimka a rovina; primitivni relace jsou
relace incidence (nélezeni), uspoifadani (,,byt mezi“) a shodnosti. Pro kazdou z téchto relaci je
formulovano nékolik axiomi, dale pak axiémy rovnobéznosti a spojitosti.

Eukleidovy nevyslovené axiomy se tykaji hlavné usporadani a spojitosti. Typicky axiém uspo-
radani je napf.:

e Pro tri rizné body leZici na jedné primce plati, Ze prdavé jeden z nich je mezi zbylymi dvéma.

Tento pozadavek ndm mj. ¥ik4, Ze pfimka neni uzaviena k¥ivka, coZ ze samotného postulatu (II)
nevyplyva. V disledku je mozné body na piimce uspoiadat a toto usporaddani je iplné. Uvédomte
si, 7e teprve po této pripravé je mozné uspokojivé definovat pojem tusecky.

Axiomy spojitosti je mozné nahradit jedinym, tzv. Dedekindovym axiomem, ktery lze feci
usporadani a tzv. Dedekindovych fezu formulovat takto:
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e Body na piimce neobsahuji (vzhledem k vyjse zminénému uspoidddni) Dedekindovy fezy
typu ,skok“ a ,mezera*.

Jinak feceno, body na pfimce ztotoziujeme s redlnymi ¢isly. . .

2 Shrnuti a vyhledy

2.1 Shrnuti

Eukleidovskd geometrie je axiomaticka teorie vyhovujici vye zminénym skupinam axiomu. Axi-
6my eukleidovské geometrie mohou byt zvoleny rtzné, my se odkazujeme vyhradné na systém
Hilbertuv. Nasledujici formulace jsou pomérné volné a tudiZ nepfesné; rozumna upiesnéni lze
najit napf. v [Col, [Hal [Sek].

Pokud se pozorné probirame zaklady eukleidovské geometrie, zjistujeme, Ze nékteré definice
a tvrzeni jsou nezévislé na nékterych axidémech nebo skupinach axiému. Napt. prvnich 28 tvrzeni
v L. knize |[Eu] nezavisi na axiému rovnobéznosti — o téchto fikdme, Ze patii do tzv. absolutni
(nebo neutrdlni) geometrie. Typickym piikladem je nap¥. véta o vngj§im thlu v trojuhelniku.

Na druhé strané, podstatna skupina poznatkii a pojmu na axiému rovnobéznosti zavisi, ale
je mozné je vyvodit bez axiému shodnosti — o téchto fikame, ze patii do geometrie afinni. Napf.
pojem stiedu tsecky je kupodivu afinni. Mezi znama tvrzeni elementarni geometrie, ktera jsou
ve skute¢nosti afinni, patii napt. Menelaova véta.

Dalsi studovanou geometrii je geometrie projektivni. Ta je vymezena téméf vyhradné axiomy
incidence — z lofiska pfipominame, Ze v projektivni geometrii viibec nemluvime o shodnosti,
neplati axiém rovnob&znosti (kazdé dvé primky, které leZi v jedné roving, se protinaji), ani
axiomy usporadani (projektivni piimka je uzaviend). Znama véta projektivni geometrie je napf.
véta Desarguesova.

V tomto kurzu se budeme vénovat piedevsim geometriim eukleidovskym, afinnim a projektiv-
nim. Musime v8ak asponi zminit geometrie neeukleidovské, jez se vyznacuji tim, ze v nich neplati
axiom rovnobéznosti. To znamen4, Ze k dané piimce danym bodem prochazi bud vice rovnobézek
(hyperbolickd geometrie) nebo zadné rovnobézka (eliptickd geometrie). Axiémy popisujici hyper-
bolickou geometrii jsou stejné jako pro eukleidovskou geometrii, akorat axiém rovnobéznosti je
nahrazen jeho negaci. V eliptické geometrii neplati axiémy uspoiadani.

Bereme-li eukleidovskou geometrii jako vychozi, miazeme piedchozi diskuzi ve velkych uvo-
zovkach shrnout takto:

99 absolutni geometrie je eukleidovski geometrie bez rovnobéznosti,
e afinni geometrie je eukleidovskd geometrie bez shodnosti,
e projektivni geometrie je eukleidovska geometrie bez shodnosti, rovnobé&znosti a usporadani,

e elipticka geometrie je eukleidovskd geometrie bez rovnobéznosti a usporddani,

44

e hyperbolickd geometrie je eukleidovska geometrie s vice rovnobézkami.
Kromé toho mtuzeme v podobné zkratce Fict, ze
99 absolutni geometrie je prinikem eukleidovské a hyperbolické geometrie,

e eukleidovska geometrie je afinni geometrie se shodnosti,
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e elipticka geometrie je projektivni geometrie se shodnosti,

(44
e apod.

Ke vSem témto reformulacim mame nékolik dobrych davoda. Jednak chceme naznacit, Ze jedna
a taz véc lze nahlizet riznymi zpusoby, jednak si pfipravujeme pudu pro nasledujici vyklad.

2.2 Vyhledy

V tomto kurzu budeme geometrii studovat tzv. analyticky, lépe feceno algebraicko-analyticky.
Pocatky této metody jsou spojovany se jménem R. Descarta (kolem 1637), jehoZz hlavnim p¥ino-
sem byla aplikace algebry k feseni geometrickych tloh. Mélo by v8ak byt ziejmé, Ze se nemohlo
jednat o analytickou geometrii, jak ji chdpeme dnesﬂ

S prumérnou znalosti linearni (vektorové) algebry budeme umét velmi pohodIné interpreto-
vat vSemozné geometrické definice a vztahy. Nejprve v pfislusnych kapitoldch vymezime pojmy
obecného afinniho, eukleidovského, resp. projektivniho prostoru:

e Struktura afinniho prostoru na jakékoli mnoziné je urcena zobrazenim, které dvéma bodam
pfifazuje vektor. VSechny tyto vektory tvoii vektorovy prostor, kterému budeme piezdivat
zaméfeni afinniho prostoru. Takto se rychle dostaneme ke vSem zakladnim pojmum afinni
geometrie, zejména k pojmu rovnobéznosti.

e Obecny eukleidovsky prostor je afinni prostor vybaveny eukleidovskou metrikou, coz je
metrika kompatibilni s afinni strukturou — ta nam definuje relaci shodnosti. Eukleidovska
metrika je urena skaldrnim soucinem na zaméieni.

e Projektivni prostor lze vzdy chapat jako afinni prostor rozgifeny o ,,body v nekonec¢nu®.
Body projektivniho prostoru budeme reprezentovat vektory z tzv. zastupujiciho vektoro-
vého prostoru, ktery obsahuje zaméteni afinniho prostoru (a je o jednu dimenzi vétsi).

Vyhodou této algebraizace geometrie je zejména to, ze vétsinu véci budeme umét formulovat
jednotné pro prostory libovolné dimenze. Z pochopitelnych divodi budeme postupovat induk-
tivné (geometrie na piimce, v roving, v prostoru), finalni definice, véty a jejich zdivodnéni v§ak
budou zpravidla univerzalni.

Dalsi vyhody algebraického pfistupu bychom méli pozorovat pii klasifikaci geometrickych
zobrazeni. VSechny shodnosti eukleidovského prostoru tvofi grupu, tato je podgrupou grupy
(bijektivnich) afinnich transformaci, jeZ je zase podgrupou grupy (bijektivnich) projektivnich
transformaci, apod. Kazdou z téchto grup budeme umét interpretovat jako jistou maticovou grupu
tak, ze pravé zminéné inkluze se stanou vic nez nazornymi. Pravé pojem transformacni grupy
a jeji role pii organizaci geometrickych informaci velmi ovlivnil pohled na geometrii a jeji dalsi
vyvoj. Hlavnimi propagatory tohoto pfistupu byli F. Klein a S. Lie (kolem 1872). V tomto duchu
je ta ¢i ona geometrie zcela charakterizovana grupou odpovidajicich geometrickych transformaci.

2.3 Poznamky

Objev vyznamu afinni geometrie (véetné tohoto pojmenovani) je pfisuzovan L. Eulerovi (kolem
1748). Jako samostatné disciplina se zacala afinni geometrie utvaiet az po akceptovani vyse
zminéného Kleinova programu a tplné zdomécnéla zejména diky vlivu H. Weyla (kolem 1923).

1V té dobé stale nebyla vynalezena redln &isla. . .
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Uplné pochopeni absolutni a neeukleidovské geometrie (kolem 1830) piedstavuje jedno z nej-
zajimavéjsich dobrodruzstvi v historii matematiky a je zasluhou J. Bolyaie, N.I. Lobacevského
a C.F. Gausse.

Nékolik poznatku projektivni geometrie bylo znamo jiz ve starovéku, napi¥. Pappova véta
(kolem 400). Dalsi postfehy piidévali malifi béhem renesance diky studiu perspektivy a tato
etapa byla zavrSena pracemi G. Desarguese a B. Pascala (kolem 1640). K dalsimu, tentokrat
bouflivému, rozvoji projektivni geometrie doslo v 19. stoleti diky pracim V. Ponceleta, J.D.
Gergonna, J. Steinera a dalgich.

Ve stejném stoleti se vyvinuly algebraické techniky, které se ukazaly byt pro geometrii velmi
piinosné a které budeme pouZivat i my (soustavy linearnich rovnic, determinanty a matice).
Prvni vicerozmérné geometrické objekty byly studovany A.F. Mobiusem, J. Pliickerem a W.R.
Hamiltonem (kolem 1830). Pozdgji se také zrodil pojem obecné grupy, jez F. Kleinovy dovolil
klasifikovat geometrie podle odpovidajicich grup transformaci.

Je zajimavé, ze ve stejné dobé (kolem 1872) se objevuji prvni pfesné definice realnych &isel,
a to diky G. Cantorovi (pomoci posloupnosti racionélnich ¢isel) a R. Dedekindovi (pomoci jiz
zmifovanych Fezi).

V uvedeném piehledu vyvoje geometrie jsme zdtraznili pouze nékolik proudi, které se tykaji
tohoto kurzu. Ucelenéjsi vyklad lze najit nap¥. v posledni kapitole II. dilu [Sek|. Viz téz stru¢né,
ale vystizné, pojednani [Hao].

3 Predpoklady a cile

3.1 Priedpoklady

Piedpokladame rozumny piehled skolské a konstrukéni geometrie zahrnujici zejména nésledujici
témata:

e klasickd konstrukéni geometrie v roviné a v prostoru,
e priniky a vzidjemné polohy pfimek a rovin v prostoru,
e konstrukce kolmice, urceni vzdélenosti a odchylek,

e piehled geometrickych zobrazeni a jejich vlastnosti.

Kromé toho budeme na kazdém kroku potiebovat uspokojivé dovednosti z algebry, hlavné té
linedrni. To mj. znamend, Ze ovladame nasledujici tématické okruhy:

e grupy, podgrupy a jejich homomorfizmy,

e vektorové prostory, podprostory a linedrni zobrazeni,
e soustavy linearnich rovnic,

e determinanty, skalarni souciny apod.

Pokud vyslovné neuvadime néco jiného, vSechny vektorové prostory jsou uvazovany nad télesem
redlnych ¢isel R.
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3.2 Cile

Chceme co nejvic zuzitkovat nabyté algebraické znalosti na pokud mozno zajimavé skupiné geo-
metrickych problémii. Typické tlohy, které chceme umét (algebraicky) fesit, zahrnuji napf.:

e pro dva podprostory v obecném afinnim, resp. projektivnim prostoru uréit jejich vzajemnou
polohu,

e pro dva podprostory v obecném eukleidovském prostoru rozhodnout, zda jsou kolmé,

e déle urcit jejich vzdélenost véetné néjaké dvojice bodii, v nichz se tato vzdélenost realizuje,
e podobné pro odchylku...,

e aspon trojim zptisobem urcit objem daného mnohosténu,

e urcit bod, ktery je soumérny k danému bodu podle daného podprostoru,

e ur¢it transformacni rovnice soumeérnosti podle daného podprostoru,

e 7z danych transformacnich rovnic rozpoznat typ, p¥ip. uréujici prvky odpovidajiciho zobra-
zeni,

e slozit dvé geometricka zobrazeni a ur¢it typ vysledného zobrazeni,
e apod.

Kromé feSeni téchto konkrétnich problémt bychom se také méli umét zorientovat v geomet-
rickych zobrazenich a klasifikaci geometrii v Kleinové duchu. Jistou napovédu lze najit v nasle-
dujicim schématu (8ipky naznacuji inkluze odpovidajicich transformacnich grup).

Hrdaddod

/]\ 7

bl
L M’Vb/ \\\\

AY
\

| ,

?M‘m%{,/,\mu \\\\ )
Joidyska, Tapbleadivdee

Bukleii Brendgehluidovika

Teenforvmmt

Obrézek 3.2: Hierarchie geometrii, o nichz se zmintujeme v tomto textu.



KAPITOLA ||

Afinni geometrie

Afinni struktura na mnoziné je zobrazeni, které dvéma prvkim dané mnoziny (jimz budeme
fikat ,body*) prifazuje vektor a spliiuje jisté p¥irozené pozadavky. Toto je kli¢ovy trik, ktery
nam umozhuje pfekladat mnoho geometrickych problému do vektorové (linearni) algebry. Ty-
pickymi tlohami afinni geometrie je ur¢ovani vzajemné polohy podprostord v afinnim prostoru
nebo konstrukce piicek. Do hajemstvi afinni geometrie patii také konvexni geometrie, pojem
barycentrickych soutfadnic apod.

4 Afinni prostory, podprostory a zobrazeni

4.1 Uvod a obecny afinni prostor

Ustfednim pojmem afinni geometrie je rovnobé&znost. Prvni kritérium rovnobéznosti piimek je
znézornéno na obr. [.1f(a). To je piimym disledkem tvrzeni 1.27 a 1.29 v [Eu] a rovnob&znost je
zde charakterizovana pomoci shodnosti thla.

s — 1\ .

J A LB 2
b e ST
) [o4

Obrazek 4.1: Kritérium rovnobéznosti piimek: (a) a ||b <= a=p5,(b)a|b < u
a v jsou line4rné zavisleé.

V 1vodu jsme slibovali, Ze afinni geometrii vybudujeme zcela bez pojmu shodnosti, a to
algebraicky pomoci vektord. V tomto duchu je rovnobé&znost piimek ekvivalentni s tim, Ze jejich
odpovidajici smérové vektory jsou linearné zavislé, viz obr. [L.I[b). P¥itom si zejména v&imame,
7e kazdé dva body A a B jednoznac¢né urc¢uji néjaky vektor, ktery zna¢ime AB. Toto pfifazeni
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neni jen tak ledajaké — jeho podstatné vlastnosti jsou obsazeny v néasledujici definici afinniho
prostoru. ..

Obecna definice afinniho prostoru

Piedchozi pozorovani jsou zékladem k obecné definici abstraktni afinni struktury.

Definice. Afinni prostor je neprazdna mnozina A spolu se zobrazenim A x A do n&jakého
vektorového prostoru V' (dvéma bodim A a B se ptitazuje vektor AB), které mé nésledujici
vlastnosti:

(a) li%)volny bod A a libovolny vektor u jednoznatné urc¢uji (koncovy) bod B tak, Ze plati
AB =u,

(b) je kompatibilni s vektorovou strukturou V, tj. pro libovolné body A, B a C plati:

AB+ BC = AC.

Vektorovy prostor V' se nazyva zaméreni afinniho prostoru A a znadi se X
Dimenze afinniho prostoru A je definovina jako dimenze jeho zaméfeni V =

A
-B:C
M\ iy c
A A
A= B=C
A

Obrazek 4.2: Axiomy obecné afinni struktury A x A — V: (a) pro libovolné A € A,ju €
V existuje jediny B € A takovy, ze zﬁ = u, (b) pro libovolné A, B,C € A plati:
AB + BC = AC.

Poznamky

Vlastnost @ nam asociuje zobrazeni A x V' — A, které lze interpretovat jako ,,umisténi volného
vektoru“. Koncovy bod B symbolicky piSeme

B=A+u.

Odtud je vidno, pro¢ se vektor u = E obcas formalné zapisuje jako ,,u = B — A“.

Vsimnéte si, Ze pro libovolny bod A € A je piedpisem

u— A+u
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@=> urceno zobrazeni V — A, které je bijektivniﬂ Tento postieh ospravedliiuje vyse uvedenou defi-
nici dimenze afinniho prostoru. Afinni prostor dimenze 0 se nazyva trivialni, afinnimu prostoru
dimenze 1, resp. 2, se piezdiva afinni piimka, resp. rovina.

Zobrazeni AxV — A muZzeme také interpretovat jako akci (komutativni grupy) V na mnoziné
A: pro libovolny vektor u € V je odpovidajici transformace A — A pravé ,,posunuti o vektor u*.
Vzhledem k terminologii v podkap. 24] mizeme nasi ptuvodni definici zestru¢nit takto:

Definice (ekvivalentni). Afinni prostor se zaméfenim V je neprazdna mnozina A, na niz V'
pusobi efektivné a tranzitivné; pfitom V je vektorovy prostor uvazovany jakozto komutativni

grupa.

4.2 Priklady a poznamky

(1) Tzv. kanonicky afinni prostor se zamé&fenim V je pravé V', akorat zapomeneme na vyznacny
prvek (kterym je nulovy vektor). Pfesné&ji, uvazujeme A := V spolu se zobrazenim VxV — V
danym rozdilem vektora: uv := v — u.

(2) Prostor FeSeni soustavy linedrnich rovnic je bud prazdnd mnoZina nebo afinni prostor, viz
napf. soustavu dvou rovnic o tfech neznamych {2z — y = 3, 3z — z = 4}.
Jaka miize byt dimenze prostoru feSeni soustavy r linedrnich rovnic o n neznamych?

(3) Dalsi prirozené netrividlni piiklady zname z matematické analyzy, viz nap¥. prostor FeSeni
linearni diferencialni rovnice y” — 4y’ + 5y = 10.

Jaka je dimenze prostoru feSeni linearni diferencidlni rovnice k-tého radu?
(4) Ruzné podivné vyhlizejici konstrukce lze najit v literatufe.

V dalsim textu standardnim afinnim prostorem dimenze n minime pravé kanonicky afinni
prostor se zamérenim V = R".

V piedchozich piikladech jsme chtéli zduraznit, ze afinni strukturu lze najit ledaskde, tedy
ne jenom v geometrii. At uz afinni prostor vypada jakkoli, jeho prvky jsou vzdy jednoznac¢né
popsany nékolika realnymi ¢isly (volnymi parametry, integra¢nimi konstantami apod.). To jsou
tzv. afinni soufadnice, o nichz si néco vic fekneme v odst. [5.1] Timto zpusobem lze kazdy afinni
prostor dimenze n ztotoznit se standardnim afinnim prostorem R"™!

4.3 Afinni podprostory, priniky, sou¢ty a obaly
Afinni podprostor

Definice. Podmnozina afinniho prostoru A, kterd je sama afinnim prostorem, se nazyva
afinni podprostor prostoru A.

Jak je u podobnych definic zvykem, ve vedlejsi privlastkové vété nevyslovujeme dodatek ,,vzhledem
ke zdédéné afinni struktuie®. Uvédomte si, co to pfesné znamené. ©=

I Bijektivnost plyne pfimo z definice afinni struktury; inverzni zobrazeni A — V je dano pfedpisem B —

AB. Tato pozorovani stoji za jinymi (ekvivalentnimi) definicemi afinnfho prostoru, jez lze najit v literatufe, viz
napf. [Sekl str. 19 v 1. dile].
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Afinni podprostory dimenze 0, 1, resp. 2, nazyvame pfirozené body, pfimky, resp. roviny v A;
podprostory kodimenze 1 nazyvime nadroviny v .AE| (Nadrovinou v trojrozmérném prostoru je
rovina, nadrovinou v roviné je piimka apod.)

Je-li B afinni podprostor v A, potom zaméieni ? je vektorovym podprostorem v zaméieni
X. Pro dva afinni podprostory B a C v A plati:

Bcc — BcC,

ale urcité ne obracend! Nejjednodussi protipfiklad mizeme vydedukovat z obr. L.} rovnobézné
primky maji stejnd zaméfeni. Toto pozorovani motivuje obecnou definici rovnobé&Znosti, viz

podkap. [6]

Afinni podprostor je jednozna¢né uréen svym zaméienim a néjakym bodem, jimZ prochézi;
piSeme

B=B+U:={B+u|ueU}, (4.1)

kde B je n&jaky bod a U = g je vektorovy podprostor v Z Ke zpusobum vyjadieni afinnich
podprostort se vratime v podkap.

Z definici, pfedchozich pozorovani a §petky samostatného uvazovani vyplyva, ze nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

e PodmnoZina B C A je afinnim podprostorem <—

podmmnoZina {)ﬁ | X, Y e B} C X je vektorovym podprostorem <=

existuje bod B € A a vektorovy podprostor U C Z tak, Ze B=B+U <=

pro libovolné rizné body B,C € B plati, Ze také celd piimka B + C patii do B.

Ptfimka B + C je nejmensi afinni podprostor obsahujici body B a C. To je nejjednodussi priklad
souctu afinnich podprostori, o kterém si hned néco fekneme obecné. ..

Prinik a soudet podprostori, afinni obal

Pokud je priunik afinnich podprostori B a C neprazdny, pak je to opét afinni podprostor a ziejmé

plati
Bnc)=Bn<C.

Sjednoceni afinnich podprostort viak nemusi byt podprostorem (viz nap¥. mnoZinu sestévajici
ze dvou ruznych bodu). Nejmensi afinni podprostor, ktery obsahuje B U C, se nazyva souctem
a znadi se B+C.

2Dimenze nadroviny v A je o 1 mensi ne# dimenze A.



4 Afinni prostory, podprostory a zobrazeni 15

Obréazek 4.3: Prunik a soudet afinnich podprostori: aNb=C, C+ D =b, a+ C = aq,
a+D=p,a+p=p,anNp=a,...

Pro zaméreni sou¢tu afinnich podprostoru plati

B+C) =B+ C +(BO), (4.2)

kde B € B a C € C jsou libovolné body a souCet na pravé strané je souttem vektorovych
podprostort. Sé¢itanec (B?> v nelze obecné vynechévat! V nékterych piipadech je vsak
jisté nadbytec¢ny, tj. v nékterych piipadech plati B? € g + ? Pokud za¢neme zkoumat, kdy je
tento s¢itanec nadbyte¢ny a kdy nikoli, zjistime, Ze odpovéd tzce souvisi s priunikem podprostori,

viz obr. .4}

NF

Obrazek 4.4: BNC # ) +— B?Eg—i-?.

Véta. Uvazme afinni podprostory B,C C A a libovolné body B € B a C € C. Potom podpro-
story B a C maji neprdzdny prinik privé tehdy, kdyz vektor B? patii do souctu zaméreni
+

Diikaz. Pokud je prunik neprazdny a D € B N C je néjaky spolecny bod, pak B = D + u
a C = D + v pro néjaké vektoryue 5 ave C. Odtud BC =v—-—ue C +
Naopak, je-li BC € g + ?, lze vektor B?’ napsat jako B? = v — u pro néjaké u € g

av € C. Odtud plyne C' — v = B — u, tzn. bod B — u € B je roven bodu C — v € C, tudiz
BNC #0. O

Definice sou¢tu podprostoru je specidlnim piipadem tzv. afinniho obalu:
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Definice. Afinni obal neprazdné podmnoziny M C A je nejmensi afinni podprostor v A,
ktery obsahuje M.

Casto se budeme odkazovat na body v tzv. obecné poloze — dva body v obecné poloze urcuji
piimku, body tii body v obecné poloze urcuji rovinu apod. Jinak feceno, afinnim obalem dvou
bodu v obecné poloze je pfimka atd. Obecné:

Definice. O k bodech Ay,..., Ax € A tikdme, Ze jsou v obecné polozez/ pokud afinni obal
mnoziny {41,..., Ax} mé dimenzi k — 1, neboli vektory A;As, ..., A1 A € A jsou linearné
nezavislé.

4.4 Cvideni

Rozhodnéte, zda néasledujici podmnoziny jsou afinni podprostory; pokud nejsou, urcete jejich
afinni obaly:

(1) n&jaky interval v R!, dva body v R?, kolob&zka v R?, dvé mimobé&zné piimky v R*, sjednoceni
viech pficek dvou mimobézek v R* apod.,

vSechna feSeni rovnice x +y + z = 5 v prostoru {(z,y, 2)} = R3,
celoCiselna feSeni rovnice « + y + z = 5 (o tfech neznamych) v prostoru vSech jejich FeSent,
vSechna Fegeni diferenciélni rovnice y” — 4y’ + 5y = 10 v prostoru v8ech analytickych funkci,

konstantni FeSeni v prostoru vSech feSeni diferencialni rovnice y” — 4y’ + 5y = 10.

4.5 Afinni zobrazeni

Na tomto misté pfipomeneme geometrickou definici afinniho zobrazeni a najdeme jeji ekvivalentni
algebraické vyjadieni. K afinnim (stejng jako ke viem pozdéji zmihovanym) zobrazenim se je§té
vratime v kapitole [V]

Uvod

Dobfe znamé (a v jistém smyslu zakladni) afinni zobrazeni je osova afinita nebo rovnobézné pro-
mitani. Obecné geometricka definice afinniho zobrazeni, kterou zndme z konstrukéni geometrie,
vypadéa takto:

Definice. Zobrazeni mezi afinnimi prostory se nazyva afinni, pokud
(a) zobrazuje kolinearni body na kolinearni body,

(b) zachovéava rovnob&Znost piimek,

(¢) zachovava délici poméry trojic bodu na piimce.

Bijektivni afinni zobrazeni se jmenuje afinita.
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Kolinearni body jsou body, které lezi na jedné piimce, tedy také body splyvajici. Podminka
(b), resp. (c) tedy mé smysl pouze v ptipadé, kdy se rtizné kolinedrni body nezobrazi do jednoho
bodu. Z (a) a (c) plyne, Ze afinni zobrazeni zobrazuje pfimky na pfimky, resp. na body (tedy
nikoli napf. na tsecky ¢i jiné ¢asti piimek).

Uvedené podminky nejsou uplné nezavislé — pro zobrazeni afinniho prostoru dimenze aspon
2 plati, ze za pfedpokladu (a) jsou podminky (b) a (c) ekvivalentni. Pro afinni zobrazeni mezi <%
prostory dimenze 1 je podminka (a), resp. (b) splnéna automaticky, resp. trividlng — afinni
zobrazeni jsou v takovych piipadech zcela charakterizovany podminkou (c).

Uvédomte si, Ze vechny pojmy zminiované v definici jsou srozumitelné v jakémkoli afinnim
prostoru A:

(a) primka je jednorozmérny afinni podprostor v A,
(b) pfimky jsou rovnobézné, pokud jejich zamé¥eni splyvaji,

(c) délici pomér trojice ruznych kolinearnich bodu (A, B, C) (v tomto porfadi) je realné ¢islo
d takové, ze plati AC = d - BC, coz vét§inou zapisujeme symbolicky jako

d=(ABC) = %. (4.3)

Obrazek 4.5: Osové afinita.

Algebraicka definice afinniho zobrazeni

Nyni chceme sloucit nase dosavadni piedstavy s abstraktnimi definicemi z odst. V kazdém
konkrétnim piikladé afinniho zobrazeni f : A — A’ ktery zndme, si maZeme povSimnout, ze f

indukuje zobrazeni mezi zaméfenimi f : A — A’, a to tak, Ze obraz vektoru u = AB je uréen
obrazy bodu A a B:

7 ()= FA)F(B.
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Uvédomte si, Ze vektor u mize byt reprezentovan nekonec¢né mnoha dvojicemi bodd u = zﬁ =
C"[—)) = ... To, Ze je timto piredpisem vubec definovano zobrazeni, je pfimym duasledkem vlastnosti

@f z definice Odtud také plyne, ze indukované zobrazeni neni jen tak ledajaké, ale
je linearni. Pravé tato pozorovani vysvétluji, pro¢ je nasledujici definice ekvivalentni s definici

4.0l
g gic)  F#)
4
D

. / \Sf’rm\
c* ” (D) F£(8)

Obrazek 4.6: Afinni zobrazeni indukuje linedrni zobrazeni mezi zamé&fenimi.

Definice (ekvivalentni). Zobrazeni mezi afinnimi prostory f : A — A’ se nazyva afinni,
pokud existuje linearni zobrazeni mezi zaméfenimi f : A — A’ tak, Ze pro libovolné body

A, B € A plati
F(@AB) = F(A)f(B). (4.4)

Jako je linearni zobrazeni homomorfizmem vektorovych prostort, je afinni zobrazeni homo-
morfizmem afinnich prostori. Afinni zobrazeni je tedy zobrazeni mezi afinnimi prostory, které
zachovava afinni strukturu. Uvedena definice pouze vysvétluje, co to pfesné znamena. . .

&y A jf_i) a x

L

4 -
& -5 %
F

Obréazek 4.7: Zobrazeni f je afinni, pokud ? existuje, je linedrni a diagram komutuje.

Afinni zobrazeni f jednozna¢né urcuje linearni zobrazeni 7, avSak tato korespondence neni
vzéjemné jednoznacné — staci si uvédomit, ze indukované linearni zobrazeni ke kazdému posunuti

A~ A+u

@=> je identické zobrazeni. Obecnéji dvé afinni zobrazeni indukuji jedno a to sameé linearni zobrazeni
pravé tehdy, kdyz se 1isi o néjaké posunuti. Afinni zobrazeni f je tedy zcela ur¢eno indukovanym
linearnim zobrazenim f a obrazem jednoho (libovolného) bodu. Pokud takovy bod oznaime
napft. A, potom obraz libovolného bodu B € A je urcen pravé rovnosti , neboli:

F(B) = F(AB) + f(A). (4.5)
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Analytickému vyjadieni afinnich (a dalsich) zobrazeni se vénujeme v samostatné podkap.
Tato vyjadieni z&visi na volb& soufadné soustavy, o ¢emZ si néco fekneme v odst. 5.1} . .

Protoze linearni zobrazeni n-rozmérného vektorového prostoru je ur¢eno obrazem néjaké baze,
tj. obrazy n linearné nezavislych vektori, vidime, ze obecné plati:

Véta (o urcenosti afinniho zobrazeni). Afinni zobrazeni afinniho prostoru dimenze n je
uréeno obrazy m + 1 bodi v obecné poloze.

Afinni invarianty a zakladni véta afinni geometrie

V Kleinové duchu je afinni geometrie studiem vlastnosti, které jsou invariantni vaéi afinnim zob-
razenim. V definici [4.5] jsme vyjmenovali tii zakladni invarianty; na tomto misté mazeme doplnit
jeden dalsi, jehoz zduvodnéni plyne piimo z definici a ekvivalentnich algebraickych reformulaci: <&

Vzor a obraz afinniho podprostoru vzhledem k afinnimu zobrazeni jsou afinni podprostory.

V nésledujicim textu budeme postupné potkavat dalsi afinni invarianty, na které budeme
prub&Zné upozorhovat. Automaticky mezi né pat¥i vSechny pojmy, které je moZné definovat
v obecném afinnim prostoru, tzn. ze k jejich vymezeni neni nutné mluvit o vzdalenostech bodi
apod., i kdyz to je mozné a nékdy dokonce vyhodné. Typickou ukéizkou je pojem tsecky a dalsi
odvozené véci, viz odst. [7.4] ..

Vyse jsme si uvédomili, ze zakladni afinni invarianty z definice [L.5] nejsou aplné nezavislé. Ve
skutecnosti jsou navzdjem svazany vic, nez by jeden cekal:

Véta (Zakladni véta afinni geometrie). KaZdé bijektivni zobrazeni mezi afinnimi prostory
dimenze alespon 2, které zobrazuje primky na primky, je afinni.

Toto je skute¢né zajimavy vysledek, jehoZz dikaz rozhodné neni trivialni; hlavni myslenky jsou
predstaveny napf. v [Bel, ¢ast 2.6]. Obsah tvrzeni, a tedy i jeho dikaz, je velmi podobny tomu
ve vété na str.[@3 ..

Vsimnéte si, Zze o zobrazeni nepiedpokladame zadnou spojitost ani nic podobného. Podstatna
je pravé a jenom jeho bijektivnost. Jinymi slovy, bijektivni zobrazeni spliiujici @ v definici

splhuje takeé (]ED a .

4.6 Cviceni
(1) Rozhodnéte, zda nésledujici zobrazeni jsou afinni:

e stiedové promitani mezi rovinami A a A’, piip. A" a A"’ naznacenymi na obr.
e kruhové inverze, stejnolehlost, pfip. osova kolineace v rovinég,

e transformace afinni pfimky A = R zadana piedpisem f(z) = 2" +1,kden=0,1,2,...

(2) Vzpomeiite si na konstrukéni zdivodnéni véty [£.5| na str.
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Obréazek 4.8: Stiedové promitani mezi rovinami.

5 Afinni souradnice a vyjadreni afinnich podprostori

5.1 Afinni repér a afinni soufadnice

Soutadnicové vyjadieni bodu v afinnim prostoru je relativni — zavisi na soufadné soustavé.
Obvyklou soufadnou soustavu v afinnim prostoru je tzv. afinni souradné soustava, jez je ur-
Cena soufadnymi osami a ,jednotkami“ na oséch. Spoleény bod soufadnych os je tzv. pocatek
a ,,jednotkové“ vektory na oséach tvori bazi Z Afinni soufadné soustava je urcena tzv. afinnim
repérem a naopak:

Definice. Afinni repér v afinnim prostoru A je urcen poéitkem O € A a béazi (e1,eq,...)
zamd&ieni j Soufadné osy jsou piimky z; = O + (e;).

Afinni soufadnice bodu A vzhledem k afinnimu repéru (O;eq,es,...) jsou pravé soufad-
nice vektoru u = OA v bézi (e1,eq,...).

Soufadnice bodu A v uvedeném repéru obvykle piSeme
A=lay,ag,...];
podle definice a; jsou takova jednoznacné urcend redlné Cisla, ze plati
A=0+aje; +azes+...

Pokud potiebujeme rozlisovat mezi body (prvky .A) a soufadnicemi (prvky R™), budeme tyto
rozliSovat tloustkou pisma. Uvédomte si, Ze pro libovolny afinni repér v A, je pfifazenim

bod A — A = soufadnice bodu A vzhledem k danému repéru

definovano bijektivni afinni zobrazeni mezi afinnim prostorem A a standardnim afinnim pro-
storem R"™. Plati tedy:
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Vsechny afinni prostory stejné dimenze jsou navzdjem izomorfni (nikoli vsak kanonicky).

Obrézek 5.9: Soufadnice vzhledem k afinnimu repéru (O;eq,e0): A=[3,—1] & A=
O+ %el — es.

Piechod mezi soufadnymi soustavami

Jeden bod miZe (ale nemusi) mit v riznych afinnich repérech rtzné soufadnice. Pokud znéme
soutradnicové vyjadieni bodu A vzhledem k jednomu repéru a soucasné zname vyjadieni tohoto
repéru vzhledem k jinému repéru, pak by mélo byt jednoduchym cvicenim vyjadfit souradnice
bodu A vzhledem k onomu jinému repéru. Konkrétni piiklad tohoto prechodu je na obr. [5.10}

N B
L, 43 ¢

: Y | 3
Yoot \)*A‘:Q:‘:;Qq 41-0*7-0'1*621
N A
i & /
‘ \ {
/ \\ ‘
& N e/
. 7
; \
‘ \
€= [
/0
o]

Obréazek 5.10: Pfechod mezi dvéma afinnimi repéry: A = O + %el — ey a soucasné O =

O’ +3e| +4e}, e; = —€), e3 = €| + 3e}. Odtud po dosazeni plyne A = O’ +2e/ + *3e).

Zobecnéni téchto pozorovani je nasledujici:

Véta. Uvazme dva afinni repéry (O;e1,eq,...) a (0';€],eh,...) v A Souradnice libovol-

ného bodu A € A vzhledem k pronimu repéru oznacime [a1,as,...] = A, vzhledem ke dru-
hému [a},ah,...] = A’. Souradnice O vzhledem k druhému repéru oznacime [q1,qa,...] = Q
a matici pfechodu od baze (e1,eq,...) k bdzi (€],€h,...) oznaéime P. Potom plati, Ze

A'=Q+P A,
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neboli /
a1 = q1 +pnar +pigaz + ...,

ah = g2 + pa1ar + pazas + ...,

kde p;; je koeficient v matici P na i-tém vddku a j-tém sloupci.

5.2 Cviceni

V jisté afinni soufadné soustavé na mapé jistého mésta jsou jistd vyznacéna mista uréena soufad-
nicemi A = [1,-1], B = [1,1],C = [3,0], D = [5,2], E = [4,4]. Jisti dva kolegové sleduji déni ve
mésté tak, ze kolega K. zaznamenava udaje vzhledem k soufadné soustavé s pocatkem v misté
A, kde méa zakladnu, a bazi (AB, AC); kolega L. pracuje se soufadnou soustavou s pocatkem

v D a béazi (58, DE). Pfesné v poledne za¢ind K. zaznamenavat rovnomérny pifmocary pohyb
podezielé tramvaje a jeho zapis (v zavislosti na Case t) vypada takto:

5+1t1 1t
4 472 27|

V tomtéz Case také L. zaznamenava pohyb tramvaje jako:

1 1tl lt
4" 4|

Rozhodnéte, zda oba kolegové pozoruji tutéz tramvaj a zda je ndhodou tramvaj neohrozuje.

5.3 Parametrické vyjadieni podprostoru

Draha tramvaje v pfedchozim cvieni je parametrizoviana parametrem ¢ € R. Obecnéji, pfimku
p = K + L urfenou dvéma body v obecném afinnim prostoru miZzeme podle (4.1) zapsat jako

p=K+(KL) = {K +tKL | t € R}.

Jests obecngji, afinni podprostor B C A urfeny bodem B a zamé&fenim U = (uj,ug,...) je
parametrizovin nasledovné:

B:B+<u1,u27...>:{B+t1u1—|—t2u2+... |t1,t2,-~~€R}.

Bod X € A lezi v podprostoru B pravé tehdy, kdyz

X:B+t1u1 —|—f2U_2+... (56)
pro né&jaka realna cisla t1,to,.... Toto je tzv. parametrické vyjidreni podprostoru B C A. Ob-
vykle, nikoli v§ak samoziejmé, jsou vektory uj, ug, ... linedrné nezavislé. Je jasné, ze jeden a tyz

podprostor muze byt parametrizovan tisicerym zpusobem.
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Obrazek 5.11: Dvoji vyjadfeni téze roviny: p = A + (u;,uz) = B + (v, va).

5.4 Vyjadreni podprostoru rovnicemi

Kazdy si umi poradit s vyjadienim piimky v roviné, roviny v prostoru apod. Chceme zjistit, jak
je to s rovnicovym vyjadienim obecného afinniho podprostoru v obecném afinnim prostoru —
mySleno vzhledem k néjakému vybranému afinnimu repéru.

Uz v prikladu jsme si uvédomili, Zze pokud mé soustava linedrnich rovnic feSeni, pak
tato feseni tvoii afinni prostor, jehoZ dimenze zavisi na po¢tu (nezéavislych) rovnic a po¢tu nezné-
mych. Mame-li soustavu s n neznadmymi, feSeni soustavy jsou usporddané n-tice ¢isel a prostor
vSech feSeni je podprostorem v afinnim prostoru vSech moznych usporddanych n-tic, tj. ve stan-
dardnim R™. Nyni se ujistime, Ze kazdy afinni podprostor lze vyjadiit timto zpusobem. Nejprve
piedstavime rychlé a abstraktni feSeni tohoto problému, konkrétni navody najdete v odst. [5.5]
a ve cviceni.

e
. p=EfC
1
________ 1 T=[3,057
T
o ' X
ﬁ=F0[‘7I

Obrazek 5.12: P¥imka p ma vzhledem k naznacené soutadné soustavé parametrické vy-
jadreni [3t,—1 4 1.5¢] a obecnou rovnici z — 2y = 2.
Uvazujme libovolny afinni podprostor B C A, uréeny bodem B a zaméfenim U = E C j,
B=B+U.

Z linearni algebry vime, Ze souiadnice vektoru patiicich do libovolného vektorového podprostoru
U tvoii feSeni néjaké soustavy homogennich linearnich rovnic:

U={xeR"| M- x =0},

kde matice soustavy M je typu r X n, pfi¢emz r je pocet rovnic a n = dim A je pocet neznamych.
Méme-li takto vyjadieno zameéreni U = 5, potom rovnicové (pfip. obecné nebo neparamet-
rické) vyjdadieni podprostoru B vypada nésledovné:

B={xeR"| M- x=n},



24 II Afinni geometrie

kde sloupec n dostaneme dosazenim soufadnic libovolného bodu B € B, tj.
n=M:B.

Tak mame garantovano, ze B je feSenim této soustavy, a proto taky kazdy jiny bod B + u €
B + U = B je jejim feSenim. Tato soustava rozepsand podrobnéji vypada néjak takto

m11T1 + -+ + MipZp = Ny
B= : ) (5.7)
Mp1T1 + -+ My, = Ny

kde m;; jsou koeficienty v matici M.

Je jasné, Ze jeden a tyz podprostor miZze byt vyjadfen mnoha riznymi (vidy vsak ekviva-
lentnimi) soustavami rovnic. Obvykle, nikoli v§ak samoziejmé, jsou rovuice linearné nezavislé.
V takovém piipadé potiebujeme k explicitnimu vyjadieni v8ech feSeni soustavy n — r volnych
parametr, tzn. dim 8 = n — r. Celkem tak dostavame néasledujici tvrzeni:

Vé&ta. PodmnoZina B v afinnim podprostoru A dimenze n je afinnim podprostorem dimenze
k prdvé tehdy, kdyzZ soutadnice vsech bodi patiicich do B tvori mnoZinu vsSech TeSeni néjaké
soustavy n — k linedrné nezdvislych linedrnich rovnic o n nezndmgjch.

Specialné, k vyjadieni bodu je potfeba n nezavislych rovnic a jednou rovnici je popsana
nadrovina. Podprostor dimenze k lze vzdy chépat jako prinik n — k nadrovin. ..

Obrézek 5.13: Afinni podprostor dimenze k je pranikem n — k nadrovin (av8ak pranikem
n — k nadrovin nemusi byt podprostor dimenze k).

5.5 Jak urcit rovnicové vyjadieni z parametrického?

V celém tomto odstavci uvazujeme afinni podprostor B dimenze k v prostoru dimenze n s parame-
trickym vyjad¥enim (5.6). Hledame n — k nezéavislych rovnic, jejichZ prostor FeSeni by odpovidal
pravé B. Nejrychlejsi je samoziejmé vysledek uhodnout:

(1) RozepiSeme po slozkach parametrické vyjadieni B a pidime se po takové linearni kombinaci
nezndmych x1, xs, ..., kterd by soucasné eliminovala vSechny parametry 1,1, .... Vysled-
kem takové kombinace je néjaki konstanta — a mame prvni rovnici.

Tento krok pot¥ebujeme opakovat (n — k)-kréat, oviem nezavisle na piedchozich krocich!
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Obréazek 5.14: Nékolikeré vyjadieni téze piimky: p=pNo=pN7r=7Nw...

Uvedeny postup se da povazovat za pouzitelny pouze pro malorozmérné podprostory, zejména
pro piimky (eliminovat jeden parametr n — 1 nezavislymi zpusoby je vzdy moZné a snadné).
V obecnéjsich piipadech si mizeme viimnout, e kazda nula v soufadnicovém vyjadieni
pomaha.

Takové uzitecné nuly si v8ak umime podle potieby vyrobit. Univerzalnim a systematickym
navodem, jak si za kaZdych okolnosti poradit, je Gaussova eliminaéni metoda:

(2) RozepiSeme po slozkiach parametrické vyjadieni B a elementarnimi fadkovymi tpravami po-
stupné eliminujeme parametry t1,ts,..., dokud nedosdhneme schodovitého tvaru. Na levé
strané ndm postupné vznikaji linearni kombinace x1,x2,.... VSechny fadky neobsahujici
zadny z parametra t; jsou hledané rovnice, a ty jsou pfirozené nezavislé.

Parametrické vyjadieni (5.6) podprostoru B, miZeme psat také jako
ﬁ} =tiu; + -+ tpuy,

kde predpokladame, Ze smérové vektory uy, ..., u jsou linedrné nezavislé. To, ze bod X patii
do podprostoru B 1ze potom vyjadfit mnoha ruznymi — navzdjem ekvivalentnimi — zpusoby:

e Bod X patii do B <—

e vektor B—Xk je linedrni kombinaci vektori uy, ..., <~
o vektory ﬁ, uy, ..., U jsou linedrné zdvislé <—

o mezi vektory B*Xz, uy,...,u; je pravé k nezdvisljch <—

e hodnost matice tvorené soufadnicemi vektori 372, uy,...,u; vzhledem k néjaké (libo-
volné) bdzi je pravé k <~

o vsechny subdeterminanty Tddu k 4+ 1 vybrané z této matice jsou nulové.

Posledni z predchozich ekvivalenci motivuje nasledujici navod:

(3) Vytvorime po sloupcich matici ze soufadnic vektoru B77u1, ..., u; (matice ma n radka
a k + 1 sloupcli a neznamé se objevuji jenom v prvnim sloupci). Z této matice vybirame
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submatice fadu k + 1, spocitdme jejich determinanty a tyto polozime rovny 0. Dostavame
soustavu linedrnich rovnic, z nichz podle libosti vybereme n — k nezavislych.

Tento postup je vhodny hlavné v pripadech podprostort malé kodimenze. Zejména, je-li B nadro-
vinou, tj. k = n — 1, je matice zmifiovana v (3) ¢tvercova fadu n = k + 1. Rovnice nadroviny je
tedy urcena determinantem celé této matice.

Ptedchozi myslenky lze realizovat riznymi zpusoby, coz muze vést k dalsim, zdanlivé novym,
metodam. NapfF. v (2) miZeme pracovat s matici stejné jako v (3) a nepiepisovat neustéle para-
metry t1,%s,.... Pokud nékde narazite na jiné névody, nejprve se zamyslete, zda se nejedna jen
o jiny zapis nékterého z vyse uvedenych.

5.6 Rizna dalsi vyjadreni
Casto lze potkat vyjadreni afinnich podprostorii, jez vypadaji odlisng od vyse uvedenych. At uz
vypadaji jakkoli, vZdy jsou ekvivalentni né€kterému z dfive diskutovanych popist. Rizna vyja-

dfeni maji razné vyhody, pro predstavu uvadime bézné pouZivana rovnicova vyjadieni piimky

v roving (viz obr. [5.15)):

e obecné rovuice: ax + by + ¢ =0,
e smérnicové rovnice: y = kx + q,
e tsekova rovnice: % + % =1
Smérnicovou ani tsekovou rovnici nelze popsat vSechny piimky v roviné; konkretizujte tato ome-

zeni. Uvedend vyjadieni a jejich interpretace maji zfejmé analogie pro roviny v prostoru, pfip.
nadroviny v prostoru obecné dimenze. . .

ax+by= 0\\\

X

&0, ql

Obrézek 5.15: [Rek| Interpretace konstant z raznych rovnicovych vyjadieni pfimky v ro-
viné; ke druhému obrézku je tfeba doplnit k& = tan .

5.7 Cvideni

(1) Vzhledem k n&jakému afinnimu repéru v néjakém trojrozmérném afinnim prostoru jsou dany
body:
A = [17 170]7 B = [47 ]‘?3]7 C = [1707 1]'

Urcete dimenzi a rovnicové vyjadieni afinntho obalu mnoZiny {A}, {A, B}, resp. {4, B,C}.
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(2) Je dano parametrické vyjadieni afinniho podprostoru B C R*:
r1 =3t — bty — 2t3, xo =141ty +t3, xt3=4—t1 +ta, x4 =5,

kde t1,t2,t3 € R. Urcete dimenzi B a najdéte néjaké jiné parametrické vyjadieni tohoto
podprostoru. Dale ukazte, ze soustavou linedrnich rovnic

{x1 + 229 4+ 323 =0, 24 =0}
je popsano zaméteni ? a najdéte aspon t¥i rizna rovnicova vyjadieni podprostoru B.

(3) VyzkouSejte viechny nédvody urceni rovnicového vyjadieni, jez jsou uvedeny v odst. napf.
na podprostorech z predchozich iloh. Porovnejte vysledna vyjadieni.

(4) Vsimnéte si, ze nikde neklademe otazku
»Jak najit parametrické vyjadieni z rovnicového?*
Zformulujte n&jakou vlastni odpovéd a doplitte vhodny piiklad.

(5) Ukazte, 7e pfimka v prostoru obecné dimenze prochazejici body A = [a1,a9,...] & B =
[b1,ba, . ..] ma rovnicové vyjadient

r1 —aq T2 — a2

bi—a;  by—az

6 Vzajemné polohy podprostori a nékteré polohové ulohy

Pfed tim, neZ se zafneme zabyvat vzajemnymi polohami afinnich podprostori, zformulujeme
nékolik jednoduchych, ale uziteénych tvrzeni, na ktera se budeme opakované odkazovat.

6.1 Pomocna tvrzeni

(1) Jak pro afinni podprostory B,C C A, tak pro jejich zaméfeni 27 ? - X, pfimo s definici
vyplyva, ze:

BCC < BNC=B < B+C=C, resp. ?g?s»?ﬂ?:§<:>§+?:?.
(2) V odst. 43| jsme si uvédomili, Ze plati
BC(C = g - ?, ale nikoli obraceng.

(3) V tomtéz odstavci jsme diskutovali zaméFeni praniku, resp. sou¢tu afinnich podprostort, a to
s nasledujicim zavérem:

W:?m?, resp. ng—k?—k(ﬁ)

(4) Poté jsme ukazali, ze algebraicka charakterizace priniku afinnich podprostora vypada takto:
BAC+#() — BCeB+C.

(5) Z linearni algebry pfipominame, Ze dimenze pruniku a sou¢tu vektorovych podprostort jsou
spolu tzce svazéany, a to nasledujicim zptsobem: =

dim(B N C) + dim(B + C) = dim B + dim C. (6.8)
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6.2 Vzijemné polohy afinnich podprostori

Incidence a riznobéznost jsou mnozinové pojmy, afinni strukturu potiebujeme zejména k pojmu
rovnobé&Znosti. Prvni postiehy k obecné definici rovnobéznosti jsme méli jiz v odst. 3]

Definice. Afinni podprostory B a C v afinnim prostoru A jsou:
e incidentni, pokud jeden je podmnozinou druhého, tj. B C C nebo C C B,
e riuznobézZné, pokud nejsou incidentni a maji neprazdny prinik,

e rouvnobézné, pokud nejsou incidentni a jejich zaméteni incidentni jsou, tj. E C ? nebo
-

)

e mimobézné, pokud nejsou incidentni, ani riznobé&zné, ani rovnobézné.

Takto definované pojmy jsou zcela komplementarni. V definici rovnobéznosti neni nutno vy-
luCovat raznobéznost: pokud by podprostory s incidentnimi zaméfenimi mély neprézdny prunik,
pak by nutné byly samy incidentniﬂ

Mimobézné podprostory, jejichz zaméreni maji netrivialni prinik, se nékdy nazyvaji édstecné
rovnobézné. V afinnich prostorech dimenze < 3 ¢astecné rovnobézné prostory nejsou.

Jako obvykle, s kazdym zobecnénim se objevuji jisté podivnosti. P¥imo z definice napf. plyne,
7e libovolny bod (trividlni podprostor dimenze 0) je rovnobé&zny s libovolnym jinym podprosto-
rem, ktery jej neobsahuje. Tento poznatek nas zpravidla ptili§ vzruSovat nebude, ale méli bychom
si ho byt dobie védomi.

Vzajemna poloha afinnich podprostora ,,nezavisi“ na okolnim prostoru .A. Tim myslime, Ze
pokud jsou podprostory B,C C A v néjaké vzajemné poloze a A" O A je libovolny nadprostor,
potom je vzajemnéa poloha podprostori B,C C A’ tataz. Trosicku obecné&ji muzeme prohlasit:

Vzdjemnd poloha afinnich podprostori se neméni pii injektivnich afinnich zobrazenich.

Dalsi obecna pozorovani

Mimobézné podprostory v afinnim prostoru dimenze < 2 nejsou; v trojrozmérném prostoru to
mohou byt jediné pfimky, tedy podprostory kodimenze 2. Toto pozorovani je zobecnéno v ¢ésti
nésledujici véty.

Odtud plyne, Ze nadroviny v obecném afinnim prostoru nejsou nikdy mimobézné s zadnym
jinym podprostorem. Pokud jsou zrovna riznobézné, okamzité vime, jakd musi byt dimenze
pruniku, viz ¢ast .

Do série jesté zafazujeme poznatek ; afinni podprostory, jejichz zaméfeni jsou komplemen-
tarni nazyvame taky komplementdrni, piip. fikdme, Ze jeden je dopliikem druhého.

3V né&kterych zdrojich je incidence uvazovana jako specialni p¥ipad rovnob&znosti; nage vymezeni je pak jme-
novano ,,rovnobézné rizné“.
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[+ ]"

Obrazek 6.16: Vzajemné polohy afinnich podprostori.

Vé&ta. Pro libovolné afinni podprostory B,C C A plati:

(1) Pokud jsou vektorové podprostory g, ? - j komplementdrni, pak B o C se protinaji
v bodé.

(2) Pokud jsou podprostory B a C mimobéZné, pak kazdy z nich md dimenzi mensi nebo
rovnu dim A — 2 (a vét$i nebo rovnu 1).

(8) Pokud je C nadrovina a B a C jsou riznobéiné, pak dim(BNC) = dim B — 1.

Vsechna tii tvrzeni plynou p¥imo z definic, rovnosti a véty — najdéte si néjaka jejich
zditvodnéni. . [ (=)

6.3 Jak urcit vzajemnou polohu podprostora?

Loy

Optimalni odpovéd zavisi na konkrétnim zadéni tlohy. Nejpfirozenéjsi je asi rovnou zacit s hleda-
nim spole¢nych bodu, resp. sméri danych podprostori, tzn. s vyjaddienim pruniku, resp. praniku
zaméieni. Odtud lze vzdy rozhodnout, jaka je jejich vzajemné poloha. Dale si v§imneme, Ze k ur-
Ceni vzajemné polohy stadi znat pouze dimenze vhodnych podprostori a nikoli podprostory
jako takové. Pro tuplnost jesté doplnime charakterizaci pomoci souctii.

Pranik

Vzajemnou polohu podprostoru B,C C A je vidy moZné jednozna¢né urcit podle jejich pruniku
B%C a priniku zaméfeni 5N C (uvédomte si, Ze pokud BNC # (), pak nap¥. B C C je ekvivalentni
s b C ?)

e BNC #:
_BnC = (g nebo ﬁ) <= incidentni,

4Viz napf. str. m pro inspiraci.
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- E N ? # g ani ? <= rliznobé&zné,
e BNC=1:
- g N ? = ? nebo ? <= rovnobé&zné,
- E N ? * g ani ﬁ <= mimobézné.
Bez ohledu na zpusob vyjadieni danych podprostora (parametricky/rovnicemi) vétsinou potie-
bujeme k urceni jejich priniku, resp. priniku jejich zaméfeni, fesit soustavu linearnich rovnic.

Po obvyklych apravach (myslime ekvivalentni apravy vedouci ke schodovitému tvaru) postupné
pozorujeme:

(1) zda je soustava FeSitelnd nebo ne (tj. zda je pranik neprazdny nebo prazdny),
(2) pokud je fesitelna, tak podle pottu nezavislych rovnic a po¢tu nezndmych usuzujeme, kolik

budeme potiebovat volnych parametri k explicitnimu vyjadfeni feSeni (tj. jaka bude dimenze
pruniku),

(3) pokud je soustava Fegitelna, tak ji dofesime a vyjadiime FeSeni (tj. popiSeme explicitné pri-
nik).

Uvédomte si, ze pocitani pruniku BNC a pruniku zaméfeni g ﬂ? lze vzdy realizovat soucasné:
mame-li soustavu linedrnich rovnic odpovidajici B N C, pak soustava popisujici 5 N ? je pravé
predchozi soustava, akorat homogenizovana (tzn. na pravé strand jsou nuly)!

7 uvedeného je také patrné, ze k urceni vzajemné polohy podprostoru tplné staci absolvovat
krok (2), kdy zname dimenzi priniku, resp. pruniku zamé&feni. Krok (3) je nutné dopoéitat v pii-
padé, Ze nas kromeé vzajemné polohy zajimaji také spole¢né body/sméry danych podprostori.

Soucdet

Vzhledem k tdvodnim rozvahdm muze byt predchozi charakterizace vzajemnych poloh podpro-
storti pfepsana také nasledovné:

° B_CZEBJr?:

- E + ? = 7 nebo ﬁ <= incidentni,

- g + ? #* ﬁ ani g <= ruznobéZné,
« BCZ B+ C:

— E + ? = 7 nebo g <= rovnobézné,

- E + ? #* ? ani ? <= mimobéZné.

Odtud plyne nasledujici zptusob uréeni vzdjemné polohy podprostorii, ktery je vhodny asi
hlavné v piipadé, kdy jsou oba podprostory zadany parametricky:

B:B+<U17...> a C:C+<V1,...>.

Sestavime matici ze soufadnic generujicich vektori ug, ..., vy, ..., kterou jesté rozsifime o vektor
B?. Po obvyklych apravach — pii kterych oviem nesmime michat se sloupcem /Fadkem, ktery
ptivodné obsahoval BC' — postupné urcime:

(1) jaka je hodnost matice sestavené z generujicich vektora (tj. jaké je dimenze sou¢tu g + ?),

(2) zda je hodnost matice rozsifené stejni nebo vétsi (tj. zda se afinni podprostory protinaji ¢i
nikoli).
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Poznamky

Uvédomte si, ze pravé uvedeny navod je pouze jinou interpretaci ndvodu piedchoziho: Matice,
se kterou tady pracujeme, je (aZ na formu zépisu a né&jaka znaménka) totoZné s matici soustavy
pro pocitani priniku, jiz jsme zminovali vySe. Pfitom pojem hodnosti matice nezavisi na tom,
zda matici ¢teme po sloupcich nebo po fadcich! Navic, porovname-li krok (2) u tohoto navodu
z krokem (1) navodu pfedchoziho, nemtazeme si nevzpomenout na Frobeniovu vétu o fesitel-
nosti soustavy linearnich rovnic. Tato nase pozorovani predstavuji alternativni (soufadnicovy)
dukaz véty

Na rozdil od pfedchoziho navodu, nemusi byt na prvni pohled patrné, jaké jsou spole¢né
body/sméry danych podprostorii. Tyto lze sice vidycky z jednotlivych uprav zrekonstruovat, ale
nemusi se jednat o nejpiijemnéjsi pocitani. V pfipadé, Ze se ptame na spoletné body/sméry, je
proto asi vhodnéjsi rovnou zacit pocitat priniky.

Zavér

V obou uvedenych metodéach jsme si v8imli, Ze k urcéeni vzajemné polohy nidm staéi pracovat
toliko s dimenzemi (p¥ip. hodnostmi odpovidajicich matic) a nikoli podprostory jako takovymi.
Obecné plati

dim(lm) = dim(? +C + B?) > dim(E + ?) > max{dim ?, dim ?}

Pokud kvili stru¢nosti oznac¢ime tato tii ¢isla tak, ze o > n > m, pak pfedchozi charakterizace
vzajemnych poloh afinnich podprostora vypada nasledovné:

Véta. Afinni podprostory B a C jsou
e incidentni <= o=n=nm,
® riznobéiné < o=n>m,
® rounobéiné rizné < o>n=m,

o mimobéiné < o>n>m.

Diikaz. Prvni nerovnost je rovnosti, pravé kdyz B? € E—i— 7, neboli BNC # (. Druh4 nerovnost
je rovnosti, pravé kdyz B - 7 nebo C C g, tj. pravé kdyz B a C jsou rovnobézné. Postupnym
rozborem vSech moznosti vyCerpame vSechny mozné vzajemné polohy. .. O

Pro podprostory eukleidovského prostoru odvodime je§té jinou charakterizaci vzajemnych
poloh (souvisejici s jejich vzdalenosti), viz vétu na str.

6.4 Pricky
Pokud jsme kdy mluvili o pfic¢kach, pak vyhradné o piickdch mimobéznych piimek. Obecné se

piickou dvou afinnich podprostori B,C C A mysli jakdkoli pF¥imka, kterd je s B i C riznob&zna.
Pro netrividlni podprostory existuje vzdy nekone¢né hodné p¥icek, viz obr. Pricka byva (ale

nemusi byt!) jednoznatné urena néjakou dodatecnou podminkou, napt.

e aby prochéazela danym bodem,
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Fig. 47.

Obrazek 6.17: [LiSch] Ke dvéma mimobézkam existuje oo? ruznych piicek.

e aby méla dany smér,

e apod.
To jestli takova pricka existuje, prip. zda je urcena jednoznac¢né, zavisi na vzajemnych polohach
zadanych podprostori a oné dodatec¢né podminky. ..

Uméni konstrukce pfic¢ek mé velmi uziteén4 uplatnéni v technické praxi, viz napi. piimkovou

plochu na obr. nebo [Ma].

YoX

Jak uréit pficku dvou podprostori?

Pro dané podprostory B,C C A a danou dodate¢nou podminku je mozné pticku urcit nejméné

dvojim zpusobem:

(a) Uvazime nejmensi afinni podprostor B’, resp. C’, uréeny podprostorem B, resp. C, a danou
podminkou; hledané p¥icka je potom obsazena v priuniku B’ NC’.

Pricka existuje, pokud je prunik B’NC’ neprazdny a jeho dimenze je aspoii 1; pricka je jedina,
pokud je dimenze B’ NC’ prave 1.

(b) Uvazime obecné body B € B a C € C a jimi urcenou piimku B + C; ptame se, pro které B
a C je splnéna dana dodate¢néd podminka, coz nas privadi k soustavé rovnic, kterou nasledné
fesSime.

Pricka existuje, pokud je tato soustava feSitelné; pricka je jedina, pokud ma soustava jediné
feSeni.

Konkrétni provedeni obou téchto postupii lze najit v [Sekl, [HoJal, viz téz nasledujici cvifend. . .

Poznamky

V eukleidovskych prostorech budeme hledat pticky, které jsou nejkratsi mozné. Takové piicky
se jmenuji osy a — na rozdil od obecnych pficek — libovolné dva podprostory maji (aspoii
jednu) osu. Uméni urceni osy mé velmi uZite¢né uplatnéni pfi méfeni vzdéalenosti podprostort,

viz odst. 101l
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Obrazek 6.18: [Ma] Krov hradni vé&ze ve Stramberku: krokve krovu jsou pricky mimobéz-
nych piimek a a b sestrojené z nékolika bodi na kruhové podezdivce k.

6.5 Cviceni
(1) Urcete vzajemnou polohu afinnich podprostorii B,C C R*,
B=1{[1,2,0,0] +£(0,0,1,1)}, C={[~1,0,2,0]+s1(~1,0,2,1) + s5(1,0,—1,0)},
kde t, s1, 82 € R, p¥ip. urcete jejich spoleéné body a sméry.

(2) Pozméite vhodné zadéani v piedchozich ulohéch tak, abyste vycerpali zbyvajici mozné vza-
jemné polohy.

(3) Uvazte tii ptimky v R?:
P1 :{[1+t1317t1]}7 p2:{[1+t237177t2]}3 p3:{[07t3at3}}'
Ukazte, Ze tyto piimky jsou navzdjem mimobézné, a feSte nasledujici tlohy:

e urcete piicku p; a po, kterd prochéazi bodem B = [0, 0, 0],
e urcete pticku p; a ps, kterd prochazi obecnym bodem na ps,

e piedstavte si vSechny spole¢né pficky téchto tii mimobézek.
(4) Pro tutéz trojici pfimek feste nasledujici:

e urcete piicku p; a po, kterd ma smér u = (1,1, 0),
e urcete jinou pficku p; a po, kterd je rovnobézna s rovinou p = {x —y = 0},

e piedstavte si v8echny piicky p; a po, které jsou rovnobézné s touto rovinou.
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7 Usporadani na piimce, konvexni mnoziny, barycentrické
souradnice a dalsi

Body na afinni p¥imce p = A 4+ B jsou jednozna¢né uréeny hodnotami ¢ € R z parametrického
vyjadieni
piimka AB = {A+tAB | t € R}. (7.9)
V této teci je velmi snadné vymezit ledajaké podmnoziny piimky AB jako napf.
polopifmka AB = {A + tAB | ¢ >0}, 710
tsetka AB = {A +tAB | t € [0,1]}. '
V nésledujicich odstavcich tyto postiehy trochu rozvineme a zobecnime. . .

7.1 Relace usporadani a mezi, tisecka

Uvodni bijekei mezi body na piimce p = A + B a realnymi ¢&isly t € R jsme v odst. inter-
pretovali jako soufadnice bodu X € p vzhledem k afinnimu repéru (A4;u = AB) na p. Pfirozené
usporadani redlnych ¢isel nyni indukuje relaci usporadani pro body na pf¥imce p:

Definice. Pro body na afinni piimce C, D € p a jejich soufadnice ¢,d € R — vzhledem
k néjakému afinnimu repéru na p — definujeme ,,C < D, pokud ¢ < d.

Uvédomte si, ze toto usporadani zavisi pouze na orientaci bazového vektoru u a nikoli na vektoru
@=> jako takovém.

<
O+
L
~
~
i
S
S
3]
S
i
o+
n
BN

Obréizek 7.19: B= A+ AB, C = A— AB, D= A+ L4B, ...

Nezéavisle na jakychkoli volbach umime definovat relaci ,mezi“ pro trojice boda na afinni
pifimce; prvnim odvozenym pojmem je pojem usecky:

Definice. Bod E lezi mezi body C a D, pokud F lezi na pfimce p=C+D a ,,C < F < D“
vzhledem k néjakému afinnimu repéru na p.
Usecka C'D je mnozina v8ech bodi, které lezi mezi C' a D, doplnéné o krajni body C a D.

@=> Pro porovnani uvadime nékolik ekvivalentnich formulaci:

e Bod E lezi mezi body C' a D <—
o vektory C@ a ﬁ jsou opacné orientované <=

e délici pomeér trojice bodit (C, D, E) je zdporny.
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V poslednim tvrzeni odkazujeme na definici (4.3) na str.
V eukleidovskych prostorech umime doplnit jesté charakterizaci pomoci vzdalenosti boda, viz

na str.

Pojem usecky hraje kliovou roli v definicich mnoha dalsich geometrickych objekta, z nichz
nékteré predstavujeme v nasledujicich odstavcich. . .

7.2 Poloprostory, tihly, konvexni mnoZiny

Dal3im dilezitym souvisejicim pojmem je pojem poloprostoru: Bod rozdéluje piimku na dvé
polopfimky, pfimka rozdéluje rovinu na dvé poloroviny a rovina rozdéluje trojrozmérny prostor
na dva poloprostory. Podobné, nadrovina rozdéluje obecny afinni prostor na dva poloprostory:

Definice. Dva body A a B v afinnim prostoru A jsou oddélovdiny nadrovinou C, pokud A
ani B nelezi v C a usecka AB mé s nadrovinou C spoletny pravé jeden vnitini bod.

(Afinni) poloprostor v A vymezeny nadrovinou C je charakterizovan tim, Ze zadné dva
jeho body nejsou nadrovinou C oddélovény.

Poloprostory vymezené nadrovinou C jsou dva a jejich pranikem je pravé C.

Obrazek 7.20: Body A, B jsou oddé&lovany nadrovinou C C A, body A, C nikoli; body
B, C patfi do jednoho poloprostoru, body A, C, D do druhého.

Prinikem dvou polorovin v afinni roviné (takovych, Ze jejich hrani¢ni pfimky jsou rtzno-
bézné), je whel. Pokud uvaZujeme vice polorovin, pak jejich prinikem muze vzniknout ledacos
(napf. mnohothelnik), v kazdém p¥ipadé to viak bude konvexni mnoZina:

Definice. Podmnozina M v afinnim prostoru A je konvezni, pokud pro libovolné rizné
body B,C € M plati, ze také cela usecka BC patii do M.

Konvexni mnoziny v A jisté jsou: celé A, v8echny afinni podprostory (tzn. i body), tsecky,
poloprostory a mnoho dalgich. . E|

Pranikem konvexnich podmnoZin v A je opét konvexni mnoZina; sjednoceni samoziejmé ni-
koli:

5Mimo jiné také prazdna mnoZina je podle definice konvexni.
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Obrézek 7.21: Mnozina K je konvexni, mnozina R nikoli.

Definice. Konvezni obal podmnoziny M C A je nejmensi konvexni mnozina, kterd obsa-
huje M.
Konvexni obal k + 1 bodi v obecné poloze se nazyva k-rozmérny simplex.

Konvexnim obalem kone¢né mnoziny bodu (v libovolné poloze) mize byt konvexni mnohostén,
ptip. konvexni mnohotihelnik, isecka nebo bod. Bod, resp. tsecka je 0-, resp. 1-rozmérnym sim-
plexem; 2-rozmérny simplex neni nic jiného nez trojihelnik, 3-rozmérny simplex je étyfstén,
neboli trojboky jehlan.

Obrazek 7.22: Mnozina @ je konvexnim obalem mnoziny R.

K analytickému vyjadieni poloprostoru a konvexniho obalu kone¢né mnoziny bodu se dosta-
neme za chvili. . .

7.3 Tézisté, barycentrické soufadnice a dalsi

V (7.9), resp. (7.10) je analytické vyjadfeni pfimky, polopiimky, resp. tsecky urcené body A
a B. Jako obvykle, jednu a tutéz véc lze vyjadfit riznymi zpusoby, nad nimiz se nyni zamyslime
a zahy zobecnime. VSechny nasledujici ivahy se odehravaji v obecném afinnim prostoru A.

Uvodni postiehy

Stied tsecky AB miZeme vyjadiit jako S = A + %1@ nebo § = B + %ﬁl, ale taky jako
—

S=P+ %PAJr %ﬁ, kde P je tplné libovolny bod (at na p¥imce AB nebo v okolnim prostoru)!
Pokud tusecku AB chapeme jako paku (na jejichz ramenech ptisobi stejné sily), potom stied S
je bod, v némz je tieba paku AB podepfit, aby byla v rovnovéaze. Pokud uvaZujeme body A
soustavy sestavajici pravé z téchto dvou bodu.

Obecnéji, kazdy bod X na pfimce AB lze pomoci parametru ¢ € R vyjadfit (vzajemné
jednoznaéné) jako
B—>

X = A+ tAB, resp. X =B+ (1—t)BA; (7.11)
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vztah mezi témito dvéma Vyjédfenirge skryt v rovnosti B = A—l—z@ . D_él)e, pro zcela libovolny
bod P € A ziejmé plati A = P+ PA, B = P+ PB a AB — PB — PA. Dosazenfm do (7.11)
dostavame
—
X =P+ (1-t)PA+tPB. (7.12)

Pro kontrolu si maZeme v§imnout, Ze levou, resp. pravou rovnost v (7.11)) dostaneme dosazenim
P = A, resp. P = B do (7.12)). Pokud tamtéz dosadime P = X, dostavame
—
(1-)XA+tXB = o.

Tuto rovnost muZzeme interpretovat jako rovnovahu na pace AB podepiené v bodé X, piicemz
sily pusobici v koncovych bodech A a B odpovidaji koeficientiim u p¥islu§nych vektoru. Jina

= 7/1_N

1 8

V-

: X
A A

5 N

Obréizek 7.23: X = A+ 3AB <= X =P—1PA+3PB «= —1XA+3XB=0

Yoy

interpretace téhoz je takova, ze bod X je tézisté&m hmotné soustavy sestavajici z boda A a B,
v nichZ jsou soustfedény (ne nutné kladné¢) hmotnosti t4 =1 —t a tp = tE| Pov§imnéte si, ze
ta+tp =1.

Naopak, jsou-li v bodech A a B soustifedény vahy ms a mp a X je t&zistém této hmotné
soustavy, potom plati

—
mAXA+mBﬁ:0. (7.13)
L., .. . 7)1 ? = cew s . . ,
Obdobnymi upravami jako vyse (XA = X P+ PA apod.) zjistujeme, Ze pro libovolny bod P € A
plati
—
(ma +m3)ﬁ+mAPA+mBﬁ =o.
V takovém piipadé muzeme tento bod vyjadfit jako
—_— ? ma mp
X =P+t,PA+tpPB, kde tp=—2 a tp=—2 . (7.14)
ma+mp ma+mp
Povsimnéte si, 7e t4 + tp = 1. Dosazenim P = A, resp. P = B do (7.14) dostavame obvyklé
vyjadieni BN
X=A+ tBE, resp. X =B +t,BA.
Vzhledem k tomu, Ze rovnost (7.14) (resp. (7.12)) nezavisi na volbé bodu P € A, budeme
totéz psat strucnéji jako
ZX =tgA+tpB*“, kde tsp+tg=1.

Z uvedeného je ziejmé, ze charakterizace z a umime nyni vyjadit takto:
pfimka AB = {,,taA+tgB“ | ta +tp =1},
polopfimka AB = {,;taA+tgB“ |ta+tg=1atp >0},
usetka AB = {tsA+tpB“ |ta+tp=1atys >0atp >0}

SKviili piipadnému nezadoucimu konfliktu se zaZitymi p¥edstavami budeme misto hmotnost fikat vdha.
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Obecnéjsi postiehy

Analogické uvahy muZeme bez vétsich problému vést pro t¥i a vice bodu. Zde v8ak bude pod-
statné, zda uvazované body jsou ¢i nejsou v obecné polozem

Pro ptiklad za¢néme se tiemi body A, B,C v alespoii dvourozmérném afinnim prostoru A.
Pokud jsou tyto body v obecné poloze (tzn. tvofi vrcholy trojahelniku), potom kazdy bod X
v roviné ABC' lze pomoci parametru t, s € R vyjadfit napt. takto:

X:A—i—tﬁ—&—sﬁ.

— —
Pro zcela libovolny bod P € A ziejmé plati A = P+ PA, xﬁ = ﬁ — PA atd., coz po dosazeni
@=> dava
X =P+ t,PA+tpPB+10PC, kde ta=1—t—s, tg=t tc=s.
Povsimnéte si, ze t4 +tp + tc = 1 a ze korespondence mezi takovymi trojicemi ¢isel a body
v roviné ABC je vzajemné jednoznaéni, ¢ili bijektivni. Podobné jako vyse budeme pfedchozi
vyjadieni stru¢néji zapisovat jako

wX =tpaA+tgB+tcC*, kde typ+tg+tec=1.
Pokud body A, B, C nejsou v obecné poloze (tzn. splyvaji nebo lezi na jedné p¥imce), potom

pravé popsané korespondence jisté neni vzéjemné jednoznacné, viz obr.

A
——p X C

! 1 ~T

Obrazek 7.24: ,X = —3A+ 3B =1B+3iC=1A+3C*

V kazdém piipadé vSak lze bod X interpretovat jako t&Zi§t& hmotné soustavy sestavajici
z bodu A, B,C, v nichZ jsou popotfadé soustiedény vahy ta,tp,tc. To plyne z nasledujiciho

vt

A B.

Zde bod R je podle urcen rovnosti
mAﬁ + mBR? =0
a bod T je podle téhoZ principu uréen rovnosti
(ma + mB)ﬁ + mcﬁ =o.
@=> Z téchto dvou rovnosti vyplyvé, ze pro tézisté T plati
mAT_zzl—i—mBﬁ—i—mcﬁ: o. (7.15)

Je-li soucet vah m 4+mp+me nenulovy, potom polohu tézisté lze vyjadrit obdobné jako v ((7.14),
viz obr. [[.25] ..

"Dva body jsou v obecné poloze, pravé kdyZ jsou rizné; tento predpoklad byl v pfedchozim automaticky
splnén, proto jsme jej nepotfebovali diskutovat.
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C mc:?_
T
A R A mA:'b
B mg=1 (Mg =1+3)

Obrézek 7.25: ,R=3A+1B%a T =4R4 20% — T=2A+ 1B+ 20"

Pro body v obecné poloze navic plati, ze tézisté hmotné soustavy se stejnymi vahami ve vSech
tfech bodech je totéz jako t8zisté trojuhelniku ABC — jmenovité, bod ,, T = %A + %B + %C“.
To, 7ze néco podobného neplati obecné, je naznaceno na obr. [7.26] viz téZ jedno z nésledujicich
cviceni. . .

Centroid
of the plate

Obrézek 7.26: [Be| Tézisté mnohotihelniku obecné neni totéz co t&zisté bodové hmotné
soustavy se stejnymi hmotnostmi ve vrcholech.

Z uvedeného vyplyva, ze v tomto duchu je velmi snadné popsat nékteré objekty uréené tiemi
body v obecné poloze: =

rovina ABC = {,,tAA—‘rtBB +tcC ‘ ta+tg +tc = 1},
polorovina AB,C = {,,tsA+tgB+tcC* | ta+tp+tc =1atc >0},
trojuhelnik ABC = {,,tAA +tpB+tcC“ ‘ ta+tp+tc=1ata,tp,tc > 0},

kde polorovinou AB, C je my§lena polorovina vymezené piimkou AB a bodem C.

Obecné zavéry

Vzhledem k ptedchozi zevrubné piipravé muzeme byt pomérné stru¢ni. Uvazme k-tici bodi
Aq,..., A € A, které jsou v obecné poloze, a libovolny dalsi bod P € A. Potom kazdy bod

X z afinniho obalu munoziny {A;,..., Ax} 1ze jednoznaéné vyjadrit ve tvaru
— s
X=P+tPA; +---+t,PA;, kde t;+---+t,=1, (7.16)

coz stru¢néji zapisujeme jako

WX =t A1+ -+t A¢, kde ti 4+ -+t =1, (717)
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Vzhledem k stavajicimu znaceni definujeme:

Definice. Barycentrické souiadnice bodu X vzhledem ke k-tici bodu (Ay, ..., Ag) v obecné

poloze je k-tice cisel (tq,...,tx) z (7.16)), resp. (7.17).

Pokud body A; nejsou v obecné poloze, potom koeficienty t; nejsou ur¢eny jednoznacné. . .

Bez ohledu na to, zda body A; v obecné poloze jsou, ¢ nikoli, uvazujme hmotnou soustavu
s vahami m; soustfedénymi v bodech A;. Zobecnéni (7.13) a (7.15) je nésledujici:

v

Definice. Bod T je téZistém hmotné soustavy s vahami my, ..., m soustfedénymi popoiadé
v bodech Ay, ..., Ak, pokud plati

—— —
miTAL + - +mpTA, = o. (718)

— —
Obdobnymi tpravami jako vySe — tedy dosazenim T A; = ﬁ—l—PAi do (7.18)) atd. — dostavame
nasledujici tvrzeni:

Aq,..., A existuje, privé kdyZ je soucet mi + -+ - + my nenulovy. V takovém piipadé je

poloha tézisté uréena rovnosti (7.16), kde P € A je libovolny bod a koeficienty t; jsou rovny
my;

mi + oo + mp :

Uvédomte si, 7ze pokud t&7isté existuje, potom je jisté jediné (piestoze koeficienty ¢; v
nemusi byt urfeny jednozna¢né).
ze lezi nékde v ,,nekonec¢nu“. Predstavte si néjaky takovy piipad...

Pokud jsou v8echny vahy kladné, jisté je jejich soucet nenulovy. V takovém piipadé tézisté
vzdy existuje a bude lezet v konvexnim obalu bodu A;. Tento poznatek je obsahem druhé ¢ésti
nésledujici véty:

Véta. Pro body Ay, As,... v afinnim prostoru dimenze n plati:

e afinnim obalem mnoziny {A1, ..., Ar} je mnoZina
{ 1A+ F A “ | t1 + -+t = 1},
o konvexnim obalem mnoZiny {A1,..., Ay} je mnoZina
{yt1A1+ -+t Ag“ | t1+- - +ty =1 aty,...,.tx >0}
Pokud jsou body Ay, ..., A,_1 v obecné poloze, potom plati:
e poloprostor vymezeny nadrovinou A1 + --- 4+ An,—1 a bodem A, je mnoZina

{;;t1A1+"'+tnAn“|t1+"'+tn:1 atn20}7
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Zduvodneéni vSech t&chto tvrzeni je bud p¥imo obsaZeno v predchozim textu, nebo je jeho bez-
prostfednim zobecnénim. . .

7.4 Dilezité poznidmky

(1) Relaci mezi, stejné jako pojem tusecky a dalsi odvozené pojmy lze definovat rozli¢nymi zpa-
soby, které jsme bud nezminovali viibec, nebo jenom v poznamkach. Vyge uvedenymi formulacemi
zejména chceme zduraznit, Ze v8echny tyto pojmy jsou vysostné afinni, tzn. Ze k jejich vymezeni
nepotFebujeme vzdalenosti bodi ani nic podobného! Jsou to tedy ziejmé afinni invarianty, takze
nasledujici tvrzeni nepotiebuji zadné dalsi komentare:

o Afinni zobrazeni zobrazuje isecky na isecky nebo body.
o Afinni zobrazeni zachovdvd konvexrnost mnozin.

o Afinni zobrazeni zachovdvd téZiste hmotngch soustav.

Ve skutec¢nosti plati také opac¢né tvrzeni k posledné zminovanému — celkem tak dostavame
nésledujici charakterizaci:

Véta. Zobrazeni f : A — A’ je afinni prive tehdy, kdyZ pro libovolné Ay, ..., Ay € A
aty,...,tp € R takové, Zet1 +--- + 1t = 1, plati:

FtiAr+ -+t A ) = i f(A) + -+t f(Ar) < (7.19)

Diikaz. Potfebujeme zdivodnit implikaci zprava doleva, k ¢emuz postaci predpoklad pro
k = 2: Odtud plyne, Ze kolinearni body se zobrazi na kolinearni body (v8echny body tvaru
»X =t1 A1 + 1245 % pro Ay # As tvori piimku). Navic koeficienty na obou stranédch jsou stejné,
coZ znamend, ze zobrazeni f zachové délici pomér bodid na piimce (za predpokladu, ze f(A1) #
f(A3)). To uz stadi k tomu, aby zobrazeni f bylo afinni, viz tvod odst. . O

(2) Pro poradek uvadime pfesny vztah mezi barycentrickymi soufadnicemi bodu X na pfimce
urcené body A a B a délicim pomérem této trojice bodu (viz definujici rovnosti (7.17)) na str.
a ([4.3) na str. [17):

d

1 [13

(3) Rovnost ([7.13)) je vektorovym zapisem zdkona pdky; apravy pied (7.15)), resp. obr. jsou
ukazkou, tzv. principu redukce. Jednd se o dva zakladni axiémy pro uvahy o tézistich, které

elegantni uplatnéni pfi feSeni mnoha konkrétnich dloh. Zajimavy tvod a ukizky lze najit napf.

(4) V predchozim jsme diskutovali analyticky popis trojuhelniku, resp. obecného simplexu, ja-
kozto konvexniho obalu nékolika bodi v obecné poloze. Kazdy trojuhelnik je polovinou néjakého
rovnobézniku; kazdy simplex je ¢asti néjakého rovnobé&znosténu. Vzhledem k tomu, Ze se s témito
objekty budeme jesté potykat, doplnime také jejich analyticky popis.
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Rovnobéznik je konvexni mnoZina, miZzeme jej tedy chapat jako konvexni obal jeho ¢ty# vr-
cholu a odkéazat se na piedchozi popis. Kazdy rovnobéznik je vSak uréen svymi tfemi vrcholy, resp.
jednim vrcholem a dvéma vektory. V rovnobézniku ABCD totiz plati AB = DC', ekvivalentng,
BC = /ﬁ Napft. vrchol D mize byt uréen takto:

— —
D=B+BA+BC=A+BC=C+BA=---, resp. ,D—A—B+C*
Odtud je vidno, Ze rovnobéznik ABCD je pravé ¢asti roviny ABC, jez muze byt popsana takto:

—
rovnobéznik ABCD = {B + sBA + rBC | 5,7 €[0,1]}
= {,,tAA-FfBB-‘rth“ | ta+tp+tc=1ats,tc>0a ‘tB| < 1}.

Zobecnéni tohoto popisu pro obecny rovnobéznostén nechavame ¢tenafi jako snadné cvicend. . .

D =By, 44

Obréazek 7.27: Rovnobéznik je urcen bodem a dvéma vektory.

7.5 Cviceni
(1) V afinnim prostoru R? jsou dany body
A=[1,1,0, B=[4,1,3], C=[1,0,1], D =[0,—-1,1], E = [3,0,0].
Rozhodnéte, zda:

e jsou bodu D a F oddélovany nadrovinou p = ABC,
e tsetky AB a C'D maji néjaky spole¢ny bod.

(2) Rozhodnéte, zda body A, B, C, D tvofi vrcholy rovnobézniku.

(3) Dokaite, ze body A, B, D, E jsou v obecné poloze, a:

urcete barycentrické souradnice bodu C' vzhledem k této ¢tvefici bodi,

e rozhodnéte, zda bod C patii do konvexniho obalu bodu A, B, resp. A, B, D, resp.
A7 B7 D7 E7

e urcete afinni soutfadnice t87zisté ¢tyisténu ABDE,

v

choly jsou A, B,C, FE,

e rozhodnéte, zda bod D lezi uvniti tohoto rovnobéznosténu.

(4) Rozhodnéte, zda podmnoziny ze cviceni jsou konvexni; pokud nejsou, popiste jejich kon-
vexni obaly.
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(5) K obrazku Rozhodnéte, zda obrys rohliku muze byt obrazem kruZnice vzhledem k ng-
jakému afinnimu zobrazeni.

(6) Na obrazku jsou stopy stojici osoby a vyznafeny bod, ktery je primétem t&Zisté osoby
ve sméru vyslednice vSech sil, které na ni puasobi. Rozhodnéte, zda je tato osoba bez jakékoli
dalsi opory stabilni.

Obréazek 7.28: Stopy

(7) K obrazku

e sestrojte bod ,,iazl + ixg + %11‘3 + i.u “ a uvédomte si, Zze urcovani tézisté bodové hmotné
soustavy je asociativni,

e sestrojte tézisté Ctyiftuhelniku a rozhodnéte, zda tento tikol ndhodou nepatii do jiné
kapitoly,

e udejte piiklad ¢tyithelniku, jehoZ t&7isté splyva /nesplyva s bodem ,,ih + ixg + }lxg + iu .

(8) Ptipustme na chvili trojuhelnik ABC' v eukleidovské roving: Vyjadrete stied kruznice vepsané

jakoZto t&zisté hmotné soustavy s hmotnostmi soustfedénymi ve vrcholech A, B, C.

(9) Pomoci vektorové algebry dokaZte n&jaké tvrzeni elementarni afinni geometrie (jako napf.
Menelaovu vétu).
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KAPITOLA |11

Eukleidovska geometrie

Algebraické vymezeni eukleidovského prostoru je néasledujici: je to afinni prostor s eukleidov-
skou metrikou, coz je metrika kompatibilni s afinni strukturou. Eukleidovski metrika je urcena
skalarnim sou¢inem na zaméfeni.

Pomoci skalarniho souc¢inu se definuje velikost vektoru — odtud velikost tsecky neboli vzda-
lenost dvou bodi. Dale pak kolmost a odchylka dvou vektori — odtud velikost thlu. Pojem
kolmosti, vzdalenosti a odchylky poté piirozené rozsifime na libovolné podprostory v obecném
eukleidovském prostoru. Geometrické charakterizace dvojic bodu (resp. vektorii), v nichZ se vzda-
lenost (resp. odchylka) realizuje, zobechuje naSe poznatky z konstrukéni geometrie a je zaloZena
na kolmosti, resp. kolmém pramétu. Cela kapitola konéi diskuzi nad obsahy rovnobézniki, resp.
objemy obecnych rovnobéznosténii.

8 Eukleidovské prostory a relevantni zobrazeni

8.1 Uvod a zakladni definice

V eukleidovské geometrii dominuje — vedle rovnobéznosti — pojem shodnosti. Chceme tedy
analyticky interpretovat shodnost, coz v prvé fadé znamena shodnost tsecek a thli. Vzhledem
k tomu, s jakou oblibou pouzivime redlna ¢isla, budeme pfifazovat tseckam a thlum jejich
velikosti a prohlasime, ze

,yasecky, resp. thly jsou shodné, pokud maji stejnou velikost.*

Je jasné, ze ne kazda funkce, kterd useckam pfitazuje jejich velikosti, uréuje shodnost jak ji
chapeme v eukleidovském prostoru. Pfirozené pozadavky jsou:

(a) |AB| >0,

(b) |AB|=0 < A=B,
(c) |AB| = |BA|,

(d) |AC| < |AB| +|BC,
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kde A, B,C jsou libovolné body a |AB| znaci velikost usecky AB, neboli vzdalenost bodia A
a B. Pozadavky (a)—(d) jsou pravé axiémy obecného metrického prostoru; kazdy eukleidovsky
prostor je tudiz metrickym prostorem. Tyto predpoklady vsak urcité nesta¢i — bylo by napf.
velmi podivné, kdyby protilehlé strany v rovnobézniku mély mit jinou velikost. Jinymi slovy, aby
metricky prostor byl eukleidovskym prostorem, musi byt metrika kompatibilni s rovnobéZnosti,
tj. s afinni strukturou:

(e) AB=CD = |AB|=|CD|.

Eukleidovska metrika v afinnim prostoru A tedy musi byt ur¢ena néjakou funkci na zaméieni
=V, ktera vektortum pfifazuje jejich velikost. Velikost usecky |AB| je potom urcena velikosti
odpovidajiciho vektoru ||AB||. Takto se pomalu dostavame k pojmu skalarniho soucinu. ..

Skalarni souéin

Standardni skaldrni soucin ve vektorovém prostoru V' = R™ pfifazuje dvéma vektorim u =
(uy,us,...) av=_(vy,vy,...) realné &slo

U.V = Ut + ugvs +.... (8.1)

Standardni baze
e = (1,0,...), €y = (0,1,...),

je ortonormalni, coZ znamena, ze tyto vektory jsou navzijem kolmé a maji velikost 1. To je v Teci
(8.1) ekvivalentni tomu, 7Ze

(8.2)

o e — 0, pokud i # 7,
e 1, pokud i =j.

Velikost obecného vektoru u = (uq,usg,...) je rovna

lu| == vVu.u=/u?+ud+... (8.3)

Za v§&i touto algebraizaci samoziejmé vidime zadkladni poznatky elementarni eukleidovské geome-
trie jako nap¥. charakterizaci podobnosti trojihelniki, Pythagorovu vétu apodE| (viz obr.[8.1).

Jako obvykle, pro daldi vyvozovani je mnohem podstatnéjsi, jaké jsou vlastnosti prifazeni
(8.1), nez tento konkrétni predpis. Tyto vlastnosti jsou:

(a) u.v=v.u,

b) U+v).w=u.w+v.w,
(¢) (ru).v=r(u.v),

(d) u#0 = u.u>0,

kde u,v,w € V jsou libovolné vektory a r € R je libovolné realné ¢islo. Dosavadni pozorovani
vedou k definici obecného skalarniho sou¢inu v obecném vektorovém prostoru:

1viz 1.47, V1.4-5 apod. v [Eu].
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Vv =V,€tv,e,

Obrézek 8.1: Vektory u = (uy,u2) a v = (v,v2) jsou kolmé <= tga =72 = -7 =

1 v2

—tg B <= wujvi + uzve = 0. Velikost vektoru u = (u1,uz) je rovna \/u? + u3.

Definice. Skaldrni soucin na vektorovém prostoru V je symetricka (a)), bilinedrni (a)—(c),
pozitivné definitni @ forma V x V — R.

Vektory u a v jsou kolmé, pokud u.v = 0; zna¢ime u L v.

Velikost vektoru u je realné ¢islo ||uf| :== vu.u.

Béaze vektorového prostoru je ortonormadalni, pokud jsou bazové vektory navzajem kolmé
a vSechny maji velikost rovnu 1.

Skalarnimu soucinu se ¢asto prezdiva vnitini soucin, a to zejména v cizojazycéné literatuie. Vsude
v nésledujicim pfedpoklddame, ze vektorovy prostor V je vybaven skalarnim soucinem.

Standardni baze V = R je vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu (8.1) ortonormalni.
Naopak, z bilinearity obecného skalarniho soucinu plyne, Ze:

Soufadnicové vyjidreni jakéhokoli skaldirniho soucinu vzhledem k libovolné ortonormdlni

bazi md tvar (8.1)).

Skalarni sou¢in na V je tedy jednozna¢né urcen tim, Ze néjakou bazi V prohlasime za orto-
normalni.

Zakladni nerovnosti

Nejzakladnéjsi nerovnost je ukryta v definujici vlastnosti pozitivni definitnosti @D Diky této
vlastnosti ma kazdy vektor dobfe definovanu velikost (tzn. ¢islo pod odmocninou neni nikdy
zéporné). Ackoli je to vice neZ z¥ejmé, pro jistotou pfipominame, 7e ||ul| > 0, p¥idem? rovnost
plati, pravé kdyz u = o.
Z linearni algebry si pamatujeme nékolik uZzite¢nych nerovnosti. Nejprve tzv. Cauchyova—
Schwarzova nerovnost, (&0}
wev] < Jull- vl (8.4)

odkud se vyvozuje tzv. trojihelnikovd nerovnost,
[a+ vl < [[ul] + [[v]]. (8.5)

Piitom v obou pfipadech plati rovnost pravé tehdy, kdyz vektory u a v jsou linearné zavislé.
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Obecna definice eukleidovského prostoru

Vektorovy prostor se skalarnim soucinem se obvykle nazyvé eukleidovsky vektorovy prostor.
Pokud mluvime jenom o eukleidovském prostoru, méame na mysli eukleidovsky bodovy (afinni)
prostor:

Definice. FEukleidovskij prostor je afinni prostor £ se skaldrnim soucinem na zaméfeni V =

Velikost isecky AB C & je definovana jako velikost odpovidajicitho vektoru xﬁ € ?;
znacime

|AB| := | AB]. (8.6)

Odtud a z definujicich vlastnosti skalarniho soucinu plyne, Ze jsou splnény vSechny axiémy
(a)—(e) obecného metrického prostoru vyjmenované na str. Axiém @ ziejmé odkazuje na
nerovnost (8.5)), pfi¢emz plati:

|AC| =|AB| + |BC| <= bod B je mezi A a C. (8.7)

Velikost tsecky |AB| urcuje vzddlenost bodu v(A, B). Tento pojem budeme déle zobeciiovat
pro obecné podmnoziny a podprostory eukleidovského prostoru, viz odst. 0.1}

Dalsimi objekty, které jsme zvykli v eukleidovskych prostorech méfit, jsou thly. Uhel je
definovan jako prinik dvou polorovin (viz odst. . Je-li bod A vrcholem thlu a body B a C
jsou libovolné body, z nichz kaZzdy leZi na jedné hrani¢ni polopiimce (a Zadny nesplyva s A), pak
velikosti 1ihlu rozumime odchylku vektora /@ a ﬁ; znacime

<BAC = <(AB, AC). (8.8)
Odchylka vektoru je definovana v nésledujicim pododstavci. . .

Odchylka vektoru

Jedna ze zékladnich vét eukleidovské geometrie, kterd vyjadiuje vztah mezi stranami trojihelniku
a jeho vnitinimi thly, je tzv. kosinova véta. Vzhledem k obvyklému znaceni velikosti stran a ihla
v obecném trojihelniku (viz obr. [8.2) tato véta fika, ze?

2 = a? 4 b* — 2abcos .

Pokud ke stranam trojihelniku pfifadime vektory tak, ze ||a|| = a, ||b|| = b, ||c|| = ¢, potom
plati ¢ = a — b. S pomoci bilinearity skalarniho sou¢inu snadno odvodime, 7ze

Ic|? = [lall? + ||b]|> — 2a. b.
Porovnanim téchto dvou vyjadieni dostavame
a.b=|all-|b| - cosr. (8.9)

Odtud vyvozujeme nasledujici definici odchylky vektort v obecném eukleidovském prostoru:

2Viz 11.12-13 v [Eul. Pokud je thel v pravy, potom dostavime v&tu Pythagorovu.



8 FEukleidovské prostory a relevantni zobrazeni 49

Obrazek 8.2: V obecném trojihelniku v eukleidovskeé roviné plati ¢? = a? +b? —2ab cos 1,
neboli ||c[|? = [|a]* + ||b]> — 2a.b.

Definice. Odchylka nenulovych vektori u a v je realné ¢islo z intervalu [0, 7] definované

rovnosti u.v
<(u, V) := arccos : (8.10)

[l [l

Pro libovolné nenulové vektory je odchylka dobie definovana diky nerovnosti (8.4), odkud plyne,
ze podil HulHlW ma vzdy hodnoty v intervalu [—1,1]. Z definice je zfejmé, Ze nenulové vektory

jsou kolmé prévé tehdy, kdyZz maji odchylku 5:

ulv = <I(u,v):g.

Zobecnéni pojmu kolmosti, resp. odchylky pro obecné podprostory eukleidovského prostoru

se vénujeme v odst. resp.

Vnéjsi a vektorovy souéin

Dalsim geometrickym pojmem, ktery dovoluje elegantni algebraickou interpretaci, je pojem ob-
sahu (resp. objemu), a to pfedevsim rovnobézniku (resp. rovnobéznosténu). V [Eul| neni pojem
obsahu, resp. objemu nijak vymezen, av8ak nakldda se s nim jako s kazdou jinou veli¢inou podle
vyslovenych axiomu. Série tvrzeni v I. knize velmi nazorné zdivodnuje, ze rovnobézniky se stej-
nou zékladnou a stejnou vyskou maji stejny obsah. V VI. knize se poté dokazuje, ze pomér obsahi
rovnobézniku se stejnou vyskou je stejny jako pomér jejich zékladenﬂ K ¢iselnému vyjadiovani
obsahii rovnobé&zniki tedy staci definovat obsah jednotkového ¢tverce jako 1. (Analogicka diskuze
plati pro objemy rovnobéznosténii v prostoruEI)

Rovnobéznik v eukleidovské roviné je urcen vrcholem a dvéma (linearné nezavislymi) vektory.
Tyto vektory a jejich soufadnice vzhledem k né&jaké ortonormalni béazi oznacime u = (uq1,us)
a v = (v1,v2). S odkazem na pravé zminované tvrzeni lze jednoduse ukazat, Ze obsah tohoto
rovnobézniku je roven absolutni hodnoté determinantu matice tvofené souradnicemi urcujicich

vektori (viz obr. [8.3):

uyp U1

obsah = + (8.11)

U2 V2

Determinant obvykle chapeme jako zobrazeni, které ¢tvercové matici pfifazuje realné ¢islo.
Vzhledem k pfedchozimu bude vhodné determinant chapat jako zobrazeni, které n-tici vektori

3Viz tvrzeni 1.33-45 a VI.1.
4Viz podstatnou &ast XI. knihy.
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Obrazek 8.3: Obsah rovnobézniku ur¢eného vektory u = (uy,us) a v = (v1,v2) je roven
absolutni hodnoté determinantu det(u, v) = ujve — vius.

v m-rozmérném prostoru prifazuje realné ¢islo. Abychom tyto dva pfistupy rozlisili, zavadime
nasledujici pojmenovani a znaceni:

Definice. Vnéjsi soucdin n-tice vektora (vi,...,v,) v prostoru dimenze n je determinant
matice tvofené po sloupcich soufadnicemi téchto vektora (v tomto potradi) vzhledem k n&jaké
ortonormalni bazi; znatime

[Vi,..., vy :=det(vy,..., V).

@=> Uvédomte si, Ze definice nezavisi na volb& ortonorméalni baze! Ze zékladnich vlastnosti determi-
nantu vyplyva, ze vnéjsi soucin je antisymetrickd multilinearni forma

Vx...xV =R,

kde pocet argumentu je pravé n = dim V.

Dalsi algebraickou operaci, ktera uzce souvisi s obsahy rovnobézniki (resp. s objemy obecnych
rovnobé&znosténi), je tzv. vektorovy souéin. V trojrozmérném eukleidovském prostoru se jedna

0 zobrazeni
VxV =V,

které dvojici vektort (u,v) pfifazuje vektor, jenZ znafime u x v. Vektorovy soucin linearné
zavislych vektoru je o; pro linedrné nezévislé vektory je zcela uréen nasledujicimi vlastnostmi:

(a) vektor u x v je kolmy jak k u, tak k v,

(b) trojice vektori (u,v,u x v) tvofi kladnou bazi,

(c) velikost |ju X v|| je rovna obsahu rovnobézniku ur¢eného vektory u a v.

Odtud plyne nékolik dalsich vice ¢i méné znamych vlastnosti jako napf.
VXu=-—-uxv.

Obecna definice, soutadnicové vyjadieni a popis vSech vlastnosti a souvislosti vyzaduji poné-
kud v&tsi prostor. Proto se tématu vénujeme jesté v samostatné podkap. [T1] ..
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uxv

Obrazek 8.4: Vektorovy soulin u x v dvojice vektora (u,v).

Poznamky

Skalarni sou¢in na vektorovém prostoru V' kanonicky ztotoziiuje V' s jeho dudlnim prostorem
V*, coz je vektorovy prostor vSech linedrnich zobrazeni V' — R. Toto ztotoznéni vypada tak, ze
vektoru v € V odpovida forma v : V — R takova, ze

v(x) =v.x (8.12)

pro libovolny x € V. Konkrétné — vzhledem k néjaké ortonormalni bazi — vektoru v =
(a1, as,...) odpovida linearni forma

v(x) =a1z1 + asxa + -+,
kde x = (21, 22,...) € V lib. Tento jednoduchy poznatek se pouZiva pii rovnicovém vyjadifovani
podprostori a jejich kolmych doplikaii. . .
8.2 Shodna, podobna a ekviafinni zobrazeni

Tady shromazdujeme zékladni geometrické poznatky a ekvivalentni algebraickd vymezeni pro
hlavni typy zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory. VSechna tato zobrazeni jsou zejména afinni,
takZe navazujeme na odst. Ke vSem zmihovanym zobrazenim se jeSté budeme vracet v kapi-

tole [V1

Shodna

Shodné zobrazeni je takové zobrazeni, které zobrazuje ,,shodné véci na shodné*. Shodnymi vécmi
primarné myslime shodné usecky a thly, pfi¢emZ shodnost thli je zaru¢ena shodnosti usecek (viz
pfedchozi rozbor nebo vétu SSS). Shodnost usecek charakterizujeme pomoci jejich velikosti, tudiz

A
D

Obrazek 8.5: [Eu;| Trojahelniky jsou shodné, pravé kdyz se shoduji ve v8ech stranach.

shodné zobrazeni je takové zobrazeni, které zachovava eukleidovskou metriku:
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Definice. Zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory f : & — £’ se nazyva shodné, pokud pro
libovolné body A, B € £ plati
|f(A)f(B)| = |AB|.

Bijektivni shodné zobrazeni se jmenuje shodnost.

Velikost tsecky je definovana jako velikost odpovidajiciho vektoru a ta je odvozena ze skalar-
niho soucinu. Zfejmé tedy pokud je f takové afinni zobrazeni, Ze indukované linearni zobrazeni

zachovava skalarni soucin, pak f je nutné shodné. Plati také opacné tvrzeni, takze predchozi
definici miZeme vyslovit nasledovné:

Definice (ekvivalentni). Zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory f : &€ — &’ je shodné,

pokud f je afinni a indukované linearni zobrazeni f : & — ?’ zachovéava skalarni soucin,

tzn. pro libovolné u,v € &£ plati

7(u) . 7(v) =u.v.

Douwysvétleni. Predpokladejme, ze f zachovava vzdalenosti bodu a uvazme libovolnou trojici
kolinearnich bodu, kde B je mezi body A a C. Tato vlastnost je charakterizovidna rovnosti
|AC| = |AB| 4 |BC|. Abychom se neupsali, budeme znacit obrazy jednotlivych bodu f(A) =: A’
apod. Podle nageho predpokladu miizeme doplnit

|AC| = |AB| + |BC| = |A'B'| + |B'C'| = |A'C’|,
odkud pfimo vyplyva, Ze:
e bod B’ je mezi body A" a C’, tzn. f zobrazuje kolinearni body na kolinearni body,
e délici pomér trojice (A, B, () je stejny jako délici pomér trojice (A’, B', C").

To znamen4, Ze f je afinni zobrazeni a z pfedpokladu nyni plyne, Ze indukované linearni zobrazeni

zachovava velikosti vektori. Radi bychom ukazali, ze odtud také plyne, ze 7 zachovéva skalarni
sou€in. K tomu sta¢i umét vyjadrit jakykoli skalarni soucin u.v pomoci velikosti vektort: stejné
jako v pfedchozim odstavci, rozepsanim a tipravou ||u + v||? snadno odvodime

1
w.v = o([lut v = [jul* = v]?),

coz jsme chtéli ukazat. O

Podobna

Dalsim fundamentilnim pojmem eukleidovské geometrie je podobnost, které je vénovana cela
VI. kniha v [Eu|. Trojahelniky jsou podobné, pokud maji po dvou shodné vnitini ahly a, ekvi-
valentné, pomér velikosti odpovidajicich stran je konstantni; tento pomér se nazyvé koeficient
podobnosti. Shodné trojihelniky jsou tedy podobné s koeficientem 1. Ackoli se to nezda, prave
existence podobnych a neshodnych trojihelnika je jednou z kli¢ovych vlastnosti eukleidovskych
prostort.

Obecné podobné zobrazeni je takové zobrazeni, které zachovava eukleidovskou metriku az na
néjaky konstantni nenulovy nasobek:
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A

Obrazek 8.6: [Euy| Trojuhelniky jsou podobné, pravé kdyz maji po dvou shodné vnitini
tihly, coz je ekvivalentni s tim, Ze strany u shodnych thla jsou tmérné.

Definice. Zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory f : & — £’ se nazyva podobné, pokud
pro libovolné body A, B € £ plati

[f(A)f(B)| = k- |AB,

kde k > 0 je tzv. koeficient podobného zobrazeni f.
Bijektivni podobné zobrazeni se jmenuje podobnost.

7 piedchozi algebraické charakterizace shodnych zobrazeni mizeme bez problémi domyslet
charakterizaci zobrazeni podobnych:

Definice (ekvivalentni). Zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory f : &€ — &’ je podobné
zobrazeni s koeficientem k, pokud f je afinni a indukované linearni zobrazeni f : £ — &'

zachovav, skalarni soudin a7 na nasobek k2, tzn. pro libovolné u,v € £ plati

?(u) . 7(v) =k?u.v.

Podobna zobrazeni s koeficientem 1 jsou shodné.

Ekviafinni

Dalsim studovanym typem zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory jsou tzv. ekviafinni zobrazeni,
coz jsou afinni zobrazeni zachovavajici obsahy, resp. objemy. Primarné méame na mysli rovnobé&z-
niky, rovnobéznostény apod., ale odvozené plati pro cokoli méfitelného. Nékolik elementarnich
poznatku tykajicich se obsaht rovnobézniku jsme piipomnéli na str. 9] viz téz obr.

Abychom si usnadnili vyjadfovani, budeme v obecnych formulacich mluvit o objemech k-
rozmeérnych rovnobéZnosténi: pro k = 2 se jedna o obsah rovnobézniku a pro £k = 1 o délku
usecCky. Je ziejmé, ze kazdé afinni zobrazeni zobrazuje libovolny rovnobéznostén opét na rovno-
béZnostén. ..

&0
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B C

Obrézek 8.7: [Eu;]| Rovnobézniky (resp. rovnobéZnostény) se stejnou zakladnou a stejnou
vyskou mayji stejny obsah (resp. objem).

Definice. Afinni zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory f : & — &’ se nazyva ekviafinni,
pokud libovolny n-rozmérny rovnobéznostén, kde n = dim &, se zobrazuje na rovnobéznostén
se stejnym objemem.

Bijektivni ekviafinni zobrazeni se jmenuje ekviafinita.

@=> Uvédomte si, Ze z predpokladu afinnosti vyplyva, ze pokud se jeden rovnobéznostén zobrazi na
rovnobéZnostén se stejnym objemem, potom totéZ plati pro kterykoli jiny!
Vzhledem k pozorovanim okolo definice na str. [50] mizeme piedjimat nésledujici ekvivalentni
algebraické vymezeni:

Definice (ekvivalentni). Zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory f : & — &’ je ekviafinni,

pokud f je afinni a indukované linearni zobrazeni ? : £ — &' zachovava vné&jsi soudin az
na znaménko.

Z vyse uvedeného rozumime ekvivalentnosti této definice zatim jen pro zobrazeni v eukleidov-
@& ské roviné. Ekvivalentnost v obecném piipadé plyne ze zavéri odst. Pokud jsou prostory &
a &’ riuzné, potom uvazujeme vnéjsi souciny na £ a na jeho obraze f(€) C &' (viz té% poznamky

na str. [L01)).

8.3 Cvideni

(1) Piipomeite si z algebry dikaz Cauchyovy—Schwarzovy nerovnosti (8.4).

(2) UkaZte, Ze nize uvedena zobrazeni V x V — R definuji skalarni sou¢in a najdéte n&jakou
ortonormélni bazi V.

e Na vektorovém prostoru V vSech symetrickych (resp. antisymetrickych) ¢tvercovych
matic fadu n:

A.B:=tr(A-B)f

5Symbol tr zna&f stopu matice, tj. soudet &fsel na hlavni diagonale.
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e Na vektorovém prostoru V = R,,[z] v8ech polynomii v proménné z stupné nejvyse n:

54
fog= / f(@) - g(z) dz

—54

(3) Osvezte si dikazy nékterych klasickych tvrzeni eukleidovské geometrie, které jsme pfipomi-
nali v pfedchozim textu.

(4) Pomoci vektorové algebry dokazte n&jaké klasické tvrzeni, které jsme nepiipominali (napf.
Thaletovu vétu a vétu opacnou).

(5) Pripomete si zakladni shodné, podobna a ekviafinni zobrazeni a téste se na kapitolu

9 Kolmost a kolmy primét vektoru

9.1 Kolmost

Pomoci skalarniho souc¢inu jsme definovali kolmost dvou vektorti. Odtud je jasné, jak rozpoznat
kolmost dvou piimek v libovolném eukleidovském prostoru. K dal§imu zobecihovani pojmu kol-
mosti by nas mély navadét elementérni definice, které jsme pifipomnéli v odst. Piimka je
kolma4 k roving, pokud je smér piimky kolmy ke vSem vektorium roviny (ekvivalentné, ke dvéma
nezavislym vektorim). Dvé roviny jsou kolmé, pokud je normaéla jedné roviny obsaZena ve druhé
roviné (viz obr. . Zejména si vSimnéte, ze pro urceni kolmosti pracujeme vyhradné se sméry, <0
tzn. je aplné lhostejné, zda se diskutované podprostory protinaji, ¢i nikoli. Kolmost (stejné jako
posléze odchylka) je zcela urfena zaméfenimi danych podprostori.
Inspirovani predchozimi ptiklady vyslovime nésledujici obecnou definici:

Definice. Podprostory B a C v eukleidovském prostoru £ jsou kolmé, pokud jsou kolmé
jejich zaméteni B a C v & ; zna¢ime B 1 C.

1 1

Ptitom vektorové podprostory E a ? v ? jsou kolmé, pokud ? C ? nebo g 2 ? ,

kde N
c 2={XE?|XJ_?}

znadi tzv. kolmy doplnék podprostoru ? v ?
1L
Pokud dokonce plati B=7 , fikdme, 7e Bal (pfip. B a C) jsou kolmé totdlneé.

Z duvodi, které jsou vysvétleny v odst. obéas zdiraziujeme, %e podprostory B a C jsou
kolmé v £ (misto podprostory B a C v £ jsou kolmé).

Komplementarnost a dasledky

1
Pojmenovani ? kolmym doplitkem mé své opodstatnéni — ? a ?J— v obecném eukleidovském
prostoru jsou vzdy doplitkové (komplementarni): =)

b
6Symbol J ... dz znaéf ur¢ity integral na intervalu [a,b] C R.
a
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Obré_gek 9.8: Ii())lmé podprostory v eukleidovském prostoru: (1) 7 17, (2) Z) L ?,
3 b LCabcB — BLC,...

Véta. Pro libovolny vektorovy podprostor ? C ? plati, Ze ?J— je komplementdrni k ?, tzn.
Cal =%,
neboli?—l—?J— s a?ﬂ?L = {o}.

Toto pozorovani mé nasledujici sice trividlni, ale uzite¢né disledky:

Dasledky.

(1) Libovolny vektor v € ? lze vyjadrit jednoznacénym zpisobem ve tvaru
i
v=u+w, kde uel o« we(l . (9.13)

(2) Totdlneé kolmé afinni podprostory v € se protinagi v bodé.

Vektor u, resp. w z rozkladu ([9.13)) se jmenuje kolmy primét vektoru v do podprostoru ?, resp.
1L
? . Druhé tvrzeni je bezprostfednim disledkem disledku l)

Jesté si vSimneme nékolika jednoduchosti, jez jsou také dusledky pravé formulované komple-

@=> mentarnosti podprostoru a jeho kolmého doplitku. Pro libovolné podprostory U; a Uy v euklei-

dovském vektorovém prostoru V = &£ plati:
o (Uit =1,
o (U + )t =U+NUY,
o (UiNUy)t =Ui + U,

e U, CU;, — UYILQIJQL
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Odtud konec¢né vidime, 7e vySe uvedend definice kolmosti je skute¢né symetricka:

B1C e (BCC neboB2C ) « (B 2Cueho B CC) « CLB.

9.2 Poznamky, specialni a podivné pFipady

(1) Uvédomte si, ze diky identifikaci V = V* v (8.12) muZeme kazdou linearni rovnici s neznéa-
mymi (z1,23,...) = X psat jako v.x = ¢, kde i-ta4 soufadnice vektoru v je pravé koeficient
u neznamé z;. Kolmy doplnék podprostoru U = (uj, ug,...) ma rovnicové vyjadieni

Ut={xeV|u.x=0 u.x=0, ...}

a opacneé. ..

(2) Agkoli je nase definice kolmosti celkem pfirozena, zahrnuje nékolik zvlastnosti, které nemusi
byt na prvni pohled patrné. Tak napf. z {o}+ = plyne, ze jakykoli podprostor B C & je
kolmy ke v8em trividlnim podprostorim v £ (to jsou pravé body a cely £). Toto je jen specilni
a docela degenerovany piripad kolmosti, ktery nas pfili§ nezajima. Ponékud podivnéjsim se muze
zdat nésledujici postieh.

(3) Kolmost je definovana pomoci kolmych dopliiki. Kolmy doplnék k ¢ C i je uren nejen

podprostorem ?, ale dost podstatné také okolnim prostorem ? Pokud uvazujeme podprostory
B,C v &, které ve lezi v néjakém meziprostoru F C &, mize se klidné stat, ze

B a C jsou kolmé v F C £, ale nemusi byjt kolmé v E!

Uvédomte si, Ze tento fenomén lze pozorovat pouze v piripadé, kdy B a ? maji netrivialni
prunik, a najdéte vhodny piiklad. Z uvedeného je jasné, proc¢ jsme si této zvlastnosti zatim asi
nikdy nevsimli — v trojrozmérném eukleidovském prostoru takovy piiklad nenajdeme!

9.3 Jak urcit kolmy primét vektoru?

Uvazujme vektor v v zaméfeni eukleidovského prostoru V = ? a né&jaky podprostor U C V (ty-
picky zamé¥eni n&jakého afinniho podprostoru), do kterého chceme v kolmo promitnout. Kolmy
prumét vektoru budeme potfebovat zejména k urcéovani odchylek podprostorii, viz nasledujici
odstavce.

Obréazek 9.9: Kolmy priumét vektoru v do podprostoru U.

Pfirozeny navod plynouci z rozkladu (9.13)) by mohl vypadat nasledovné:
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(1) Vybereme ngjakou bazi (up,us,...) podprostoru U a néjakou bazi (wq,ws,...) kolmého

doplitku U+. Vektory (uj,us,..., Wy, Wao,...) tvoii bazi V = U @ U+, tudiz existuji jedno-
znacné urcend cisla a;, b; € R takové, ze platiﬂ

vV =aju; +a2u2—|—~~~—|—blwl+b2W2+....
Kolmy primét u vektoru v do U je pak roven
u=aju; +agug + -+ + arug.

K urceni koeficienta a;, b; potfebujeme fesit soustavu linearnich rovnic, jejiz rozmér je roven
dimenzi prostoru V = &, coz miize byt zbytecné velké ¢islo.

Pocetné vyhodnéjsi je zpravidla nasledujici avaha:

(2) Kolmy prumét u vektoru v do U je charakterizovan dvéma vlastnostmi:

(a) ueU,

b) w=v—-ucUt.

Pokud mame vybranu néjakou bézi (u, us, ... ) podprostoru U, pak piedchozi dvé podminky
jsou ekvivalentni s:

(a’) u=aju; +agus + ..., pro néjaki a; € R,

(b)) wLlu,wLlug,....

S predchozim vyjadienim vektoru w a pomoci skalarniho soucinu mizeme vyjadiit w L u;
jako u.u; = v.u;. Dosadime-li nyni (a’), potom (b’) je ekvivalentni se soustavou linearnich
rovnic:

aju;.Uu; +aguz.u; +...=v.uy,

alul.u2+a2u2.u2+...:v.ug,

Jednd se o soustavu, jez ma pravé tolik rovnic jako neznadmych, a;, a téch je pravé tolik,
kolik je dimenze U (tzn. nezavisle na dimenzi okolniho prostoru V). Z podstaty véci ma tato
soustava jednozna¢né ur¢ené feSeni; po vyfedeni a dosazeni do (a’) dostavame hledany kolmy
primeét u.

Priiklad

V nejjednodussim piipadé, kdy U = (u;), uvedené soustava sestava z jediné rovnice: ajuy »u; =
v.u;. Po vyfeSeni a dosazeni vidime, Ze kolma projekce vektoru v do podprostoru U = (u;) je
vektor:

V.Uup

u=

. 9.14
u; « U t ( )
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Obréazek 9.10: Kolmy pramét vektoru do jednorozmérného podprostoru.

9.4 Cviceni
(1) Rozhodnéte, zda podprostory ze cviceni jsou kolmeé.

(2) Ve standardnim eukleidovském prostoru £ = R3 urcete viechny mo#né podprostory, které
prochézi bodem B = [0, 3, 2] a jsou kolmé k piimce

g={[1+7t 2t, -3 —1t] | t € R}.
(3) Udejte priklad dvou rovin ve vhodném eukleidovském prostoru, které jsou kolmé a soucasné
mimobé&zné.
(4) V & = R* urcete kolmy priimét vektoru v do podprostoru U = (uy, us), kde

v=(1,2,0,1), u; = (-1,0,2,1), uy = (1,0, —1,0).

10 Vzdalenosti a odchylky podprostort

10.1 Vzdalenosti

Vzdalenost dvou bodi v eukleidovském prostoru je uréena vztahem (8.6). Vzdalenost libovolnych
dvou podmnozin B a C v libovolném metrickém prostoru je definovana jako infimum mnoziny
v8ech moznych vzdalenosti | XY|, kde X € B, Y € C. Pokud maji podmnoziny B a C né&jaky
spole¢ny bod, potom plati v(B,C) = 0, a naopak (viz axiém (]ED na str. :

v(B,C) =0 < BNC#0.

Zpravidla se nezajimame o libovolné podmnoziny, ale podprostory eukleidovského prostoru.
V takovém pfipadé se vzdalenost vzdy realizuje v néjakych konkrétnich bodech, tzn. diskutovana
mnozina méa vzdy minimum:

Definice. Vzddlenost podprostori B a C v eukleidovském prostoru £ je

v(B,C) :==min{|XY| | X € B, Y € C}. (10.15)

Geometrické urceni vzdalenosti spociva v charakterizaci takové dvojice bodi, v nichz se tato
vzdalenost realizuje. Tak jsme to délali uz v konstrukéni geometrii, nyni nase dosavadni zkusenosti

7Tj. soufadnice vektoru v vzhledem k popsané bazi.



60 III Eukleidovska geometrie

zobecnime. Diky tomu budeme vzdycky umét pomérné jednoduse urcit body B € Ba C € C
takové, ze
v(B,C) = |BC]|,

aniz bychom museli minimalizovat né&jakou funkci vice proménnych!

Vzdalenost bodu od podprostoru

Pokud je néktery z podprostoria bodem, napt. B = B, potom mohou nastat dvé moznosti: Kdyz
je B € C, pak vzdélenost v(B,C) je rovna 0. V opatném piipadé mizeme uvaZzovat nasledovné

(viz obr. [10.11)):

1
(1) ,,spustime kolmici“ K z bodu B na podprostor C, tj. totalné kolmy podprostor X = B+ ? ,
(2) urGime ,patu kolmice*, tj. C =CNK,
(3) prohlasime, ze v(B,C) = |BC|.

To, ze tato tivaha je spravna a obecné platna v libovolném eukleidovském prostoru ukazeme v
nasledujici véteé:

Véta. Pro libovolny podprostor C v eukleidovském prostoru £ a libovolng bod B € & plati,
Ze v(B,C) = |BC| prdve tehdy, kdyz vektor BC je kolmg k C.

V takovém piipadé piimku BC nazyvame kolmici (bez uvozovek) z bodu B k podprostoru C.

Obrazek 10.11: Vzdalenost bodu B od podprostoru C je rovna vzdalenosti B od paty C
kolmice k.

Diikaz. 7 dusledku (2) véty[9.1]vime, Ze vy$e popsany bod C je uréen jednoznaéng. Z Pythagorovy
véty plyne, 7e pro jakykoli jiny bod Y € C je |BY|? = |BC|? + |CY|?. Pfitom |CY| > 0, tudiz
|BY'| > |BC| a vzdélenost |BC| je nejmensi mozna.

Naopak, pokud by C' € C byl takovy bod, ze vektor B? by nebyl kolmy k C, potom pro
skutetnou ,patu kolmice* C’ by podle pfedchoziho odstavce platilo |BC| > |BC’| a vzdalenost
|BC| by tak nebyla nejmensi mozna. O
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Vzdalenost obecné

Véta. Pro libovolné podprostory B a C v eukleidovském prostoru £ plati:

(1) Vzddlenost podprostori B a C je rovna vzddlenosti bodi B € B a C € C prdvé tehdy,
kdyz vektor BC' je kolmy k B a soucasné k C.

(2) Navic dvojice B a C z piedchoziho vyjddieni je uréena jednoznaéné prdvé tehdy, kdyz
podprostory B a C nemaji Zddné spolecné smeéry.

€

Obrazek 10.12: |BC| = min <= BC ¢ ?L N ?L = (E—k?)L Navic B a C jsou
uréeny jednoznatné <= BnC = {o}.

Drikaz. Podprostory maji nulovou vzdalenost, pravé kdyz maji neprazdny prinik. V tomto pii-
padé je zduvodnéni obou ¢asti véty obzvlast jednoduché... Dokadzeme, Ze véta plati také v pii- <&
padé, ze vzdalenost je nenulové, tzn. podprostory se neprotinaji:

(1) Nejprve piedpokladejme, ze v(B,C) = |BC|, tzn. |BC| = v(B,C) = v(B,C). Z pfedchozi véty
plyne, ze BC' L C a soucasné B?’ L B, tj. vektor B? je kolmy k ob&ma podprostorim.

Naopak, pfedpokladejme, ze vektor B? je kolmy k obéma podprostorim. Chceme ukézat,
Ze pro libovolné body X € B, Y € C plati | XY| > |BC| (viz obr. . Nejprve doplnime
pomocny bod Z tak, aby BCY Z byl rovnobéznik, tj. tak, aby ZY = BC'. Podle piedpokladu
je B? 1 C, tudiz BCY Z je pravouhelnik; zejména plati Z—Y>' L ﬁ Podle predpokladu taky
plati BC 1 B, tudi* BC = ZY | BX. Dohromady dostavame, 7e ZY | ZB + BX — ZX.
To znamenad, Ze trojihelnik XZY je pravouhly. Z Pythagorovy véty vzhledem k tomuto
trojuhelniku plyne |XY| > |ZY| = |BC|, coz znamena, ze v(B,C) = |BC/.

(2) Predpokladejme, 7e v(B,C) = |BC| a ze B a C maji n&jaky spoleény smér. Ozn. u € g N ?
libovolny nenulovy spoleény vektor a uvazme body B = B+u e Ba(C' = C+u € C.
Protoze u # o, je BB'CC’ rovnobéznik a tudiz plati |B'C’| = |BC| = v(B,C).

Naopak, predpokladejme, ze B, B’ € B, resp. C,C’ € C jsou navzajem rizné dvojice bodu
takové, ze v(B,C) = |BC| = |B'C’|. Potom podle ptedchozi ¢asti véty jsou vektory B
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—
a B'C’ kolmé jak k B, tak k C. To znamend, ze BB'CC’ je pravothelnik. Odtud zejména
plyne, ze BB' = C(C’, coZ je evidentné (nenulovy) spoleény vektor z 5 N C. O

V piipadech s nulovou vzdalenosti se minimum realizuje v jakémkoli spole¢ném bodé B = C'
podprostort a vektor B? = 0 je zfejmé kolmy ke vSemu.

V piipadech s nenulovou vzdalenosti je BC' tisecka a je to nejkratsi mozné pficka podprostori
B a C. Kazdou takovou piicku nazyvame osou B a C. Osa je jediné, pravé kdyz prunik 5 N
obsahuje pouze nulovy vektor. Obecné jsou v8echny osy parametrizovany pravé prvky tohoto
pruniku, tedy spoleénymi vektory obou podprostori.

10.2 Jak urcit vzdalenost podprostori?
Vzdalenost bodu od podprostoru

Jisty navod v piipadé, Ze jeden z podprostori je bod, jsme piedstavili vyse. Pro porovnani rychle
zopakujeme, pfedp. B = B:

(1) Uréime totalné kolmy podprostor K = B+ ?l, ur¢ime prusec¢ik C' = CNK, vyjad¥ime | BC|
a podtrhneme v(B,C) = |BC|.

Pii urcovani bodu C fesime prunik dvou komplementarnich podprostori v &£, coz muze pied-
stavovat zbytecné velkou soustavu rovnic. Pocetné vyhodngjsi je zpravidla nasledujici postup,
ktery navic budeme schopni okamzité zobecnit pro libovolné podprostory B,C C &£. Ignorujeme
dopliitkovy podprostor I a hledame piimo patu kolmice, tj. bod C:

(2) Pata C kolmice je charakterizoviana dvéma vlastnostmi:
(a) C ec,

(b) BCeC .

Piedpokladejme, 7e C je zadan parametricky C = Y4 (uj, ua, ... ) a vektory (u;) jsou linedrné
nezavislé. Potom pfedchozi dvé podminky jsou ekvivalentni s:

(') C =Y +ajuy +asus + ..., pro ngjaki a; € R,

(b’) B?J_ul,B?J_UQ,....

—
Nyni B? = BY 4+ aju; + asus + .... Vyjadiime-li B? 1 u; pomoci skaldrniho souéinu, je
(b”) ekvivalentni se soustavou linearnich rovnic:

alul.u1+a2u2.u1+...:Yﬁ.ul,
alul.ug+a2u2.u2+...:Yﬁ.uQ,

Jedna se o soustavu, jez mé pravé tolik rovnic jako neznadmych, a téch je pravé tolik, kolik
je dimenze C. Regeni je urceno jednoznacné, po dosazeni do (a’) dostavame hledanou patu
kolmice C' a zbytek je jasny.

Neni ndhodou, ze ndm tento popis néco pripomina. Ve skutec¢nosti nejde o nic jiného nez o vypocet
kolmé projekce u vektoru v =Y B do podprostoru U = C a nésledné dosazeni C' =Y + u, viz

&> obr.[[0.11] prip. [[0.12]
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Vzdalenost bodu od nadroviny

Ve specialnim piipadé, kdy C je nadrovinou v £ muzeme pozorovat zajimavé zjednoduseni, které
se hodi zejména v piipadé, kdy C je ddna rovnici

C={Xec&|YX.n=0},

kde Y je n&jaky (libovolny) bod v C a n je normalovy vektor.

1
Nesoustiedime se na pramét u € ?, ale radéji na priamét w € ? = (n). Podle (9.14) vime,
7e tento prumét je
YB.n

n.n
Odtud umime vyjadfit patu kolmice C' = B — w. Vzdalenost je rovna velikosti vektoru w:

_ [YB.n|
[n

(V raznych uéebnicich byva tato rovnost formulovéna riznymi zptisoby — porovnejte vSechna
vyjadfeni, ktera najdete.)

W =

n. (10.16)

v(B,C) (10.17)

Obrézek 10.13: Vzdélenost bodu od nadroviny.

Rovnost (|10.17)) 1ze alternativné odvodit z pravotihlého trojihelniku Y'C'B jako na obr.|10.13
Zmagi-li a velikost uhlu C'Y B, pak ziejmé plati

v(B,C) = Hﬁ” -sina.
Odchylky diskutujeme hned v nasledujicich odstavcich, takze pokud nahlédneme na str. [67] a do-
sadime (10.19) do pfedchoziho vyjadieni, zjistime, ze vSechno krasné souhlasi. ..
Vzdalenost obecné

Slibované zobecnéni predchéazejiciho postupu (2) pro obecné podprostory B,C C £ zni:

(2’) Dvojice boda B a C, pro niz plati v(B,C) = |BC], je podle véty charakterizovina
nésledujicimi vlastnostmi:

(a) BeB,Cec,

() BCeB nC .

Predpokladejme, Ze oba podprostory jsou dany parametricky B = X + (ui,...,ug), C =
Y + (ugy1, ..., us). Potom predchozi podminky jsou ekvivalentni s:
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() B=X+au; +---+agug, C =Y +agyiugs1 + - - + aguy, pro ndjakd a; € R,
(b”) BC L u;, pro viechna i = 1,... /.
Nyni

B?zﬁ—alul — ... — AU t Apy1Ug41 + 0 T apuy

a (b”) je ekvivalentni se soustavou linearnich rovnic:

—alul.ul—-~-+a¢ug.u1:Y5(: Uy,

—aiuj .Uz — -+ apuyg. U :ﬁ.u% (10.18)

Po vyieSeni soustavy a dosazeni do (a’) dostavame hledanou dvojici bodi B a C...

Vsimnéte si, 7e tentokrat nemuZeme jen tak predpokladat linearni nezavislost vektori (u;),
nicménd mizeme aspoii predpokladat, 7e kazda skupina (ui,...,u;) a (Ugy1,...,u) je tvo-

fena nezavislymi vektory. Pfesto zmifiovana soustava nemusi byt jednoznacné fesitelna, coz nam
tika néco o vzajemné poloze B a C!

10.3 Ddlezité poznamky
Vzajemna poloha alternativné

7 predchoziho navodu se mimo jiné dovidame néco o vzajemné poloze podprostori, jejichz vzda-
lenost ur¢ujeme:

Pokud jsou podprostory B a C incidentni nebo raznobézné, pak v(B,C) = 0. Tyto dva piipady
jsou rozliseny tim, Ze v prvnim p¥ipadé je dimenze prostoru Feseni soustavy rovna dimenzi
mengiho z podprostora B a C. Stejnym zptusobem umime rozli§it rovnobéznost od mimobéznosti,
kdy v(B,C) # 0. Pokud kvuli struénosti oznatime

v:=v(B,C), d:= dimenze prostoru feseni soustavy 10.18E| m := min{dim B, dim C},

potom charakterizace vzajemnych poloh afinnich podprostori muze vypadat nasledovné:

Vé&ta. Afinni podprostory B a C jsou
e incidentni <= v=0ad=m,
o riznobéiné < v=0ad<m,
o rovnobéiné rizné <— v#0ad=m,

e mimobéZné <— v#0ad<m.

Celkem tedy vidime, Ze vzajemnou polohu a vzdélenost podprostori lze uréit souc¢asné z jednoho
pocitani.

8..., co7 je pravé dimenze Bn ?,. ..
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Vzdalenost alternativné

V podkap. [11]se budeme zabyvat obsahy a objemy, a to zejména rovnobé&zniki a rovnob&znostént.
Objem rovnobéznosténu je roven obsahu zakladny nasobenému velikosti vysky. Odtud je mozné
vyjadrit vysku rovnobéznosténu, kterd Casto reprezentuje vzdalenost né&jakych podprostoru, viz
motivacni obr. [I0.14] Vtip je v tom, Ze tento postieh lze zobecnit pro libovolné podprostory
v libovolném eukleidovském prostoru. Timto zptisobem pak budeme umét vyjadiovat vzdélenosti,
aniz bychom fesili jakoukoli soustavu rovnic, viz vétu na str. na str.

Obrazek 10.14: Velikost vysky naznaceného rovnobéznosténu je rovna vzdalenosti bodu
B od roviny C = C' + (v, va).

Uvédomte si, 7e takto nikdy neur¢ime dvojici bodu, v nichz se vzdélenost realizuje, natoz pak
vzajemnou polohu podprostori. . .

10.4 Odchylky

Odchylka dvou nenulovych vektori je definovana rovnosti (8.10), p¥ip. (8.9). Podobné jako u kol-
mosti, odchylka dvou afinnich podprostori je zcela urcena jejich zaméfenimi.

Pokud maji zaméfeni trividlni prunik, pak je definice jasnd — sta¢i uvaZovat minimum ze
vSech moznych odchylek mezi vektory, z nichz jeden patii do jednoho a druhy do druhého pod-
prostoru. V opac¢ném piipadé by tato definice automaticky dévala 0, coz jisté nekoresponduje
s nasimi pfedstavami o odchylce. Modelovy piiklad tohoto typu predstavuji dvé roviny jako na
obr. [I0.15] — odchylka rovin je odchylkou p¥imek, z nichz kazda je obsazena v jedné z danych
rovin a obé maji tu vlastnost, ze jsou kolmé k pruniku rovin. V piipadé, kdy zaméteni maji ne-
trividlni prinik, musime navic rozliSovat pripad, kdy jeden podprostor je obsaZen ve druhém —
v tomto p¥ipadé je odchylka rovna 0 (skute¢né musime deklarovat samostatné, nebot piedchozi
konstrukee je v této situaci jaksi degenerovana).

Definice. Odchylka netrividlnich afinnich godprostorﬁ B a C v eukleidovském prostoru & je
rovna odchylce jejich zaméfeni b a C v

<(B,¢) = <(B, C).

Piitom odchylka netrividlnich vektorovych podprostori g a ? v zaméreni ? je defino-
vana néasledovné:
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(a) pokud B N C = {o}, pak
<I(§, ?) :=min{<(u,v) |ue g,v € ?},

(b) pokud g - ?, pak

4(2,?) =0,
(c¢) pokud B Z CaBn? # {o}, pak
«(B,0)=«(B", 0,

kde g’, resp. 7’ jsou podprostory obsazené v E: resp. 7, jez jsou kolmé k pruniku

?m?,tj.?’:ﬁm(ﬁmﬁﬁa?’:ﬁn(ﬁm?)%

Uvédomte si, Ze v p¥ipadé (c) se odkazujeme na definici podle (a), coZ je v naprostém poradku,
@&> nebot podprostory 5’ a C’ maji vzdy trividlni pranik (a soucasné jsou oba netrivialni). ..

PR S

é’l

o
3 )
Bee

Obrézek 10.15: K definici odchylky g a ?: (a) odchylka je minimem ze vSech moZznych

odchylek, (b) odchylka je 0, (c¢) odchylka je odchylkou mensich podprostort g' a ﬁ/,
jez jsou kolmé k priniku.

Odchylka dvou pfimek

. . IO . e
Jsou-li oba podprostory pfimky se zaméfenimi b = (u) a 7 = (v), pak je podle definici jasné,
ze

u.v
<(b, ¢) = arccos Q
[[all - [[v]
Prava strana rovnosti skuteéné nezavisi na vybéru smérovych vektori a absolutni hodnota v ¢i-
tateli zarucuje, ze ze dvou moznych odchylek vybirdme prévé tu mensi (cosa > 0 <= a < 7).
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Obrézek 10.16: Odchylka piimek.

Odchylka pifimky od podprostoru

Pokud neni pfimka kolmé k podprostoru, pak zdravy nazor veli pfimku kolmo promitnout do
podprostoru a méfit odchylku téchto dvou piimek. Nasledujici véta ukazuje, Ze tento napad je
platny v libovolném eukleidovském prostoru:

Véta. Pro libovolnou primku b a libovolng podprostor C v eukleidovském prostoru & plati:

(1) pokud b L C, potom <(b,C) = z,

(2) pokud b Y C, potom <1(b,C) = <(u,uc), kde u € ? je libovolnyg smeér pFimky a uc € 7
je jeho kolmy primét do ?

Diikaz. Prvni pFipad je jasny. Druhy p¥ipad zahrnuje také moznost b || C, tj. 7 C ?, kdy podle
definice vychéazi <((b,C) = 0: kolmy primét v tomto pfipadé je uec = u, tedy <(u,uc) = 0
a rovnost plati. Uvazme genericky p¥ipad, kdy b £ C a b |JC:

Pro libovolny vektor v € C ommatime o — <(u,uc), @' = <«(u,v). Checeme dokazat, 7e o < o/
nebo ekvivalentné cos & > cos o’. Nejprve si viimneme klicového predpokladu, tj. (u —uc) L ?,
coz v dusledku znamena, 7e u.v = uc . v. Odtud a z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti
dostavame:

u.v uc.v _ lue| vl _ [[ucll

cosa’ =

= = < = =cosa. [J
Pall-fivIl fall- vl =l flll - ffull

Uvédomte si, Ze z uvedeného také piimo vyplyva, ze
™

a(b,C) + <«(b,Ct) = 3

Tento postieh lze dal zobechovat pro obecnéjsi situace, viz nésledujici odstavce.

Odchylka pfimky od nadroviny

Jak uz jsme zvykli, kdyz je C nadrovinou, pozorujeme jisté zjednodusSeni: Z posledni poznamky

a znamého faktu cos(§ — a) = sin o odvozujeme

|u.c|

<(b,C) = arcsin ,
[[afl - <]l

(10.19)
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Obréazek 10.17: Odchylka pfimky a obecného podprostoru.

1 —
kde c € 7 znadi normélu nadroviny (a u € b smér piimky stejné jako vyse).

Obréazek 10.18: Odchylka pfimky a nadroviny: cos 3 = cos(§ — a) = sina.

Odchylka dvou nadrovin

Jsou-li oba podprostory nadrovinami s norméalovymi vektory b a c, pak ve vSech ptipadech, které
si umime pfedstavit plati

[b.c|

<(B,C) = <«({b),{c)) = arccos ol - Tl

Tato rovnost samoziejmé plati pro libovolné nadroviny v jakémkoli eukleidovském prostoru;
obecné zdivodnéni 1ze najit v [HoJal véta 16.5].

Odchylky obecné

Obecné staci diskutovat pouze takové podprostory, jejichz zaméfeni maji trividlni pranik. Nej-
jednodussi dalsi piipad, ktery neni zahrnut mezi pfedchozimi, mize byt reprezentovian dvéma
rovinami ve &tyfrozmérném prostoru. Geometrické feSeni této (stejné jako jakékoli jiné) ulohy
spoCiva v nalezeni takové dvojice vektori u € g aveC,ze

<4(B,C) = <(u,v).
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Obréazek 10.19: Odchylka nadrovin.

Dosud jsme vystaéili s kolmym promitanim vektoru do podprostoru, nejinak tomu bude i nyni.
Pro vySe jmenované vektory totiz plati

(u,v) = <(u, ¢) = <(B,v),
coz podle véty na str. [67] znamend, Ze tato odchylka je rovna bud 5 nebo odchylce
<(u,uc) = <(vp,v),

kde u¢ znaéi kolmy primét vektoru u do ? a v znadi kolmy prumét vektoru v do g Odtud
zejména vyplyva, Ze uc € (v) a soucasné vi € (u). Pokud znovu kolmo promitneme uc do ﬁ’
resp. vz do C dostaneme

ucg=>b-u, resp. vpe=c-v
pro néjaki b,c € R. Jinymi slovy, vektor u € g je charakteristickym vektorem (odpovidaji-
cim charakteristickému ¢islu b)°| transformace g — g slozené ze dvou zmifhovanych kolmych

projekci, které oznacime pc : g — ? app: ? — g Podobné pro vektor v € ? ..
Odtud by mélo byt jasné, jak urcit odchylku B a C v pfipadé, Ze nemuzeme pouZit zadny
z predchozich specidlnich postiehu:

e popiSeme néjak kolmé projekce pe : ? — ? aps: 7 — E,
e uvazujeme slozené zobrazeni pp o pc : g — g,
e ur¢ime charakteristické vektory transformace pp o pe (muZe jich byt vic!),

e odchylka <¢(B,C) je pak urcena takovou dvojici vektort u a u¢c = pe(u), pro néz je <t(u, uc)
nejmensi,
e nisledujici véta dodava, ze takové u odpovidéa nejvéts§imu charakteristickému ¢islu b.
(Podobné miZzeme uvazovat sloZeni pc o pg : ? — ?; vysledek je samoziejmé stejny.)

Poznamka ke tfetimu kroku: transformace tohoto typu jsou docela specidlni a obecné pro
né plati, ze z jejich charakteristickych vektora lze vzdy sestrojit bézi prostoru Pokud ma

9Ptipomenuti pojmi charakteristickych &isel a vektord najdete na str.
10Jedna se o tzv. symetrické linearni transformace a zdivodnéni uvedeného faktu najdete v jakékoli ucebnici
linearni algebry, ktera se o t&chto transformacich zmifiuje; viz nap¥. [Z1, ¢ast 23.3].
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transformace aspon dvé ruzné charakteristicka ¢isla, je tfeba v nasledujicim kroku vybirat. Pokud
by ndhodou byla vSechna stejné, tak to znamend, ze transformace je nasobkem identity a je jedno,
ktery vektor vybereme. ..

Véta. Pro libovolné podprostory B,C C &, jez nemaji Zddné spolecné smery, plati:
(1) pokud B L C, potom <(B,C) = T,

(2) pokud B L C, potom <(B,C) = <(u,uc) = <(vp,Vv), kde u € g, resp. v € c je
charakteristicky vektor odpovidajici nejvétsimu charakteristickému ¢islu transformace

pBOpc:B—> , resp. pco pg: C —
V kazdém pFipadé miZeme dodat:

(3) pokud b a c¢ jsou nejvetsi charakteristickd cisla zminiovanijch transformaci, potom je
0<b=c<1 a<(B,C) = arccos Vb = arccos y/c.

Prvni ¢ast tvrzeni je jasnd a uvadime ji hlavné pro zduraznéni podobnosti s vétou na str. [67]
(onu vétu nyni chapeme jako dusledek véty pravé formulované). V predchazejici diskuzi jsme
zduvodnili téméf v8echno. Potfebujeme si uvédomit uz jen nékolik drobnosti:

Odchylka « := <(u,uc) je minimélni pravé tehdy, kdyZ cos o je maximéalni. Navic pro vektory
u,uc a ucg plati
_luell _ Jues]

[all - ucll

CoS (v
Pritom ucpi = bu, coz po dosazeni a tpravé dava

[uc|? 2
= TIE = cos” a.

Piitom 0 < |juc|| < |jul, tudiz 0 < b < 1 a cosa = v/b. Podobn& miizeme argumentovat s vek-
@&> torem v, coZ pochopitelné pieskakujeme. UvEdomte si, Ze tvrzeni (3) skute¢né plati i v pFipads,
kdy B L C. O

10.5 Dilezité poznamky

Tim diskuzi o odchylkach konéime, coz vSak neznamend, Ze jsme téma zcela vycerpali. Na zévér
znovu upozoriiujeme na zvlastni fenomén, ktery v obecnych eukleidovskych prostorech musime
mit na zieteli:

Odchylka 5 neni totéZ co kolmost!

Pokud maji zaméfeni podprostorii trivialni prinik, pak to totéz je; v opacéném piipadé mi-

Zeme nanejvys fict, ze
0

2
Opacna implikace obecné neplati — nejmensi protipiiklad lze vymyslet v prostoru dimenze 4,

&> viz odst. pro napovédu. . .

BlC = <«(B,C)
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Obréazek 10.20: K obecné diskuzi o odchylce. . .

10.6 Cviceni

(1) Pro vSechny mozné dvojice podprostoru z predchozich cvifeni urcete jejich vzdalenosti a od-
chylky.

(2) Neopomeiite zejména podprostory ze cviceni a zamyslete se znovu nad jejich vzajem-
nou polohou.

(3) Pro néjaké jednoduché, ale netrividlni, pfipady zkuste uréit jejich vzdalenost a odchylku
podle definice.

(4) Ve vhodném eukleidovském prostoru udejte piiklad dvou nadrovin, které maji vzdalenost 2.

(5) Ve vhodném eukleidovském prostoru udejte p¥iklad dvou podprostori, které maji odchylku
5 a pritom nejsou kolmé.

11 Obsahy, objemy a dalsi

Zakladni poznatky o obsazich rovnobéznikiu a objemech rovnobéZnosténi jsme si zopakovali
na str. 49 V celé této podkapitole bereme tyto poznatky jako vychozi. Nejprve zformulujeme
obecnou definici objemu (k-rozmérného) rovnobé&znosténu. Nasledné se budeme zamyslet nad
tim, jak takové objemy efektivné pocitat. Jak jsme uz dfive ukézali, k tomu se bude bajecné
hodit determinant v riznych podobach, viz pojem vnéjsiho soucinu, Gramova determinantu,
ale té7 vektorového soudinu. . .

11.1 Obecna definice

k-rozmeérny rovnobéznostén je urcen jednim vrcholem a k-tici linedrné nezavislych vektori. Ob-
jem rovnobéznosténu urcéeného vektory vi,vs,... v obecném eukleidovském prostoru £ budeme
znadit V(vyi,va,. .. )E Nejjednodussi pripady jsou tyto:

e jsou-li urcujici vektory ortonormalni, pak se jedna o krychli a V(vq,va,...) =1,

11Pro jednoduchost mluvime v obecnych formulacich pouze o rovnobé&znosténech, pfi¢emz mame na mysli, ze 2-
rozmérny rovnobéznostén je rovnobéznik, 1-rozmérny rovnobéznostén je tsecka, pfip. 0-rozmérny rovnobé&znostén
je bod.
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e jsou-li tyto vektory ortogonalni, pak se jedna o kvadr a V(vi,va,...) = |[vi] - |[ve| -+
Obecna induktivni definice vypadé nasledovné:

e obsah rovnobézniku = velikost jedné strany kréat velikost vysky na tuto stranu,

e objem rovnobéznosténu = obsah jedné stény krat velikost vysky na tuto sténu,

e atd...

Vzhledem k zavedenému znaceni muzeme tyto vztahy zapsat nasledovné:

Definice. Objem V(v1,va,...) rovnob&znosténu urc¢eného vektory vi,vs,... je nezadporné
realné Cislo takové, ze

o V(v1) := [[vall,
e V(vy1,va) := V(vi,wa) = |[v1] - [[wz]|, kde Wy kolmy pramét vektoru vo do vi,

o V(vi,va,v3) := V(vy, vy, w3) = V(vy,v2).||ws]|, kde w3 je kolmy pramét vektoru v
do <V1,V2>L,

e atd...

Vektor wo, resp. ws piedstavuje vysSku rovnobéZzniku, resp. rovnobé&Zznosténu; ¢islo ||wsl|, resp.
|lws]|| je velikost této vysky.

W Ve

v Y1

Obrazek 11.21: K objemu rovnobéznosténu. . .
Ptimo z definice vidime, Ze
V(V15V27V37 <. ) = V(V17V2,W37 .. ) = V(V17W2?W37 .. ) = ||V1H : ||W2|| : ||W3|| T,

kde vektory w; jsou navzdjem kolmé vektory postupné sestrojené podle nédvodu vySe. Tento
nakolmovaci algoritmus jsme v algebie jmenovali jako tzv. Gramiv-Schmidtav proces. ..

Poznamky

&> (1) Vyjadiit obsah rovnobézniku podle definice je snadné:

V(vi,va) = |[v1] - [|v2]] - sine, (11.20)
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kde a = <(v1,va). Pocitani objemu vicerozmérného rovnobéznosténu podle definice vak muze
byt docela otravné, proto se za chvili poohlédneme po néjakych zjednodusenich. . .

(2) Definici V(vy,va,...) miZzeme bez problému rozsifit pro libovolné, tedy ne nutné nezavislé
vektory, coZ je ¢asto vyhodné nerozlisovat. P¥imo 7z definice plyne, 7e V(v1,va,...) je roven 0
pravé tehdy, kdyz vektory vi,va,... jsou linedrné zavislé

V(vi,va,...) =0 <= wvektory vi,va,... jsou linedrné zdvislé.

Tedy k-rozmérny objem chapeme jako zobrazeni
V:?x...x?%RZO,
které k-tici vektoru piifazuje nezdporné redlné Cislo.

(3) Z tvodnich poznamek okolo obr. na str. 50| vime, Ze objem rovnobéznosténu tzce souvisi
s determinantem, resp. s vnéjsim soucinem vektord. V nasledujicich odstavcich tento pozna-
tek nalezité zobecnime a zduvodnime. Tento fakt by nemél byt zadnym velkym piekvapenim,
kdyz si uvédomime, ze jak objem, tak vnéjsi soucin maji velmi podobné vlastnosti. Kromé vyse
uvedeného poznatku (o tom, kdy je vysledek 0) je to zejména jesté nasledujici vlastnost:

Pritazeni (vi,...,vy) — V(vi,..., V) definuje pozitivné-multilinedrni zobrazeni T x..x
— Rzo.

Privlastek pozitivné-multilinedrni znamenad, Ze zobrazeni se chova jako absolutni hodnota né-
jakého multilinearniho zobrazeni; duraz klademe na multilinearni. Na vysvétlenou nékolik kon-
krétnosti pro k = 2, viz obr. [11.22

V(vy,avy) =0,
V(vi,ve) = V(vi,ve) + V(vi,avy) = V(vy, v + avy),
V(Vl,bVQ) = |b| . V(Vl,Vg),

kde v1, vy jsou libovolné vektory a a, b libovolna redlna ¢isla.

12V takovém p¥ipadé mluvime o degenerovaném rovnobé&imosténu.
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Obrazek 11.22: Vlastnosti obsahu/objemu se napadné podobaji vlastnostem determi-
nantu.

11.2 Gramiv determinant

Zacneme s malym kouzlem: Vyberme ndhodné vektory vy, vo v néjakém eukleidovském prostoru.
Podle (9.14) na str. |58 umime obecné vyjadiit kolmou projekci wy vektoru vo do vi:

V2.V

Velikost tohoto vektoru, resp. jeji druh& mocnina, je rovna

(V1 . V2)2
v

Dosazenim do definujici rovnosti V(vy,vy) = V(vi, wa) = ||v1] - |w2]|, dostédvame

V(vi,va) = V[vi[2[[val® = (vi.v2)?,

coz mizeme interpretovat jako odmocninu z determinantu jisté matice:

\/V(Vl7 V2) = \/

Matice pod odmocninou na pravé strané je tzv. Gramova matice, jeji determinant se zove Gra-
muv:

V1i.V] V13.Vy

. (11.21)
V2 .V] V2.V9

Definice. Gramiiv determinant uréeny k-tici vektori vy, ..., vy je determinant

V1.V V1.V
G(viy...,vE) =

ViV ... Vi « Vi
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Piedchozi vysledek nyni snadno zobecnime — jednd se nejobecnéjsi a pomérné elegantni
zpusob uréeni objemu obecného rovnobéznosténu v obecném eukleidovském prostoru:

Véta. Pro libovolnou k-tici vektori v eukleidovském prostoru plati

V(vi,...,vi) = VG(ve, ..., V).

Sledovat predchozi zdivodnéni pro vice nez dva vektory muze byt trochu problém. Proto nabizime
alternativni zdivodnéni, které je odvozeno ze zakladnich vlastnosti determinantu.

Diikaz. Pro piehlednost formulujeme pouze pro trojici vektora, nasledné zobecnéni by mélo byt
ziejmé. Vzhledem k vySe uzivanému znaceni plati:

Vi.V] V131.Vy Vi].V3 Vi.V] V1.Vo V1.V3
G(Vl,V27V3) = |V2a4V] V2.V Vo.V3 = | W2.V] W9o.Vy W9o.V3
V3«V] V3.Vy V3.V3 W3.V] W3.Vy W3.V3
V1.V Vi1«Wo V1. W3 V1.V 0 0
— _ 0 0 _ 2 2 2
= |W2.V] W2.W3 W3.W3| = W2 « W9 = HV1|| . HW2|| . HW3H .
W3.V] W3.W2 W3.W3 0 0 W3 .« W3

V téchto tpravach se nejprve odkazujeme na vlastnosti determinantu, tedy jeho antisymetri¢nost
a multilinearitu. Odtud zejména plyne, Ze hodnota determinantu se nezméni, kdyz k libovolnému
fadku/sloupci pFi¢teme libovolnou linearni kombinaci ostatnich. To je pfesné uprava, kterou jsme
postupné délali nejdiiv s fadky, poté se sloupci:

W2:V2+CLV1, W3:V3+bV1+CV2.

Zaveér plyne z toho, ze vektory w; nejsou jen tak ledajaké vektory uvedeného tvaru, ale pravé
kolmé priméty v; do (vi,...v;_1)*. Viechny skalarni sou¢iny v Gramové matici mimo hlavni
uhlopficku jsou tedy nutné nulové. . . O

11.3 Vnéjsi a vektorovy soucin

Ve specialnich piipadech, jez se tykaji vyhradné poétu urcujicich vektord, je mozné k vyjadieni
objemu pouzit nékterou z nasledujicich algebraickych konstrukei. . .

Vnéjsi soucin

Na obr. [8:3] na str. [50] je ukdzano, ze obsah rovnobé&zniku v eukleidovské roviné je roven de-
terminantu matice tvofené soufadnicemi urcujicich vektori vzhledem k néjaké ortonormalni
béazi. Zobrazeni, které dvojici vektoru (u,v) pfifazuje onen determinant, jsme nazvali vnéjgim
soucinem a oznadili [u,v]. Hodnota obsahu je vzdy nezaporna, hodnota vnéjsiho soucinu muze
byt jakdkoli. Z uvedeného vyplyva, ze pro libovolné dva vektory u, v ve dvourozmérném euklei-

dovském prostoru plati:
V(u,v) = |[u,v]].

Zobecnéni tohoto vysledku ve vyse uvedeném duchu prestava byt nazorné, poohlédneme se
tudiz po jiném argumentu. Obecné definice vnéjsiho soucinu n-tice vektoru v eukleidovském
prostoru dimenze n je uvedena na str. [50} vlastnosti vngjsiho souinu jsou nésledujici:
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Véta. Pro n-tici vektori v n-rozmérném eukleidovském prostoru plati:

(1) Piirazeni (vi,...,vp) — [v1,...,V,] definuje antisymetrické multilinedrni zobrazeni
X...x & =R

(2) [vi,...,Vva] =0 <= wvektory vi,...,v, jsou linedrné zdvislé.

(3) HVl,...,Vn” :V(Vl,...7Vn).

Diikaz. Tvrzeni (1) a (2) plynou piimo z definice vngjsiho soucinu, tzn. z vlastnosti determinantu.
Tvrzeni (3) plyne z Cauchyovy véty o souinu determinantti a z véty

[Vi,... ,vn]2 = det(vl,...,vn)2 = det(vy,... ,vn)T ~det(vy,...,vp) =
VieV] ... V1.V,
:det((vl,...,vn)T~(v17...,vn)): =G(vy,...,vy). O
VpsVl ... VpaVp

Ze tieti Casti véty je zfejmé, proc¢ se vnéjsimu soucinu prezdiva téz orientovany objem. ..

Vektorovy soucin

Pojem vektorového soucinu bezpecné zname pro dva vektory v trojrozmérném eukleidovském
prostoru. Jedna se o operaci, ktera dvojici vektora (u,v) pfifazuje vektor u x v. Nazorna geo-
metricka charakterizace vektoru u x v je na obr. [8:4] na str. [51] a v jeho blizkém okoli.

Analyticky 1ze tentyZ vektor vyjadiit ze soufadnicového vyjadieni u = (uj,ug,u3) a v =
(v1,v2,v3) vzhledem k n&jaké ortonormalni bazi takto:

uxv :<

Z uvedeného zatim neni jasné, pro¢ by uvedené dva piistupy mély byt ekvivalentni, coz rozhodné
chceme napravit. P¥i pocitani vektorového soucinu jsme zvykli si pomahat nésledovné:

up u1
uz U3

up V1
U2 V2

U2 V2
uz U3

y T )

U2
U3

ur U1
Uy Vg

U1

Uz V2 2| = uz U3

uz U3 I3

X1 —

up V1 I

5. (11.22)

Jednéa se Laplaceav rozvoj determinantu matice, ktera je tvofena soufadnicemi danych vektora
u,v a obecného vektoru x (v tomto poradi!). Koeficienty u z; potom bereme jako soufadnice
vektorového sou¢inu u x v. Tuto rovnost nyni musime néjak koncep¢né (bezsoufadnicové) in-
terpretovat — na levé strané vidime vné&jsi soucin trojice vektort (u,v,x), na pravé strané je
skalarni soucin vektori u x v a x. Vektorovy souéin u x v je tedy vektor jednozna¢né urceny
rovnosti

[u,v,x] = (ux v).x,

kterd méa platit pro libovolny vektor x.
Tento postieh bereme jako obecnou definici, d¥ive uvedené geometrické vlastnosti zdhy snadno
odvodime.
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Definice. Vektorovy soucin (n — 1)-tice vektora (vq,...,vp_1) v n-rozmérném eukleidov-
ském prostoru je vektor w spliujici

[Vi, ) Vio1,X]| = W.X

pro vSechna x € ?; znatime w = vy X ... X Vp,_1.

7 definujiciho pozadavku vyplyva, Ze vektorovy soucin je urcen jednozna¢né. Souiadnicové vy-
jadfeni vektorového soucinu lze obecné urcit iplné stejné jako v ivodnim piikladu, tzn. pomoci
Laplaceova rozvoj determinantu podle posledniho sloupce. ..

Vlastnosti vektorového soucinu jsou nasledujici:

Véta. Pro (n — 1)-tici vektori v n-rozmérném eukleidovském prostoru plati:

(1) Prifazeni (vi,...,Va_1) — V1 X ... X v,_1 definuje antisymetrické multilinedrni zobra-
zeni £ X ...x & —

(2) vi X ...XVp_1 =0 <= wvektory vi,...,v,_1 jsou linedrné zdvislé.
(8) vi X ...Xvu_1 je kolmy ke vSem vektorim vq,...,V,_1.
(4) Pokud jsou vektory vi,...,v,_1 linedrné nezdvislé, pak n-tice (v1,...,Vy_1,W) tvori

kladnou bdzi prostoru & .

(5) Ilvi X ... X Vo1l = V(vi,. oy Vio1).

Diikaz. Tvrzeni (1)—(3) plynou p¥imo z definujici rovnosti a vlastnosti vngjsiho soucinu, tzn.
determinantu. Tvrzeni (4) v podstaté také:

det(vy, ..., Vp_1, W) = [vi,...,Vp_1, W] =W.w > 0.

Tvrzeni (5) je pro ||w|| = 0 platné trivialné. Pfipad ||w]|| # 0 zdivodnime tak, Ze jesté trochu
rozepiSeme piedchozi vztah:

Wl =[vi,..., Vo1, W] = V(vi,..., Va1, W) = V(Vi,..., V1) - [W],
kde odkazujeme postupné na vétu [11.3] piedchozi nerovnost™| a pied chvili zdivodnéné tvrzeni
(3). Po dé&leni ||w]|| dostavame poZzadovanou rovnost. O
Poznamky
Ve specidlnim piipadé n = 3 muzeme doplnit jesté nékolik znamych, piip. zajimavych véci:

(1) Vektorovy soulin je podle tvrzeni (1) bilinearni antisymetrické zobrazeni ExE o ?,

coz muzeme chépat jako bindrni operaci na mnoziné £ . Tato operace vSak neni asociativni.
Neasociativita plyne z nésledujici rovnosti (kterou lze dokézat napf. v souradnicich):

13Vgechno je kladné, tak#e absolutni hodnoty psat nemusime.
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(uxv)xw=(u.w)v—(v.w)u. (11.23)

Odtud takeé vyplyva platnost tzv. Jacobiho identity:
(uxv)xw+(vxw)xu+ (wxu)xv=0. (11.24)
Trojrozmérny eukleidovsky prostor s operaci vektorového soucinu je tedy piikladem velice uzi-

tecné struktury, které se 1ika Lieova algebra.

(2) Podle tvrzeni (5) je velikost vektorového sou¢inu u X v rovna obsahu rovnobézniku uréeného
vektory u a v. Pokud tento obsah vyjadiime podle (11.20), potom vidime, Ze plati

[a vl = [ful - |v]| - sina, (11.25)

kde « je odchylka vektori u a v.

11.4 Shrnuti a uzitek

Struéné shrnuti

Z ptedchozich odstavci vidime nékolik zpusobi, jak urcovat objem obecného rovnobéznosténu,
které jsou zpravidla mnohem efektivngjsi nez pocitani podle definice [I1.1}

e Véta[II.2]je univerzalni a pracuje s Gramovym determinantem, jenz ma prave takovy rad,
jaky je pocet vektort ve hie (tedy naprosto nezavisle na dimenzi okolniho prostoru).

e Objem n-rozmérného rovnobé&znosténu v n-rozmérném prostoru mizeme urcit pomoci vnéj-
§tho sou¢inu vektort podle véty

e Objem (n — 1)-rozmérného rovnob&znosténu v n-rozmérném prostoru muzeme vyjadrit
pomoci vektorového sou¢inu vektora podle véty [11.3](5).

Objem simplexu a mnohosténu

Obecné (mysleno i sikmé) hranoly, pfip. libovolné mnohostény lze vzdy rozlozit na jednodussi
objekty, u nichz umime objemy vyjadfit. Tady zpravidla nardzime na jehlany, resp. simplexy,
o kterych jsme se zatim nezminovali, proto pfikladdme nékolik poznamek.

k-rozmérnym simplexem se mysli konvexni obal k+ 1 bodi v obecné poloze. Dvourozmérnym
simplexem je samoziejmé trojuhelnik, trojrozmérny simplex je trojboky jehlan neboli ¢tytstén.
Obsah trojihelniku je roven poloviné obsahu opsaného rovnobézniku; objem ¢tyfsténu je roven
tfetiné objemu opsaného hranolu, tzn. Sestiné objemu opsaného rovnobéznosténu. Zobecnéni
téchto fakta je nasledujici:

Véta. Objem k-rozmérného simplexu je roven % objemu opsaného rovnobéZnosténu.

Zduvodnéni tohoto tvrzeni pro obecné k je uplné analogické tém, které zname pro k = 2 a 3,
zejména pokud bereme jako fakt, ze dva simplexy se stejnou zdkladnou a stejnou vyskou maji
také stejny objem. To je sice v duchu nagich tvodnich pozorovani v odst. [[1.1] aviak elementarni
zduvodnéni tohoto faktu kupodivu neexistuje uz pro k& = 3. Pro podrobnosti odkazujeme na
Dodatek [26] kde jsou pfipomenuta také nékterd relevantni tvrzeni z [Eul.
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Vzdalenosti podprostori

V odst. pobliz obr. jsme formulovali ndpad, jak interpretovat vzdalenost podprostora
jakozto vysku vhodného rovnobéznosténu. Zobecnéni uvedeného napadu vypada nasledovné:

Véta. Pro afinni podprostory B a C v eukleidovském prostoru € uvazme libovolné body X € B

aY € C a néjakou bdzi uy,us, ... souctu zaméfeni b + C . Potom vzddlenost podprostori
je rovna velikosti vijsky rovnobéZnosténu uréeného vektory XY ,ui, us,... na sténu uréenou
vektory uy, ua, . ... Krdtce:

-
V(XY,ul,uz,...)

U(B,C) = V(Ulau2"")

Vsimnéte si, Ze nestaci tupé dosazovat vektory z parametrického vyjadireni podprostori — v tako-
vém piipadé by se mohlo stét, Ze zmé&Fite nulovou vzdalenost, prestoZe je ve skutefnosti nenulovéa!
Umite si pfedstavit néjaky takovy piiklad? =0}
Normala nadroviny
7 véty 3) vime, jak je mozné najit vektor, ktery je kolmy k n — 1 vektorim v n-rozmérném
prostoru, aniZz bychom fesili soustavu rovnic! Tato dovednost se d& pouzit napf. pii uréovani
rovnicového vyjadieni libovolné nadroviny v libovolném eukleidovském prostoru.
11.5 Cviceni
(1) Ve standardni eukleidovské roviné jsou dany body
K =11,3], L=[0,5], M =1,4].
Alespon ¢tyfmi riznymi zpusoby uréete obsah trojuhelniku K LM.
(2) Reste tutéz tlohu v prostoru & = R3:
K =1[1,3,-5], L=[0,5,-3], M =[1,4,-3].

(3) Pro pétici bodi A, B,C, D, E ze cvieni urCete:

e obsah trojuhelniku ABD, objem ¢tyisténu ABDE, objem mnohosténu ABCDE,
e vzdalenost bodu E od roviny ABD, vzdalenost pfimek AD a BE,

e rovnicové vyjadieni roviny ABC.
(4) V eukleidovském prostoru €& = R* jsou dany vektory:
vi=(3,2,0,1), vo = (1,0,0,0), v5 = (1,0,2,0).
Urcete vektorovy soucin vi X v X vz a objem rovnobéznosténu urceného vektory vi, va, vs.

(5) Pro vektorovy souéin v prostoru dimenze 3 dokazte (11.23)), pfip. (11.24).

(6) Uvédomte si, Ze vektorovy soucin je formélné definovan také pro jeden vektor v eukleidovském
prostoru dimenze 2. Urcete vysledek napf. pro vi = (—1,2).
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KAPITOLA |V

Projektivni geometrie

Projektivni geometrie je roz§ifenim té afinni o nevlastni prvky, tzn. o ,,body v nekone¢nu“.
Projektivni popis ma své vyhody i specifika, jimz se vénujeme v prubéznych pozndmkach. Vyhod
projektivniho rozsifeni si budeme uzivat zejména v kapitole[V] a to diky zakladni vété projektivni
geometrie — ta nadm v disledku garantuje, ze libovolné projektivni zobrazeni je urceno néjakym
linearnim zobrazenim mezi zastupujicimi vektorovymi prostory!

12 Projektivni rozsifeni, prostory a podprostory

Nejprve si pfipomeneme nézornou predstavu projektivniho rozgifeni, se kterou jsme si vystacili
v konstrukéni geometrii. Zahy nabidneme elegantni algebraické vymezeni, jez nas pfivede k pojmu
obecného projektivniho prostoru a jeho podprostori. Analogicky k diskuzim v afinnim piipadé
si povime néco o souctech, prinicich a vzajemnych polohach projektivnich podprostori.

12.1 Uvod a projektivni rozsifeni

V realném zivoté, piip. v kurzu matematické analyzy nebo konstrukéni geometrie jsme si mohli
vSimnout, jak je vyhodné pracovat s nevlastnimi body, tj. s body v ,nekone¢nu“. Méame na mysli
ruzné limitni avahy nebo aplikace rozli¢nych zobrazeni. Typické geometrické zobrazeni, pii némz
se nevlastni body objevuji v ,konecnu*, je stfedové promitani, neboli projekce. Jak uz nazvoslovi
napovida, sblizeni s timto zobrazenim — a zejména s jeho vlastnostmi — bude vstupenkou do
svéta projektivni geometrie. . .

V obecném afinnim prostoru uvazme stiedové promitani se stfedem S mezi néjakymi dvéma
podprostory A a A’. Pokud vzajemna poloha téchto podprostorii a stfedu promitani neni nijak
specificka (jako napf. A || A’), potom existuje podmnoZina v A, ktera nemé obraz, resp. pod-
mnozina v A’, kterd nem4 vzor (na obr. to je pfimka p, resp. na obr. to je bod AL)).
Z tohoto duvodu nemiize byt takové zobrazeni aﬁnniﬂ Na uvedenych ilustracich je neafinnost
patrna také z toho, Ze obecné stiedové promitani nezachovava délici poméry kolinearnich bodi
a rovnobéznost piimek. V kazdém piipadé v8ak stfedové promitani zachovava kolinearitu bodu,

INebot vzor a obraz afinniho zobrazeni jsou afinni podprostory.
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Obréazek 12.1: StFedové promitani. . .

coz je jedna ze dvou definujicich vlastnosti projektivnich zobrazeni. Druhou definujici vlastnosti
je invariantnost dvojpoméru (Gtvefic kolinearnich bodi). To, Ze se pii stfedovém promitani
zachovéavaji dvojpoméry, je obsahem tzv. Pappovy véty...

Obrézek 12.2: Pii stfedovém promitani se stfedem S je obrazem piimky p C A nevlastni
piimka v A’

Obecné projektivni zobrazeni operuje mezi obecnymi projektivnimi prostory. Kazdy projek-
tivni prostor budeme umét vzdy chapat jako tzv. projektivni rozsifeni néjakého afinniho prostoru,
coZ je roz§ifeni pravé o nevlastni body. Na tomto misté si uvédomme, Ze:

Projektivni rozsifeni afinni pfimky md prdvé jeden nevlastni bod.

Zduvodnéni tohoto poznatku je nasledujici, viz obr. 12.3}

Body na afinni piimce A; € A jsou ve vzajemné jednoznané korespondenci s promitacimi
paprsky a; = A; + 5. Kdyz se bod A; vzdaluje do nekone¢na, piimka a; konverguje k piimce,
ktera lezi v afinni roviné A + S a neprotind A, tedy k pfimce, ktera je s A rovnobézné. Protoze
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Ale Ay

Obrazek 12.3: Projektivni rozsifeni afinni pfimky mé jeden nevlastni bod.

rovnobézka k dané piimce danym bodem je jedina, mé kazda piimka v afinni roviné jediny
nevlastni bod. O

Projektivni pifmka R := R U {oo} je tedy néco jiného ne rozsifend realns osa (—oo,00) =
RU{—00, 00}, jak ji zname z analyzy! Na rozdil od p¥imky afinni je projektivni pfimka uzaviena
— body na projektivni piimce tedy nelze usporddat. Odtud plyne, Ze relace ,mezi* a dalsi
odvozené pojmy — jako tsecka, poloprostor, konvexni mnozina — nemaji v projektivni geome-
trii zadny smysl. Stale se v8ak muZeme bavit o podprostorech, jejich prunicich a vzajemnych
polohach, tedy vécech souvisejicich s incidencemi: libovolné dva body uréuji piimku a kazdé
dvé pifimky v projektivni roviné se protinaji v jednom bodé. V obecném projektivnim prostoru
je rovnobéznost nezndmym pojmem; v projektivnim rozsiteni afinntho prostoru je rovnobéznost
pouze specidlnim piipadem riznobéznosti, a to kdyz je prunik podprostort v nekonecénu. ..

oo

R

Obrazek 12.4: Na afinni pfimce je bod E mezi body C' a D. Na projektivni pfimce nema
relace ,,mezi“ valného smyslu.

Projektivni rozsifeni afinniho prostoru

Pied chvili jsme volné predstavili projektivni rozsifeni afinni pfimky. Kazda pfimka v afinni
roviné mé pravé jeden nevlastni bod. Libovolny nevlastni bod muze byt reprezentovan nekone¢né
mnoha navzajem rovnobéznymi piimkami. VSechny takové piimky maji stejné zaméteni, coz jsou
jednorozmérné vektorové podprostory v zaméfeni roviny. Obecné definice projektivniho rozsiteni
v terminech afinni geometrie vypada takto:

Definice. Projektivni rozsieni afinniho prostoru A je mnozina A= AU 004, kde ooy
je mnozina v8ech jednorozmérnych vektorovych podprostora (sméri) v zaméfeni j Prvky
z A, resp. co 4 nazyvame vlastni, resp. nevlastni body rozsifeného projektivniho prostoru A.
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Uvazme afinni prostor A jakoZto podprostor v néjakém vétsim afinnim prostoru a podivejme
se na A a jeho projektivni rozsiteni A z n&jakého (libovolného) bodu S & A, viz obr.

Kazdy bod A € A urcuje piimku @ C A+ S a, naopak, kazda ptimka a C A + S procha-
zejici bodem S urcuje bod A € A. Tato korespondence je vzajemné jednoznacnd. Navic kazda
piimka prochéazejici bodem S je jednozna¢né urcena svym zaméienim. Celkem tedy prvky A
ztotoziujeme s jednorozmérnymi vektorovymi podprostory v zaméfeni A+ S =: W, pficemz
plati:

e Bod A je nevlastni <~
e primka a = A+ S je rovnobéindg s A <=

o [ibovolny zastupujici vektor a € a je obsazen v j cCW.

Soucasné si muzeme vsimnout, Ze projektivnimu rozgiteni B - A afinniho podprostoru B C A
odpovida vektorovy podprostor B 4+ S =: U ve W, jehoz dimenze je dimU = dim B + 1.

N

Obrazek 12.5: Prvky A=AU 004 jsou v 1 : 1 korespondenci s piimkami v A + S,
jez prochézeji bodem S, a ty jsou v 1 : 1 korespondenci se sméry v A4+ 5. Pfitom
Dexy «— d|A = de A.

Hlavni vyhodou tohoto popisu je, ze na rozdil od pfedchoziho reprezentujeme prvky A=
A U ooy krasné homogennim zptsobem. Navic tak pfirozené pfichazime k definici obecného
projektivniho prostoru. . .

12.2 Obecné projektivni prostory a podprostory

Definice. Projektivni prostor dimenze n s vektorovym zastupcem W je mnoZzina vSech
jednorozmérnych podprostorta (sméri) ve vektorovém prostoru W dimenze n + 1; znacime
W =pPW).

Podmnozina projektivniho prostoru W, ktera je sama projektivnim prostorem, se nazyva
projektivni podprostor prostoru W.
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Z definice je zfejmé, 7e projektivni podprostory projektivniho prostoru W = P(W) jsou pravé
mnoziny v8ech sméru ve W, které patii do néjakého netrividlniho vektorového podprostoru U C
W, tj. mnoziny tvaru U = P(U). Obecné plati, Ze

dim¥ = dim U — 1. (12.1)

Vyse popsané projektivni rozsiteni A afinniho prostoru A je projektivni prostor s vektorovym
zastupcem W = A + S. Pfitom nevlastni body, tj. prvky mnoziny co4 = P(z), tvori projektivni
nadrovinu v A = P(A+ 3), tzn. projektivni podprostor kodimenze 1.

Naopak, pokud v obecném projektivnim prostoru W = P (W) prohlasime né&jakou projektivni
nadrovinu V = P(V) za mnozinu ,nevlastnich bodi“, pak doplikovd podmnozina W\ ¥V ma
pfirozenou afinni strukturu (se zaméfenim V). Proto lze kaZdy projektivni prostor chépat jako
projektivni rozgifeni n&jakého afinniho prostoru. ..

12.3 Prinik a soucet projektivnich podprostori

Pokud je prunik projektivnich podprostorai &Y = P(U) a V = P(V) néjakého projektivniho
prostoru neprézdny, pak je to opét projektivni podprostor a ziejmé plati

Uny=nrUnNV).

Prinik ¢ NV je prazdny pravé tehdy, kdyz U NV = {o}.

Sjednoceni projektivnich podprostori nemusi byt projektivnim podprostorem (viz napf. sjed-
noceni dvou riznych bodi). Nejmensi projektivni podprostor, ktery obsahuje U UV, se nazyva
souctem a znadi se U + V. Tento podprostor je reprezentovin nejmensim vektorovym podpro-
storem obsahujicim U U V| tzn. souctem zastupujicich vektorovych podprostori U + V. Plati
tedy

U+v=rU+YV).

Véta o souc¢tu a priniku vektorovych podprostoru iika, ze
dim(UNV)+dim(U 4+ V) =dimU + dim V. (12.2)

Odtud a z pfedchozich pozorovani bezprostfedné vyplyva, ze
dimU NY) + dimU + V) = dimU + dim V, (12.3)

oviem za predpokladu, ze U NV # (). Pokud je tento prinik prazdny, neni prvni s¢itanec dobfe
definovan. Abychom nemuseli diskuzi zbyteéné §tépit, miZeme vzhledem k jednoduse do-
definovat dimenzi prazdné mnoZiny:

dim ) := —1.

S touto konvenci je rovnost (12.3]) platna univerzalné. Z uvedeného bezprostiedné vyplyva napf.
toto tvrzeni:

Véta. Pokud je soucet dimenzi dvou projektivnich podprostori veétsi neZ nebo roven dimenzi
okolniho prostoru, potom se tyto podprostory protinaji.

Diikaz. Pro podprostory U,V C W je podle piedpokladu dimif + dimV > dim W. Soucasné
soucet U + V nemuze byt vétsi nez W, tj. dim(U + V) < dim W. Z rovnosti (12.3)) tedy plyne, ze
dim@U NY) > 0. O
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Specialné tak dostavame tvrzeni, z nichZ nékterd jsme zminovali jiz v motivaénim dvodu:
o dvé primky v projektivni roviné se vidy protinaji,
e primka a rovina v trojrozmérném projektivnim prostoru se vZdy protinaji,

e apod.

12.4 Vzajemné polohy projektivnich podprostori

Predchozi pododstavec souvisi se vzajemnymi polohami podprostori projektivniho prostoru. Ty
miizeme rozliSovat pouze podle jejich priniku — celkem méme tii moznosti:

Definice. Netrivialni projektivni podprostory projektivniho prostoru jsou:
e incidentni, pokud jeden je podmnozinou druhého,
e riuznobézné, pokud nejsou incidentni a maji neprazdny prunik,

o mimobézné, pokud nejsou incidentni, ani raznobézné, tzn. maji prazdny prinik.

Pro triviadlni podprostory je diskuze vzdycky ponékud degenerovand, coZz zrovna nemame zapo-
tiebi Tesit. ..

Pro podprostory Y = P(U) a V = P (V) né&jakého projektivniho prostoru W = P(W) miZeme
jejich vzajemnou polohu charakterizovat pomoci zastupujicich vektorovych prostora U,V C W,
a to nasledujicim zptsobem:

e UNV # {o}:

— UNV =U neboV <= incidentni,
—UNV #U ani V <= raznobézné,

e UNV ={0} <= mimobézné.

Tato formulace navadi k po¢itani priniku vektorovych podprostori, coz vede k feSeni homogenni
soustavy linearnich rovnic. Uvédomte si, Ze k uceni vzajemné polohy nepotiebujeme odpovida-
jici soustavu dofesit Uplné, sta¢i rozpoznat dimenzi pruniku a porovnat s dimenzemi zadanych
podprostoru.

Dimenze priniku souvisi s hodnosti matice soustavy a ta odpovida dimenzi sou¢tu podpro-
stord. Tato ¢isla jsou spolu svazana rovnosti . Odtud vyvozujeme, ze obecné plati

dimU + dimV > dim(U + V) > max{dim U, dim V' }.

Pokud kvuli stru¢nosti oznac¢ime tato tfi ¢isla tak, ze t > s > r, pak predchozi charakterizace
vzédjemnych poloh vypadé nasledovné:

Véta. Projektivni podprostoryU a 'V jsou
e incidentni < t>s=r,
® riznobéiné < t>s>r,

o mimobéiné <— t=s>r.
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Diikaz. Prvni nerovnost je rovnosti, pravé kdyz UNV = {o}, neboli 4 NV = ). Druh4 nerovnost
je rovnosti, pravé kdyz U C V nebo V C U, tj. pravé kdyz U a V jsou incidentni. Odtud zejména
plyne, Ze obé rovnosti nemohou platit soucasné; ostatni moznosti jsou potom jasné. .. O

12.5 Poznimky

Vsimnéte si, jak je zivot v projektivnim svété jednoduchy, a to nejlépe tak, ze porovnate dosavadni
diskuzi s analogickymi pasdzemi v afinnim p¥ipadé, viz odst. [£.3] [6.2] resp. [6.3] Soucasné si
uvédomte, ze v ramci projektivnich roz§ifeni afinnich prostora se nic z diive uvedenych poznatki
neztraci. Viz napt. fundamentalni pojem afinni geometrie — rovnobéZnost:

Uvazme projektivni rozgiteni B,C C A netrividlnich afinnich podprostora B,C C A. Podle
definice jsou podprostory B a C rovnobé&zné, pokud (nejsou incidentni a) jejich zamé¥eni Ba
jsou incidentni. To je ekvivalentni s tim, Ze jsou incidentni mnoZiny nevlastnich boda cos C B
a oo¢ C C, tudiz

B C < oop Coo¢c mnebo ooc C oop.

Zejména, prunik rovnobé&znych podprostori sestava vyhradné z nevlastnich bodi,
B|C = BNCC co.

Rovnob&Zznost tak chapeme jako specialni piipad (projektivni) riznobéznosti.

13 Homogenni souradnice a dvojpomér

13.1 Homogenni souradnice

Libovolny bod X projektivniho prostoru W = P(W) je zastoupen néjakym nenulovym vektorem
x € W, a to tak, ze X = (x). Dva vektory ve W reprezentuji jeden a tyZ bod ve W pravé tehdy,
kdyz se lisi o néjaky nenulovy néasobek.

Definice. Projektivni repér projektivniho prostoru W = P(W) je baze (eg,e1, ez, ...) za-
stupujiciho vektorového prostoru W.

Homogenni soufadnice bodu X = (x) € W vzhledem k projektivnimu repéru
(eo, €1, €q,...) jsousoufadnice libovolného reprezentujiciho vektoru x € W vzhledem k této
bézi.

Pozor — homogenni soufadnice bodu nejsou urceny jednoznacéné! V zavislosti na volbé re-
prezentujiciho vektoru se vSak mohou liSit pouze o nésobek nenulovym redlnym ¢&islem. Tuto
nejednoznacnost bychom méli mit pofdd na paméti, ¢emuz by mélo napomahat nésledujici zna-
Ceni:

Homogenni soufadnice bodu X = (x) € W takového, 7e x = zgeg + x1€1 + - - - € W, budeme
psat jako X = (zg : 21 : 22 : ... ). Pro libovolné a # 0 tedy plati

X=(xg:wy:22:...)=(azg:axy:axg:...). (13.4)

Standardni rozsifeni afinnich souradnic

Pro projektivni rozgifeni afinnich prostori je vhodné si volbu projektivniho repéru chytie pfi-
zpusobit. To udélame jednou provzdy néasledujicim zpusobem:
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Uvazme afinni prostor A s afinnim repérem (O;eq,es,...). Zastupujici vektorovy prostor
projektivniho rozsifeni A = A U oo 4 znacime jako obvykle W. Chytie pfizpusobeny projektivni
repér je pravé baze (eg, ey, eq,...) ve W takova, 7e

e vektory ej,es,... € j jsou vektory daného afinniho repéru,

e vektor eg & X je vektor reprezentujici poc¢atek O € A, typicky ey = 5@

Vzhledem k takto pfizpisobené bazi uvazujme homogenni soufadnice ((13.4) bodu X = (x) €
A = AU oo 4. Smyslem této volby je, Ze velmi snadno rozlisujeme vlastni body od nevlastnich:

X eooy — XEX <— x9=0.

Tedy nevlastni bod X € oo 4 reprezentovany vektorem x € j s afinnimi souradnicemi (x1, 2, . .. )
mé homogenni soufadnice

X=0:21:22:...),
a naopak. Vlastni bod X € A s afinnimi soufadnicemi [z1, z2,...] ma homogenni souFadnice
X=1Q:zy:29:...)

Naopak, homogenni soufadnice libovolného vlastniho bodu X € A muzeme psat ve tvaru

xr1 T2
X = : : ) =1:—=:—==:... 13.
(.730 X1 - o ) ( o o >, (35)

nebot x¢ # 0. Tim ztotoziiujeme afinni prostor A — jakozto podmnoZzinu v projektivnim prostoru
A =P(W) — s podmnozinou ve vektorovém prostoru W popsanou rovnici zg = 1:

A= {xeW | =1}

Afinni soufadnice bodu ([13.5)) potom jsou {‘—1 22 }
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Obrézek 13.6: Vlastni bod A = O+3e;+e2 = S+ep+3e;+e2 ma homogenni souradnice
(1:3:1). Nevlastni bod zastoupeny piimkou se smérovym vektorem a = —2e; + e
mé& homogenni souradnice (0: —2: 1).
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13.2 Poznimky

Vyznam homogennich soufadnic bude zfejmy zejména v kapitole [V] kde se bez nich neobejdeme.

UZ nyni si vSak miizeme vSimnout, Ze s jejich pomoci lze fesit témér vSechny pfedchozi ilohy, a to

¢asto se zna¢nou vyhodou. Pro piiklad uvaddime urcéeni rovnicového vyjadieni piimky v roviné:
Piimka v afinni roving uréend body A = [a1,as] a B = [by, ba] mé rovnici

1 1 1
xr1 ai b1 =0.
T2 Qa2 bQ

Pfimka urfena bodem A = [a1,as] a smérem b = [by, be] ma rovnici

1 1 0
r1 aip bl =0.
T2 Qa2 bg

Obecnéji, pfimka uréend dvéma body v projektivnim rozsifeni roviny s homogennimi souradni-
cemi A = (ag:ay:az)a B = (by: by : b)) ma rovnicové vyjadieni

zo ao bo
xr1r ai bl =0.
Ta az by

Zdtuvodnéni téchto tvrzeni je velmi prosté, viz obr. Tyto poznatky lze dale zobechovat
pro nadroviny v obecném projektivnim prostoru, ale i jinak. Srovnejte vysledky s navodem (3)

v odst. 5.5 &=

Obrazek 13.7: Body A, B, X jsou kolinearni <= zastupujici vektory a, b, x jsou line-
arné zavisle <= det(a,b,x) = 0.

13.3 Dvojpomér

Dvojpomeér lze popsat celkem rtznorodg, viz napf. [Be, kapitola 6]. Za¢neme tim, Ze pfipomeneme
definici, kterou jsme pouzivali v konstrukéni geometrii. Doplnime diskuzi o nevlastnich bodech
a zformulujeme totéz pomoci homogennich souiadnic.
Pro ¢tverici (A, B, C, D) vlastnich, kolinearnich a navzajem riznych bodu je dvojpomneér této
¢tvetice roven podilu délicich poméri:
(ABC) AC AD

(ABCD) = gy = =5+ == (13.6)
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Definice dvojpoméru samoziejmé zavisi na poiadi bodi ve &tvefici, viz cviceni Pokud je
ndhodou (AB CD) = —1, iikdme o ¢tvefici bodua, 7e je v tzv. harmonickém poméru. V meznich
piipadech vychazi dvojpomér nasledovné:

Pro A= B je (ABCD) =1,pro A=C je (ABCD) =0, pro B=C je (ABCD) = +o00
apod.

Je-li bod D nevlastni, potom (AB Do) (AB D) =1, a proto plati

= lim
D—oo
(ABCD..) = (ABC).

Podobny vztah plati, i kdyZ je jiny bod z dané ¢tvefice nevlastni. . .
Pokud je ndhodou C stfedem usetky AB, potom (ABCDy) = (ABC) = —1, &ili ¢tvefice
A, B, stied usecky AB a nevlastni bod pfimky AB je vzdy v harmonickém poméru.

Homogenni formulace

Vzhledem k néjakému afinnimu repéru na piimce obsahujici body A, B,C' a D oznacime jejich
soufadnice a, b, ¢ a d. Potom definice pro &tvefici vlastnich bodu vypada v téchto soufad-
nicich takto:
_c—a d—a (c—a)(d—Db)
c—b d—b (c—b)(d—a)
Uvédomte si, ze vysledek nezavisi na volbé afinniho repéru, ackoli ¢isla a, b, ¢, d ano!

Uvazme homogenni soufadnice na projektivnim rozsifeni pfimky, jez jsou pfizptusobeny afin-
nim soufadnicim stejné jako v odst. Tzn., ze homogenni soufadnice bodu A jsou (1 : a)
apod. Potom ziejmé plati

(ABCD)

11
a b
Tento zapis ma tu vyhodu, ze nAm umozni vyjadrit predchozi limitni ivahy s nevlastnimi body
krasné homogennim zptisobem. V homogennich soufadnicich je totiz

Dyo= lim(1:d)=(0:1),
d—

oo

b—a=

takze napt. (AB D) = lim (ABD) = lim =% =1 je v homogennich soufadnicich vyjadeno

D—oo d—)oodib
jako
1 0‘
1
(ABD.) =12 "1 4
1 0
b 1

Tato pozorovani vedou k nasledujici jednotné definici dvojpoméru, v niz nerozliSujeme mezi body
vlastnimi a nevlastnimi.

Definice. Dvojpomeér ¢tvefice navzajem ruznych bodi na projektivni pifimce s homogennimi
soufadnicemi A = (ag : a1), B = (by : b1), C = (¢ : ¢c1), D = (dp : dy) je realné &islo

apg Co . bo do
by d
(ABCD) = 121 Al v A1) (13.7)
bo Co . an do
bl C1 ay dl
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Uveédomte si (stejné jako vyse), Ze toto &islo nezéavisi na volbé souradné soustavy! Pokud dva
body splyvaji, znamen4 to, Ze jejich reprezentujici vektory jsou linedrné zavislé, coz je ekvivalentni
s tim, Ze odpovidajici determinant v predchozim vyjadfeni je nulovy. V takovych piipadech
nemusi byt dvojpomér definovan, sr. s ivodni diskuzi.

7 uvedeného bezprostiedné vyplyva nasledujici jednoduché tvrzeni:

Véta. Necht A, B, C' jsou tFi navzdjem rizné kolinedrni body a redlné ¢islo r. Potom existuje
jeding bod D na projektivni piimce urdené body A, B,C takovy, Ze (ABCD) = r.

13.4 Cviceni

vvvvvv

a6l

(2) Rozhodnéte, ktera ze ¢tveric bodu na obr. je projektivnim obrazem stejné vzdalenych
bodi.

Obrazek 13.8: [St] Ktera ¢tvefice bod je projektivnim obrazem stejné vzdéalenych bodu?

(3) Dokazte, Ze pro libovolnou ¢tvefici kolinearnich boda plati

(ABCD)=(BADC) = (CDAB)=(DC BA).
(4) Dokaite, ze vzhledem k oznaceni (AB CD) = k plati

1
(ACBD)=1~k, (ABDC) =1, ...

14 Projektivni zobrazeni a zakladni véta projektivni geo-
metrie

14.1 Projektivni zobrazeni

Modelové projektivni zobrazeni je stfedové promitani, o némz jsme si povidali jiz v odst.
Stfedové promitani mezi dvéma projektivnimi rovinami je regularni (zejména tedy injektivni),
stfedové promiténi trojrozmérného prostoru do roviny je singularni (tj. neinjektivni — p¥imky
prochazejici stiedem promitani se zobrazuji do bodu). Tyto obecné vlastnosti budou pfilezitostné
hrat podstatnou roli.

Stiedové promiténi zachovava kolinearitu bodi a — pokud se rizné kolinedrni body nezobrazi
do jednoho bodu — také jejich dvojpomérﬂ Obecné definice projektivniho zobrazeni vypadé
takto:

2Toto tvrzeni zndme (i s diikazem) z kurzu konstrukéni geometrie jako tzv. Pappovu vétu.
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Obrazek 14.9: [Be] Ukazka z Lambertovy Perspektivy (1759)

Definice. Zobrazeni mezi projektivnimi prostory se nazyva projektivni, pokud
(a) zobrazuje kolinearni body na kolinearni body,
(b) zachovava dvojpomér bodi na pifmce.

Bijektivni projektivni zobrazeni se jmenuje kolineace.

Kolinearni body jsou také body splyvajici; podminka (b) tedy ma smysl pouze v piipadg,
kdy se ruzné kolinedrni body nezobrazi do jednoho bodu. Pro projektivni zobrazeni mezi pro-
story dimenze 1 je podminka (a) splnéna automaticky — injektivni projektivni zobrazeni jsou
v takovych pfipadech zcela charakterizovany podminkou (b).

Z definujicich podminek (a) a (b) vyplyvé, Ze projektivni zobrazeni mezi projektivnimi pro-
story dimenze alespon 2

(a’) zobrazuje projektivni pfimky na projektivni p¥imky, anebo body.

Tim se mysli, ze pokud se pfimka nezobrazi do bodu, potom se zobrazi na celou piimku a nikoli
jen néjakou jeji ¢ast. Ve skutecnosti plati, ze injektivni zobrazeni projektivniho prostoru dimenze
aspon 2 spliujici (a’) spliuje také (a) a (b), tedy Ze je projektivni. Platnost (a) je zfejmé, platnost
(b) je dusledkem tzv. zdkladni véty projektivni geometrie. ..

14.2 Zakladni véta projektivni geometrie a disledky

Pro vektorové prostory W a W' ozna¢ime odpovidajici projektivni prostory W = P(W) a W' =
P(W). Nejprve predpokladejme, Ze projektivni prostory maji stejnou dimenzi, a to alespoii 2E]

3tedy dim W = dim W’ > 3



14 Projektivni zobrazeni a zékladni véta projektivni geometrie 93

a uvazme néjaky linearni izomorfismus F : W — W'

e Protoze F je linearni, obrazem libovolného vektorového podprostoru ve W je vektorovy
podprostor ve W’.

e Protoze F je bijektivni, méa vzor i obraz stejnou dimenzi. Zejména sméry (jednorozmérné
vektorové podprostory) ve W se zobrazuji na sméry ve W’. Odtud vidime, ze F': W — W'
indukuje zobrazeni mezi projektivnimi prostory F: W — W', a to tak, ze

F((x)) = (F(x)), (14.8)
kde x € W je libovolny nenulovy vektor.

e Podobné, dvojrozmeérné vektorové podprostory ve W se zobrazuji na dvojrozmérné vekto-
rové podprostory ve W', Odtud vidime, ze indukované zobrazeni F zobrazuje projektivni
primky na projektivni pfimky.

e Navic z bijektivnosti F' plyne, ze také zobrazeni F je bijektivni.

Nésledujici véta fika, ze timto zpisobem lze popsat v8echna zobrazeni s pravé vyjmenovanymi
vlastnostmi:

Véta (Zakladni véta projektivni geometrie). KazZdé bijektivni zobrazeni mezi projektivnimi
prostory [ : W — W' dimenze alespoi 2, které zobrazuje projektivni primky na projektivni
primky, je urceno néjakym linedrnim izomorfismem F : W — W' tak, Ze f = F.

Diikaz neuvadime, protoze neni viibec jednoduchy. Poprvé byl tento fakt dokizin K. von Staud-
tem, podrobnosti lze najit nap¥. v [Be, ¢ast 5.4|. Zakladnim tkolem je interpretovat algebraické
operace s redlnymi ¢isly (souradnicemi bodi) pomoci geometrickych konfiguraci p¥imek a bod.
Srovnejte s tvrzenim ve vété .5 na str. [T9] ..

Bezprostiednim dusledkem zakladni véty projektivni geometrie je nésledujici tvrzeni, které
lze chapat jako jisté zobecnéni Pappovy véty:

Disledek. KazZdé bijektivni zobrazeni mezi projektivnimi prostory dimenze alespori 2, které
zobrazuje projektivni primky na projektivni primky, zachovdvd také dvojpomeéry, a tudiz to je
kolineace.

Diikaz. Zobrazeni z véty oznatime f: W — W'. Ze zékladni vty vime, Ze f je uréeno n&jakym
linedrnim izomorfismem F : W — W’ tak, ze f = F. ZaZeni F na jednu (libovolnou) piimku
U =PU) C W je ureno ziZenim F na odpovidajici podprostor U C W. Z definice ,
z linearity F' a z Cauchyovy véty o soucinu determinantii plyne, ze F' zachovavi dvojpomeéry.

O

Dimenze 1

Kolineace mezi projektivni prostory dimenze aspon 2 jsou prévé zobrazeni indukované linearnimi
izomorfismy zastupujicich vektorovych prostori. Pro projektivni prostory dimenze 1 je situace
specifickd v tom, ze podminka (a) je splnéna automaticky a kolineace jsou pravé zobrazeni za-
chovéavajici dvojpoméry ¢tvefic bodu. Také v tomto piipadé umime ukézat, ze
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Véta. Kazda kolineace mezi projektivnimi piimkamsi je uréena néjakym linedrnim izomor-
fismem zastupugicich vektoroviich prostori.

Z véty [13.3] vime, ze kazdy bod na projektivni piimce je jednozna¢né uréen hodnotou dvoj-
poméru vzhledem ke tfem navzajem riznym bodim. Kazda kolineace f : W — W je proto
zcela urGena obrazem t¥i navzajem ruznych boda. Pro dané tii body A; = (a;) a jejich obrazy
Al = (a) stadi sestrojit takovy izomorfismus F' : W — W zastupujicich vektorovych prostor, ze
jeho indukované zobrazeni F' souhlasi s danym f na téchto tfech bodech. To znamena f(A;) = AZ,

neboli
F(a;) = k;aj, (14.9)

kde k; jsou néjaka nenulova realna éislaﬂ To si nyni rozmyslime nad nasledujicim obrazkem:

F(a,)

Obrézek 14.10: Pro a3 = —2a; + 3a a ay = 1a) + 3a} bud F linedrni zobrazeni
takové, ze F(a;) = —%a) a F(ag) = tab. Potom plati F(ag) = —2F(a;) + 3F (ag) =
1a] + la), = a}j. Indukované projektivni zobrazeni f = F tudiz splituje f(A;) = A},
f(A2) = Ay a f(A3) = A3,

Dikaz. Pro t¥i navzajem ruzné body A, As, A3 na projektivni piimce jsou odpovidajici vektory
aj,as,as taky navzajem ruzné. AvSak protoze dim W = 2, museji byt tyto vektory linearné
zéavislé. Tuto zavislost vyjadiime napft. takto:

asz = a1a; + agag, (14.10)

kde a1 a as jsou jednozna¢né urcend nenulova redlnd ¢isla. ProtoZze zobrazeni f je podle pied-
pokladu injektivni, jsou také obrazy A}, Af, AL navzajem ruzné. Totéz plati pro odpovidajici
vektory a),a),al a ze stejného duvodu jako vySe jsou tyto linearné zavisle:

az = f1a] + fBraj, (14.11)

kde 1 a B2 jsou jednozna¢né uréend nenulova ¢isla.
Z rovnosti (|14.10), z pozadavku linearity zobrazeni F' a z rovnosti (14.9) pro ¢ = 1 a 2 plyne,

7e
F(a3) = o F(a1) + asF(a2) = arkia; + agkoas.

Odtud a z rovnosti (14.11) vidime, ze F(as) = ksa} pravé tehdy, kdyz
B B2

/ﬁ:k‘?,f a k‘gzkgf.
&5 Q2

4Vsude samozfejmé dosazujeme i = 1,2, 3.
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Trojice ¢isel kq, ko, k3 je tedy urcena jednozna¢né az na nenulovy spoleény nasobek k3.

Pro libovolné k3 # 0 je pozadavkem F(a;) = ks %a’l a F(ag) = k3 %a’g urceno jednozna¢né
linedrni zobrazeni F' : W — W', pro néz potom plati F'(az) = ksa%. Navic, at k3 # 0 zvolime
jakkoli, indukované projektivni zobrazeni f = F : W — W' je stale totéz a plati f(A;) = A},

f(Az) = A5 a f(As) = As. -

Algebraicka definice projektivniho zobrazeni

V piedchozim vykladu hral podstatnou roli pfedpoklad, Ze uvazovana zobrazeni byla bijektivni.
Pro injektivni zobrazeni dostdvime zuZenim na obraz bijekci a na pifedchozi charakterizaci se
v podstaté nic nezméni. Pro neinjektivni (singularni) zobrazeni neni uplné hned jasné, jak pfed-
chozi vysledky zobecnit, ale mozné to je. Na tomto misté nemiizeme ani nehodlame tento piipad
moc rozmazavat. . .

Definice (ekvivalentni). Zobrazeni mezi projektivnimi prostory f : W — W’ (libovolnych
dimenzi{) se nazyvé projektivni, pokud existuje linearni zobrazeni mezi zastupujicimi vekto-
rovymi prostory F': W — W' tak, ze pro libovolny vektor x € W \ ker F' plati

f((x) = (F(x)).

Projektivni zobrazeni f je injektivni, pravé kdyz linearni zobrazeni F' je injektivni, coz je
ekvivalentni s tim, Ze jeho jddro,

ker FF = {x € W | F(x) = o},

je trividlni. Pokud tedy f neni injektivni, potom ker F' C W je netrivialni vektorovy podprostor
a body z projektivniho podprostoru P(ker F') C P(W) tak nemaji definovan obraz. Proto nein-
jektivni projektivni zobrazeni nikdy nemohou byt definovidna na celém prostoru W = ’P(W)ﬂ

_ E '
WA ker B o= = — <5 W\§0}

!

¢ (wW)\ @ lkerF) T—é PN')

Obrazek 14.11: Zobrazeni f je projektivni, pravé kdyz F existuje, je linedrni a diagram
komutuje.

Véta o uréenosti projektivniho zobrazeni

Lineérni zobrazeni F' jednozna¢né urcuje projektivni zobrazeni f = F, av8ak tato korespondence
neni vzajemné jednozna¢na. Uz v predchozim pododstavci jsme si uvédomili, ze dvé rizna line-
arni zobrazeni I} a Fs indukuji totéz projektivni zobrazeni pravé tehdy, kdyz se lisi o né&jaky

5pro piiklad, defini¢éni obor stfedového promitini trojrozmérného projektivntho prostoru do roviny tvoif
v8echny body kromé stfedu promitani.
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nenulovym nésobek:
F,=F, < F, =k F, prongaké k # 0.

Nyni umime piisobivé zobecnit nékolik pozorovani, kterd mame v malych dimenzich:

Véta (o urcenosti projektivniho zobrazeni). Injektivni projektivni zobrazeni projektivniho
prostoru dimenze n je uréeno obrazy n + 2 bodi, z nichZ Zidnd (n + 1)-tice nelezi v jedné
nadroviné.

Pravé popsanou konfiguraci boda budeme kvuli stru¢nosti nazyvat body ve skoro obecné poloze.
Pf1i stejném znaceni jako okolo rovnosti (kde ovSem nyni dosazujeme i = 1,...,n + 2)
chceme ukazat, ze Cisla k; jsou urCena jednoznac¢né az na néjaky spole¢ny nenulovy nésobek.
Odtud pak plyne, Ze zobrazeni f = F urceno jednoznacné. Myslenka dikazu by méla byt ziejma
z toho, co jsme ukazali pod obrazkem obr. [[4.10} pro¢ez se nehodlame opakovat. Obecnou for-
@=> mulaci tak prenechavame pili ¢tenarove. ..

14.3 Poznamky a uzitek

(1) Zformulovat podobné tvrzeni pro neinjektivni (singularni) projektivni zobrazeni je o poznani
subtilngjsi akol. Napf. projektivni zobrazeni roviny (n = 2) do pfimky je urceno obrazy péti
(tedy n+ 3) bodt, anebo taky viibec, pokud jsou tyto body v ,nevhodnych* polohéch. Obecnou
odpovéd v t&chto pfipadech proto hledat nebudeme. Z kurzu konstrukéni geometrie vsak jisté

@=> umime doplnit néco o uréenosti projektivniho zobrazeni z trojrozmérného prostoru do roviny. ..

(2) Nyni uvazme projektivni rozsfieni afinnich prostorat A = AUocos a A = A’ U ooy . Afinni
zobrazeni mezi afinnimi prostory f : A — A’ indukuje linearni zobrazeni mezi jejich zaméfenimi
— j’, a to indukuje projektivni zobrazeni z : P(Z) — P(Z’). Protoze P(j) = 0oy

a P(z’ ) = 004/, miZeme prirozend definovat zobrazeni
f:fuz:AUooA%A’UooA/.

@=> Z uvedeného lze snadno vyvodit, ze zobrazeni f je projektivni; budeme mu fikat projektivni rozsi-
Teni afinniho zobrazeni f. Projektivni zobrazeni h : A — A’ je projektivnim rozsifenim né&jakého
afinniho zobrazeni pravé tehdy, kdyz zobrazuje vlastni body na vlastni nebo, ekvivalentné,
nevlastni body na nevlastni:

h=f < h(A) CA — h(ooA)gooA/ﬁ

Srovnejte tento poznatek s poselstvim zékladni véty afinni geometrie (str. [L9). ..

(3) Pro projektivni rozsifeni afinnich zobrazeni, je podminka, Ze nadrovina nevlastnich bodu se
zobrazuje do nadroviny nevlastnich bodi, natolik silna, Ze k jednozna¢nému urceni zobrazeni
stac¢i méné bodi nez v obecném piipadé: pro zobrazeni z prostoru dimenze n stac¢i obrazy n + 1
vlastnich boda v obecné poloze. Srovnejte tento poznatek s poselstvim véty o uréenosti afinniho

zobrazen{ (str. [19). ..

6V takovém p¥ipadé zFejmé plati f = h|4 a z = hloo -
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(4) Typickou aplikaci dosud nabytych poznatkd je porovnévani raznych snimkua téze véci, pFip.
sklddani vétsiho snimku z nékolika dil¢ich. V takovych piipadech pracujeme s nékolika referenc-
nimi body, které chceme ,néjak napasovat® a zbytek ,néjak transformovat®. Pokud se piimky
zobrazuji jako pfimky, vSechny neurcitosti v pfedchozim popisu mizi:

Predpoklddejme, Ze sniméme rovinu jako na obr. Korespondence mezi snimkem 1
a snimkem 2 je slozenim dvou kolineaci, je to tedy kolineace. Podle véty o ur¢enosti projektivniho
zobrazeni je toto zobrazeni jednozna¢né urceno obrazem 4 bodu, z nichz zadné 3 neleZi na jedné
piimce. V nésledujici kapitole se nau¢ime, jak s takovymi zobrazenimi pracovat analyticky. ..

N 74
Photo No. 1 \

Ground

Photo No, 2

Obrazek 14.12: [Be| Pro porovnani dvou perspektivnich obrazi téZe roviny nam staci
obrazy 4 bodi, z nichz 7adné 3 nejsou kolinearni.

14.4 Cviceni

(1) Obecna projektivni transformace projektivni pfimky ma v homogennich soufadnicich nasle-
dujici vyjadieni:

&=

f(xzo : x1) = (kxo + a1 : mao + nay),
kde k,1,m,n € R. Pfimym vypoc¢tem ukazte, ze f zachoviva dvojpoméry.

(2) Vzpomeiite si na konstrukéni zdavodnéni véty o urcenosti projektivniho zobrazenimi pro
n=1a2.

(3) Pomoci vektorové algebry dokaZte né&jaké tvrzeni elementarni projektivni geometrie, napf.
Pappovu vétuE]

"Pappovych v&t je vic. ..
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KAPITOLA V

Geometricka zobrazeni blizeji

O raznych geometrickych zobrazenich jsme se pomérné zevrubné bavili jiz v kurzu konstrukéni
geometrie, viz [Z, zejména kap. III]. V tomto kurzu odkazujeme pravé na tyto znalosti, procez
jsme si mohli dovolit zacit rovnou obecné. Zatim jsme si postupné piripomnéli definice afinnich,
shodnych, podobnych, ekviafinnich a projektivnich zobrazeni. Pokusy o ekvivalentni algebraicka
vymezeni vyvrcholily zdkladni vétou projektivni geometrie v odst. Odtud vime, ze kazdé
ze zmihovanych zobrazeni je urc¢eno ndjakym linearnim zobrazenim (mezi zastupujicimi vekto-
rovymi prostory).

V této kapitole doplnime analytickd vyjadieni a naucime se jednotlivé druhy zobrazeni v tomto
duchu rozeznavat. Zejména se budeme soustfedit na transformace, tj. zobrazeni néjakého pro-
storu do sebe, a jejich charakterizace pomoci samodruznych prvki. Zvlastni pozornost vénujeme
tzv. zakladnim transformacim a jejich skladani. Na zavér uvadime jemnéjsi klasifikace shodnosti
v roviné a v prostoru a nékolik dalgich poznamek.

15 Analytickd vyjadreni a charakterizace

Nejprve si vSechny probrané typy zobrazeni a jejich podstatné vlastnosti stru¢né zopakujeme,
a to od téch nejobecnéjsich po ty nejspecialngjsi. V hlavnim odstavci této podkapitoly (odst.([15.3)
doplnime charakterizaci jednotlivych typt zobrazeni na zékladé jejich analytického vyjadieni.

15.1 Opakovani a prehled
Projektivni

Viz podkap. Projektivni zobrazeni je zobrazeni mezi projektivnimi prostory, které zobrazuje
pfimky na piimky (nebo body) a zachovava dvojpoméry (kdykoli to je mozné). S odkazem na
zékladni vétu projektivni geometrie je kazdé projektivni zobrazeni f : P(W) — P(W') urceno
n&jakym linearnim zobrazenim

F:W-—-Ww

mezi zastupujicimi vektorovymi prostory, a to tak, ze obraz X’ = f(X) je reprezentovan vektorem
x' = F(x), kde x € W je libovolny vektor reprezentujici bod X € P(W).
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Dva razné vektory x;,xs reprezentuji jeden a ten samy bod X pravé tehdy, kdyz se lisi
o ngjaky nenulovy nasobek. Proto dvé rizna linedrni zobrazeni Fi, F» zadavaji jedno a to samé
projektivni zobrazeni f pravé tehdy, kdyz Fy = k - F» pro néjaké k # 0.

7Z uvedeného mimo jiné vyplyvéa, Ze projektivni zobrazeni je jednozna¢né urcéeno obrazy n + 2
bodu v dostate¢né obecné poloze, pficemz n = dim P(W) = dim W — 1.

M

Obrézek 15.1: [Ku|] Zakladni kolineace v roviné je osova kolineace.

V tomto kurzu nepracujeme s obecnymi projektivnimi prostory, ale vyhradné s projektivnimi
roz§ifenimi afinnich prostori,

PW)=A=AUocoy.

Béze ve W proto vzdycky volime stejné jako v odst. [I3.3] tzn. tak, abychom snadno rozpoznali
body vlastni od nevlastnich. Nase konvence je takova, Ze tyto rozlisujeme podle prvni (lépe Feceno
nulté) soufadnice; afinni prostor A C A si pfedstavujeme jakoZto nadrovinu ve W uréenou rovnici
o = 1.

Afinni

Viz odst. .5 a[[4.3] Afinni zobrazeni je zobrazeni mezi afinnimi prostory, které zobrazuje piimky
na piimky nebo body a zachovava rovnobé&znost piimek (ekvivalentné, zachovava délici poméry
trojic kolinearnich bodu). Zakladni véta afinni geometrie nés dovedla k charakterizaci afinnich
zobrazeni f : A — A’ v rdmci viech projektivnich zobrazeni mezi projektivnimi rozsifenimi
A — A’ jako takovych zobrazeni, ktera zobrazuji vlastni body na vlastni, coz je totéz jako
nevlastni na nevlastni.

To je ekvivalentni pozadavku, aby zastupujici linearni zobrazeni F : W — W' zobrazovalo
podprostor A C W do podprostoru A" C W’. Zuzeni F|j : j — j’ je potom préavé indukované

linedrni zobrazeni ? k afinnimu zobrazeni f, o kterém se mluvi v definici na str. Odtud také
plyne, Ze obraz libovolného bodu X € A lze vyjadfit ve tvaru

1(X) = 7(0X)+ 1(0), (15.1)
kde O € A je jeden vybrany referen¢ni bod (obvykle pocatek soufadné soustavy). To v dusledku

znamena, ze afinni zobrazeni je jednoznatné urceno obrazy n + 1 bodi v obecné poloze, kde
n = dim A.
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Obrazek 15.2: [Ku| Zakladni afinita v roviné je osova afinita, neboli skalovani v jednom
sméru.

Pokud jsou afinni prostory, mezi kterymi zobrazujeme, navic eukleidovské, rozlisujeme dalsi
typy zobrazeni, viz odst.

Ekviafinni

Ekviafinni zobrazeni jsou takova afinni zobrazeni, kterd zachovéavaji obsahy rovnobézniku, resp.
objemy rovnobéznosténi. Objemova forma v eukleidovském prostoru je urcena vnéjsim soucinem
vektort, viz odst. Proto afinni zobrazeni f : £ — % mezi eukleidovskymi prostory je

li

ekviafinni, pokud indukované linedrni zobrazeni : — zachovava vnéjsi soudin aZ na

znaménko 1]

Protoze vnéjsi soucin je multilinedrni operace, je tato podminka ekvivalentni s pozadavkem,
aby se néjaky (nasledné potom kazdy) rovnobéznostén s jednotkovym objemem zobrazil na rov-
nobéznostén s jednotkovym objemem.

Je ziejmé, Ze neni mozné zobrazit vétsi prostor do mensiho ekviafinnim zptusobem. Dimenze
prostoru &’ je proto nutné vétsi nebo rovna dimenzi €. Pokud je dim & = dim &', je kazdé ekvi-
afinni zobrazeni nutné bijektivni. Pokud je dim & < dim &’ je kazdé takové zobrazeni injektivni
a abychom mohli mluvit o zachovavani vnéjsiho sou¢inu, uvazujeme samoziejmeé ztzeni na obraz,
tj. na eukleidovsky prostor f(€) C &'.

C

Obrazek 15.3: [Eu;]| Typicka ekviafinita je elace, neboli naklonéni.

LObjem je vzdy nezaporny, vngjsim soutinem mize byt libovolné &islo. . .
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Shodna

Vyznaénou podmnozinou ekviafinnich zobrazeni jsou zobrazeni shodna. Shodna zobrazeni jsou
zobrazeni, kterd zachovavaji eukleidovskou metriku. Eukleidovska metrika je uréena skaldrnim
sou¢inem na zaméieni. Proto afinni zobrazeni f : £ — £’ mezi eukleidovskymi prostory je shodné,

pokud indukované linearni zobrazeni f : £ — £’ zachovava skalarni souéin vektorii.

Protoze skalarni soucin je bilinedrni operace, je tato podminka ekvivalentni s pozadavkem, aby
se n&jaka (nasledné potom kazda) ortonormalni béze zaméfeni & zobrazovala na ortonormalni

bazi £'.

Obrazek 15.4: [Se| Zakladni shodnost je soumérnost podle nadroviny, neboli zrcadleni.

Podobna

Vyznaénou nadmnozinou shodnych zobrazeni jsou zobrazeni podobna. Podobné zobrazeni jsou
zobrazeni, kterd zachovavaji eukleidovskou metriku az na konstantni nenulovy nasobek (tzv.
koeficient podobného zobrazeni). To jsou takova afinni zobrazeni, jejichz indukované linearni
zobrazeni zachovava skalarni soudin aZ na nenulovy nasobek.

Tato podminka je ekvivalentni s pozadavkem, aby se n&jaka (néasledné potom kazda) ortonor-
malni baze zaméfeni £ zobrazovala na bézi ?’ , kterd je ortogondlni a jejiz vektory jsou stejné

dlouhé (ovSem ne nutné jednotkové).

Podobné zobrazeni s koeficientem 1 je shodné.
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Obrazek 15.5: [Be| Zakladni podobnost je stejnolehlost, neboli $kalovani (ve viech smé-
rech stejng).

Poznamky a piehledy

(1) Stru¢né shrnuti nékolika jednoduchych poznatki muze vypadat napi. takto:

Projektivni zobrazeni, které zobrazuje vSechny vlasini body na vlastni (ekvivalenine,
nevlastni body na nevlastni), je afinni.

Afinni zobrazeni, které zachovdvd poméry vzddlenosti jakijchkoli (tedy i nekolinedrnich)
trojic bodi, je podobné.

Podobné zobrazeni, které je ekviafinni, je shodné.

Kazdé ekviafinni, podobné, resp. shodné zobrazeni je nutné injektivni, neboli prosté.

Dusledkem posledniho tvrzeni je, Ze kazdé ekviafinni, podobné, resp. shodné zobrazeni mezi
prostory stejné dimenze je nutné bijektivni.

(2) Slozenim dvou zobrazeni stejného typu dostaneme opé&t zobrazeni téhoz typu. Proto mnoZina
vBech ekviafinnich, podobnych, resp. shodnych transformaci eukleidovského prostoru (s operaci
skladani zobrazeni) tvoii grupu. Ta je podgrupou grupy vSech afinit, jez je podgrupou v grupé
vSech kolineaci roz§iteného projektivniho prostoru.

Struktura uvedenych vlozeni je znézornéna na obr. [I5.6} pro pfipomenuti jsou na schématu

dalsi dva typy zobrazeni, které zndme z kurzu konstrukéni geometrie, avSak na tomto misté
nediskutujeme.
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Obrézek 15.6: Hierarchie geometrickych zobrazeni (v zavorce uveden typicky predstavi-
tel z kazdé skupiny).

(3) Prehled dosavadnich poznatkt shrnujeme v tabulce tab. Jako obvykle, £ znaéi obecny
eukleidovsky prostor, A afinni prostor a A = A U ooy jeho projektivni rozsifeni. Dale W je
zastupujici vektorovy prostor pro A, tzn. A = P(W).

Projektivn{ zobrazeni f : A — A’ je urfeno linedrnim zobrazenim F : W — W'. Pokud je f
afinni, potom F |2 : A — A’ je pravé indukované linearni zobrazeni, F' |2 =

Jediny sloupec, ktery v nasledujici tabulce zatim nemusi byt srozumitelny, se tyka analy-
tického vyjadfeni. V8echny piipadné otazniky odstranime hned v né€kolika nasledujicich odstav-
cich. ..
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Tabulka 15.1: Ptehled geometrickych zobrazeni.



106 V  Geometrickd zobrazeni blizeji

15.2 Analyticky zapis

Analytické vyjadieni jakéhokoli zobrazeni zavisi na volbé souifadnych soustav. V afinnim prostoru
A uvazujeme afinni soufadnice vzhledem k afinnimu repéru (O; ey, es,. .. ). Pokud je navic afinni
prostor eukleidovsky, pak zpravidla predpokladame, Ze vektory ep,es,... jsou ortonormalni;
odpovidajici soufadné soustava se pak jmenuje kartézskd.

V projektivnim rozsifeni A = AU oo 4 afinniho prostoru A budeme pracovat vyhradné s ho-
mogennimi soufadnicemi, které jsou tzv. standardnim rozsifenim néjakych soufadnic afinnich.
Vgechny konvence a znaceni jsou stejné jako v odst. roziifena baze (eg, e, es,...) zastu-
pujictho vektorového prostoru W je pravé takova baze, ze vektory e, es,--- € A jsou jako vyse
a vektor eg ¢ A reprezentuje pravé bod O..._

Uvazujme projektivni zobrazeni f : A — A’ mezi projektivnimi rozsifenimi afinnich prostor.
Odpovidajici linearni zobrazeni mezi zastupujicimi vektorovymi prostory zna¢ime F : W — W',
Kazdé linearni zobrazeni F' je vzhledem k vybranym béazim urceno matici F tak, Ze

F(x)=F-x (15.2)

pro libovolny vektor x € W, resp. jeho souradnice psédny do sloupce. Pokud je dimA = m
a dim A’ = n, pak matice F ma m + 1 sloupcii a n + 1 fadka.

Obraz libovolného bodu X € A zna¢ime X’ € A’ a vzhledem k pfedchozim konvencim jej
budeme vyjadirovat jako

x = ‘X, (15.3)

kde a je realné ¢islo, b je m-tice ¢isel v fadku, c je n-tice ¢isel ve sloupci a D je matice o rozmérech
n x m.

Zapisu , resp. fikame analytické vyjdidreni zobrazeni f. Konkrétni rozepsani ta-
kového vyjadieni uvidime za chvili. Duvod, pro¢ rozdélujeme matici F pravé na uvedené bloky,

bude ziejmy z odst.
DalezZité poznamky

(1) Je-li F matice zastupujiciho linearniho zobrazeni F' vzhledem k vybranym bazim, pak v této
matici po sloupcich postupné ¢teme soufadnice obrazi bazovych vektoru eg,eq,.... Vzhledem
k pfedchozim konvencim:

e v prvnim sloupci jsou homogenni soufadnice obrazu pocatku afinni soufadné soustavy,

e ve druhém sloupci jsou homogenni soufadnice obrazu nevlastnitho bodu prvni soufadné osy,
e ve tfetim sloupci jsou homogenni soufadnice obrazu nevlastniho bodu druhé soutfadné osy,
e atd.

Tento jednoduchy postieh méa velice uziteéné dusledky jak pii interpretaci zobrazeni f daného
matici F, tak pii urcovani této matice v pfipadé, ze f je zadano napf. obrazy nékolika bodu; viz
cviceni [[5.5] a dalsi.

(2) Analytické vyjadieni byva ¢asto vyjadieno piimo v homogennich soufadnicich. Jedna
se jen o jinou formu zapisu, takze tady neni tieba hledat zadny problém — z maticového vy-
jadteni lze vzdy snadno uréit soufadnicové a naopak. Pro predstavu, napt. obecné projektivni
transformace pfimky

f(zo s 21) = (kxo + lz1 : mxy + nay)
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ze cviceni [14.4{(1) je reprezentovana matici
F= (k Z) .
m n

(3) Predpokladejme, Ze f a g jsou projektivni zobrazeni, F' a G jsou zastupujici linearni zobrazeni
a F a G jsou jejich matice. Pokud lze tato zobrazeni sloZitE potom sloZené zobrazeni go f
je reprezentovano linedrnim zobrazenim G o F, jehoz matice je pravé souc¢inem matic G - F.

P1i skladani zobrazeni je proto obvykle vyhodnéjsi pracovat s odpovidajicimi maticemi nez se
soufadnicovym vyjadienim.
(4) Zobrazeni f je injektivni, surjektivni, resp. bijektivni pravé tehdy, kdyz zastupujici linearni

zobrazeni F' méa tutéz vlastnost. Na zakladé jednoduchych poznatki z lineadrni algebry muzeme
sméle tvrdit, ze pro projektivni zobrazeni f reprezentované matici F plati:

o f je injektivni, prive kdyZ F md trividlni jddro,
o [ je surjektivni, pravé kdyzZ hodnost F je rovna poctu jejich Fadki,

o [ je bijektivni, privée kdyz matice F je ¢tvercovd a det F # 0.

Zobrazeni s netrividlnim jadrem se nazyvaji singuldrni; typickymi piiklady jsou rtizna promiténi
vétsiho prostoru do mensiho. Matice F je ¢tvercova, pravé kdyz f zobrazuje mezi prostory stejné
dimenze. V piipadé obecnych projektivnich zobrazeni, nemé hodnota det F zadny geometricky
vyznam (rozliSujeme pouze, zda je determinant nulovy ¢ nenulovy).

15.3 Charakterizace

Nyni kone¢né umime nabidnout charakterizaci jednotlivych typii zobrazeni podle jejich analy-
tického vyjadieni.

Véta. Predpoklidejme, Ze projektivni zobrazeni f mezi projektivnimi rozsifenimi afinnich
prostori je v homogennich soufadnicich vyjddieno jako v (15.3)). Potom plati, Ze

e f je afinni pravé tehdy, kdyZ a #0 a b = 0.

Diikaz. Zobrazeni f je afinni, pravé kdyz zobrazuje viechny nevlastni body na nevlastni a v§echny
vlastni body na vlastni. Z prvni podminky vzhledem k piedchozim volbam plyne, Ze b musi
sestavat ze samych nul. Ze druhé podminky plyne, Ze a # 0 (jinak by se uplné vSechny body
zobrazovali na nevlastni body). O

Pokud tedy je zobrazeni f afinni, miZzeme je reprezentovat jednoznacné uréenou matici F, ve
které plati a = 1:

x' = - X. (15.4)

2Pokud je obraz f obsazen v definiénim oboru g.
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Pro vzory tvaru x = (1,1, 22,...) jsou také obrazy tvaru x’ = (1,z],%,...), takZe cela prvni
(nulté) slozka v pFedchozim vyjadieni je vlastng zbytec¢na. (15.4)) je proto ekvivalentni nasledu-
jicimu vyjadreni v afinnich soufadnicich:
X' =D X +ec. (15.5)
Afinni zobrazeni mezi prostory stejné dimenze dale rozlisujeme taktoﬂ
e pokud det D > 0, pak f je pfimd afinita,
e pokud det D < 0, pak f je mepiimd afinita.

Determinant det D se nazyva modul afinniho zobrazeni f. Uvédomte si, ze pro transformace, tj.
zobrazeni f : A — A, modul nezavisi na volbé souradné soustavy! Absolutni hodnota modulu
odpovida tomu, jak se méni obsahy, resp. objemy. Znaménko modulu je kladné/zaporné, pravé
kdy? afinita zachovéva/meéni orientaci prostoru.

Véta. Predpokladejme, Ze afinni zobrazeni f mezi eukleidovskymi prostory je v kartézskiyjch
soufadnicich vyjadFeno jako v (15.5), resp. v rozsifengjch homogennich soutadnicich jako

v (15.4). Potom plati, Ze
o f je ekviafinni prdavé tehdy, kdyzZ detD = £1,
o f je podobné s koeficientem k privé tehdy, kdyz DT -D = k? - E,

o f je shodné privé tehdy, kdyz DT -D =E,

Aby prvni tvrzeni véty mélo viibec néjaky vyznam, musi byt matice D ¢tvercova. Zobrazeni f
je tedy bud zobrazenim mezi prostory stejné dimenze, nebo se uvazuje jeho restrikce na obraz.
Pro zbylé dvé ¢asti zadny takovy predpoklad nepotiebujeme. Jako obvykle, E znaéi jednotkovou
matici (jejiz rozméry odpovidaji dimenzi cilového prostoru).

Dikaz. Vechny tii ¢asti plynou pfimo z algebraickych charakterizaci, jez jsme pfipomnéli v ivod-
nim opakovani v odst. [I5.1] a ze znalosti pojmu matice linearniho zobrazeni. V matici D jsou
totiz po sloupcich shroméazdény soufadnice obrazi bazovych vektorti e, es,.... Tyto vektory
podle piedpokladu tvoii ortonormaélni bézi, tzn. e; . e; = 1 nebo 0 podle toho, zda ¢ = j nebo
1 # j. Bazové vektory tvori krychli s objemem 1.

Absolutni hodnota det D je rovna objemu rovnobéznosténu uréeného obrazy €}, €5, . . . bazovych
vektorii; odtud plyne prvni ¢ast véty.

V souc¢inu matic D7 - D se na i-tém fadku a j-tém sloupci naléza pravé hodnota skaldrniho
soucinu e] . e/; odtud plynou zbyla dvé tvrzeni. O

15.4 Obzvlast jednoduché piipady

Tady jmenujeme zobrazeni s nejjednodussimi analytickymi vyjadienimi. Ve vSech piipadech se
jedna o afinni transformace, jejichz indukované linearni zobrazeni je nasobkem identity. V dal-
§ich odstavcich jsou tyto transformace zminovany jako takové zakladni transformace, které maji
samodruzné vSechny sméry. Jinymi slovy miZeme tyto transformace charakterizovat jako takové
afinni transformace, které zobrazuji libovolnou p#imku na pfimku s ni rovnobé&znou (nebo bod).

Nejzékladnéjsim zobrazenim v nasledujicim seznamu je stejnolehlost, viechny ostatni po-
lozky lze chapat jako jeji specialni, resp. mezni piipady.

3Vzhledem k vyjadfent (15.4) je det F = det D.
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Definice. Stejnolehlost je afinni transformace urcena stfedem S a koeficientem k£ € R, a to
tak, 7e
SX —k.5X, meboli X'—=S+k.SX.

Wt Sk 3h
Obrazek 15.7: Stejnolehlost se stifedem S a koeficientem k = 2.

Vedle jména a obecného analytického vyjadieni uviddime také matici zastupujiciho linearniho
zobrazeni:

1 0
e identita: X' =X, F= ,
E

0
1 0
e posunuti o vektor vi: X' =X +v, F= ,
v E
e stejnolehlost se stfedem S a koeficientem k:
, 1 0
X =kX+(1-k)S, F= , (15.6)
(1-kK)S kE
1 0
e stfedova soumérnost se stfedem S: X' = —-X +25, F =
2S -E
1 0
e promitani do bodu S: X' =5, F= S
0

Identita, stfedovd soumérnost, resp. promitani do bodu jsou specidlnimi, resp. degenerovanymi
piipady stejnolehlosti odpovidajici hodnotam k = 1, —1, resp. 0. Posunuti je mozné interpretovat
jako stejnolehlost se stiedem v nekone¢nu (a tedy koeficientem k = 1). ..

Identita, posunuti a stejnolehlost s koeficientem k > 0 jsou p¥imé afinity. Stejnolehlost s ko-
eficientem k& < 0 je pfima pravé tehdy, kdyz dimenze afinniho prostoru je suda. Promitani do
bodu je maximalné degenerované (singularni) zobrazeni, ¢asto piezdivané jako nulové zobrazend.
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Ve v8ech téchto piipadech jsme schopni béhem nékolika sekund rozhodnout o druhu zobrazeni,
zname-li jeho analytické vyjadieni. V ostatnich piipadech se tomu budeme ucit, a to zejména
analyzovanim tzv. samodruznych prvki. . .

15.5 Cviceni

(1) Projektivni transformace v roviné jsou dany maticemi zastupujicich linearnich zobrazeni:

2 0 1 3 0 0 1 0 0 10 0
020, -2 1 —2|, ({1t 3 4], [0oo0 -1
00 6 -3 -3 0 -1 4 -3 2 1 0

V kazdém z téchto ¢tyr pripadu:

e zalnéte s obrazkem a pokuste se odhadnout typ transformace,
e urCete typ transformace a rozhodnéte, zda je transformace regularni/singularni,
e v pifpadsé afinit urcéete modul a rozhodnéte, zda je transformace pfimé/nepiima/upfimna,

o urlete obraz nékolika dalsich bodu, nap¥. bodu E = [1,1] & nevlastnich bodu odpovi-
dajicich soufadnym osam.

(2) Dalsi ¢tyfi projektivni transformace jsou dany obrazy bodi
A=10,0], B=[2,0], C=10,2], D=12,2],

a to nasledujicimi zptsoby:

o A'=16,2],B' =[9,2],C' =[7,4],D' = [9, 3],
o A'=16,2],B' =[9,2],C" = [7,4], D' = [10,4],
o A'=19,4],B' =[9,1],C" = [6,4], D' = [6, 1],
o A'=19,4],B' =[9,2],C" = [7,4],D' = [7,2]

Urcete analyticka vyjadieni téchto transformaci a feSte predchozi sérii tuloh.

(3) Urcete analytické vyjadieni osové soumérnosti v roviné (resp. v prostoru) podle osy urcené
body A =[2,0] a B=[0,2] (resp. A =[2,0,0] a B =[0,2,0]).

(4) Urcete analytické vyjadieni stiedového promitani se stfedem S = [0,0,4] trojrozmérného
prostoru do roviny a = {x1 + 25 = 3}.

(5) Pokud toho jesté neméate dost, slozte nekteré z vyse uvedenych transformaci a feSte znovu
nékteré z predchozich iloh.

(6) Konfrontujte svoje predchozi vysledky s n&jakou vhodnou niazornou pomﬁckouﬂ

4Viz nap¥. http://www.geogebratube.org/student /miWpijCHAE
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16 Samodruzné prvky

Ve zbytku této kapitoly diskutujeme témét vyhradné transformace f : A A projektivniho
roz§iteni néjakého afinniho prostoru A4, tj. zobrazeni takového prostoru do sebe. Velmi uzite¢nou
informaci o druhu dané transformace poskytuji samodruzné, neboli invariantni prvky. Nékolik
piikladi klasifikaci podle samodruznych prvki uvddime v podkap.
Samodruznd podmnozina M C A transformace f je takova podmnoZina, ktera se zobrazuje
sama do sebe, tj.
J(M) € M.

Specialné, samodruzné body jsou pravé pevné body transformace. Samodruzné body mohou byt
jak vlastni, tak nevlastni. Nevlastnim samodruznym bodim se fik& samodruzné sméry.

Nezapomeite, ze je nutné rozliSovat mezi samodruznymi podmnozinami a podmnozinami
samodruznych boda!

16.1 SamodruZné body (a sméry)
Bod X € A je samodruznym bodem transformace f, pokud
f(X) =X,

coz je ekvivalentni podmince
F(x) =\ x, (16.7)

kde x € W je vektor reprezentujici bod X € .Z, F : W — W je linearni transformace odpovidajici
projektivni transformaci f : A — A a A je néjaké realné ¢islo. To znamena, 7e:

Samodruzné body projektivni transformace f odpovidaji prdvé (nenulovym) charakteristic-
kym vektorim zastupujici linedrni transformace F'.

Urcit charakteristické vektory linearni transformace F' bychom méli umét z linearni algebry.
Pro jistotu si zdkladni myslenky stru¢né pfipomeneme. ..

Algebraicka odbocka
Podminka (|16.7) je v soufadnicich ekvivalentni soustavé linedrnich rovnic
(F—)\E) - x=0, (16.8)

kde F je matice zobrazeni F' a E je jako obvykle jednotkova matice. Tato soustava mé netrivialni
FeSeni pravé tehdy, kdyz
det(F — AE) = 0. (16.9)

Determinant na levé strané je polynom v proménné A, jehoz kofeny jsou tzv. charakteristicka
¢isla transformace F

Charakteristické vektory odpovidajici piislusnym charakteristickym ¢islim ziskdme feSenim
soustavy , kam postupné tato ¢isla dosazujeme za A. Zejména, charakteristické vektory
odpovidajici témuz charakteristickému éislu tvoii vektorovy podprostor ve W. Naopak, nenu-
lové charakteristické vektory odpovidajici riznym charakteristickym ¢islim jsou nutné linedrné
nezavislé.

5Misto ptivlastku charakteristicky/-d/-¢é se v algebfe zpravidla stru¢néji ¥ika vlastni. Z pochopitelnych dévodi
se radéji drzime prvniho pojmenovani.
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Afinni pFipad

Pokud je transformace f afinni, pak vzhledem k charakterizacim z odst. muzeme soustavu
(168) psit jako

1-A 0 Zo 0
. — . (16.10)
C D - )E X 0

Odtud vidime, ze vlastni samodruzné body (zo = 1) afinni transformace f nutné odpovidaji
charakteristickému ¢islu A = 1 a jsou feSenim soustavy

(D-E)-X = —c, (16.11)

zatimco samodruzné sméry, tj. nevlastni samodruzné body (zo = 0) mohou odpovidat jakymkoli
charakteristickym ¢islim A a jsou feSenim soustavy

(D—AE)-X =0. (16.12)

Vsimnéte si, ze (16.11)) je ekvivalentni s (15.5) po dosazeni X' = X. ..

16.2 Jednoducha pozorovani

Z piedchoziho vykladu bezprostfedné vyplyva nékolik geometricky zajimavych vysledki s velmi
jednoduchym algebraickym zdivodnénim. Samodruzny bod bez dalsiho pfivlastku muze byt jak
vlastni, tak nevlastni; tyto pfipady rozlisujeme pouze tam, kde to je nutné.

Projektivni

Véta. (1) Kazdd projektioni transformace projektivniho prostoru sudé dimenze md aspon
jeden samodruzny bod.

(2) Samodruzné body odpovidajici témuz charakteristickému ¢islu, tvoii projektivni podpro-
stor.

Diikaz. (1) Matice zastupujiciho linedrniho zobrazeni ma rozméry o 1 vétsi neZ je dimenze pro-
storu. To znamena, Ze charakteristicky polynom je lichého stupné. Protoze je to polynom
s realnymi koeficienty, ma nutné aspon jeden realny koten. Pro kazdy takovy kofen mame ga-
rantovéno netrivialn{ fegeni soustavy (16.8), jez urcuje samodruzné body transformace.

(2) Samodruzné body odpovidajici charakteristickému ¢islu A\ jsou urfeny FeSenim homogenni
soustavy linearnich rovnic ([16.8]). V8echna tato feseni tvoii vektorovy podprostor v zastupujicim

vektorovém prostoru W, jenz zastupuje projektivni podprostor v projektivnim prostoru P(W).
O

Povsimnéte si, ze nefikdme nic o samodruznych bodech odpovidajicim riznym charakteristic-
kym ¢islim. Uplné klidné se tak miize stat, ze projektivni transformace ma nékolik izolovanych
navzajem ruznych samodruznych bodi. (Tyto body pak nutné odpovidaji riznym charakteris-
tickym ¢isltim, takZe jich nemiZze byt vic nez je dimenze zastupujictho vektorového prostoru. .. )
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Afinni

Véta. (1) Projektivni rozsireni kazdé afinni transformace afinniho prostoru libovolné di-
menze md aspoti jeden samodruzny bod (vlastni nebo nevlastni).

(2) Projektivni rozsiteni kazdé afinni transformace afinniho prostoru liché dimenze md
aspoti jeden nevlastni samodruzny bod.

(8) Pokud md afinni transformace néjaké vlastni samodruzné body, pak vsechny tyto body
tvofi afinni podprostor.

Diikaz. (1) Matice zastupujiciho linearniho zobrazeni je tvaru (15.4). Odtud plyne, 7e A\ = 1 je
vzdy kofenem charakteristického polynomu, viz téz zapis (16.10).

(2) Nevlastni samodruzné body jsou feSenim soustavy ([16.12)). Charakteristicky polynom det(D—
AE) je polynom s realnymi koeficienty a je lichého stupné. Proto mé aspon jeden realny kofen.

(3) Vlastni samodruzné body jsou uréeny jakoZzto feSeni (nehomogenni) soustavy linearnich rovnic
(16.11)). Mnozina v8ech vlastnich samodruznych bodu je proto bud prazdna, nebo tvori afinni
podprostor v A. O

7 uvedeného mimo jiné vyplyva, 7ze pokud ma afinni transformace dva ruzné vlastni samod-
ruzné body, potom jsou samodruzné také viechny body na pfimce, kterd tyto body spojuje. Pro
nevlastni samodruzné body (samodruzné sméry) néco podobného plati, pouze kdyZz odpovidaji
témuz charakteristickému ¢islu, viz predchozi diskuzi. ..

Podobné a shodné

Nyni zGzime nasi pozornost na podobnosti a shodnosti. V nasledujici vété jsou shodnosti zahrnuty
jakozto podobnosti s koeficientem k& = 1:

Véta. Pro kaZdou podobnost f : £ — & s koeficientem k plati:

(1) Modul transformace f je roven £k™, kde n = dim&.

(2) Je-li \ redlné charakteristické ¢islo transformace ?, pak A\ = tk.

(8) Samodruzné sméry odpovidajici rizngm charakteristickym ¢islim jsou navzdjem kolmé.

Je-li U C ? samodruzny podprostor transformace ak také kolmy doplnék UL je
(4) y podp , P 4 dop j
samodruznym podprostorem.

Diikaz. (1) Modul f je podle definice pravé determinant det D, pfi¢emz matice D je tvofena
obrazy vektort ortonormalni baze. Modul f je tedy (orientovany) objem obrazu jednotkové
krychle. Pokud je f podobnost, mize to byt jediné +k™.

(2) Indukované zobrazeni ? zachovava velikosti vektori az na konstantni nasobek k.
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(3) Charakteristické vektory odpovidajici riznym charakteristickym ¢islim jsou linedrné nezé-
vislé; vybrané vektory oznac¢ime u a v. Pfitom charakteristicka ¢isla jsou v naSem piipadé pouze
k a —k, tudiz jeden z vektord se zobrazuje na svij k-nésobek a druhy na —k-nasobek; feknéme
u’' = ku a v/ = —kv. Odchylka vektoru se zachovava <(u,v) = <(u’, v’) a sou¢asné

m=<d(v,v)=<a(v,u)+ <(u,v') = <(v,u) + <(u’,v').

Odtud plyne, ze <(u,v) = <(v’,v’) = 3.

W= k-u

v':—k'V
v

Obrazek 16.8: Charakteristické vektory odpovidajici raznym charakteristickym ¢islim
jsou linedrné nezévislé

(4) Uvazme libovolny vektor w € UL, tzn. w L U. Podle pfedpokladu je také w’ L U’, kde
U’ C U znaci obraz podprostoru U. ZuZzeni podobnosti na jakykoli invariantni podprostor je
zase podobnost (tedy bijekce), proto je obrazem U tentyZ podprostor (tedy nikoli n&jaky mensi
podprostor). Proto je w' L U, neboli w’ € U+. O

Diky druhému tvrzeni nemusime pii uréovani samodruznych sméri podobnych (tedy i shod-
nych) transformaci pracné hledat kofeny charakteristického polynomu! Stac¢i jenom ovéfit jediné
dva mozné kandidaty A =k a A = —k.

Véta. Kazdd podobnd transformace, kterd nent shodnosti, md prdivé jeden vlastni samod-
ruzng bod.

Diikaz. Vlastni samodruzné body jsou fefenim soustavy rovnic (16.11). Tato soustava ma jed-
noznacné feSeni pravé tehdy, kdyz determinant matice D — E je nenulovy.

Kdyby byl tento determinant nulovy, znamenalo by to, Ze indukované linearni transformace
by méla charakteristické ¢islo 1. To by v8ak bylo v rozporu s tvrzenim (2) v pfedchozi vét&. Proto
je det(D — E) # 0 a soustava ma jednozna¢né FeSeni. O

16.3 Cviceni

(1) Pro kazdou transformaci ze cviceni urcete viechny jeji samodruzné body.
(2) Zaptemyslejte, zda néktery z piedchozich vysledkd neumite vymezit konstrukéné.

(3) Udejte piiklad projektivni transformace v roving (véetné analytického vyjadfeni), kterd ma
vlastni samodruzny bod B = [1,0] a bod C = [0, —1] zobrazuje na C’ = [3,2].
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17 Zakladni transformace

vvvvv

tento piehled okomentujeme, doplnime a jako obvykle zobecnime.

17.1 Zakladni transformace v roviné
Zakladni bijektivni (regularni) transformace v roviné jsou:
e osova kolineace (zékladni kolineace),
e osova afinita (zakladni afinita),
e stejnolehlost (zakladni podobnost),
e osova soumérnost (zakladni shodnost).

Duvod, pro¢ t&mto zobrazenim Fikdme zakladni, tkvi v tom, Ze sklddanim zékladnich transformaci
je mozné vyjadiit vSechny transformace urcitého typu (viz odst. [17.3)). Kromé toho vSechny
transformace v uvedeném vyc¢tu maji néco spole¢ného — v8echny zakladni transformace maji:

e osu = piimku samodruznych bod,
e stired = samodruzny bod takovy, ze kazda pfimka jdouci timto bodem je samodruzné.

Osa a stfed mohou byt jak vlastni, tak nevlastni a podle toho taky muzeme jednotlivé typy
zékladnich transformaci rozlisovat. Pfed tim, neZ tak u¢inime, pfipomeneme si nékolik zakladnich
informaci o uplné nejzékladnéjsi transformaci v roving, tj. o osové kolineaci. Vsechny ostatni
zékladni transformace chapeme jako specialni, resp. limitni pfipady osové kolineace.

Mezi takové mezni piipady samoziejmé patii:

e stiedové promitani do p¥imky (projektivni),
e rovnobé&zné promiténi do p¥imky (afinni).

Tyto piiklady chapeme jako zdkladni singularni transformace v roviné. Obé tyto transformace

maji pfimku samodruznych bodu, tedy osu. Stfed promitani v8ak neni stiFedemn ve vySe vyme-
zeném smyslu — obraz tohoto bodu neni vibec definovan, tudiZz nemuze byt samodruzny! Tyto <&
poznatky nebudeme v dalsim zrovna dusledné opakovat, méli bychom je vSak mit vidy disledné

na paméti. . .

Osova kolineace

Konstrukci obrazu bodu X v osové kolineaci urc¢ené osou o, stiedem S a obrazem jednoho dalgiho
bodu A pfipominame na obr. Konstrukce je odvozena z nésledujici definice (a Pappovy
véty).

Definice. Osovd kolineace je transformace projektivni roviny urcena osou o, stfedem S
a obrazem A’ bodu A (A & o, A # S), a to tak, Ze pro obraz X’ libovolného bodu X plati

XX'NAA' =8 a (X'XX,S)=(A"AA,5) = konst., (17.13)

kde Xy, resp Ag, znadi prisecik pitmky X X', resp. AA’, s osou o.
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/IXO 1 Ae osd

Obrézek 17.9: Obraz bodu X v osové kolineaci uréené osou, stfedem a obrazem bodu
A.

Konstanté (A’A AyS) se fika charakteristika nebo modul osové kolineaceﬁ V obecné projektivni
roviné umime rozliSovat pouze nésledujici t¥i piipady:

(1) A €0, tzn. A’ = Ay a (A/A ApS) = 0: v tomto pFipadé je obraz libovolného bodu X na
ose o a transformace je promitani ze stiedu S do piimky o.

(2) S € o0, tzn. S = Ag a (A’AApS) = 1: v tomto piipadé se jednad o regularni zobrazeni,
kterému budeme fikat projektivni elace.

(3) A/ ¢oaS o obecna osova kolineace.

V projektivnim rozsifeni afinni roviny miizeme rozlisovat dalsi pfipady podle toho, zda urc¢ujici
prvky osové kolineace jsou vlastni/nevlastni:

(a) S nevlastni, o vlastni: osova afinita s modulem (A’A ApSo) = (A’A Ap).
(b) S vlastni, o nevlastni: stejnolehlost se stfedem S a koeficientem (A’A Ap_S) = (A’AS).

(c) S nevlastni, o nevlastni: posunuti.

Prehled

Piehled vsech zakladnich transformaci v roviné podle typu a vzajemné polohy urc¢ujicich prvki je
v tab. V tomto piehledu navic rozlisujeme podle specifickych hodnot modulu. V&imnéte si,
ze v piipadé, Ze zakladni transformace je afinni, je tento modul totéz co modul afinni transformace
ve smyslu definice na str. [I08]

Piipad identické transformace, resp. promitani do bodu uvadime v zavorkach, protoze se
jedné o trivialni, resp. degenerovany piipad, ktery do tohoto piehledu sice patii, ale neni zdkladni
transformaci ve vySe vymezeném smyslu. Termin , harmonickd soumérnost neni uplné obvykly,
procez je radé&ji v uvozovkich; v tomto ptipadé je modul roven —1, coz znamend, ze kazda
Ctverice (X', X, Xg,S) je v harmonickém poméru. Sikma soumérnost je harmonicka soumérnost

SDefinici dvojpoméru &tvefice bodil najdete v odst. Pojmenovani modul se miize zdat vzhledem k pied-
chozimu uziti pro afinnf transformace nevhodné — nize vysvétlujeme, ze tomu tak neni.
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Obrazek 17.10: Obraz bodu X v osové afinité uréené osou, smérem a obrazem bodu A.

s nevlastnim stfedem a osovi soumérnost je navic charakterizovina tim, ze smér soumérnosti je
kolmy k ose.

Uvédomte si, 7e podminky v jednotlivych sloupcich nejsou tplné nezavislé! Z predchoziho
napf. vime, Ze pokud S € o, potom je modul nutné roven 1. Taky se jisté nemuze stat, aby Sio
byly nevlastni a soucasné S & o. ..

’ stied S ‘ 0sa o ‘ Seo ‘ modul H druh
vlastni vlastni ne 0 || stfedové promitani do piimky
ano 1 || projektivni elace
ne —1 || ,,harmonicka soumérnost*

ne | jinak || osova kolineace

nevlastni vlastni ne 0 || rovnobézné promitani do piimky
ano 1 || elace
ne —1 || 8ikma4, resp. osovad soumérnost

ne | jinak || osova afinita

vlastni | nevlastni ne 0 || (promitani do bodu)
ne 1 || (identita)
ne —1 || stfedova soumérnost

ne | jinak || stejnolehlost

nevlastni | nevlastni ano 1 || posunuti

Tabulka 17.2: Klasifikace zdkladnich transformaci v roviné
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17.2 Zakladni transformace obecné

V pfedchozim piehledu zakladnich transformaci v roviné jsme zacali postiehem, ze kazda takova
transformace mé osu a stfed. V tomto odstavci ukdzeme, Ze existence téchto prvki spolu velmi
tzce souvisi. Uvodni definice vypadaji takto:

Definice. Stied projektivni transformace je samodruzny bod takovy, Ze kazda piimka pro-
chéazejici timto bodem je samodruzné.

Nadosa projektivni transformace je nadrovina samodruznych bodi.

Projektivni transformace, kterd mé nadosu, se nazyva zdkladni transformace.

Jinak muZeme ftict, ze zdkladni transformace jsou neidentické transformace s maximéalnim moz-
nym podprostorem samodruznych bodua.

Nejzékladnéjsi transformaci v obecném projektivnim prostoru je nadosova kolineace a po-
dobné modifikujeme ostatni pojmenovani z predchoziho odstavce. Zakladni singularni transfor-
maci je promitani do nadroviny. Klasifikace zakladnich transformaci je az na tyto zmény v na-
zvoslovi plné stejna jako v tab. proto se ji dale nezabyvat nebudeme.

Misto toho dokdZeme dvé obecné tvrzeni, jez jsme zatim piehlizeli. Jedn& se o pilisobivé
zobecnéni Desarguesovy véty:

Véta. Predpokladejme, Ze f je neidentickd reguldrni projektivni transformace. Potom plati:
(1) f md nadosu pravé tehdy, kdyz f md stred.

(2) f md bud prdvé jednu nadosu (a prdvé jeden stied), nebo Zddnou nadosu (a Zddny stied).

Nejdiiv trochu znaceni: dimenze projektivniho prostoru je n, tzn. dimenze zastupujictho vekto-
rového prostoru je n + 1 (coZ je také stupen charakteristického polynomu ((16.9))).

Diikaz. (1) Nadosa O je nadrovina samodruznych bodd, jez odpovidd vSem FeSenim soustavy
. Odpovidajici charakteristické ¢islo A proto musi byt kofenem charakteristického polynomu
s nasobmnosti alespoi n. Protoze ma tento polynom redlné koeficienty a zname n jeho realnych
kofenti, musi mit jesté jeden realny kofen, ktery si oznacime tieba pu.

(a) Pokud je p # A, pak charakteristicky vektor odpovidajici i je linearné nezavisly vzhledem ke
viem vektorim odpovidajicim ¢islu A. To znamen4, Ze tento vektor reprezentuje samodruzny
bod S, ktery nelezi v nadose O. Libovolna piimka jdouci bodem S protind nadrovinu O
v bodg, ktery je samodruzny. Proto je libovolna piimka jdouci bodem S samodruznd, tudiz
S je stied.

(b) Pokud je u = A, pak st¥ed musi lezet v nadose O a v néasledujicim jej vymezime. Uvazme
libovolny bod A ¢ O a jeho obraz A’. ProtoZe transformace neni identita, plati A’ # A a tyto
dva body urcuji ptimku, kterou oznacime a. Piimka a protind nadosu O v samodruzném
bodé S,, a proto je a samodruzna. Podobné pro libovolny jiny bod B ¢ O plati, ze b = BB’
je samodruzné piimka; priseéik b s nadosou O oznacime Sp. Protoze a i b jsou samodruzné
piimky, je jejich pruseéik samodruznym bodem, a proto musi lezet v nadose O. Odtud plyne,
7ze S, = Sp je hledany stied.



17 Zakladni transformace 119

Obrazek 17.11: Pokud existuje nadosa O, potom existuje stied: (a) S &€ O, (b) S € O
jakozto spole¢ny bod S, = S, = S = S),.

Naopak, predpokladejme, ze S je stfedem transformace f. Uvazme n + 1 libovolnych bodu
Ay, Ag, ... takovych, Ze spolu s bodem S jsou v nejobecnéjsi mozné poloze (tzn. zadna (n + 1)-
tice nelezi v jedné nadroving). Podle pfedpokladu se aspoii jeden z t&chto bodd musi zobrazit
nékam jinam nez sam na sebe; feknéme, ze A} # A;. Nyni postupné uvazujeme dvojice piimek
pi = A1A; ap, = A1AL kde i = 2,3,.... Protoze kazdy bod A} lezi na p¥imce SA;, patii kazda
dvojice pfimek p;, p; do n&jaké roviny. Proto se p; a p} protinaji, a to v samodruzném bodg, ktery
oznac¢ime O;. Z tvodnich predpokladii 1ze vydedukovat, ze body Os, Os, ... tvofi nadrovinu O,
jejiz kazdy bod je samodruzny. Proto je O nadosou.

Obrazek 17.12: Pokud existuje stied S, potom existuje nadosa O jakozto nadrovina
urc¢enéd body O1,0s, ...

(2) Pfemyslejme, co by se stalo, kdyby transformace f méla dvé rizné nadosy: Uvazme dvé
libovolné piimky a a b jdouci libovolnym bodem C, ktery nelezi ani v jedné nadose. Jak a, tak
b by protinala kazdou z nados v samodruznych bodech, proto by jak a, tak b byla samodruznou
pfimkou. Odtud by plynulo, ze C' by byl samodruzny bod, coz by v dusledku znamenalo, Ze
transformace by byla identicka.

Podobné, se by se dalo zduvodnit, ze kdyby transformace méla dva ruzné stiedy, pak by to <&
nutné byla identita, coZ by opét bylo ve sporu s predpokladem véty. O
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Tvrzeni véty lze rozsifit také pro singularni projektivni transformace, ovSem stied v takovém
piipadé ma trochu jiny vyznam, nez jak jsme jej vymezili vySe (zejména nemusi mit definovan
obraz). Z pochopitelnych divodi toto téma dal rozvadét nebudeme. . .

17.3 Skladani zakladnich transformaci

Na 1ivod zacneme s tvrzenim, které zobeciiuje sérii pozorovani v roviné, jimiz jsme se bavili
v konstrukéni geometrii.

Véta. (1) Kazdd reguldrni projektivni transformace v prostoru dimenze n lze vyjadrit jako
sloZeni nejvijse n + 2 zikladnich transformaci.

(2) Kazdd afinni transformace v prostoru dimenze n lze vyjadrit jako sloZeni nejugse n + 1
zdkladnich transformaci.

Maximélni pocet zdkladnich transformaci ve zmihovaném rozkladu ziejmé souvisi s uréenosti
projektivnich, resp. afinnich zobrazeni, viz vétu [I4.2] na str. [06] resp vétu [L.5] na str. [I9%

Idea dikazu je pomérné prosta — v podstaté zobeciiuje celkem jasnou konstrukci v pripadé
shodnych transformaci, kterou pfipominame na obr. Zdavodnéni pro afinni transformace

lze najit napt. v [Sek| str. 38-39 ve II. dile]. Uvédomte si, Ze ¢im obecnéjsi je typ transformace,
@=> tim vice mame volnosti v moznych rozkladech. ..

Obrézek 17.13: [Sek] Kazda shodnost v roviné je sloZenim nejvyse tii osovych soumér-
nosti.

Poznamky

(1) Vzhledem k ptedchozi jemné&jsi klasifikaci zakladnich transformaci se mizeme ptat, co lze
ziskat skladanim zakladnich transformaci jistého druhu. Uvahy tohoto typu doporu¢ujeme jako

@=> uzitefné cvifeni. Jistou ndpovédou muze byt, ze v afinnim piipadé je modul slozené transformace
roven sou¢inu moduli transformaci, z nichZ je tato slozena. Na ukizku uvadime jeden z moZnych
vysledkii:

Kazdd ekviafinita v prostoru dimenze n lze vyjadrit jako sloZeni nejvyjse n + 1 Sikmych sou-
mernosti.
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Sikmé& soumérnost je tedy o néco ,zakladnéjsi“ ekviafinita nez oblibena elace.

(2) Skladanim zékladnich transformaci, které maji stejnou nadosu, musi byt zase zakladni trans-
formace s toutéz nadosou. Speciilnég, slozenim transformaci s nevlastni nadosou (posunuti,
stejnolehlost) dostavame transformaci se stejnou vlastnosti. Jinymi slovy, posunuti a stejnoleh-
lost (a jeji speciélni, pFip. degenerované podoby) jsou jediné transformace, které maji vSechny
sméry samodruzné, a jejich skladdnim nemiizeme dostat nic typové jiného. Trividlnim poznatkem
tohoto druhu je:

SloZenim posunuti o vektor u a posunuti o vektor v je posunuti o vektor u+v.

Méné trividlni poznatek je zformulovan v nésledujici vété:

Véta (o skladani stejnolehlosti). V libovolném eukleidovském prostoru uvazujme stejnoleh-
losti h; se stredy S; a koeficienty k; (i = 1,2); sloZené zobrazeni hy o hy oznacime h.

(a) Pokud kike =1 a S1 = S, potom je h identita.
(b) Pokud k1ks =1 a S; # Sa, potom je h posunuti o vektor v.= (1 — k2)S155.
(c) V ostatnich piipadech je h stejnolehlost s koeficientem k = kiko a stiedem

1—Fky ==

S = Sl + W&Sg.

Konstrukéni zdivodnéni téméf celé véty v eukleidovské roviné zname z kurzu konstrukéni geome-
triem Vgechno najednou a tplné obecné dokézeme z explicitniho vyjadieni slozeného zobrazeni

pomoci ((15.6).

Diikaz. Stejnolehlost hq, resp. ho je urcena predpisem hq(X) = k1 X + (1 — k1) S1, resp. ho(X) =
ko X 4 (1 — k3)Ss. SloZené zobrazeni h = hg o h; je tedy uréeno piedpisem

hMX)=ho (k1 X + (1 —k1)S1) =+ = kak1 X + ko(1 — k1)S1 + (1 — k2)Sa.
Odtud postupné vyvozujeme:
(a) Pokud je k1ke =1 a S; = S, potom po dosazeni dostavame
hMX)=X+0,
coz jsou transformacni rovnice identického zobrazeni.
(b) Pokud je k1ky =1 a S; # So, potom po dosazeni a tpravé dostdvame
hX) =X + (1= k2)(S2 — S1),

. . . , oo
co7 jsou transformacni rovnice posunuti o vektor v = (1 — k3)S51Ss.

"Podstatné ¢ast tvrzenf (3) tkvi v tom, Ze stfed S lei na pi¥fmce S1Sa.
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(¢) V ostatnich pfipadech je h obecné stejnolehlost s koeficientem k = ki ko. Pokud S znadi st¥ed
stejnolehlosti h, pak jeji transformalni rovnice jsou h(X) = kX + (1 — k)S. Porovnanim
s predchozim vyjadienim h dostavame

_ ko(1—Ky) 1— ks
S = 7 Sl+1—k

SQa

coz je ekvivalentni s vyjadienim ve vété. O
V8echny stejnolehlosti, posunuti a identické zobrazeni tvoii grupu, které se fikd Mongeova

grupa. Bezprostiednim disledkem pfedchozi véty je tzv. Moongeova v&ta (o stfedech stejnoleh-
losti t¥i kruznic v roving). ..

17.4 Cviceni

(1) Pro kazdou transformaci ze cviGeni rozhodnéte, zda je nebo neni zékladni; pokud je, tak
ji pojmenujte.

(2) Udejte piiklad transformace v roving (véetné analytického vyjadient), kterd ma vlastni osu,
nevlastni stfed a modul = 1.

(3) Transformace eukleidovské roviny je dana analytickym vyjadfenim:
fz1,22) = (2 + 4, —x1).
Dokazte, ze f je shodnost a vyjadrete f jako slozeni osovych soumérnosti.
(4) Jsou dany dvé transformace v roviné:

f1 = stejnolehlost se stiedem S7 = [2,1] a koeficientem k; = 2,

f2 = stejnolehlost se stiedem Sy = [4, —1] a koeficientem ko = %

Urcete druh a urcujici prvky transformace fo o f1, resp. fi o fo.

18 Dalsi klasifikace a poznamky

V této ¢asti doplnime jesté nékolik postiehi k jednotlivym typim transformaci, zejména ke
shodnostem a podobnostem.

18.1 Shodnosti

Jiz od atlého mladi zndme v8echny shodnosti v roviné a navic je umime pojmenovat. V tomto
odstavci nabizime zdiuvodnéni, pro¢ jich neni vic, pfedstavime jejich klasifikaci pomoci samod-
ruznych prvka a soucasné fekneme néco o jejich analytickém vyjadieni. Poté naznacime, jak to
vypadé se shodnostmi v obecném eukleidovském prostoru.
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Klasifikace shodnosti v roviné
V roviné rozli§ujeme nasledujici druhy shodnosti:
(1) identita,
(2) posunuti,
(3) otéceni,
(3’) stfedova soumérnost,
(4) osova soumérnost,
(5) posunuta soumérnost.

Stifedova soumérnost je otaceni o piimy uhel, proto ji podfazujeme obecnému otaceni. Prvni tii
transformace jsou piimé, posledni dvé nepfimé. P¥i prvnim pokusu o vyjmenovani viech shodnosti
v roviné se obvykle zapomind na posunutou soumérnost, coz je sloZenina osové soumérnosti
a posunuti (ve sméru osy).

Obrézek 18.14: [Mar] Nezapominejme na posunutou soumérnost!

Skladanim shodnosti miazeme dostat zase jenom shodnost — skladanim vSech moznych dvojic
vy$e vyjmenovanych shodnosti 1ze ukizat, ze tento vycet je uplny.

Alternativni zduvodnéni téhoZ plyne z faktu, Ze kazda shodnost v roving je jednoznac¢né urena
(shodnym) obrazem A’B’C’ né&jakého trojuhelniku ABC. Postupné miZeme uvazovat vSechny
typové ruzné (shodné) obrazy usec¢ky AB, obraz bodu C' je pak urfen dvojzna¢né s tim, Ze jedna
moznost odpovidé piimé shodnosti, druha nepiimé. Timto zplisobem umime vycerpat vSechny
druhy shodnosti z vySe uvedeného seznamu, viz obr.

Klasifikace podle samodruZnych prvki

Pti predchozim diikladném rozboru jsme si mohli povSimnout, Ze v8echny typy shodnosti lze
jednoznac¢né identifikovat podle samodruznych prvki. Tento postieh predstavuje mozny navod
k rozpoznavani shodnosti, a to zejména v piipadech, kdy jsou tyto ddny transforma¢nimi rovni-
cemi. Pfehledné shrnuti je v tab.

Analytické vyjadreni, uréujici prvky a kanonicky tvar

V tabulce je o néco vic informaci, nez jsme zatim diskutovali. Obsahuje také transformaéni
rovnice v tzv. kanonickém tvaru, coz jsou nejjednodussi mozna analytickd vyjadieni vzhledem
k obzvlast vhodné zvolenym soufadnym soustavam. Takové volby tzce souvisi s uréujicimi
prvky toho kterého zobrazeni, a ty jsou nasledujici:

(1) k identit& neni co dodat,

(2) posunuti je urfeno vektorem,

&0
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Obrézek 18.15: Prehled shodnosti v roviné pomoci obrazi trojuhelniku: (a) A’B’ = AB,
— —
() A'=AaB #B,(c) A #AaB #B, (c1) AB = AB, (cs) A'B' = BA.

(3) otaceni je urfeno stfedem a uhlem,
(3’) st¥edova soumeérnost je urcena stiedem,
(4) osova soumérnost je urcena osou,
(5) posunutd soumeérnost je uréena osou a vektorem posunuti.

Vhodnych soufadnych soustav lze vzdy najit vice (nikoli v8ak libovolng mnoho). Navod k ur-
Ceni takové soustavy tkvi v porozuméni pojmu matice zastupujicitho linedrniho zobrazeni, viz
odst. Na zakladé predchoziho prehledu urtujicich prvki by mélo byt snadnym cvidenim
zvolit soufadnou soustavu pro kazdou shodnost tak, aby transformaé¢ni rovnice byly v kanonic-
kém tvaru.

Analytické vyjadieni shodnosti vzhledem k obecné kartézské souradné soustavé neni o moc
komplikovanéjsi nez vyse uvedené. Podminka

DT .D=E

z druhé véty v odst. [I5.3] je natolik omezujici, Ze matice D miize byt pouze dvojiho typu, a to

bud D, — (cosoz —sma)7 nebo D. — (cosa sin « )7 (18.14)

sine  cos« sina  —coso

kde a € R a znaménka ziejmé rozliSuji shodnost pfimou a nepiimou. Nazornou interpretaci
parametru « najdete na obr. |18.16)
7Z uvedeného by mélo byt ziejmé, Zze pro jakoukoli shodnost v roviné je velmi snadné urcit jeji

@=> transformacni rovnice, viz cvideni
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Tabulka 18.3: lRigl Klasifikace shodnosti v roviné podle samodruznych prvkii.

Shodnosti v prostoru

Shodnosti v prostoru je o néco vic nez v roving, jejich klasifikace se v8ak velmi rychle redukuje
na piedchozi klasifikaci v roviné. Staci si v§imnout, Ze:

KazZda shodnost v trojrozmérném prostoru md aspoi jeden samodruzny smeér.

(To je diisledkem druhé ¢ésti véty na str. [113]) Kolmy doplnék k tomuto sméru mé dimenzi
2 a je to nutnd samodruzny podprostor (viz &tvrtou ¢ast véty [16.2)na str. [[13)). Zuzeni shodnosti
na tento podprostor je opét shodnosti, takZze to musi byt néktera z vyse diskutovanych shodnosti
v dimenzi 2. Klasifikace shodnosti v prostoru je tedy odvozena z piedchozi klasifikace v roviné
— uplny vycet je nasledujici:

(1) identita,
(2) posunuti,

(3) otéceni,

(3’) osova soumeérnost,

(4) posunuté otacent,
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Obrazek 18.16: Pfimy a nepfimy obraz ortonormalni baze podle ((18.14)).

(4’) posunuta osova soumérnost,
(5) soumérnost podle roviny (zrcadleni),
(6) posunuté zrcadleni,
(7) otocené zrcadleni,

(7’) stfedova soumeérnost.

Prominentni postaveni zakladni shodnosti v prostoru zaujiméa soumérnost podle roviny neboli
zrcadleni. Osova soumérnost v prostoru je piimé transformace, jakozto specidlni pfipad otaceni
kolem pfimky. Stfedova soumérnost v prostoru je transformace nepiima, zde chapana jako spe-
cialni piipad oto¢eného zrcadleni, coz je slozenina otoceni a zrcadleni podle roviny kolmé k ose
otaceni. . .

Stejné jako v roviné plati, ze vSechny druhy shodnosti v prostoru je mozné charakterizovat
podle jejich samodruznych prvki — piehled je uveden v tab.

Transformacni rovnice v této tabulce jsou opét v tzv. kanonickém tvaru. Shodnost v prostoru
m3 aspon jeden samodruzny smér, ktery je generovin vektorem odpovidajicim charakteristickému
¢islu +1. Bereme-li takovy vektor jako prvni a doplnime k nému dalsi vektory do ortonormalni
baze celého prostoru, pak matice indukovaného linearniho zobrazeni ke kazdé shodnosti vzhledem
k takto vybrané bazi bude mit néktery z nasledujicich tvari:

1 0 -1 0 -1 0 1 0

o b,/ \o D,/ \o D_)’” \0 D_)’
kde bloky D jsou pravé matice (18.14). (Aby to bylo zajimavéjsi, v tabulce vystupuje D4
pod pseudonymem B,,.)

Shodnosti obecné

Obecné zavéry v eukleidovském prostoru obecné dimenze se daji vytusit z pfedchozi zkratky
v dimenzi 3 a cviceni :

Charakteristicky polynom muze mit za reidlné kofeny jediné +1 a komplexni kofeny jsou
vzdy v (komplexné sdruZenych) parech. Kazdy polynom ma nad komplexnimi ¢isly pravé tolik
kofenu (veetné nasobnosti), jaky je jeho stupen, tzn. jaka je dimenze okolniho prostoru. Realnym
kofentim odpovidaji redlné charakteristické vektory, které urcuji samodruzné sméry shodnosti.
Komplexné sdruzenym koifenum odpovidaji dvojrozmérné samodruzné podprostory takové, Ze
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Tabulka 18.4: |Ri,| Klasifikace shodnosti v prostoru podle samodruznych prvki.
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ziuZeni na tyto podprostory je pravé otaceni o thel rovny argumentu odpovidajiciho komplexniho
charakteristického ¢isla.

Na prvni pohled neni zcela jasné, jakou roli hraji vyssi algebraické nasobnosti kofent, coz na
tomto misté nehodldme rozkli¢ovat. Bez dalsiho zdivodiovani uvadime nésledujici charakterizaci,
viz [Z1]:

Véta. Zobrazeni f : £ — &£ je shodnost prdve tehdy, kdyz plati, Ze zaméieni £ je primym
souctem navzdjem kolmgch jedno- a dvourozmérnijch invariantnich podprostori takoviych, Ze
zuZeni [ mna ktergkoli jednorozmérny podprostor je +id a zuZeni na ktergkoli dvourozmérny
podprostor je otdceni o uhel rovny argumentu odpovidajiciho komplexniho charakteristického
¢isla.

Libovolnou shodnost 1ze tedy ve vhodné souiadné soustaveé vyjadrit matici, kterd ma na hlavni
diagonale pravé ¢isla +1 nebo bloky Dy a jinak samé 0...

18.2 Podobnosti

V tomto odstavci doplnime nékolik typickych poznadmek k podobnostem, které by bylo §koda
opomenout.

Rozklady podobmnosti

Pokud obecnou podobnost f : £ — £ s koeficientem k£ slozime s né&jakou stejnolehlosti h : £ —
& s koeficientem %, pak vysledna transformace g := h o f je zfejmé shodna. Protoze kazda
stejnolehlost je invertibilni, plati f = A~ o g¢. Protoze inverzni transformace ke stejnolehlosti je
opét stejnolehlost, pravé jsme zduvodnili nasledujici tvrzeni:

Véta. Kazdou podobnost lze vyjadrit (mnoha rizngmi zpisoby) jako sloZeni shodnosti a stej-
nolehlosti.

Ve ¢tvrté véte v odst. [I6.2] jsme dokazali, ze kazda podobnost, kterd neni shodnosti, ma
pravé jeden vlastni samodruzny bod. Tento bod miiZe hrat docela zajimavou roli pii rozkladech
zminovanych v predchozi vété:

Uvazme podobnost f s koeficientem £k a samodruznym bodem S. Chceme vyjadiit f jako
slozeni néjaké shodnosti g a stejnolehlosti h tak, aby platilo napt. f = ho g. To lze samoziejmé
realizovat tisicerym zpiisobem, ale pokud zvolime stied stejnolehlosti h pravé ve vyznacéném
bodé S, pak nutné musi byt S také pevnym bodem shodnosti g. Pro tento specificky zvoleny
rozklad navic plati, Ze je jedno, v jakém potradi stejnolehlost a shodnost skladame, coz rozhodné
nemuZeme tvrdit obecnd! Jinymi slovy, pro takto (a pravé takto) zvoleny rozklad plati:

f=ho g=go h.

Klasifikace podobnosti

Odtud také plyne, Ze klasifikace podobnosti v libovolném eukleidovském prostoru se omezuje
pouze na kompozice stejnolehlosti a shodnosti s néjakym pevnym bodem. Napf. v roviné tak
dostavame pouze tii typy podobnosti:

(1) stejnolehlost,
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(2) stejnolehlost slozen4 s otdcenim (kolem sti¥edu stejnolehlosti),
(3) stejnolehlost sloZzen4 s osovou soumérnosti (jejiz osa prochazi stfedem stejnolehlosti).

Bez ohledu na znaménko koeficientu stejnolehlosti plati, Ze prvni dva piipady predstavuji pfimé
podobnosti, tfeti je nepfimé.

18.3 Afinity

Vétsinu afinit nemame vibec pojmenovanu. Pritom vSechny, které pojmenovany mame, jsme
zminili mnohem dfive. Pro zajimavost a porovnéni ptikladame piehled vSech afinit v roviné
podle jejich samodruznych prvki, viz tab. [I8.5] Seznam je porad relativné maly a jen mirné
rozsifuje/zobechuje klasifikaci shodnosti, ktera je v tab. Vsimnéte si zejména mist, ktera
byla v piehledu shodnosti prazdné.

Fidny samodruing prive jeden alespoil dva rizné kadd{ smir
smir samadruiny samod rund samodruiny
smEr améry ale ne
kaddy
1 2 3
Lidng ““";::;”I“-‘ xmy+ hy x'=x+p x=x+p
|p'= p &+ g 3= gy y=y+g
hz0 pel d=0d=1_ |{p, g)l=(0, 0)
4 5 ] 7
prave jeden = ax by x'= gy -+ by X' gy x'e gy
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Afimita sloZend 2 elace a translace

Adinita sloZend z osové alfinity a translace
Translace

Afinita sloZend 2 rotace a stejnolehlosti
Adfinita sloZend 2 elace a stejnolehlost

Adfinita sloZend 2 osové afinity a stejnolehlosi
Stejnolehlost

Elace

Osova afinita

(0. Tdentita

SER AP e

Tabulka 18.5: Klasifikace afinit v roviné.

Transformac¢ni rovnice v tabulce jsou opét v tzv. kanonickém tvaru, tj. vzhledem k velmi
vhodng& zvolené afinni (ne nutné kartézské) souradné soustave. ..
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18.4 Cviceni

(1) Pojmenujte viechny dosud nepojmenované shodnosti z pfedchozich cviceni.

(2) Odvodte charakterizaci (18.14) pfimym vypoctem. Vyjadiete charakteristické ¢isla a charak-
teristické vektory transformaci uréenych témito maticemi a porovnejte vysledek s obr. [I8.16]

(3) V eukleidovské roviné urcete transformac¢ni rovnice

e otaceni kolem bodu S = [0,2] o thel a = 4+60°,
e osové soumérnosti podle pfimky urcené rovnici 2z — y = 2.

e posunuté soumeérnosti uréené osou y = x + 1 a vektorem v = (—1,1).
(4) Vsechny podobnosti z piedchozich cvifeni vyjadiete jako slozeni shodnosti a stejnolehlosti.
(5) Reste tutéz tlohu tak, aby rozklad nezavisel na potadi dil¢ich transformaci.

(6) Podle tab. klasifikujte vSechny afinity z pfedchozich cviceni.
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Dodatky

19 Pseudo-eukleidovské prostory

Pseudo-eukleidovsky prostor je vektorovy, resp. afinni prostor vybaveny pseudo-skaldrnim sou-
¢inem, coZ je néco jako obycejny skalarni soucin (symetricka a bilinearni forma), akorat nemusi
byt pozitivné definitni. To znamena, Ze existuji nenulové vektory, které maji nulovou ,,velikost*
(u.u = 0 neznamend nutné, e u = o). Pseudo-skalarni soucin v8ak je — stejné jako skalarni
sou¢in — nedegenerovany. To znamené, Ze neexistuji nenulové vektory, které by byly , kolmé* ke
v8em ostatnim (pokud je u.x = 0 pro vSechna x, potom u = o).

Stejné jako v obyCejném eukleidovském prostoru mame k dispozici ortogonalni baze (e;.e; = 0
pro i # j). Na rozdil od oby¢ejného eukleidovského prostoru mame problém s otronormalnimi
bazemi (e; . e; muze mit libovolné znaménko, tedy nelze trvat na +1). Pro lib. ortogonélni bazi
v8ak nemiize byt e;.e; = 0 (plyne z nedegenerovanosti) a pocet kladnych a zapornych znamének
mezi Cisly e;.e;, i = 1,...,n, kupodivu nezavisi na volbé baze (plyne z tzv. véty o setrvacnosti).
Tato dvojice ¢isel predstavuje zédkladni charakteristiku pseudo-skaldrniho soucinu, tzv. signaturu.
Ve vhodné ortogonalni bazi ma tedy kvadratickd forma u — u.u soufadnicovy tvar

2 2 2 2
(U1 ey un) Uy Uy = Uy — = Uy,

coZz odpovida signatuie (p,n — p). Obycejuy skalarni soucin miuzeme chapat jako pseudo-skalarni
soudin signatury (n,0).

Stejné jako jsou shodnosti eukleidovského prostoru zobrazeni zachovavajici skalarni souéin,
jsou pseudo-shodnosti pseudo-eukleidovského prostoru zobrazeni zachovévajici pseudo-skalarni
soucin. Jejich maticova charakterizace je obdobné jako v odst. v zavedeném znaceni muzeme
tuto vlastnost vyjadfit jako

DT .E.-D =E, (19.1)

kde E znagilo jednotkovou matici (tedy matici skalarniho sou¢inu vzhledem k ortonormalni bazi).
Pro pseudo-shodnosti je akorat potieba E nahradit odpovidajici matici pseudo-skalarniho souc¢inu
(pro signaturu (p,n — p) a vhodnou volbu béaze by to byla diagonélni matice s p jednickami a
n — p minus jednickami).
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Na rozdil od eukleidovské geometrie nelze ve studiu té pseudo-eukleidovské piili§ spoléhat na
intuici — mnoho v&ci funguje jinak anebo vibec (viz nap¥. Cauchyova—Schwarzova nebo troja-
helnikovéa nerovnost). Presto existuje nékolik dobrych divodi, pro¢ se pseudo-objekty zabyvat.
Kromé ryze matematickych souvislosti (viz nasledujici podkapitoly) zdoméacnély i ve fyzice. Napt.
matematické pozadi specidlni teorie relativity spociva ve ¢tyfrozmérném pseudo-eukleidovském
prostoru signatury (1, 3), odpovidajici pseudo-shodnosti jsou tzv. Lorentzovy transformace.

20 Dalsi geometricka zobrazeni

V tomto kurzu jsme pfi studiu geometrickych zobrazeni nevybocili z linie shodnd&—podobna—
afinni—projektivni. Jenom ze slu$nosti jsme si na obr. pfipomnéli dalsi dva typy (kontaktni
a konformni), které jsme zminovali v kurzu konstrukéni geometrie a ke kterym mame dva sym-
patické a uZzite¢né piiklady (dilatace a kruhova inverze).

Diky zékladni vété projektivni geometrie umime kazdé projektivni (tedy i afinni, podobné a
shodné) zobrazeni reprezentovat néjakym linedrnim zobrazenim. Vzhledem k volbé baze je kazdé
takové zobrazeni jednoduSe urCeno matici, a to tak, ze obraz bodu odpovid4 souinu matice
a zastupujiciho vektoru a skladéni zobrazeni odpovidd nasobeni matic. Pfitom bod projektiv-
niho prostoru je zastoupen vektorem z vektorového prostoru, ktery je o jednu dimenzi vétsi.
Projektivni transformace n-rozmérného prostoru proto odpovidaji maticim fadu n + 1.

Je zajimavé, Ze také konformni (a nékterd kontaktni) zobrazeni je mozné reprezentovat po-
dobné jednoduchym zpisobem. Piislusné matice jsou akorat o néco vétsi. Napt. konformni trans-
formace n-rozmérného eukleidovského prostoru odpovidaji pseudo-shodnostem jistého pseudo-eu-
kleidovského prostoru signatury (n 4 1,1), tedy maticim ¥adu n + 2 spliujicim podminku typu
(119.1).

Mezi znamé piiklady konformnich zobrazeni patii kromé kruhové (resp. sférické) inverze jesté
napf. stereografickd nebo Mercatorova projekce. . .

A o

y///é;%///‘,// o - 60t
L ok |
7 L ax - ¥
SR 0°
, L e
B

- ~60°

~150%120°-90° ~60°~30° 0° 30° 60° 90° 120° 150° 180°

Obrazek 20.1: [Be] Mercatorovo zobrazeni je konformni.

21 Kuzelosecky a kvadriky

Jak napovida néazev, kuzelosecky jsou secky (rovinné fezy) kuzele (pFesnégji kuzelové plochy). Ku-
zelosecky muzou byt degenerované, resp. nedegenerované, podle toho, zda se¢né rovina prochézi,
resp. neprochdazi vrcholem kuzele.
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Obrazek 21.2: Nékolik kuzelo-secek.

Degenerovanymi kuZeloseckami se ted zaobirat nebudeme, nedegenerované kuzelosecky jsme
zvykli rozdélovat do tii skupin: elipsy, paraboly, hyperboly. Toto déleni vlastné odpovida afinni kla-
sifikaci — jakékoli dvé kuzelosecky ze stejné skupiny jsou afinné ekvivalentni, tzn. jednu lze zob-
razit na druhou pomoci néjaké afinity. Napt. kazda elipsa je afinnim obrazem kruZnice. Jakmile
zacneme rozliSovat rizné SiSaté elipsy a rizné velké kruznice, divime se na kuzelosecky metric-
kyma o¢ima — odtud metricka klasifikace. Z projektivniho hlediska jsou v8echny nedegenerované
kuzelosecky navzajem ekvivalentni. Zejména kazda takova kuzelosecka je projektivnim obrazem
kruZnice (viz stfedovy prumét podstavy kuZzele z vrcholu kuZele do roviny fezu).

Kuzelosecky, jakozto rovinné kiivky, 1ze vymezit mnoha dal§imi a navzajem ekvivalentnimi
zpusoby. Napf. analyticky, vzhledem k velmi vhodné zvolené soufadné soustavé, vyse uvedené
typy odpovidaji feSenim kvadratickych rovnic nasledujicich t¥i typﬁEI

y2 = 2px — BJ:Q
a

oy =2pr, P =2pr+ Da?,

a
kde a i p jsou kladna realna ¢isla (s jistym metrickym vyznamem). Vzhledem k obecné souradné
soustavé mohou tato vyjadieni vypadat nejhuie néjak takto:

Az? 4+ 2Bxy + Cy® +2Dx + 2Ey + F = 0. (21.2)

V takovém vyjadieni je typ kuZelosecky (natoz pak parametry a a p) tézko rozpoznatelny, ale
i to je mozné. Jednou z nejlepsich moznosti, jak se ve véci vyznat, je opét zaméstnat linedrni
algebru.

Nejprve rovnici prepiSeme pomoci matic takto:

F D E 1
(1 z y-[D A B]-[z]|=0 (21.3)
E B C Y

Vy¢isleni na levé strané muZzeme chapat jako dosazeni vektoru x = (1, z,y) do kvadratické formy
F :V — R, resp. symetrické bilinearni formy f : V x V — R s pravé uvedenou matici. Rovnici
kuzelosecky pak zkrécené piseme jako

F(x) = f(x,x) =0. (21.4)

IMimochodem, odtud je odvozeno fecké pojmenovani uvedenych typt kuZelosetek.
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Pokud vektor x = (1,z,y) interpretujeme v duchu odst. jako homogenni soufadnice (vlast-
niho) bodu s afinnimi soufadnicemi X = [z, y}ﬂmﬁieme si s uspokojenim uvédomit, Ze problém
geometrického studia kuZelosecek je timto prelozen do algebraického studia kvadratickych, resp.
symetrickych bilinearnich forem. Podstatné je, Ze se nejedna o samoucelny preklad: vétsinu vlast-
nosti kuzelosecky, které jsou v zapise jen tézko viditelné, lze pomoci matice odvodit
velmi snadno a rychle. Napi. kuzelosecka je nedegenerovand, pravé kdyz zastupujici matice je
nedegenerovana.

Jako obvykle, s timto algebraickym popisem dostavame jednoduché zobecnéni vzhledem k
dimenzi: feSeni kvadratické rovnice v (n+1)-rozmérném vektorovém prostoru V odpovidaji
bodim na (n — 1)-rozmérné kvadrice v n-rozmérném projektivnim prostoru P(V).

Dulezitym pojmem, jenZ zobeciuje kolmost vektortt vzhledem k (pseudo-)skalarnimu sou-
¢inu a z néhoz je odvozeno mnoho dalsich véci, je polarni sdruZenost: vektory u,v € V jsou
polarné sdruzené vzhledem k formé f, resp. F, pokud f(u,v) = 0. Odpovidajici body v projek-
tivnim prostoru P(V') jsou pak polarné sdruZzené vzhledem k piislugné kvadrice. Jako obvykle, i
tento algebraicky napad ma hezkou geometrickou interpretaci, ktera je jiz nejméné 150 let hojné
pouZzivana v raznych konstrukcich (viz hesla poél, polara, polarni reciprocita, konkrétné napf.
Gergonnovo FeSeni obecné Apolléniovy tlohy). ..

P (3,9

Obrézek 21.3: Te¢na QP je pélem bodu @, te¢na RP je polem bodu R, pfimka QR
je polarou bodu P, pfimka UV je polarou bodu T, neoznaceny prusecik téchto dvou
piimek je pélem piimky PT atd.

22 Lieova geometrie kruznic

Obecné kvadriky lze potkat ledaskde. Nap¥. vSechny cykly (orientované kruznice) v roving lze
identifikovat s body na jisté 3-rozmérné kvadrice. Stru¢né naznacime, jak toto ztotoznéni funguje
a k ¢emu mize byt dobré.

Cyklus v eukleidovské roviné je urcen stiedem a orientovanym polomérem, celkem tedy tiemi
realnymi ¢isly. Pokud homogenni soufadnice stfedu oznaéime (1 : s1 : s2) a polomér oznac¢ime r,

2Nevlastni body kuzelosetky (podle jejich# po&tu lze rozpoznat afinni typ) odpovidaji fegenim téze rovnice
(21.4) s dosazenym vektorem x = (0, z, y).
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potom cyklu ¢ mazeme pfFifadit bod ve 4-rozmérném projektivnim prostoru P(V') takto:
c:=(1:81:8:7:85 452 —1?). (22.5)

Divné ¢islo v posledni slozce je vymySleno tak, aby tento bod lezel na 3-rozmeérné kvadrice urcené
kvadratickou formou F': V — R s matici

0

|
=

o O O

0
F=]0
0

oo o+ O
SO = OO
o o o o

_1
2
tedy ¢ - F - ¢ = 0. Této kvadrice se prezdivad Lieova. Mame tedy dobie definované ptifazeni

cyklus ¢ v roviné +—  bod c na Lieové kvadrice.

Prvni zékladni vlastnosti tohoto pfifazeni je, ze je prosté. Pokud navic rozsifime nés zajem
také o body (které chiapeme jako cykly s nulovym polomérem) a orientované piimky (které
chapeme jako cykly s nekoneéné velkym polomérem) v celé projektivni roving, potom uvedené
pfifazeni bude vzéjemné jednoznac¢né. Druhou zakladni vlastnosti (a smyslem) tohoto pfifazeni
je:

Véta. Cykly ¢ a d v roviné se dotgkaji pravé tehdy, kdyZ odpovidajici body ¢ a d na Lieové
kvadrice jsou poldarné sdruZené, tedy c - F -d = 0.

Nyni vidime, Ze tlohy souvisejici s dotykem cykla v roviné lze pohodIné fesit osvédCenymi
prostiedky linearni algebry. Napf. feSeni tlohy Apolloniovy vypada schematicky taktoﬂ

(1) pro t¥i dané cykly a, b, ¢ v roviné uvazme odpovidajici body a, b, ¢ na Lieové kvadrice v P(V),

(2) vsechny body v P(V), které jsou polarné sdruzené soucasné k a,b,c vzhledem k Lieové
kvadrice, tvoii pfimku (feSeni soustavy 3 linearnich rovnic),

(3) tato pfimka protina Lieovu kvadriku ve dvou bodech m, n (FeSeni 1 kvadratické rovnice),
(4) tyto body odpovidaji dvéma hledanym cyklam m,n.

Aby toho nebylo malo: pokud se cykly nedotykaji, pak nas muze zajimat uhel, pod kterym
se protinaji. Odpovidajici body na Lieové kvadrice nejsou polarné sdruzené, tedy c-F - d # 0.
Kupodivu 1ze z tohoto ¢isla piislusny dhel vydolovat. ..

Vsechny uvedené uvahy lze snadno rozsifit do prostort vyssi dimenze (napf. orientované
sféry v 3-rozmérném prostoru odpovidaji bodim na 4-rozmérné Lieové kvadrice). Jako obvykle,
v malych dimenzich 1ze obecné algebraické ndpady konkrétné geometricky interpretovat. . .

23 Kleinova geometrie pirimek

Jinou klasickou ukéizkou pokrocilé algebraizace néjakého geometrického problému je popis mno-
ziny pfimek v 3-rozmérném prostoru. V tomto piipadé je nasnadé, ze tato mnozina je 4-rozmérna.

3Toto schéma odpovida zadani a, b, c v dostateénd obecné poloze, ve specialnich piipadech miize byt Fefeni vic,
nebo taky zadné.
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Obréazek 22.4: [LiSch| K dotyku cykld v roving.

Pro dva body urcujici danou pf¥imku 1ze z jejich homogennich soufadnic vymyslet piifazeni
do 5-rozmérného projektivniho prostoru, obdobné (22.5)), které vyhovuje jisté kvadratické pod-
mince (viz Pliickerovy soufadnice). Tak dospivame k vzajemné jednozna¢né korespondenci mezi
pfimkami v 3-rozmérném projektivnim prostoru a body na 4-rozmérné kvadrice, které se rika
Kleinova. Analogie véty z piedchozi podkapitoly (tedy smysl celé konstrukee) je nésledujici:

Véta. Primky v prostoru se protinaji pravé tehdy, kdyzZ odpovidagici body na Kleinové kvadrice
jsou poldrné sdruZené.

Tento popis je vhodny v fadé polohovych dloh obcujicich s pfimkami (viz napft. pficky mi-
mobéZzek, pfimkové plochy apod.). Zejména, pokud se pfimky protinaji, pak jejich prunik lze
vyjadiit pomoci jednoduchych algebraickych operaci se zastupujicimi vektory, tedy vlastné do-
sazenim do vzorce — bez FeSeni soustav linearnich rovnic. Aby toho nebylo malo: pokud se
piimky neprotinaji, pak maji nenulovou vzdélenost, a i tu je mozné vyjadiit podobné snadnym
zpusobem. Proto je tento pfistup vyuZzivan napf. v pocitacové grafice, kde se takovych tkoni
provadi tisice a je tfeba Setfit kazdou milisekundu. . .

24 Grupové akce

24.1 Pisobeni grupy na mnoZiné

Vsechny bijektivni transformace na (jakékoli) mnoZing X tvo¥i grupu (s operaci skladani zob-
razeni), kterou znalime SXEI Grupa Sy, stejné jako jakakoli jeji podgrupa G C Sy, pfirozené
pisobi na mnoziné X; jednd se o nejjednodussi pitklady akce grupy ma mnoZiné. Napf. grupa

4Pokud je mnozina X konetnd a mé n prvki, misto Sx zpravidla piSeme S, a mluvime o symetrické grupé
nebo grupé permutact.
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symetrii krychle pisobi na vrcholech krychle jakozto podgrupa Sg, grupa linearnich izomorfismu
vektorového prostoru V' je podgrupou Sy apod.

Obecnou akci grupy G na mnoziné X se mysli ptifazeni, kdy kazdému prvku grupy G odpovida
néjaka bijekce na mnozin€ X tak, ze nasobeni v G koresponduje se sklddanim odpovidajicich
bijekci. Stru¢néji muzeme f¥ict, ze

Definice. Akce grupy G na mnoZiné X je grupovy homomorfizmus ¢ : G — Sx.

Akci (nebo pisobeni) konkrétniho prvku g € G na X, obvykle zapisujeme jako x — g(x)
misto spravngjsiho x — ¢(g)(z).

24.2 Dalsi priklady

(1) Pfirozena akce GL(V) (= grupa linearnich izomorfismu vektorového prostoru V') na V in-
dukuje také akci na mnoziné vSech k-rozmérnych podprostorta ve V.

(2) Grupa O(n + 1) (= grupa shodnosti eukleidovského prostoru R™*1) piisobi na sféfe S™ C
R™*1, a to zGZenim piirozené akce na R"*1!.

(3) R* (= R\ {0} s operaci nasobeni) pusobi na libovolném readlném vektorovém prostoru V'
takto: r(v) = rv.

(4) V (vektorovy prostor jakozto komutativni grupa) puasobi na kazdém afinnim prostoru A se
zaméfenim A =V takto: v(A) = A+ v.

(5) Libovolna grupa G puisobi sama na sobé, a to bud zprava g(h) = hg, nebo zleva g(h) = gh.

(6) Sx pusobi na mnoZiné viech zobrazeni X do Y takto: g(f) = fog.

24.3 Orbity, tranzitivni a efektivni akce

Orbita prvku z € X vzhledem k akci grupy G na X je podmnozina
G(z) ={g9(z) |ge G} C X.

Dvé ruzné orbity se nikdy neprotinaji a sjednoceni vSech orbit je celd mnozina X. Akce grupy
na mnoziné tedy definuje relaci ekvivalence, jejiz tfidy rozkladu jsou pravé orbity akce. Napf.
akce grupy symetrii krychle na mnoziné jejich vrcholi ma jedinou orbitu (kazdy vrchol krychle
lze zobrazit na kterykoli jiny), akce GL(V) na V m4 dvé& orbity (jednoprvkova orbita {o} a kom-
plementarni podmnozina V' \ {o}) apod.

Akce G na X je tranzitivni, pokud mé jedinou orbitu. Jinymi slovy, jeden vybrany (ekviva-
lentné, kazdy) prvek z X lze zobrazit na kterykoli jiny ptisobenim né&jakého prvku z G. MnoZina
X s tranzitivni akci grupy G se jmenuje homogenni prostor grupy G. Kazda orbita je tedy
homogennim prostorem.

Akce je efektivni (nebo vérnd), pokud jediny prvek z G, ktery pusobi jako identita na X, je
neutralni prvek grupy G. Ekvivalentné, odpovidajici homomorfizmus ¢ : G — Sx je injektivni.

Rozhodnéte, zda vyse zminované akce jsou efektivni a tranzitivni; pokud nejsou tranzitivni, <&
urcete jejich orbity.
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25 Frizové a tapetové vzory

Specifickym pifkladem grupové akce je akce grupy symetrii néjaké podmnoziny v eukleidovském
prostoru: Symetrie podmnoziny X C R" je shodnost v R"™, kterd zobrazuje X na sebe. VSechny
symetrie X (s operaci skladani) tvofi grupu, kterd muZze mit razné vlastnosti podle typu pod-
mnoziny X.

Frizové a tapetové vzory v R? lze celkem jednoduge charakterizovat podle odpovidajicich
grup symetrii, které jsou sice nekone¢né, ale diskrétni. Grupa symetrii frizového, resp. tapetového
vzoru se nazyva frizova, resp. tapetova grupa. (éasto se také mluvi o jedno- a dvourozmérnych
krystalografickych grupach, coz naznacuje, Ze toto téma mé pfFirozené vicerozmérné analogie.)
Srozumitelny dvod do problematiky najdou zajemci napi. v [Po].

Véta. Az na izomorfismus existuje pravé 7 frizovijch a prdavée 17 tapetovych grup.

A AW AL . |

I

Obréazek 25.5: Sedm frizovych vzort s riznymi grupami symetrii.

26 Treti Hilberttv problém

Tady doplhujeme diskuzi, kterou jsme vyprovokovali za vétou [11.4] na str. jez popisuje ob-
jem k-rozmérného simplexu jako % objemu jim urceného rovnobéznosténu. Pfipominame, jak
klasikové nahliZeji tento problém pro k = 2 a 3; veskeré nespecifikované citace jsou z [Eul:

k = 2: Jinymi slovy miZeme fict, Ze uhlopficka v rovnobézniku jej rozdéluje na dva trojihel-
niky se stejnym obsahem. To je pfesné obsahem tvrzeni 1.41, je7 odkazuje na 1.37. Témto



26 Tteti Hilbertuv problém 139

tvrzenim perfektné rozumime z kurzu konstrukéni geometrie, a to s pouhym pravitkem,
kruZitkem a nuzkami v ruce!

k = 3: V tomto pfipadé stadi ukazat, Ze trojboky (obecné sikmy) hranol lze rozdélit na tii ctyts-
tény se stejnym objemem, coZ je pravé tvrzeni XI1.7, viz obr. Toto tvrzeni se odkazuje
na vétu XIL.5, jejiz zdivodnéni je vSak piekvapivé mnohem komplikovanéjsi nez analogicky
vysledek v dimenzi 2.

Obrazek 26.6: [Ha] Objem trojbokého jehlanu je roven t¥etiné objemu opsaného hranolu.

Véta XIL.5 je dokdzédna Eudoxovou exhaustivni metodou, coz je technicky pomérné kompliko-
vand procedura, kterd starovékymi prostiedky legitimizuje infinitezimalni uvahy, jak je zname
z matematické analyzy. Pfirozenou otazkou je, zda to nejde udélat 1épe. Pravé tato pozorovani
jsou prazdrojem velice zajimavého Hilbertova problému ¢&. 3: EI

e Plati pro libovolné dva mnohostény se stejnym objemem, Ze jeden lze rozstiithat na konecny
pocet mensich mnohosténi, z nichz lze slozit ten druhy?

Odpovéd (z roku 1900) je zaporné:
e Mnohostény, pro které je toto mozné, musi mit stejny tzv. Dehniv invariant.

Regeni je veskrze algebraické; celou zapletku i s rozumnymi podrobnostmi lze najit napt. v [Hal
podkap. 27].

Shttp://cs.wikipedia.org/wiki/Hilbertovy_probl%C3%A9my


http://cs.wikipedia.org/wiki/Hilbertovy_probl%C3%A9my
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Navody a reseni

Kapitola I1

str. — Cviceni

(3) Vsechna Fegeni uvedené rovnice jsou {c1e?® cosx + cae** sinz + 2 | ¢, o € R}

str. — Zdtvodnéni véty
1) g a 7 jsou komplementéarni, pokud g + ? = X a g N ? = {o}. Z prvni rovnosti plyne,

(2)

ze kazdy vektor B? patii do b + ?, tudiz podprostory se protinaji. Z druhé rovnosti plyne
dim(E> N ?) = dim(BNC) =0, tudiz prunikem je bod.

Jisté je dim B a dimC > 1, jinak by B a C byly rovnobézné. Z mimobéznosti také plyne
BNC =0, coz podle predchozi véty a rovnosti znamena, ze dim(m) = dim(g> +
?) + 1. Déle zfejmé plati dim A > dim(m) a podle miizeme psét dim(E> + ?) =
dim B + dim [ dim(? N ?) Celkem tedy dostdvame

dim A > dim(B+C) =dim(B + ) +1=dim B + dim C — dim(B N C) + 1.

Z mimobéznosti dale plyne, ze g N 7 neni roven ani g ani ? (jinak by B a C byly rovno-
b&zné), tzn. jak dim 5, tak dim ? je > dim ?ﬁ? Jinymi slovy jak rozdil dim ? dim(

), tak rozdil dim g dim( l? ?) je > 1. Dosazenim do pravé strany v pfedchozim vyrazu
vidime, Zze plati jak dim A 2 dim B + 2, tak dim A > dimC + 2.

Protoze C je nadrovma a ée s ni ruznobézny podprostor, plati B+ C = A. Odtud plyne
dim C = d1m —ladim(b + ?) = dim X Podle muZeme psét

dim(BNC)=dimB +dim C —dim(B + C) =
coZ spolu s predchozimi dvéma rovnostmi dava
o =dimB +dim A —1—dim A = dim B — 1.

Celkem vskutku vidime, ze dim(? N ?) —dim B — 1.
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str. — Cviceni
(4) viz obr. [26.7]

Obrazek 26.7: [Ma] Pricky ke dvéma mimob&zkam, jeZ jsou rovnobézné s danou rovinou,
tvoii tzv. parabolicky hyperboloid.

str. — Cviéeni
(6) viz obr. 26.8}

T1+ T+ T3 +Ta 211;963 +212;x4 _ 3x1+3032+x3 + x4

4 a 4 4

13.4], str. — Cviéeni
Jsou—li A, B,C, D kolinearni body takové, Ze E = B? = C—’ﬁ, pak jejich dvojpomér podle
(13.6) vychazi

(ABCD) =

)
Wl Do
i

Kapitola I11

str. — Zduvodnéni véty
Misto ? C ? piSeme U C V.
e U+t je vektorovy podprostor (plyne z definici a bilinearity skalarniho sou¢inu):

x,y €Ut = xwu=0ay.u=0 (prolib. u € U) = (ax+by)u =0 = ax+by € UL,



a reSeni 143

Obrézek 26.8: [Be] Konstrukce bodu §(z1 + @2 + 23 + x4)

e UNU* = {o} (plyne z pozitivni definitnosti skalarniho souéinu):
uclU a uceUt = ulu = u=o.

e U+ U+ =V (plyne z definice a véty o sou¢tu a priniku vektorovych podprostori):

Je-li dimU =k, dimV =n a uy,...,u; je néjaka baze U, pak UL je urceno soustavou k
(nezévislych) rovnic v n neznamych:

Ut ={xeV|x.u; =0,...,x.u;, =0}.
Proto je dim U+ = n — k. Navic plati
dim(U + U*+) = dimU 4+ dimU* —dim(UNUH) =k +n—k—-0=n.

Protoze n = dim V, musi byt U + U+ = V. O

str. — Podivné vlastnosti kolmosti

Uvazme 4-rozmérny eukleidovsky prostor £ a n&jakou kolmou bézi (e, eq, €3, e4) zaméteni ?
Sta&i zvolit napf. podprostory B,C C F C &, jejichz zaméfeni jsou 5 = (eq,esz), = (e, e3)
a ? = (e1, eq, €3).
. 2 2, L . 2
V eukleidovském prostoru 7 plati B = (e3) C (e1,e3) = 7, tedy B a C jsou kolmé v F.
1

Avgak v eukleidovském prostoru ? pozorujeme: g = (e3,ey4), co’ v z4dném piipads neob-

sahuje, ani neni obsazeno v (e1,e3) = C, tedy B a C nejsou kolmé v £.
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