
Kombinatorika - úlohy

Základní kombinatorická pravidla (pravidlo sou£inu, pravidlo sou£tu, Dirichlet·v
princip)

Metodické poznámky. Tyto úlohy je vhodné uºít k dal²ímu procvi£ení (p°ípadn¥ k maturitnímu opakování)
v situaci, kdy jsou studenti seznámeni se základními kombinatorickými pravidly a pojmy (variace, kombinace,
permutace) a mají procvi£eny jednodu²²í rutinní úlohy na jejich vyuºití.

U následujících úloh není nutné klást d·raz na to, zda se jedná nap°. o variace £i kombinace. Lze jimi
vést studenty k p°emý²lení, jakého kombinatorického pravidla uºít a následného zd·vodn¥ní pro£ tomu tak
je. Úlohy jsou p°itom voleny tak, aby se jednotlivá pravidla st°ídala a prolínala a studenti tedy p°i jejich
°e²ení nepostupovali mechanicky. Úlohy jsou °azeny s rostoucí obtíºností.

U n¥kterých úloh se nabízí °e²ení více zp·soby, p°ípadn¥ je vhodné upozornit studenty na úskalí postupu,
který by byl chybný. V takovém p°ípad¥ je v £ásti °e²ení u£in¥na p°íslu²ná poznámka.

Úlohy vedoucí k uºití Dirichletova principu jsou v¥t²inou ve st°edo²kolských u£ebnicích a sbírkách opo-
míjeny. Proto jsou zde za°azeny v samostatné £ásti a v p°ípad¥, ºe studenti toto jednoduché kombinatorické
pravidlo neznají, je moºné tuto £ást vynechat.

1. Ve t°íd¥ studuje 13 dívek a 19 chlapc·.

a) Ur£ete, kolik je ze student· této t°ídy moºné sestavit smí²ených volejbalových druºstev tak, aby
druºstvo bylo tvo°eno práv¥ t°emi dívkami a práv¥ t°emi chlapci. (Dv¥ druºstva, která se li²í
alespo¬ jedním hrá£em, povaºujeme za r·zná. Neuvaºujte o rolích jednotlivých hrá£· v týmu -
nahráva£, sme£a°,...)

b) Kolika zp·soby je moºné v této t°íd¥ zvolit t°í£lennou t°ídní samosprávu (1 zástupce do student-
ského parlamentu, 1 správce t°ídní knihy a 1 t°ídní pokladník)? (Dv¥ t°ídní samosprávy, které jsou
sloºeny ze stejných student·, ale li²í se jejich funkcemi, povaºujeme za r·zné. Jakákoliv osoba m·ºe
zastávat nejvý²e jednu z uvedených funkcí.)

c) Kolika zp·soby je moºné ze student· uvaºované t°ídy vybrat dva tane£ní páry pro p°edtan£ení
na ²kolním plese. (Tane£ní pár tvo°í zásadn¥ 1 dívka a 1 chlapec.)

2. Kolik existuje rovnoramenných trojúhelník·, jejichº v²echny vrcholy leºí ve vrcholech pravidelného
osmiúhelníku? Rovnostranný trojúhelník povaºujeme za speciální p°ípad trojúhelníku rovnoramenného.
Dva trojúhelníky povaºujeme za r·zné, pokud alespo¬ jeden vrchol nemají spole£ný, tzn. nap°. dva
shodné trojúhelníky chápeme jako r·zné, pokud alespo¬ jeden vrchol nemají spole£ný. Rozd¥lme dále
v²echny tyto trojúhelníky do mnoºin tak, aby trojúhelníky, které jsou shodné, leºely vºdy ve stejné
mnoºin¥ a trojúhelníky, které nejsou shodné, leºely vºdy v jiné mnoºin¥. Do kolika mnoºin budou
trojúhelníky tímto zp·sobem rozd¥leny?
Dále ur£ete po£et (ve vý²e popsaném smyslu) v²ech rovnoramenných trojúhelník·, které mají vrcholy
ve vrcholech pravidelného dvanáctiúhelníku.

3. Ur£ete, kolika zp·soby lze sestavit rozvrh na jeden den pro t°ídu, v níº se vyu£uje dvanácti p°edm¥t·m
a kaºdému nejvý²e jednu vyu£ovací hodinu denn¥, má-li se skládat ze ²esti vyu£ovacích hodin (bez
volných hodin) tak, aby se v n¥m vyskytovala matematika?

4. V rovin¥ je dáno n bod·, z nichº p leºí na jedné p°ímce (n, p ∈ N). Krom¥ nich ºádné t°i body na téºe
p°ímce neleºí a dále ºádné £ty°i body neleºí na jedné kruºnici. Udejte, kolik je t¥mito body ur£eno
kruºnic.

5. Ur£ete kolik £ty°ciferných p°irozených £ísel d¥litelných

a) £ty°mi,

b) deseti,

c) dvaceti

1



lze sestavit z £íslic 0, 1, 2, 3, 4, jestliºe se zadané cifry

i) nesmí opakovat,

ii) mohou opakovat.

6. Ve Sportce se losuje 6 £ísel ze 49 a jedno £íslo dodatkové. Sázka se provádí tak, ºe hrá£ podá tiket, ve
kterém zak°íºkuje práv¥ ²est £ísel, o kterých doufá, ºe budou vytaºena. V p°ípad¥, ºe sázející uhodne
v²ech ²est £ísel získává první cenu, trefí-li se do p¥ti z vylosovaných £ísel a je-li ²esté £íslo na jeho tiketu
£íslem dodatkovým, obdrºí cenu druhou. Pokud uhodne práv¥ p¥t vylosovaných £ísel a neuhodne £íslo
dodatkové, dostává cenu t°etí. �tvrtá cena je ud¥lena p°i uhodnutí práv¥ £ty° a pátá p°i správném
tipu práv¥ t°í vylosovaných £ísel. Kolik r·zných tiket· je moºné v této h°e vsadit? Kolika zp·soby (tj.
podáním kolika r·zných tiket·) lze vyhrát kaºdou z uvedených cen?

7. Kolik je na ²achovnici moºných tah·

a) v¥ºe,

b) kon¥?

8. Trezor je zabezpe£en t°emi zámky. K odem£ení kaºdého z nich je t°eba zadat správný kód. Trezor je
p°itom moºné otev°ít pouze p°i sou£asném odem£ení v²ech t°í zámk·, tj. po úsp¥²ném zadání v²ech t°í
správných kód·. Libovolný z t¥chto zámk· p°itom otevírá jediný kód, který navíc vyhovuje následujícím
podmínkám.

• První kód tvo°í dvojciferné p°irozené £íslo, které má ob¥ cifry liché a navzájem r·zné.

• Druhým kódem je trojciferné p°irozené £íslo, které je d¥litelné jedenácti.

• T°etí kód p°edstavuje jednociferné £i dvojciferné £íslo, které dostaneme, pokud se£teme poslední
cifru prvního kódu s poslední cifrou druhého kódu.

a) Ur£ete po£et v²ech £ísel, která mohou být kódem k prvnímu zámku (o ostatních zámcích v této
souvislosti neuvaºujte).

b) Ur£ete po£et v²ech £ísel, která mohou být kódem k druhému zámku (o ostatních zámcích v této
souvislosti neuvaºujte).

c) Ur£ete po£et v²ech £ísel, která mohou být kódem ke t°etímu zámku (v závislosti na informacích
z £ástí a) a b)).

d) Zjist¥te po£et v²ech (uspo°ádaných) trojic £ísel vyhovujících zadaným podmínkám, které by bylo
pot°eba vyzkou²et, abychom m¥li jistotu, ºe trezor otev°eme.

9. Kolik p°ímek ur£uje 9 r·zných bod·, z nichº 4 leºí na jedné p°ímce a ºádné 3 dal²í jiº na jedné p°ímce
neleºí. Výsledek vy£íslete.

10. Kolika zp·soby lze z mnoºiny v²ech dvojciferných p°irozených £ísel vybrat dv¥ (r·zná) £ísla (bez ohledu
na po°adí) tak, aby jejich sou£in byl d¥litelný t°emi.

11. Anagramem rozumíme libovolné �slovo� (bez ohledu na to, zda dává smysl), které lze získat z písmen
jistého daného slova a to tak, ºe kaºdé písmeno je v tomto �slov¥� pouºito práv¥ tolikrát, kolikrát se
v daném slov¥ vyskytuje. P·vodní slovo a z n¥j utvo°ený anagram tedy mají stejnou délku, tj. kaºdé
z nich je sloºeno ze stejného po£tu písmen. Nap°íklad �slovo� TURAMITA je jedním z anagram·, který
je vytvo°en ze slova MATURITA.

a) Kolik anagram· lze utvo°it z písmen slova GYMNÁZIUM? (P·vodní slovo GYMNÁZIUM pova-
ºujte za jeden z hledaných anagram·.)

b) V kolika anagramech, které jsou utvo°eny z písmen slova GYMNÁZIUM, se vyskytují dv¥ písmena
M bezprost°edn¥ vedle sebe (tzn. kaºdý vyhovující anagram obsahuje �podslovo� typu MM)?
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c) V kolika anagramech, které jsou utvo°eny z písmen slova GYMNÁZIUM, se ºádné dv¥ samohlásky
nevyskytují bezprost°edn¥ vedle sebe (tzn. kaºdý vyhovující anagram má mezi libovolnými dv¥ma
samohláskami alespo¬ jednu souhlásku)?

12. V obchod¥ nabízí tenisové mí£e £ty° r·zných zna£ek - Dunlop, Penn, Slazenger a Wilson. V²echny
jsou baleny v dózách po £ty°ech kusech. Kolika zp·soby si m·ºe Ale² koupit 8 dóz? Kaºdé zna£ky má
prodejce více neº 8 dóz.

13. Do sout¥ºe se zapojilo 1 023 ú£astník·, p°i£emº 980 z nich zaslalo správnou odpov¥¤ a bude mezi n¥
rozd¥leno 5 kniºních cen. Ur£ete kolika zp·soby m·ºe rozd¥lení cen dopadnout, jestliºe

a) v²echny knihy jsou stejné a kaºdý výherce dostane práv¥ jednu z nich,

b) se jedná o 5 r·zných knih a kaºdý výherce dostane práv¥ jednu z nich,

c) v²echny knihy jsou stejné a libovolný výherce m·ºe dostat i více knih,

d) se jedná o 5 r·zných knih a libovolný výherce m·ºe dostat i více knih.

Výsledky sta£í ur£it pomocí výraz· sestavených z faktoriál·, kombina£ních £ísel, ... a není t°eba je
vy£íslovat.

14. Kolika zp·soby lze rozlosovat 16 tenist· do dvojic pro první kolo turnaje? Dal²í pr·b¥h turnaje (tj.
p°ípadné soupe°e v dal²ích kolech) neuvaºujte.

15. Na kostkách domina je v kaºdém poli znázorn¥no 0 - 10 bod·, p°i£emº libovolná z moºných dvojic
je na práv¥ jedné kostce. Kolik kostek má tato hra? Kolika zp·soby je moºné ze v²ech kostek vybrat
jednu dvojici kostek tak, aby bylo moºné je p°iloºit k sob¥?

�e²ení, návody a výsledky:

1. a) Vzhledem k tomu, ºe nezáleºí na po°adí, vybereme dívky
(
13
3

)
a chlapce

(
19
3

)
zp·soby, tj. druºstev

je 13·12·11
3!
· 19·18·17

3!
= 286 · 969 = 277 134.

b) Nezáleºí na pohlaví, tedy 32 · 31 · 30 = 29 760.

c) Pro výb¥r prvního páru je 13 · 19 = 247 moºností, pro výb¥r druhého páru je 12 · 18 = 216
moºností. Protoºe na po°adí pár· nezávisí, je moºností výb¥ru 247·216

2
= 26 676.

2. �ádný trojúhelník vepsaný p°edepsaným zp·sobem do pravidelného osmiúhelníku nem·ºe být rov-
nostranný. Osmi zp·soby vybereme hlavní vrchol a dále máme t°i moºnosti pro výb¥r základny, tj.
existuje práv¥ 24 rovnoramenných trojúhelník· vyhovujících zadání, které lze popsaným zp·sobem
rozd¥lit do t°í mnoºin (kaºdá obsahuje osm prvk·).
V pravidelném dvanáctiúhelníku se jiº objeví i trojúhelníky rovnostranné, dle zadané konvence jejich
po£ítání jsou celkem 4. Dále m·ºeme analogicky jako v p°edchozím ur£it po£et v²ech rovnoramenných
trojúhelník·, které nejsou rovnostranné. Dvanácti zp·soby vybereme hlavní vrchol a z·stanou nám
£ty°i moºnosti, jak zvolit základnu. Dohromady tedy máme 4 + 12 · 4 = 52 vyhovujících trojúhelník·.

3. Z jedenácti p°edm¥t· (mimo matematiky) vybereme dal²ích 5, které se budou v daný den spole£n¥
s matematikou vyu£ovat. To lze ud¥lat

(
11
5

)
zp·soby. Jednotlivé p°edm¥ty zbývá rozmístit do rozvrhu.

Je moºné je uspo°ádat 6! zp·soby. Dá se tedy sestavit(
11

5

)
· 6! =

11!

6! · 5!
· 6! = 11 · 10 · 9 · 8 · 7 · 6 = 332 640

r·zných rozvrh·. Výsledek je moºné zd·vodnit rovn¥º tak, ºe nejprve ²esti zp·soby vybereme hodinu,
v níº bude vyu£ována matematika a dále budeme postupn¥ zapl¬ovat neobsazené vyu£ovací hodiny.
K obsazení prvního volného místa v rozvrhu máme volbu z jedenácti p°edm¥t·, pro druhé místo uº
jen z desíti p°edm¥t·, atd. aº poslední páté pole zaplníme libovolným ze zbývajících sedmi p°edm¥t·.
Uºitím kombinatorického pravidla sou£inu jiº dostáváme vý²e uvedený výsledek.
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4. Libovolné t°i ze zadaných bod·, které navíc neleºí na jedné p°ímce, ur£ují jednozna£n¥ kruºnici.
Vybereme-li v²ak trojici bod· leºících na jedné p°ímce, neexistuje ºádná kruºnice, na níº by tyto 3
body sou£asn¥ leºely. Hledaných kruºnic tedy je

(
n
3

)
−
(

p
3

)
.

5. a) �íslo je d¥litelné £ty°mi práv¥ tehdy, kdyº jeho poslední dvoj£íslí je d¥litelné £ty°mi. Budeme tedy
zvlá²´ uvaºovat o jednotlivých p°ípadech podle toho jakou cifrou (ciframi) £íslo kon£í. Musí to být
n¥která z £íslic 0, 2, 4 (poslední dvoj£íslí m·ºe být jen a pouze tvaru 00, 20, 40, 12, 32, 04, 24,
44).

i) Cifry se neopakují.
� Kon£í-li £íslo nulou, máme pro výb¥r p°edposlední £íslice dv¥ moºnosti (2 nebo 4), na
první pozici m·ºeme umístit libovolnou z dosud nepouºitých t°í £íslic a dv¥ moºnosti
výb¥ru je²t¥ zbývají na druhou pozici. �ísel kon£ících nulou tedy je 3 · 2 · 2 = 12.
� Kon£í-li £íslo dvojkou, máme pro výb¥r p°edposlední £íslice dv¥ moºnosti (1 nebo 3), dále
je t°eba obsadit první pozici, nebo´ jsme vázáni tím, ºe zde nesmí být nula - máme tedy
dv¥ moºnosti výb¥ru. Kone£n¥ pro zapln¥ní druhé pozice máme téº dv¥ moºnosti (m·ºe
tam být 0 nebo zbývající nepouºitá £íslice). �ísel kon£ících dvojkou tedy je 2 · 2 · 2 = 8.
� Kon£í-li £íslo dvoj£íslím 04, máme pro výb¥r první £íslice t°i moºnosti a pro obsazení
druhé pozice dv¥ moºnosti. �ísel kon£ících dvoj£íslím 04 tedy je 3 · 2 = 6.
� Kon£í-li £íslo dvoj£íslím 24, máme pro výb¥r první £íslice dv¥ moºnosti (nesmíme tam
umístit 0) a pro obsazení druhé pozice op¥t dv¥ moºnosti. �ísel kon£ících dvoj£íslím 24
tedy je 2 · 2 = 4.

Zji²´ujeme, ºe £ísel d¥litelných £ty°mi (za podmínky neopakujících se cifer) je celkem 12 +
8 + 6 + 4 = 30.

ii) Cifry se mohou opakovat. Pro obsazení posledního dvoj£íslí máme práv¥ 8 moºností (00, 20,
40, 12, 32, 04, 24, 44). Ve v²ech p°ípadech dále platí, ºe na první pozici m·ºeme umístit
libovolnou nenulovou £íslici (máme 4 moºnosti volby), na druhé pozici ºádné omezení není -
máme zde 5 moºností. Zji²´ujeme, ºe £ísel d¥litelných £ty°mi (za podmínky moºného opakování
se cifer) je celkem 4 · 5 · 8 = 160.

b) V p°ípad¥ d¥litelnosti deseti je nutné a sta£í, aby poslední cifrou byla nula.

i) Cifry se neopakují. Na první pozici lze vybrat libovolnou ze £ty° zbývajících cifer, na dal²í ze
t°í a na t°etí z·stává volba ze dvou moºností, existuje tedy 4 · 3 · 2 = 24 takových £ísel.

ii) Cifry se mohou opakovat. Na první pozici lze vybrat libovolnou ze £ty° cifer (krom¥ nuly), na
druhou a na t°etí pozici pak jakoukoliv z p¥ti uvaºovaných cifer, existuje tedy 4 · 5 · 5 = 100
takových £ísel.

c) Pro d¥litelnost dvaceti je nutné a sta£í z £ísel, o kterých jiº víme, ºe jsou d¥litelná £ty°mi vybrat
ta, která jsou i d¥litelná p¥ti. Vzhledem k tomu, ºe £íslici 5 neuvaºujeme, jsou to práv¥ ta £ísla,
která kon£í nulou.

i) Cifry se neopakují. Jedná se o 12 £ísel (viz zd·vodn¥ní vý²e - £ást a), oddíl i), první odráºka).
ii) Cifry se mohou opakovat. Pro obsazení posledního dvoj£íslí máme práv¥ 3 moºnosti (00, 20,

40). Ve v²ech p°ípadech dále platí, ºe na první pozici m·ºeme umístit libovolnou nenulovou
£íslici (máme 4 moºnosti volby), na druhé pozici ºádné omezení není - máme zde 5 moºností.
Zji²´ujeme, ºe £ísel d¥litelných dvaceti (za podmínky moºného opakování se cifer) je celkem
4 · 5 · 3 = 60.

6. R·zných tiket· lze podat
(
49
6

)
= 13 983 816, první cenu v²ak zajistí jediný z nich. V p°ípad¥ druhé

ceny je t°eba mít na tiketu dodatkové £íslo a dále p¥t z vylosovaných £ísel, tzn. ²esti zp·soby m·ºeme
zvolit to z vylosovaných £ísel, které na tiketu nemáme. Proto práv¥ 6 r·zných tiket· m·ºe vyhrávat
druhou cenu. Vynásobíme-li t¥chto ²est moºností, jak uhodnout správn¥ p¥tici z ²esti vylosovaných
£ísel, £íslem 42, tj. po£tem moºností, jak vybrat poslední £íslo tak, aby nebylo ºádným z ²esti £ísel
vylosovaných ani £íslem dodatkovým, zjistíme, ºe t°etí cenu lze získat podáním n¥kterého z 252 r·zných
tiket·. V p°ípad¥ £tvrté ceny to je

(
6
4

)
·
(
43
2

)
= 13 545 r·zných tiket· a u páté ceny

(
6
3

)
·
(
43
3

)
= 246 820

r·zných tiket·.
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7. a) V¥º se p°i h°e m·ºe dostat na libovolné pole ²achovnice, tzn. pro volbu po£áte£ního pole p°i jejím
tahu máme 64 moºností. V¥ºí je moºné táhnout na libovolné pole v p°íslu²ném sloupci £i °ádku
(krom¥ po£áte£ního). Bez ohledu na polohu po£áte£ního pole je takových polí vºdy 14. Existuje
tedy 64 · 14 = 896 moºných tah· v¥ºe.

b) Po£et tah· kon¥ závisí na poloze p°íslu²ného po£áte£ního pole na ²achovnici. Rozd¥lme ²achovnici
do skupin polí (na disjunktní podmnoºiny) tak, aby ve stejné skupin¥ byla pole, z nichº existuje
stejný po£et tah· kon¥m.

A B C C C C B A
B C D D D D C B
C D E E E E D C
C D E E E E D C
C D E E E E D C
C D E E E E D C
B C D D D D C B
A B C C C C B A

Snadno nahlédneme, ºe z polí typu A (jsou 4) m·ºe k·¬ táhnout dv¥ma zp·soby, z polí typu B
(je jich 8) t°emi zp·soby, z polí typu C (je jich 20) £ty°mi zp·soby, z polí typu D (je jich 16) ²esti
zp·soby a z polí typu E (je jich 16) osmi zp·soby. Moºných tah· kon¥m tedy je 4 · 2 + 8 · 3 + 20 ·
4 + 16 · 6 + 16 · 8 = 336.

8. a) První cifru lze vybrat p¥ti zp·soby, druhou £ty°mi, protoºe nesmíme vybrat cifru, která je pouºita
na prvním míst¥. Proto existuje práv¥ 5 · 4 = 20 £ísel, která mohou být kódem k prvnímu zámku.

b) Nejmen²ím trojciferným £íslem d¥litelným jedenácti je 110, nejv¥t²ím 990. Proto existuje práv¥
990−110

11
+ 1 = 81 £ísel, která mohou být kódem k druhému zámku.

c) Poslední cifra prvního kódu je 1, 3, 5, 7 nebo 9, druhý kód m·ºe kon£it jakýmkoliv £íslem z mnoºiny
{0, 1, . . . , 9}. Snadno nahlédneme, ºe kaºdý z teoreticky moºných sou£t· 1 aº 18 m·ºe být v této
situaci realizován. Proto existuje práv¥ 18 £ísel, která mohou být kódem ke t°etímu zámku.

d) Na míst¥ prvního kódu je moºné vyzkou²et libovolné z 20-i vyhovujících £ísel v úloze a), pro druhý
zámek p°ipadá v úvahu kaºdé z 81 vyhovujících £ísel v £ásti b), ov²em pro t°etí kód jiº ºádnou
volbu nemáme - ten je jednozna£n¥ ur£en výb¥rem p°edchozích dvou £ísel. Je tedy t°eba zkusit
20 · 81 = 1 620 variant trojic £ísel.

9. Popí²eme dv¥ úvahy vedoucí k °e²ení.

• �ty°i body leºí dle zadání na p°ímce, tzn. ur£ují jedinou p°ímku. Výb¥rem libovolné dvojice
ze zbývajících p¥ti bod· bude ur£ena vºdy jiná p°ímka, máme tedy

(
5
2

)
= 10 dal²ích p°ímek.

Kone£n¥ m·ºe být p°ímka ur£ena jedním ze £tve°ice kolineárních bod· a jedním z dal²ích p¥ti
bod·, takových p°ímek je 4 ·5 = 20. Zji²´ujeme, ºe zadané body ur£ují dohromady 1+10+20 = 31
p°ímek.

• Kdyby ºádné t°i body neleºely na jedné p°ímce ur£ovaly by
(
9
2

)
= 36 p°ímek. P°ímku, na které

leºí práv¥ £ty°i zadané body jsme ale po£ítali
(
4
2

)
= 6 krát, a£koliv jsme ji správn¥ m¥li uváºit

pouze jednou. Hledaných p°ímek tedy je 36− 6 + 1 = 31.

10. Sou£in je d¥litelný t°emi práv¥ tehdy, kdyº alespo¬ jeden £initel je d¥litelný t°emi. Z devadesáti dvoj-
ciferných p°irozených £ísel je práv¥ 30 d¥litelných t°emi. Vysv¥tlíme dva zp·soby do°e²ení úlohy.

• Mohou nastat dva vyhovující p°ípady - oba £initelé jsou násobky t°í (lze je vybrat
(
30
2

)
= 435

zp·soby), nebo je d¥litelný t°emi práv¥ jeden z nich (pro výb¥r p°íslu²né dvojice je tedy 30 · 60 =
1 800 moºností). Proto existuje 435 + 1 800 = 2 235 vyhovujících dvojic.

• Od po£tu v²ech neuspo°ádaných dvojic dvojciferných p°irozených £ísel, tj. od £ísla
(
90
2

)
= 4 005

ode£teme po£et nevyhovujících dvojic, tj. po£et dvojic, ve kterých ºádný z £initel· není násobkem
t°í. T¥ch je

(
60
2

)
= 1 770. Ve výsledku tedy dostáváme 4 005− 1 770 = 2 235 vyhovujících dvojic.
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11. a) Uspo°ádejme písmena slova GYMNÁZIUM jakoby byla v²echna r·zná a tento po£et vyd¥lme
dv¥ma, coº odpovídá prohození písmene M, které se nijak neprojeví. Anagram· tedy je 9!

2
=

181 440.

b) Podslovo MM chápejme jako jediné písmeno. Máme tedy uspo°ádat osm r·zných písmen, coº lze
8! = 40 320 zp·soby.

c) Máme 5 souhlásek, které dle schématu

−Souhláska− Souhláska− Souhláska− Souhláska− Souhláska−

vytvo°í 6 pozic (ozna£ených −), které mohou být obsazeny n¥kterou (vºdy ale jedinou) ze £ty°
samohlásek obsaºených ve slov¥ GYMNÁZIUM. Vybereme tedy £ty°i z nich

(
6
4

)
= 15 zp·soby,

dále na n¥ tyto samohlásky rozmístíme 4! = 24 zp·soby a kone£n¥ i souhlásky (na pozice pro
souhlásky) 5!

2
= 60 zp·soby. Hledaných anagram· tedy je 15 · 24 · 60 = 21 600.

12. Kaºdý takový nákup lze zakódovat ²ifrou, kterou tvo°í 8 vodorovných £árek a 3 £árky svislé. Svislé £árky
zna£í jisté p°epáºky mezi £ty°mi p°ihrádkami (druhy mí£·), do kterých rozd¥lujeme osm vodorovných
£árek (totiº dóz mí£·). Nap°. ²ifra

−− || − − −−− | −

zna£í nákup 2 dóz mí£· zna£ky Dunlop (1. p°ihrádka), ºádné dózy zna£ky Penn (2. p°ihrádka), p¥ti
dóz zna£ky Slazenger (3. p°ihrádka) a jedné dózy zna£ky Wilson (4. p°ihrádka). Vzhledem k tomu,
ºe kaºdému z moºných nákup· odpovídá jediná ²ifra a opa£n¥ libovolná ²ifra popisuje jediný nákup
mí£· (tj. p°íslu²né zobrazení je bijektivní), sta£í ur£it, kolik popsaných ²ifer je moºné sestavit. Z osmi
symbol· − a t°í | máme utvo°it ²ifru o celkovém po£tu 11-i znak·. Z jedenácti pozic tedy sta£í vybrat
t°i, na které napí²eme | a na volná místa (jiº bez moºnosti jakékoliv volby) doplníme −. Moºných
nákup· je tedy

(
11
3

)
= 165.

13. a)
(
980
5

)
,

b)
(
980
5

)
· 5! = 980 · 979 · 978 · 977 · 976.

c) Uvaºujme ²ifrování podobn¥ jako v p°edchozí úloze. Lidé, kte°í správn¥ odpov¥d¥li, tvo°í p°ihrádky
(k jejich odd¥lení pot°ebujeme 979 p°epáºek; nap°. symbol |), do kterých bude rozd¥leno 5 stejných
objekt· (nap°. symbol −). Tedy existuje

(
984
5

)
kód·.

d) Kaºdou knihu je moºné dát libovolnému z 980 kandidát· výhry, tj. moºností je 9805.

14. Z ²estnácti tenist· je t°eba utvo°it osm dvojic. První dvojici losujeme ze v²ech ²estnácti hrá£·, tedy
m·ºe být vybrána

(
16
2

)
zp·soby, druhou dvojici jiº jen ze £trnácti zbývajících hrá£·

(
14
2

)
zp·soby, atd.

Protoºe nás v²ak nezajímá dal²í pr·b¥h turnaje, není podstatné po°adí vylosovaných dvojic (tedy jejich
umíst¥ní v pavouku turnaje). To znamená, ºe sou£in nazna£ených kombina£ních £ísel je pot°eba vyd¥lit
£íslem 8!, které udává po£et zp·sob·, jak se°adit jiº vylosovaných osm dvojic. Moºností losu tedy je(

16
2

)
·
(
14
2

)
·
(
12
2

)
·
(
10
2

)
·
(
8
2

)
·
(
6
2

)
·
(
4
2

)
·
(
2
2

)
8!

= . . . = 15 · 13 · 11 · 9 · 7 · 5 · 3 = 2 027 025 .

Získaný výsledek je moºné zd·vodnit rovn¥º takto. První hrá£ má 15 moºností výb¥ru soupe°e. Zbyde
14 dal²ích hrá£·, p°i£emº první z nich má 13 moºností výberu soupe°e, atd.

15. Ozna£me k hledaný po£et kostek domina a z po£et zp·sob· výb¥ru dvojice kostek, které lze k sob¥
p°iloºit. Nejprve si uv¥domme, ºe výpo£et k = (10+1)2

2
je chybný, protoºe v £itateli sice kostky, které mají

v obou £ástech r·zný po£et bod·, po£ítáme dvakrát, ale toto jiº neplatí pro kostky se stejným po£tem
bod· na obou stranách. Proto zvlá²´ ur£íme po£et kostek, které mají v obou £ástech r·zný po£et bod·
a p°i£teme po£et kostek, které mají v obou £ástech stejný po£et bod·, tedy k = 11·10

2
+ 11 = 66. Dále

z = 11 ·
(
11
2

)
= 605, nebo´ jedenácti zp·soby vybereme po£et bod·, který bude na obou kostkách

(abychom je mohli p°iloºit k sob¥) a z jedenácti kostek, které tento po£et bod· obsahují, vybereme
libovolné dv¥.
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Úlohy vyuºívající Dirichlet·v princip

1. P°edpokládejme, ºe ºádný £lov¥k nem·ºe mít na hlav¥ více neº 300 000 vlas·. Dokaºte, ºe pak v Brn¥
musí ºít alespo¬ dva lidé, kte°í mají stejný po£et vlas·.

2. Adam skladuje své ponoºky v jednom nepr·hledném pytli. Má v n¥m ponoºky £ty° r·zných barev -
bílé, £erné, modré a ²edé (od kaºdé barvy alespo¬ 10 kus·). Zda se jedná o ponoºky na pravou £i levou
nohu, to Adam zásadn¥ nerozli²uje. Kolik ponoºek musí z pytle náhodn¥ vytáhnout, aby m¥l jistotu,
ºe z nich zkompletuje

a) alespo¬ jeden pár (bez ohledu na to jaké bude barvy),

b) alespo¬ dva páry (bez ohledu na to jaké budou barvy),

c) alespo¬ dva páry téºe barvy (bez ohledu na to jaké bude barvy).

3. Na p°edstavení v divadle se se²lo n divák·. Dokaºte, ºe mezi nimi jsou alespo¬ dva, kte°í ve skupin¥
t¥chto n lidí mají stejný po£et p°átel. P°átelství p°itom povaºujeme za vzájemný vztah, tedy je-li osoba
A p°ítelem osoby B, pak i opa£n¥ osoba B povaºuje A za svého p°ítele.

4. V rovin¥ je dáno 31 takových bod·, ºe v libovolné trojici z nich lze najít dva body, jejichº vzdálenost
není v¥t²í neº 3 cm. Dokaºte, ºe existuje kruh s pr·m¥rem 6 cm, v n¥mº leºí alespo¬ 16 z t¥chto bod·.

5. Dokaºte, ºe z kaºdé skupiny sedmi prvo£ísel lze vybrat dvojici, která kon£í stejnou £íslicí. Z jakého
nejmen²ího po£tu prvo£ísel bychom mohli vybrat trojici £ísel kon£ících stejnou cifrou?

6. Z mnoºiny v²ech dvouciferných p°irozených £ísel vyberte co nejv¥t²í po£et £ísel tak, aby

a) rozdíl ºádných dvou z vybraných £ísel nebyl d¥litelný devíti,

b) sou£et ºádných dvou z vybraných £ísel nebyl d¥litelný devíti.

Zd·vodn¥te, pro£ vámi nalezený výb¥r má poºadovanou vlastnost a pro£ ºádný výb¥r v¥t²ího po£tu
£ísel zadání úlohy nem·ºe vyhov¥t.

�e²ení, návody a výsledky:

1. Je v²eobecn¥ známo, ºe Brno má více neº 350 000 obyvatel. M·ºeme je my²lenkov¥ rozd¥lit do skupinek
podle po£tu vlas·, které má kaºdý na své hlav¥. Je evidentní, ºe musí existovat skupinka, která obsahuje
alespo¬ dv¥ osoby.

2. a) 5 (£ty°i by je²t¥ mohly být kaºdá jiné barvy);

b) 7 (z ²esti ponoºek musí být nutn¥ schopen poskládat pár, dále m·ºe mít po jednom kusu ponoºek
£ty° r·zných barev, které pár netvo°í);

c) 13 (dvanáct ponoºek m·ºe být takových, ºe má práv¥ t°i kusy od kaºdé barvy).

3. Rozd¥lme diváky do p°ihrádek podle po£tu p°átel, které ve skupin¥ divák· mají. Kaºdý mezi p°ítom-
nými má 0 aº n− 1 p°átel, coº p°edstavuje n p°ihrádek. Ov²em, je-li v hledi²ti taková osoba, která se
p°átelí se v²emi ostatními diváky, pak tam není nikdo, kdo by nem¥l ºádného p°ítele. To znamená, ºe
alespo¬ jedna z p°ihrádek, které obsahují 0 a n− 1 p°átel, musí z·stat prázdná. Proto rozd¥lujeme n
osob pouze do n− 1 p°ihrádek, takºe v alespo¬ jedné z nich budou alespo¬ dv¥ osoby.

4. Vyberme takové dva z t¥chto bod·, jejichº vzdálenost je v¥t²í neº 3. Pokud by neexistovaly, byli bychom
hotovi. Uvaºme dva kruhy se st°edy v t¥chto dvou zvolených bodech, kaºdý s polom¥rem 3 cm. Dle
zadání kaºdý dal²í bod musí leºet v alespo¬ jednom z t¥chto kruh·, proto v alespo¬ jednom z nich
takových bod· musí existovat alespo¬ 16.
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5. Prvo£íslo z°ejm¥ nem·ºe kon£it ºádnou £íslicí z mnoºiny {0, 4, 6, 8}. Rozd¥líme-li sedm £ísel do ²esti
p°ihrádek podle toho, jakou £íslicí kon£í, zjistíme, ºe v alespo¬ jedné z t¥chto p°ihrádek musí být alespo¬
dv¥ £ísla. Pro odpov¥¤ na druhou £ást otázky je t°eba si uv¥domit, kolik £ísel m·ºe být v jednotlivých
p°ihrádkách obsaºeno. Sudé prvo£íslo existuje jediné - £íslo 2, taktéº prvo£íslo kon£ící cifrou 5 existuje
pouze jedno, ostatní p°ihrádky mohou obsahovat £ísel více (nap°. kaºdé z £ísel 11, 31, 3, 13, 7, 17, 19,
29 je prvo£íslem). Proto máme jistotu, ºe z jedenácti prvo£ísel vºdy vybereme trojici £ísel kon£ících
stejnou cifrou. To, ºe tento po£et je s poºadovanou vlastností opravdu nejmen²í, dokazuje mnoºina
deseti prvo£ísel {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 29, 31} z nichº poºadovanou trojici nevybereme.

6. V²echna dvouciferná p°irozená £ísla rozd¥lme do devíti desetiprvkových mnoºin podle toho, jaký dávají
zbytek po d¥lení devíti - tzv. do zbytkových t°íd podle modulu 9.

M0 = {18, 27, . . . , 99} ,
M1 = {10, 19, . . . , 91} ,
M2 = {11, 20, . . . , 92} ,
M3 = {12, 21, . . . , 93} ,
M4 = {13, 22, . . . , 94} ,
M5 = {14, 23, . . . , 95} ,
M6 = {15, 24, . . . , 96} ,
M7 = {16, 25, . . . , 97} ,
M8 = {17, 26, . . . , 98} ,

a) Vybereme-li dv¥ £ísla ze stejné zbytkové t°ídy, pak je jejich rozdíl d¥litelný devíti. Pokud v²ak
zvolíme jakákoliv £ísla ze dvou r·zných t°íd, pak jejich rozdíl evidentn¥ devíti d¥litelný není.
Kdybychom tedy vybrali více neº dev¥t £ísel, musel by se v tomto výb¥ru nutn¥ objevit alespo¬
dvakrát reprezentant téºe zbytkové t°ídy. Vyhoví tedy nejvý²e devítiprvková mnoºina, která bude
obsahovat po jednom zástupci z kaºdé vý²e uvedené zbytkové t°ídy, nap°. mnoºina {10, 11, . . . , 18}.

b) Sou£et dvou £ísel je d¥litelný devíti práv¥ tehdy, kdyº je d¥litelný devíti sou£et zbytk·, které kaºdé
z t¥chto £ísel po d¥lení devíti dává (tzn. sou£et p°íslu²ných index· jednotlivých zbytkových t°íd).
M·ºeme tedy vybrat jednoho reprezentanta t°ídyM0 (sou£et dvou £ísel zM0 by totiº byl d¥litelný
devíti) a v²echny prvky z mnoºin M1, M2, M3 a M4. Dohromady se jedná o 41 vyhovujících £ísel.
V¥t²í po£et £ísel jiº z°ejm¥ nem·ºe vyhov¥t. Uvedené úvahy jsou korektní téº díky skute£nosti,
ºe v²echny zbytkové t°ídy mají stejný po£et prvk·.

Faktoriály, kombina£ní £ísla, binomická v¥ta

Metodické poznámky. Mezi za°azenými úlohami je minimum t¥ch, které vedou na rutinní úpravy výraz·
obsahující faktoriály £i kombina£ní £ísla. Takové úlohy jsou v dostate£né mí°e zastoupeny v dostupných a
b¥ºn¥ pouºívaných st°edo²kolských sbírkách. Pro ilustraci jsou zde za°azeny první dv¥ úlohy tohoto zam¥°ení.
Jsou zám¥rn¥ voleny tak, aby u nich byla nezbytná diskuse podmínek £i provedení zkou²ky.

Zpravidla se nejedná o základní úlohy. V¥t²ina úloh propojuje více témat st°edo²kolské matematiky. Sada
t¥chto úloh op¥t m·ºe poslouºit pro hlub²í procvi£ení probírané látky £i pro maturitní opakování.

U úloh týkajících se £len· binomického rozvoje výrazu (a + b)n je za (k + 1)-ní £len rozvoje povaºován
výraz Ak+1 =

(
n
k

)
an−kbk, kde k ∈ {0, 1, . . . , n}. Pozornost je v¥nována i n¥kolika úlohám, jeº vedou k uºití

jednoduchých d·sledk· vlastností kombina£ních £ísel (viz úloha £. 4) £i binomické v¥ty (viz úloha £. 5), které
mohou být p°i povrchním p°ístupu p°ehlédnuty, a£koliv je lze výhodn¥ pouºít p°i °e²ení úloh z teorie £ísel
(viz úlohy £. 8-10).

V £ásti v¥nované °e²ením úloh jsou v n¥kolika p°ípadech uvedeny návody k alternativním postup·m °e²ení
p°íslu²ných úloh, £i jiné post°ehy, které by mohlo být uºite£né se studenty diskutovat.

1. V nejv¥t²ím £íselném oboru, ve kterém je de�nována, vy°e²te rovnici

log(x+ 6)!− log(x+ 5)! = 2 log x .
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2. V nejv¥t²ím £íselném oboru, ve kterém je de�nována, vy°e²te rovnici(
2

1

)(
x+ 2

x

)
−
(
x− 1

x− 2

)
= 3

(
4

2

)
+

(
6

3

)
.

3. Dokaºte, ºe pro v²echna n ∈ N platí

n∑
k=0

(−1)k

(
n

k

)
2n−k = 1 .

4. Dokaºte, ºe jakékoliv kombina£ní £íslo (tj. £íslo de�nované vztahem
(

n
k

)
= n!

k!(n−k)!
, kde n a k jsou

nezáporná celá £ísla taková, ºe n ≥ k) je vºdy £íslem p°irozeným.

5. K libovolné trojici £ísel a, b ∈ Z a n ∈ N existuje k ∈ Z takové, ºe platí

(a+ b)n = ka+ bn .

Dokaºte.

6. Ur£ete po£et v²ech racionálních s£ítanc· v rozvoji výrazu(
3
√

3 +
4
√

6
)60

.

7. Ur£ete nejmen²í n s následující vlastností. Z libovolných n p°irozených £ísel lze vybrat alespo¬ dv¥
taková, ºe jejich faktoriál kon£í stejnou cifrou. Lze zjistit i o jakou £íslici se jedná? Dále vypo£t¥te,
kolika stejnými £íslicemi kon£í £íslo 132!.

8. S vyuºitím binomické v¥ty dokaºte, ºe pro libovolné n ∈ N platí, ºe výraz

V (n) = 72n − 1

je d¥litelný £íslem 48.

9. S vyuºitím binomické v¥ty vypo£t¥te zbytek po d¥lení £ísla 502 010 £íslem 17.

10. S vyuºitím binomické v¥ty dokaºte, ºe £íslo 1330 − 818 je d¥litelné patnácti.

11. V binomickém rozvoji výrazu (
x · 3
√
x+

1

x2

)n

(n ∈ N, n ≥ 2) je sou£et prvních t°í koe�cient· roven 56. Ur£ete z této podmínky absolutní £len rozvoje
(tj. £len neobsahující x). Své tvrzení podloºte výpo£tem, výsledek vy£íslete. O kolikátý £len rozvoje se
jedná?

12. Vypo£t¥te (
13

4

)
+

(
12

4

)
+ . . .+

(
4

4

)
.

Výsledek p°ípadn¥ m·ºete nechat ve tvaru vhodného kombina£ního £ísla.

13. Uvaºujme mnoºinu M , která má práv¥ n prvk· (n ∈ N). Porovnejte po£et v²ech neprázdných pod-
mnoºin mnoºiny M , které mají sudý po£et prvk· s po£tem v²ech podmnoºin mnoºiny M , které mají
lichý po£et prvk·.

�e²ení, návody a výsledky:
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1. Za podmínky x ∈ N platí

log(x+ 6)!− log(x+ 5)! = 2 log x ⇔ log
(x+ 6)!

(x+ 5)!
= log x2 ⇔ x2 − x− 6 = 0 .

Uvedené rovnici vyhoví ko°eny x1 = −2 a x2 = 3, ale jen x2 vyhoví podmínce; K = {3}.

2. Za podmínky x ∈ N0, x ≥ 2 platí(
2

1

)(
x+ 2

x

)
−
(
x− 1

x− 2

)
= 3

(
4

2

)
+

(
6

3

)
⇔ (x+2)(x+1)−(x−1) = 3·6+20 ⇔ x2+2x−35 = 0 .

Uvedené rovnici vyhoví ko°eny x1 = −7 a x2 = 5, ale jen x2 vyhoví podmínce; K = {5}.

3. Plyne z binomické v¥ty pro a = 2 a b = −1.

4. • Tvrzení plyne bezprost°edn¥ z kombinatorického významu kombina£ního £ísla, které udává po£et
v²ech k-prvkových podmnoºin n- prvkové mnoºiny. Tento po£et musí být p°irozeným £íslem.

• Poznamenejme, ºe zd·vodn¥ní je moºné vést i pomocí Pascalova trojúhelníku, chápeme-li jej
jako schéma, které obsahuje v²echna kombina£ní £ísla. Nedílnou sou£ástí tohoto postupu pak
je zd·vodn¥ní, ºe pro libovolná nezáporná celá £ísla n a k taková, ºe n ≥ k + 1, platí vztahy(

n
0

)
=
(

n
n

)
= 0 a

(
n
k

)
+
(

n
k+1

)
=
(

n+1
k+1

)
.

• Vhodné je studenty upozornit na p°ímý d·sledek dokázaného tvrzení. Protoºe pro uvaºovaná £ísla
n a k platí (

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
,

znamená skute£nost, ºe kaºdé kombina£ní £íslo je £íslem p°irozeným také to, ºe sou£in libovolných
k po sob¥ jdoucích p°irozených £ísel je vºdy d¥litelný £íslem k!.

5. Podle binomické v¥ty platí

(a+ b)n =

(
n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b+ . . .+

(
n

k

)
an−kbk + . . .+

(
n

n− 1

)
abn−1 +

(
n

n

)
bn .

Po vytknutí £ísla a ze v²ech s£ítanc· krom¥ posledního odtud dostáváme

(a+ b)n = a

[(
n

0

)
an−1 +

(
n

1

)
an−2b+ . . .+

(
n

k

)
an−k−1bk + . . .+

(
n

n− 1

)
bn−1

]
+ bn .

V p°edchozí úloze jsme vysv¥tlili, ºe kaºdé kombina£ní £íslo je £íslem p°irozeným, proto je vzhledem
k zadaným podmínkám celá hranatá závorka rovna jistému celému £íslu. Ozna£íme-li jej k, obdrºíme
dokazovaný tvar rovnosti.

6. Pro (k + 1)-ní s£ítanec podle binomické v¥ty platí

Ak+1 =

(
60

k

)
· 3

60−k
3 · (2 · 3)

k
4 =

(
60

k

)
· 320− k

12 · 2
k
4 .

To znamená, ºe k tomu, aby byl (k + 1)-ní s£ítanec racionální, je nutné a sta£í, aby nezáporné
celé £íslo k ≤ 60 bylo d¥litelné dvanácti. Tuto vlastnost má práv¥ kaºdé k z ²estiprvkové mnoºiny
{0, 12, 24, 36, 48, 60}. Racionálních s£ítanc· je v zadaném rozvoji 6.

7. Víme, ºe 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24. Dále z°ejm¥ platí, ºe £íslo n! je pro n > 4 d¥litelné
desíti a tudíº kon£í nulou. Mají-li faktoriály dvou p°irozených £ísel kon£it stejnou cifrou, musí to tedy
být nula. Z libovolné ²estice p°irozených £ísel takovou dvojici vºdy vybereme, z p¥tice p°irozených
£ísel (nap°. z mnoºiny {1, 2, 3, 4, 5}) to jít nemusí, tedy n = 6. Zbývá zjistit kolika nulami kon£í £íslo
132!. Bude to tolik nul, jaká je mocnina £ísla 5 (ozna£me ji m) v rozkladu £ísla 132! na sou£in prvo£ísel
(mocnina £ísla 2 v tomto rozkladu je z°ejm¥ vy²²í). Mnoºina násobk· p¥ti men²ích neº 133, tj. mnoºina
{5, 10, 15, . . . , 130} obsahuje 130−5

5
+ 1 = 26 £ísel, p°i£emº p¥t z nich je násobkem £ísla 52 (£ísla 25, 50,

75, 100 a 125), poslední z nich je dokonce násobkem £ísla 53. Proto m = 26 + 5 + 1 = 32. �íslo 132!
tedy kon£í 32 nulami.
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8. Platí
V (n) = 72n − 1 = 49n − 1 = (48 + 1)n − 1 .

Podle d·sledku binomické v¥ty z úlohy £. 5 dále platí, ºe kaºdý s£ítanec krom¥ posledního v rozvoji
(48 + 1)n je násobkem £ísla 48, poslední s£ítanec je roven jedné, tj. (48 + 1)n = 48k + 1, kde k ∈ N.
Proto V (n) = 48k, £ímº je tvrzení dokázáno.

9. Platí
502 010 = (51− 1)2 010 = 51k + (−1)2 010 = 51k + 1 = 17 · 3k + 1 ,

kde k ∈ Z. �íslo 502 010 tedy po d¥lení sedmnácti dává zbytek 1.

10. Dokaºme postupn¥ d¥litelnost £ísla 1330 − 818 t°emi a p¥ti.

1330 − 818 = (12 + 1)30 − (9− 1)18 = 12k + 130 − [9l + (−1)18] = 3(4k − 3l) ,
1330 − 818 = 16915 − 649 = (170− 1)15 − (65− 1)9 = 5(34m− 13n) ,

kde k, l, m a n jsou celá £ísla. Vzhledem k nesoud¥lnosti £ísel 3 a 5 z uvedeného plyne d¥litelnost £ísla
1330 − 818 patnácti.

11. Za podmínky n ∈ N, n ≥ 2 dle zadání platí(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
= 56 ⇔ 1+n+

n(n− 1)

2
= 56 ⇔ n2+n−110 = 0 ⇔ (n−10)(n+11) = 0 .

Uvedené rovnici vyhoví ko°eny n1 = 10 a n2 = −11, ale jen n1 vyhoví podmínce. Pro hledaný (k+1)-ní
£len rozvoje uvaºovaného výrazu (pro n = 10) tedy dostáváme podmínku (c zna£í dosud neznámou
konstantu, kterou ur£íme dal²ím výpo£tem)

Ak+1 =

(
10

k

)(
x

4
3

)10−k (
x−2
)k

= c · x0 ⇒ x
4(10−k)

3
−2k = x0 ⇔ 40− 10k = 0 ⇔ k = 4 .

Jedná se tedy o pátý £len rozvoje. Snadno jiº dopo£teme, ºe

A5 = c =

(
10

4

)(
x

4
3

)6 (
x−2
)4

=

(
10

4

)
= 210 .

12. Nazna£íme více zp·sob· °e²ení.

• Moºné je v²ech deset kombina£ních £ísel vy£íslit a se£íst, není to v²ak výhodné. Tento p°ípadný
výpo£et je ponechán na £tená°i, výsledek je 2 002.

• Uvaºujme mnoºinu, jejíº prvky tvo°í £ísla 1, 2, . . . , 14. Víme, ºe existuje práv¥
(
14
5

)
p¥tiprvkových

podmnoºin této mnoºiny. Ur£eme tento po£et jiným zp·sobem - pomocí kombinatorického pravi-
dla sou£tu. Uvaºujme, kolik existuje p¥tiprvkových podmnoºin uvaºované mnoºiny s konkrétním
nejv¥t²ím prvkem. Je-li jím £íslo 14, pak do tvo°ené podmnoºiny sta£í doplnit libovolná 4 ze zbý-
vajících t°inácti £ísel, to lze provést

(
13
4

)
zp·soby. Pokud jím je £íslo 13, je takových podmnoºin(

12
4

)
(£íslo 14 v ní být nesmí), atd. Poslední v této posloupnosti je pak mnoºina {1, 2, 3, 4, 5},

jejímº nejv¥t²ím prvkem je £íslo 5. Zbývající prvky jsou jiº ur£eny jednozna£n¥, vybíráme je totiº(
4
4

)
zp·soby. Touto kombinatorickou úvahou jsme zd·vodnili, ºe uvaºovaný sou£et je roven

(
14
5

)
.

• Jedním z nejznám¥j²ích sou£t· kombina£ních £ísel, je vlastnost na základ¥ jejíº platnosti je sesta-
ven Pascal·v trojúhelník. Není t¥ºké dokázat, ºe

(
n
k

)
+
(

n
k+1

)
=
(

n+1
k+1

)
, kde n a k jsou nezáporná

celá £ísla taková, ºe n ≥ k+1. Mohlo by nás proto napadnout uºít tuto vlastnost i pro zadaný vý-
po£et. Je k tomu t°eba pouze náhrady s£ítance

(
4
4

)
£íslem

(
5
5

)
, které je mu v²ak rovno. Postupnými

výpo£ty (
5

4

)
+

(
5

5

)
=

(
6

5

)
,

(
6

4

)
+

(
6

5

)
=

(
7

5

)
, . . . ,

(
13

4

)
+

(
13

5

)
=

(
14

5

)
,

se dobereme stejného záv¥ru jako p°i p°edchozích výpo£tech jinými metodami.
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13. První výraz je tvaru
(

n
2

)
+
(

n
4

)
+ . . . +

(
n
k

)
, kde k = n − 1 v p°ípad¥, ºe n je liché, resp. k = n, je-li n

sudé. Druhý z porovnávaných výraz· je pak tvaru
(

n
1

)
+
(

n
3

)
+ . . . +

(
n
l

)
, kde l = n v p°ípad¥, ºe n je

liché, resp. l = n− 1, je-li n sudé.

• �e²ení vyuºívající binomické v¥ty. V²imneme-li si, ºe v porovnávaných výrazech vystupuje práv¥
jednou kaºdé z kombina£ních £ísel

(
n
1

)
,
(

n
2

)
, . . . ,

(
n
n

)
, mohlo by nás napadnout uºít binomický rozvoj

0 = (1− 1)n =

(
n

0

)
−
(
n

1

)
+

(
n

2

)
−
(
n

3

)
+ . . .+ (−1)n

(
n

n

)
.

Odtud vidíme, ºe kdybychom k prvnímu s£ítanci p°idali £íslo
(

n
0

)
(tj. prázdnou mnoºinu), pak by

se oba výrazy rovnaly. Tedy po£et v²ech podmnoºin mnoºiny M s lichým po£tem prvk· je o 1
v¥t²í neº po£et v²ech neprázdných podmnoºin mnoºiny M se sudým po£tem prvk·.

• �e²ení kombinatorickou úvahou. Vyberme v mnoºin¥ M pevn¥ libovolný prvek a ozna£me ho p.
S kaºdou podmnoºinou mnoºiny M nyní provedeme tuto operaci. Obsahuje-li daná podmnoºina
prvek p, p°i°adíme k ní podmnoºinu, která z ní vznikne vypu²t¥ním prvku p. Opa£n¥ pokud prvek
p v dané podmnoºin¥ neleºí, p°i°adíme k ní podmnoºinu, která z ní vznikne p°idáním prvku p.
Popsané zobrazení je bijektivní, p°i£emº libovolné neprázdné podmnoºin¥ mnoºiny M se sudým
po£tem prvk· je p°i°azena podmnoºina mnoºiny M s lichým po£tem prvk·, prázdné mnoºin¥ je
p°i°azena mnoºina {p} a opa£n¥. Proto je po£et v²ech podmnoºin mnoºiny M s lichým po£tem
prvk· o 1 v¥t²í neº po£et v²ech neprázdných podmnoºin mnoºiny M se sudým po£tem prvk·.

Úlohy s omezujícími podmínkami

Metodické poznámky. Tyto úlohy navazují na úvodní sadu úloh, kterou dopl¬ují o mírn¥ sloºit¥j²í a kom-
plexn¥j²í úlohy. Jejich °e²ení se £asto neomezuje pouze na základní uºití elementárních kombinatorických
pravidel, ale vyºaduje hlub²í úvahu. �e²itel zde téº ve v¥t²í mí°e uplatní poznatky z jiných oblastí matema-
tiky. Uºít t¥chto úloh je vhodné na záv¥r celku v¥novaného kombinatorice - pro shrnutí, p°ípadn¥ opakování.
N¥které úlohy jsou vhodné spí²e pro talenty a zájemce o matematiku.

1. V kolika bodech se protínají úhlop°í£ky konvexního n-úhelníku (n ≥ 4), jestliºe ºádné t°i z nich nemají
spole£ný bod?

2. Ur£ete po£et v²ech £ty°ciferných £ísel d¥litelných devíti, která jsou sestavena z cifer 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
jestliºe kaºdá cifra smí být pouºita nejvý²e jednou.

3. Zjist¥te, kolik r·zných £ty°ciferných £ísel d¥litelných £íslem 36 lze sestavit z £íslic 0, 1, 2, 3, 4 tak, aby
se v nich ºádná £íslice neopakovala. V²echna tato £ísla vypi²te.

4. Kolika zp·soby lze z mnoºiny v²ech nejvý²e dvojciferných p°irozených £ísel vybrat dv¥ (r·zná) £ísla
(bez ohledu na po°adí) tak, aby jejich sou£et byl d¥litelný t°emi?

5. Nech´ je dána mnoºina
M = {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9} .

Ur£ete, kolika zp·soby lze z mnoºiny M vybrat osm r·zných £ísel (tzn. ºádné z vybraných £ísel se
nesmí opakovat), které mají tu vlastnost, ºe jejich sou£et je d¥litelný t°emi. Své úvahy a svá tvrzení
zd·vodn¥te.

6. Kolika zp·soby lze rozd¥lit 6 hoch· a 4 dívky do dvou p¥ti£lenných druºstev tak, aby v kaºdém druºstvu
byla aspo¬ jedna dívka. Na po°adí druºstev nezáleºí. Výsledek vy£íslete.

7. V kolika anagramech, které jsou utvo°eny z písmen slova MATURITA, se nevyskytují ºádná dv¥ stejná
písmena bezprost°edn¥ vedle sebe (tzn. ºádný vyhovující anagram neobsahuje �podslovo� typu AA,
TT)?
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8. Kolika zp·soby lze rozd¥lit 22 nerozli²itelných mincí do 3 r·zných obálek? V kolika p°ípadech v ºádné
obálce nebude více neº 11 mincí? Výsledky vy£íslete.

9. Na zámku prodávají 5 druh· pohlednic. Náv²t¥vník si chce koupit 8 pohled·. Kolika zp·soby to m·ºe
ud¥lat, chce-li mít od kaºdého druhu alespo¬ jeden kus. V nabídce jsou p°itom pouze poslední 3 pohledy
prvního druhu, pohled· kaºdého z ostatních druh· je více. Výsledek vy£íslete.

10. Kolika zp·soby je moºné uspo°ádat 15 r·zných knih do 4 polic v knihovn¥, jestliºe do kaºdé police
by p°ípadn¥ bylo moºné umístit v²echny tyto knihy sou£asn¥. Na po°adí knih v jednotlivých policích
záleºí. Výsledek sta£í vyjád°it pomocí výraz· sestavených z mocnin, kombina£ních £ísel £i faktoriál·.

11. Kolik °e²ení má

a) v N3
0 rovnice

x1 + x2 + x3 = 20 ,

b) v N3 rovnice
x1 + x2 + x3 = 20 ,

c) v N3
0 nerovnice

x1 + x2 + x3 ≤ 20 ,

d) v N3 nerovnice
x1 + x2 + x3 < 20 ?

12. Kolik rovin ur£uje 12 r·zných p°ímek, z nichº 5 leºí v jedné rovin¥ a ºádné 3 dal²í jiº v jedné rovin¥
neleºí, p°itom v²ak ºádné dv¥ z t¥chto dvanácti p°ímek nejsou mimob¥ºné? Výsledek vy£íslete. Co lze
tvrdit o vzájemné poloze zadaných p°ímek?

13. Ur£ete po£et v²ech trojúhelník·, které mají vrcholy ve vrcholech pravidelného dvanáctiúhelníku a
jejichº strany jsou úhlop°í£kami tohoto dvanáctiúhelníku. Dva trojúhelníky povaºujeme za r·zné, pokud
alespo¬ jeden vrchol nemají spole£ný, tzn. nap°. dva shodné trojúhelníky chápeme jako r·zné, pokud
alespo¬ jeden vrchol nemají spole£ný.

14. Ur£ete, kolika zp·soby lze na ²achovnici rozmístit 8 po dvou rozli²itelných v¥ºí tak, aby se alespo¬ dv¥
z nich vzájemn¥ ohroºovaly.

15. Na kaºdé hran¥ krychle je dáno n (n ≥ 3) r·zných vnit°ních bod·. Ur£ete po£et v²ech trojúhelník· s vr-
choly ve zmín¥ných bodech. Kolik z nich leºí na povrchu krychle? Výsledky upravte do nejjednodu²²ího
moºného tvaru.

16. P°irozené £íslo x budeme nazývat zajímavým, jestliºe existují dv¥ (ne nutn¥ r·zná) dvojciferná p°irozená
£ísla m a n, která se li²í po°adím £íslic, tak, ºe platí x = m+ n. Nap°íklad 176 je tedy zajímavé £íslo,
nebo´ 176 = 97 + 79.

a) Ur£ete nejv¥t²í a nejmen²í zajímavé £íslo.

b) Zjist¥te po£et v²ech zajímavých £ísel.

c) Snadno nahlédneme, ºe £íslam a n, která vystupují v de�ni£ním vyjád°ení £ísla x, nemusí existovat
jednozna£n¥. Nap°íklad 176 = 97 + 79 = 88 + 88. Ur£ete to zajímavé £íslo, které je moºné
v de�ni£ním tvaru vyjád°it nejv¥t²ím moºným po£tem zp·sob· (na po°adí s£ítanc· nebereme
ohled, tj. nap°íklad oba sou£ty 97+79 a 79+97 povaºujeme za jedno de�ni£ní vyjád°ení zajímavého
£ísla 176, ale sou£et 88 + 88 chápeme jako jiný zp·sob vyjád°ení zajímavého £ísla 176).
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17. �tvercovou tabulku o n × n polích nazýváme magickým £tvercem n-tého °ádu, pokud je vypln¥ná ve
v²ech polích £ísly tak, aby se sou£ty p°íslu²ných £ísel v libovolném °ádku, v libovolném sloupci a na
libovolné úhlop°í£ce vzájemn¥ rovnaly. Nap°íklad tabulka

21 34 17 40
31 12 3 66
10 19 78 5
50 47 14 1

je magickým £tvercem 4. °ádu.

a) Má-li být magický £tverec 3. °ádu vypln¥n £ísly x, x+1, . . . , x+8, (kaºdá z t¥chto hodnot má být
pouºita práv¥ jednou) rozhodn¥te, zda hodnota sou£tu £ísel v libovolném °ádku, libovolném sloupci
a na libovolné úhlop°í£ce závisí pouze na hodnot¥ x. Pokud ano, ur£ete tuto hodnotu, pokud ne,
uve¤te kolik moºných sou£t· p°ipadá v úvahu. Svá tvrzení podloºte výpo£tem, p°ípadn¥ jinak
zd·vodn¥te.

b) Sestavte konkrétní p°íklad magického £tverce 3. °ádu, který je tvo°en £ísly 1, 2, . . . , 9 (kaºdá
z t¥chto hodnot má být pouºita práv¥ jednou). Dále zd·vodn¥te, kolik lze najít r·zných magických
£tverc·, které vyhovují t¥mto podmínkám. �tverce, které se li²í pouze oto£ením £i p°eklopením
(tj. libovolné £íslo má v kaºdém z nich vºdy stejné �sousedy�), povaºujeme za stejné. P°ípadn¥
vysv¥tlete, pro£ poºadovaný magický £tverec nelze sestavit. Svá tvrzení zd·vodn¥te.

�e²ení, návody a výsledky:

1. Sta£í si uv¥domit, ºe kaºdý pr·se£ík je jednozna£n¥ ur£en výb¥rem libovolných £ty° vrchol· n-úhelníku.
Libovolná úhlop°í£ka je totiº úse£ka, která je jednozna£n¥ ur£ena svými krajními body. P°íslu²ná
£tve°ice bod· navíc vºdy ur£uje jedinou dvojici protínajících se úhlop°í£ek. Hledaných pr·se£ík· je
tedy

(
n
4

)
.

2. Víme, ºe celé £íslo je d¥litelné devíti práv¥ tehdy, kdyº jeho ciferný sou£et je d¥litelný devíti. Nejmen²í
moºný sou£et £ty° zadaných cifer je 0 + 1 + 2 + 3 = 6, nejv¥t²í naopak 3 + 4 + 5 + 6 = 18. Je tedy
jasné, ºe vyhoví ta £ísla, jejichº ciferný sou£et je 9 nebo 18. Má-li být ciferný sou£et roven osmnácti,
pak musí být dané £íslo sestaveno výhradn¥ z £íslic 3, 4, 5, 6. Takových £ísel lze sestavit 4! = 24, nebo´
kaºdá cifra (dle zadání) musí být pouºita práv¥ jednou. Zkoumejme nyní, z jakých cifer m·ºe být
£íslo sestaveno, má-li jeho ciferný sou£et být 9. Hledejme tedy v²echny rozklady £ísla 9 na sou£et £ty°
r·zných s£ítanc· z mnoºiny {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Pro p°ehlednost budeme s£ítance zapisovat vzestupn¥
podle velikosti. Zji²´ujeme, ºe vyhovující rozklady existují práv¥ t°i

9 = 0 + 1 + 2 + 6 = 0 + 1 + 3 + 5 = 0 + 2 + 3 + 4 .

Snadno rozmyslíme, ºe z kaºdé z uvedených t°í £tve°ic £íslic lze sestavit 3·3! = 18 £ísel spl¬ujících zadané
podmínky (protoºe 0 nem·ºe být na prvním míst¥). Dohromady tedy existuje práv¥ 24 + 3 · 18 = 78
hledaných £ísel.

3. P°irozené £íslo n je d¥litené £íslem 36 práv¥ tehdy, kdyº je d¥litelné devíti a £ty°mi. Nejprve posu¤me
d¥litelnost devíti. Devíti je £íslo n d¥litelné tehdy a jen tehdy, kdyº je devíti d¥litelný jeho ciferný
sou£et. Protoºe sou£et v²ech zadaných cifer je 10, plyne z této podmínky, ºe hledané £íslo bude tvo°eno
ciframi 0, 2, 3, 4, z nichº bude pouºita kaºdá práv¥ jednou.
Nyní se zabývejme d¥litelností £ty°mi. Rozd¥lme hledaná £ísla do skupin podle toho, kterou cifrou
kon£í. Tyto skupiny jsou t°i, nebo´ kaºdé £íslo vyhovující zadání musí být z°ejm¥ sudé. Cifru na míst¥
desítek ur£íme na základ¥ skute£nosti, ºe k tomu, aby bylo £íslo n d¥litelné £ty°mi, je nutné a sta£í,
aby bylo d¥litelné £ty°mi jeho poslední dvoj£íslí.
Tímto zp·sobem jiº snadno najdeme v²echna £ísla vyhovující zadání. �ísla kon£ící nulou jsou £ty°i:
4 320, 3 420, 3 240 a 2 340; £ísla kon£ící £tverkou najdeme t°i: 2 304, 3 204, 3 024; kone£n¥ posledním
°e²ením je £íslo 4 032.
Hledaných £ísel je práv¥ 8.
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4. Mnoºinu M = {1, 2, . . . , 99} uvaºovaných £ísel rozloºme na t°i t°icetit°í prvkové po dvou disjunktní
podmnoºiny podle toho, jaký její prvky dávají zbytek po d¥lení t°emi:

M0 = {3, 6, . . . , 99} ,
M1 = {1, 4, . . . , 97} ,
M2 = {2, 5, . . . , 98} .

Aby sou£et dvou £ísel z M byl d¥litelný t°emi, je nutné a sta£í, aby ob¥ vybraná £ísla byla z M0 (to lze
ud¥lat

(
33
2

)
= 528 zp·soby) nebo jedno bylo z M1 a druhé z M2 (to lze ud¥lat 33 · 33 = 1 089 zp·soby).

Výsledek 528 + 1 089 = 1 617.

5. P°i °e²ení úlohy vyuºijeme skute£nosti, ºe libovolné p°irozené £íslo je d¥litelné t°emi práv¥ tehdy, kdyº
je t°emi d¥litelný jeho ciferný sou£et. Snadno nahlédneme, ºe sou£et v²ech deseti £ísel, která tvo°í
mnoºinu M , je 45, coº je £íslo d¥litelné t°emi. To znamená, ºe kdyº z mnoºiny M vybereme osm
r·zných £ísel, jejichº sou£et je d¥litelný t°emi, musí být t°emi d¥litelný i sou£et dvou nevybraných £ísel
z této mnoºiny. Proto je hledaný po£et zp·sob· stejný jako po£et zp·sob·, jimiº lze z mnoºiny M
vybrat dv¥ r·zná £ísla, jejichº sou£et je d¥litelný t°emi.
Rozloºme mnoºinuM na t°i podmnoºiny podle toho, jaký zbytek po d¥lení t°emi jednotlivá £ísla dávají
(hodnotu zbytku zna£í index p°íslu²né podmnoºiny)

M0 = {0; 3; 6; 9} ,
M1 = {1; 4; 7} ,
M2 = {2; 5; 8} .

Chceme-li vybrat z mnoºiny M dv¥ r·zná £ísla, jejichº sou£et je d¥litelný t°emi, vidíme, ºe bu¤ musí
být ob¥ z mnoºiny M0 (ty lze vybrat

(
4
2

)
= 6 zp·soby) nebo jedno z mnoºiny M1 a druhé z mnoºiny

M2 (ty lze vybrat 3 · 3 = 9 zp·soby). Poºadovaných osm £ísel tedy lze vybrat 6 + 9 = 15 zp·soby.

6. Nejprve si uv¥domme, ºe výb¥rem p¥tice osob nám z �nevybraných� osob z·stává druhé p¥ti£lenné
druºstvo, tzn. ºe výb¥rem jedné p¥tice, dostáváme hned dv¥ r·zná p¥ti£lenná druºstva. Popí²eme dva
zp·soby °e²ení.

• V²ech rozd¥lení je (vzhledem k p°edchozímu vysv¥tlení) 1
2
·
(
10
5

)
= 126. Od tohoto po£tu zbývá

ode£íst rozd¥lení ²patná, tzn. je-li jedno druºstvo sloºeno ze v²ech £ty° dívek a jednoho chlapce
(toho lze k dívkám vybrat ²esti zp·soby). Vyhovujících rozd¥lení tedy je 126− 6 = 120.

• Správná rozd¥lení jsou ta, jsou-li v kaºdém druºstvu práv¥ dv¥ dívky (t¥chto rozd¥lení je 1
2
·(

4
2

)
·
(
6
3

)
= 60), nebo ta je-li v jednom druºstvu jediná dívka a ve druhém druºstvu 3 dívky

(takových rozd¥lení je
(
4
1

)
·
(
6
4

)
= 60). Zd·razn¥me, ºe p°i prvním výpo£tu jsme d¥lili dv¥ma,

protoºe p°i výb¥ru druºstva sloºeného ze dvou dívek a t°í chlapc· z·stává mezi nevybranými
druºstvo �stejného typu�. Kaºdá p¥tice je tedy po£ítána dvakrát - jednou mezi �vybranými�,
podruhé mezi �nevybranými�. Naproti tomu p°i druhém výpo£tu vybíráme druºstvo s jednou
dívkou a mezi nevybranými je tedy vytvo°en tým se t°emi dívkami, coº je druºstvo �jiného typu�.
Nem·ºe tedy být dané druºstvo po£ítáno opakovan¥, proto jsme d¥lení dv¥ma neprovád¥li. Celkov¥
je tedy správný po£et roven 60 + 60 = 120.

7. Po£et v²ech anagram· utvo°ených z písmen slova MATURITA je

8!

2! · 2!
,

protoºe vým¥nou pozic stejných písmen dostaneme stejné �slovo�. Lze uvaºovat i tak, ºe z osmi obsa-
zovaných pozic vybereme 2 (

(
8
2

)
zp·soby) pro písmena A, zbyde 6 pozic, dv¥ vybereme (

(
6
2

)
zp·soby)

a napí²eme na kaºdou z nich T. Zbývající 4 pozice obsadíme £ty°mi r·znými písmeny, a to 4! zp·soby.
Skute£n¥ (

8

2

)
·
(

6

2

)
· 4! =

8!

6! · 2!
· 6!

4! · 2!
· 4! =

8!

2! · 2!
= 10 080 .
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Od tohoto po£tu musíme ode£íst po£et p t¥ch anagram·, které obsahují alespo¬ jedno podslovo typu AA
£i TT. Platí, ºe p = a+ b− c, kde a je po£et anagram· obsahujících podslovo AA, b je po£et anagram·
obsahujících podslovo TT a c je po£et anagram· obsahujících sou£asn¥ podslova AA i TT. Uváºíme-li
AA jako jedno písmeno, zjistíme, ºe a = 7!

2!
= 2 520. Z°ejm¥ a = b. Dále c = 6! = 720, tedy p = 4 320.

Anagram·, které neobsahují dv¥ stejná písmena bezprost°edn¥ vedle sebe, je 10 080− 4 320 = 5 760.

8. Rozd¥lujeme tedy 22 stejných p°edm¥t· (ozna£me kaºdý z nich symbolem −) do 3 o£íslovaných (tedy
rozli²itelných) p°ihrádek, k jejichº odd¥lení pouºijeme 2 p°epáºky (objekty, k jejichº ozna£ení pouºijeme
symbol |). Provedeme tedy podobné ²ifrování jako v úloze o tenisových mí£ích z úvodní sady. Vzhledem
k tomu, ºe kaºdé ²if°e sestavené z 22 − a 2 | odpovídá jediné rozd¥lení mincí do p°íslu²ných obálek a
opa£n¥, je po£et hledaných rozd¥lení stejný jako po£et t¥chto ²ifer. T¥ch je

(
22+2

2

)
= 276.

Ode£teme-li od tohoto £ísla po£et v²ech rozd¥lení, kdy v práv¥ jedné obálce bude alesp¬ 12 mincí (ve
více obálkách sou£asn¥ to vzhledem k celkovému po£tu mincí není moºné), získáme °e²ení druhé £ásti
úlohy. T°emi zp·soby vybereme obálku, do níº nasypeme 12 mincí a zbylých 10 mincí rozd¥líme bez
omezení stejným zp·sobem jako v úvodu výpo£tu. V ºádné obálce tedy nebude více neº 11 mincí ve

276− 3 ·
(

10 + 2

2

)
= 276− 3 · 66 = 78

p°ípadech.

9. Budeme-li chápat druhy pohled· jako o£íslované p°ihrádky, do kterých máme rozd¥lovat 8 stejných
p°edm¥t·, snadno si uv¥domíme, ºe úvaha vedoucí k °e²ení bude velmi podobná té z p°edchozí úlohy. Dle
zadání je do kaºdé p°ihrádky t°eba umístit jeden p°edm¥t a zbylé 3 dorozd¥lit. Pokud by m¥li dostate£né
mnoºství pohled·, mohl by náv²t¥vník sv·j nákup provést

(
3+4
4

)
= 35 zp·soby. Pro nedostatek pohled·

prvního druhu v²ak nem·ºe provést jediný z t¥chto nákup· (nákup, kdy by cht¥l koupit 4 pohledy
prvního druhu a po jednom pohledu ostatních druh·). Nákup tedy m·ºe provést 34 zp·soby.

10. Nejprve ur£eme po£et v²ech rozloºení ve smyslu po£tu knih v jednotlivých policích. Tento po£et je
roven po£tu rozd¥lení 15 (stejných) objekt· do 4 (rozli²itelných) p°ihrádek, tedy

(
15+3

3

)
. Nebo´ pro

kaºdé z t¥chto rozd¥lení je moºné na p°íslu²né pozice r·zné knihy uspo°ádat 15! zp·soby, je hledaný
po£et roven (

18

3

)
· 15! =

18!

3!
.

11. a) Uv¥domme si, ºe hledaný po£et °e²ení je stejný jako po£et zp·sob·, jak lze rozd¥lit 20 stejných
p°edm¥t· (ozna£me kaºdý z nich symbolem −) do 3 p°ihrádek. K tomu uváºíme 2 p°epáºky
(objekty |). Vlastn¥ se tedy ptáme, kolik r·zných kód· sestavených z dvaceti symbol· − a dvou
symbol· | lze sestavit. Protoºe jich je

(
22
2

)
= 231, má v N3

0 uvaºovaná rovnice 231 °e²ení.

b) Hledáme-li °e²ení zadané rovnice v N3, nem·ºe ºádná z neznámých být nulová, tzn. libovolná
ze t°í p°ihrádek musí obsahovat alespo¬ jeden objekt. Vloºme tedy po jednom objektu do kaºdé
z nich a zbylých 17 objekt· rozd¥lme analogickým zp·sobem jako v £ásti a). Zji²´ujeme, ºe v N3

má studovaná rovnice
(
19
2

)
= 171 °e²ení.

c) Od nerovnice x1 + x2 + x3 ≤ 20 m·ºeme p°ejít k rovnici x1 + x2 + x3 + x4 = 20, kde x4 =
20 − (x1 + x2 + x3) ≥ 0. Je p°itom z°ejmé, ºe po£et °e²ení nerovnice x1 + x2 + x3 ≤ 20 v N3

0 je
stejný jako po£et °e²ení rovnice x1 + x2 + x3 + x4 = 20 v N4

0. Zp·sobem popsaným v £ásti a)
odvodíme, ºe hledaný po£et °e²ení je

(
23
3

)
= 1 771.

d) Podobn¥ jako v p°edchozím si uv¥domme, ºe po£et °e²ení nerovnice x1 + x2 + x3 < 20 v N3 je
stejný jako po£et °e²ení v N4 rovnice x1 + x2 + x3 + x4 = 20, kde x4 = 20 − (x1 + x2 + x3) > 0.
Uvaºovaná nerovnice má tedy v N3

(
19
3

)
= 969 °e²ení.

12. Zmín¥ných 5 p°ímek tedy ur£uje jedinou rovinu, ozna£me ji ρ. Vybereme-li tedy libovolnou jinou dvojici
p°ímek neº z t¥chto p¥ti p°ímek, budou dle zadání tyto p°ímky jednozna£n¥ ur£ovat rovinu, kterou
není moºné ur£it pomocí zadaných p°ímek jiným zp·sobem. Lze tedy vybrat bu¤ dv¥ ze sedmi dal²ích
p°ímek

(
7
2

)
= 21 zp·soby, nebo jednu z nich a druhou z roviny ρ 7 · 5 = 35 zp·soby. Pomocí zadaných
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p°ímek je tedy ur£eno 1 + 21 + 35 = 57 rovin.
Jinou úvahou je moºné °íci, ºe výb¥r libovolné dvojice p°ímek ur£uje jistou rovinu, ov²em v

(
5
2

)
= 10

p°ípadech rovinu stejnou. Tedy hledaných rovin je
(
12
2

)
− 10 + 1 = 57.

Dokaºme, ºe v²ech t¥chto dvanáct p°ímek je vzájemn¥ rovnob¥ºných nebo v²echny zadané p°ímky musí
procházet jediným bodem. P°edpokládejme sporem, ºe tomu tak není. To znamená, ºe musí existovat
dv¥ p°ímky, ozna£me je p a q, které jsou r·znob¥ºné; jejich pr·se£ík ozna£me X. R·znob¥ºky p a q
tedy jednozna£n¥ ur£ují rovinu, ve které ob¥ leºí, ozna£me ji σ. Sou£asn¥ musí existovat je²t¥ dal²í
p°ímka, ozna£me ji r, která neprochází bodem X. Mohou nastat následující dva p°ípady.

a) P°ímka r je rovnob¥ºná s jednou z p°ímek p nebo q, bez újmy na obecnosti p°edpokládejme, ºe
r ‖ p. P°ímka r tedy musí leºet v rovin¥ σ (v opa£ném p°ípad¥ by byla mimob¥ºná s p°ímkou q,
coº nelze). To tedy znamená, ºe v rovin¥ σ leºí t°i r·zné p°ímky, je tedy totoºná s rovinou ρ.

b) Pokud p°ímka r není rovnob¥ºná s ºádnou z p°ímek p a q, pak musí být r·znob¥ºná s kaºdou
z nich. Na p°ímce r tedy existují dva r·zné body leºící v rovin¥ σ (její pr·se£íky s p°ímkami p a
q). To ale znovu znamená, ºe p°ímka r leºí v rovin¥ σ, která je op¥t totoºná s rovinou ρ.

V kaºdém z rozebraných p°ípad· v rovin¥ ρ nejsou v²echny p°ímky rovnob¥ºné, ani v²echny neprochá-
zejí jedním spole£ným bodem. Proto musí být libovolná p°ímka s * ρ mimob¥ºná s alespo¬ jednou
z p°ímek leºících v rovin¥ ρ, coº je spor. Tímto je tvrzení dokázáno.

13. Hledaný po£et je roven p1 − p2 − p3, kde p1 zna£í po£et v²ech trojúhelník· s vrcholy ve vrcholech
pravidelného dvanáctiúhelníku, p2 zna£í po£et v²ech trojúhelník· s vrcholy ve vrcholech pravidel-
ného dvanáctiúhelníku, které mají práv¥ jednu stranu spole£nou s n¥kterou stranou pravidelného
dvanáctiúhelníku a p3 zna£í po£et v²ech trojúhelník· s vrcholy ve vrcholech pravidelného dvanácti-
úhelníku, které mají práv¥ dv¥ strany spole£né s n¥kterými stranami pravidelného dvanáctiúhelníku.
Platí p1 =

(
12
3

)
= 220 (sta£í bez ohledu na po°adí vybrat libovolné t°i ze dvanácti vrchol· zadaného

mnohoúhelníku), p2 = 12 · 8 = 96 (dvanácti zp·soby vybereme p°íslu²nou stranu dvanáctiúhelníku a
nezávisle na jejím výb¥ru pak máme osm moºností, jak vybrat poslední vrchol trojúhelníku - nesmí
to být krajní body vybrané úse£ky, ani s ní bezprost°edn¥ sosedící vrcholy), p3 = 12 (kaºdý takový
trojúhelník je rovnoramenný a je jednozna£n¥ ur£en volbou hlavního vrcholu). Hledaných trojúhelník·
je 112.

14. Hledaný po£et je roven v−s, kde v zna£í po£et v²ech moºných rozmíst¥ní 8 v¥ºí a s po£et v²ech ²patných
rozmíst¥ní (tzn. kdy se ºádné dv¥ v¥ºe neohroºují). �íslo v vypo£teme, vybereme-li libovolných 8 polí
z celkových 64 a vynásobíme-li tento po£et £íslem 8!, které udává po£et moºných rozmíst¥ní r·zných
v¥ºí na daných 8 polí. Tedy

v =

(
64

8

)
· 8! =

64!

56!
= 64 · 63 · . . . · 57 .

Jinak zd·vodn¥no: první v¥º m·ºeme poloºit na libovolné pole, pro umíst¥ní druhé uº je jen 63 moº-
ností, atd. P°ed tím neº na ²achovnici postavíme osmou v¥º, je jiº 7 polí obsazených, proto si m·ºeme
vybrat kterékoliv ze zbývajících 57 polí.
�ádné dv¥ v¥ºe se nebudou ohroºovat tehdy a jen tehdy, bude-li v kaºdém °ádku a kaºdém sloupci stát
práv¥ jedna v¥º. V prvním sloupci zvolme libovolné z osmi polí, kde m·ºe stát v¥º, ve druhém sloupci
lze vybírat ze sedmi polí, atd. aº v osmém sloupci je p°íslu²né pole ur£eno jednozna£n¥. Vzhledem
k rozli²itelnosti v¥ºí platí s = 8! · 8!, takºe

v − s =
64!

56!
− (8!)2 = 64 · 63 · . . . · 57− (8!)2 = 178 461 361 935 360

.
= 1, 8 · 1014 .

15. Poºadovaný trojúhelník dostaneme práv¥ tehdy, kdyº vybereme trojici bod·, která neleºí na téºe hran¥.
Protoºe krychle má 12 hran je hledaných trojúhelník·(

12n

3

)
− 12 ·

(
n

3

)
= . . . = 22n2(13n− 3) .
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K uvedenému výsledku se lze dostat i následující úvahou. Kaºdý vyhovující trojúhelník má bu¤ dva
vrcholy na jedné hran¥ a t°etí vrchol na jiné hran¥ (ozna£me p1 po£et takových trojúhelník·) nebo
má kaºdý vrchol na jiné hran¥ (ozna£me p2 po£et t¥chto trojúhelník·). Pak p1 = 12 ·

(
n
2

)
· 11n, nebo´

dvanácti zp·soby lze vybrat hranu, na ní
(

n
2

)
zp·soby 2 body a na kaºdé ze zbývajících hran z·stává

n bod·, z nichº máme vybrat jeden - poslední vrchol trojúhelníka. Dále p2 = 12n·11n·10n
3!

, protoºe první
vrchol vybíráme ze v²ech 12n zadaných bod·, pro výb¥r druhého máme 11n moºností (nesmí leºet na
téºe hran¥ s prvním vybraným bodem) a poslední vrchol trojúhelníku volíme ze zbývajících 10n bod·.
Sou£in d¥líme 3! vzhledem k tomu, ºe na po°adí výb¥ru nezáleºí. Sou£tem p1 + p2 rovn¥º dostaneme
hledaný po£et.
Leºí-li trojúhelník na povrchu krychle, musí leºet v n¥kterém ze ²esti £tverc·, které tento povrch tvo°í.
V kaºdém £tverci máme zadáno 4n bod·, nesmíme v²ak vybrat takové t°i, které by leºely na jeho stejné
stran¥. Vyhoví tedy

6

[(
4n

3

)
− 4 ·

(
n

3

)]
= . . . = 12n2(5n− 3)

trojúhelník·.
I tento výsledek lze odvodit jinou úvahou. Podobn¥ jako v p°edchozí £ásti kaºdý vyhovující trojúhelník
má bu¤ dva vrcholy na jedné hran¥ a t°etí vrchol na jiné hran¥ (ozna£me p1 po£et takových trojúhel-
ník·) nebo má kaºdý vrchol na jiné hran¥ (ozna£me p2 po£et t¥chto trojúhelník·). Pak p1 = 6·4·

(
n
2

)
·3n,

nebo´ ²esti zp·soby lze vybrat st¥nu, v ní £ty°mi zp·soby stranu £tverce, na ní
(

n
2

)
zp·soby 2 body a na

kaºdé ze t°í zbývajících stran z·stává n bod·, z nichº máme vybrat jeden - poslední vrchol trojúhelníka.
Dále p2 = 6 · 4 · n3, protoºe ²esti zp·soby lze op¥t vybrat st¥nu, v ní £ty°mi zp·soby zvolit stranu, na
níº nebude leºet ºádný vrchol trojúhelníku a zbývá z n bod· leºících na kaºdé z ostatních stran £tverce
vybrat po jednom bodu. Výrazem p1 + p2 je téº ur£et hledaný po£et trojúhelník· leºících na povrchu
krychle.

16. a) Nejmen²í p°irozené dvojciferné £íslo je £íslo 10, ov²em �01� není dvojciferné £íslo. Proto nejmen²ím
zajímavým £íslem je £íslo 22, nebo´ platí 22 = 11+11. Vzhledem k tomu, ºe nejv¥t²ím dvojciferným
£íslem je 99, a protoºe 99 + 99 = 198, je £íslo 198 nejv¥t²ím zajímavým £íslem.

b) Podle uvedené de�nice platí, ºe libovolné zajímavé £íslo x je moºné vyjád°it ve tvaru

x = 10a+ b+ 10b+ a = 11(a+ b) , (1)

kde a, b ∈ {1, 2, . . . , 9}. Ze tvaru (1) vidíme, ºe libovolné zajímavé £íslo je jednozna£n¥ ur£eno
pomocí sou£tu cifer a + b (zm¥níme-li totiº hodnotu a + b, dojde tím z°ejm¥ i ke zm¥n¥ £ísla x).
To tedy znamená, ºe zajímavých £ísel existuje práv¥ tolik, kolika r·zných hodnot m·ºe nabývat
sou£et a + b. Protoºe a + b m·ºe být rovno kterémukoliv £íslu z mnoºiny {2, 3, . . . , 18}, je v²ech
zajímavých £ísel práv¥ 17.

c) Podle £ásti b) jiº víme, ºe dané zajímavé £íslo x je jednozna£n¥ ur£eno pomocí sou£tu cifer a+ b.
Ozna£me c = a + b. Vzhledem k tomu, ºe na po°adí s£ítanc· nebereme ohled, budeme dále bez
újmy na obecnosti p°edpokládat, ºe první s£ítanec je v¥t²í nebo roven s£ítanci druhému. K vy°e²ení
zadané úlohy je pot°ebné zjistit, kdy lze £íslo c za podmínkek a ≥ b a a, b ∈ {1, 2, . . . , 9} vyjád°it
nejv¥t²ím moºným po£tem zp·sob·. �íslo c nejprve uvaºme v takovém tvaru, kdy je rozdíl prvního
a druhého s£ítance nejv¥t²í moºný. Dal²í vyjád°ení £ísla c získáme tak, ºe prvního s£ítance sníºíme
o 1 a druhého naopak o 1 zv¥t²íme. Tuto úvahu lze provád¥t tak dlouho, dokud první s£ítanec
není men²í neº s£ítanec druhý. Odtud plyne, ºe nejv¥t²í po£et vyjád°ení téhoº zajímavého £ísla
získáme, jestliºe p°i prvním popsaném vyjád°ení bude rozdíl s£ítanc· nejv¥t²í moºný, tj. 9 + 1.
Hledaným zajímavým £íslem je tedy £íslo 110, které lze vyjád°it p¥ti r·znými zp·soby:

110 = 91 + 19 = 82 + 28 = 73 + 37 = 64 + 46 = 55 + 55 .

Poznamenejme je²t¥, ºe popsaným zp·sobem lze snadno ukázat, ºe zajímavá £ísla 88, 99, 121 a
132 je moºné vyjád°it £ty°mi zp·soby, £ísla 66, 77, 143 a 154 t°emi zp·soby, £ísla 44, 55, 165 a 176
dv¥ma zp·soby a kone£n¥, ºe de�ni£ní vyjád°ení zajímavých £ísel 22, 33, 187 a 198 je ve smyslu
této úlohy jednozna£né.
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17. Podle zadání se sou£ty £ísel v libovolném °ádku, v libovolném sloupci a na libovolné úhlop°í£ce vzájemn¥
rovnají. Ozna£me hodnotu tohoto sou£tu s.

a) Se£teme-li v²echna £ísla v magickém £tverci, dostaneme tím trojnásobek hledaného sou£tu, tj.
dostaneme rovnici

x+ x+ 1 + x+ 2 + . . .+ x+ 8 = 3s.

Po její snadné úprav¥ vychází
s = 3x+ 12. (2)

Hodnota s tedy závisí pouze na x a po pevném zvolení tohoto parametru je jednozna£n¥ ur£ena.

b) Pro x = 1 podle (2) platí, ºe s = 15. Vypi²me si proto v²echny moºné rozklady £ísla 15 na sou£et
tvo°ený p°irozenými £ísly x, y, z, která spl¬ují podmínky x < y < z a x + y + z = 15. Snadno
zji²´ujeme, ºe vyhovuje t¥chto 8 sou£t·:

15 = 1+5+9 = 1+6+8 = 2+4+9 = 2+5+8 = 2+6+7 = 3+4+8 = 3+5+7 = 4+5+6.
(3)

P°esn¥ 8 sou£t· musí vyhovovat poºadavk·m kladeným na magický £tverec 3. °ádu (3 sou£ty
svisle, 3 sou£ty vodorovn¥ a dva sou£ty na úhlop°í£kách). Vidíme, ºe ve £ty°ech sou£tech se
vyskytuje pouze £íslo 5, které proto musí být ve st°edu hledaného magického £tverce. Kaºdé ze
sudých £ísel (a ºádné jiné) se pak objevuje práv¥ ve t°ech s£ítancích. �ísla 2, 4, 6 a 8 tedy obsadí
rohy £tverce. Kone£n¥ p°ekontrolujeme, ºe libovolné ze zbylých £ísel vystupuje práv¥ ve dvou
z uvedených sou£t·. To znamená, ºe rozmíst¥ním sudých £ísel do roh· £tverce je uº jednozna£n¥
ur£ena poloha ostatních £ísel. Pro umíst¥ní sudých £ísel je navíc t°eba dodrºet zde je navíc t°eba
dodrºet podmínku, která vyplývá z (3), ºe na jedné úhlop°í£ce musí být 2 a 8 a na druhé 4 a 6.
Úloha má tedy jediné °e²ení

6 1 8
7 5 3
2 9 4

,

ostatní °e²ení jsou symetrická a nepovaºujeme je za r·zná.
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