Kombinatorika - dlohy

Zakladni kombinatoricka pravidla (pravidlo sou¢inu, pravidlo sou¢tu, Dirichletiv
princip)

Metodické pozndmky. Tyto ulohy je vhodné uzit k dalsimu procviceni (pfipadné k maturitnimu opakovéni)
v situaci, kdy jsou studenti seznameni se zékladnimi kombinatorickymi pravidly a pojmy (variace, kombinace,
permutace) a maji procviceny jednodussi rutinni alohy na jejich vyuziti.

U nésledujicich tloh neni nutné klast diraz na to, zda se jedna napi. o variace ¢i kombinace. Lze jimi
vést studenty k premysleni, jakého kombinatorického pravidla uzit a nasledného zdiivodnéni pro¢ tomu tak
je. Ulohy jsou piitom voleny tak, aby se jednotliva pravidla stiidala a prolinala a studenti tedy pii jejich
fegeni nepostupovali mechanicky. Ulohy jsou fazeny s rostouci obtiznosti.

U nékterych tloh se nabizi feSeni vice zpiisoby, pfipadné je vhodné upozornit studenty na tskali postupu,
ktery by byl chybny. V takovém pfipadé je v ¢asti feSeni uc¢inéna piislusna poznamka.

Ulohy vedouci k uziti Dirichletova principu jsou vét§inou ve stiedoskolskych ucebnicich a sbirkach opo-
mijeny. Proto jsou zde zafazeny v samostatné ¢asti a v piipadeé, ze studenti toto jednoduché kombinatorické
pravidlo neznaji, je mozné tuto ¢ast vynechat.

1. Ve tfidé studuje 13 divek a 19 chlapcu.

a) Urcete, kolik je ze studentu této tiidy mozné sestavit smiSenych volejbalovych druzstev tak, aby
druzstvo bylo tvofeno pravé tfemi divkami a pravé tfemi chlapci. (Dvé druzstva, ktera se lisi
alespont jednim hracem, povazujeme za rizna. Neuvazujte o rolich jednotlivych hracia v tymu -
nahrava¢, smedcaf,...)

b) Kolika zptsoby je mozné v této tiidé zvolit tii¢lennou t¥idni samospravu (1 zastupce do student-
ského parlamentu, 1 spravee tiidni knihy a 1 tf¥idni pokladnik)? (Dvé tfidni samospravy, které jsou
slozeny ze stejnych studentii, ale 1isi se jejich funkcemi, povazujeme za ruzné. Jakakoliv osoba muze
zastavat nejvyse jednu z uvedenych funkei.)

¢) Kolika zptsoby je mozné ze studentii uvazované tiidy vybrat dva taneéni pary pro pfedtanceni
na Skolnim plese. (Tane¢ni par tvoii zasadné 1 divka a 1 chlapec.)

2. Kolik existuje rovnoramennych trojihelnikt, jejichz vSechny vrcholy lezi ve vrcholech pravidelného
osmitthelniku? Rovnostranny trojihelnik povazujeme za specialni p¥ipad trojihelniku rovnoramenného.
Dva trojuhelniky povazujeme za rizné, pokud alespon jeden vrchol nemaji spoleény, tzn. napt. dva
shodné trojihelniky chapeme jako rtizné, pokud alespon jeden vrchol nemaji spole¢ny. Rozdélme dale
vSechny tyto trojihelniky do mnozin tak, aby trojuhelniky, které jsou shodné, lezely vzdy ve stejné
mnoziné a trojuhelniky, které nejsou shodné, lezely vzdy v jiné mnoziné. Do kolika mnozin budou
trojihelniky timto zpusobem rozdéleny?

Déle urcete pocet (ve vySe popsaném smyslu) vSech rovnoramennych trojthelnikii, které maji vrcholy
ve vrcholech pravidelného dvanéctithelniku.

3. Urcete, kolika zpusoby lze sestavit rozvrh na jeden den pro t¥idu, v niz se vyuc¢uje dvanacti predmétiam
a kazdému nejvyse jednu vyucovaci hodinu denné, ma-li se skladat ze Sesti vyucovacich hodin (bez
volnych hodin) tak, aby se v ném vyskytovala matematika?

4. V roviné je dano n bodu, z nichz p lezi na jedné piimce (n,p € N). Kromé nich zadné t¥i body na téze
piimce nelezi a déale zadné ¢tyfi body nelezi na jedné kruznici. Udejte, kolik je témito body urceno
kruznic.

5. Urcete kolik ctytcifernych prirozenych cisel délitelnych
a) ¢tyfmi,
b) deseti,

¢) dvaceti



10.

11.

lze sestavit z ¢islic 0, 1, 2, 3, 4, jestlize se zadané cifry

i) nesmi opakovat,

ii) mohou opakovat.

Ve Sportce se losuje 6 ¢isel ze 49 a jedno ¢islo dodatkové. Sazka se provadi tak, Ze hrac¢ poda tiket, ve
kterém zakfizkuje prave Sest ¢isel, o kterych doufé, ze budou vytazena. V piipadé, ze sazejici uhodne
vSech Sest ¢isel ziskava prvni cenu, trefi-li se do péti z vylosovanych Cisel a je-li Sesté ¢islo na jeho tiketu
¢islem dodatkovym, obdrzi cenu druhou. Pokud uhodne pravé pét vylosovanych ¢isel a neuhodne ¢islo
dodatkové, dostava cenu treti. Ctvrta cena je udélena pii uhodnuti pravé ¢ty a pata pii spravném
tipu pravé t¥ vylosovanych ¢isel. Kolik riznych tiketii je moZné v této hie vsadit? Kolika zptsoby (tj.
podanim kolika raznych tiketi) lze vyhrat kazdou z uvedenych cen?

Kolik je na Ssachovnici moznych tahu

Trezor je zabezpecen tifemi zamky. K odemceni kazdého z nich je tieba zadat spravny kod. Trezor je
pritom mozné oteviit pouze pii soucasném odemceni vSech ti zamki, tj. po tspésSném zadani vSech tii
spravnych kodu. Libovolny z téchto zamki pritom otevira jediny kod, ktery navic vyhovuje nasledujicim
podminkam.

e Prvni kod tvori dvojciferné prirozené cislo, které ma obé cifry liché a navzajem rizné.

e Druhym kodem je trojciferné prirozené ¢islo, které je délitelné jedenécti.

e Trieti kod predstavuje jednociferné ¢i dvojciferné ¢islo, které dostaneme, pokud se¢teme posledni
cifru prvniho kédu s posledni cifrou druhého kodu.

a) UrCete pocet v8ech ¢isel, kterd mohou byt kodem k prvnimu zamku (o ostatnich zamcich v této
souvislosti neuvazujte).

b) Urcete pocet vSech ¢isel, kterda mohou byt kodem k druhému zamku (o ostatnich zamcich v této
souvislosti neuvazujte).

c¢) Urcete polet vSech ¢isel, kterda mohou byt kodem ke tietimu zamku (v zavislosti na informacich
7 Casti a) a b)).

d) Zjistéte pocet vsech (usporadanych) trojic ¢isel vyhovujicich zadanym podminkam, které by bylo
potfeba vyzkouset, abychom méli jistotu, Ze trezor otevieme.

vvvvv

nelezi. Vysledek vycislete.

Kolika zptsoby lze z mnoziny vSech dvojcifernych pfirozenych ¢isel vybrat dvé (riznd) ¢isla (bez ohledu
na poradi) tak, aby jejich sou¢in byl délitelny t¥emi.

Anagramem rozumime libovolné ,slovo* (bez ohledu na to, zda dava smysl), které lze ziskat z pismen
jistého daného slova a to tak, ze kazdé pismeno je v tomto ,,slové” pouzito pravé tolikrat, kolikrat se
v daném slové vyskytuje. Plivodni slovo a z néj utvoreny anagram tedy maji stejnou délku, tj. kazdé
z nich je slozeno ze stejného poctu pismen. Napiiklad ,,slovo” TURAMITA je jednim z anagramii, ktery
je vytvoren ze slova MATURITA.

a) Kolik anagramii lze utvofit z pismen slova GYMNAZIUM? (Piivodni slovo GYMNAZIUM pova-
zujte za jeden z hledanych anagram.)

b) V kolika anagramech, které jsou utvoieny z pismen slova GYMNAZIUM, se vyskytuji dvé pismena
M bezprostiedné vedle sebe (tzn. kazdy vyhovujici anagram obsahuje ,,podslovo® typu MM)?
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¢) V kolika anagramech, které jsou utvofeny z pismen slova GYMNAZIUM, se zadné dvé samohlasky
nevyskytuji bezprostiedné vedle sebe (tzn. kazdy vyhovujici anagram mé mezi libovolnymi dvéma
samohlaskami alespon jednu souhlasku)?

V obchodé nabizi tenisové mice ¢tyf riiznych znacek - Dunlop, Penn, Slazenger a Wilson. VSechny
jsou baleny v dézach po ¢tyfech kusech. Kolika zpusoby si muze Ales koupit 8 déz? Kazdé znacky ma
prodejce vice nez 8 doz.

Do soutéze se zapojilo 1023 ucastniku, pricemz 980 z nich zaslalo spravnou odpovéd a bude mezi né
rozdéleno 5 kniznich cen. Urcete kolika zptsoby miize rozdéleni cen dopadnout, jestlize

a
b
c
d

) vSechny knihy jsou stejné a kazdy vyherce dostane pravé jednu z nich,
) se jedna o 5 raznych knih a kazdy vyherce dostane pravé jednu z nich,
) vSechny knihy jsou stejné a libovolny vyherce miize dostat i vice knih,
) se jedné o 5 riznych knih a libovolny vyherce mize dostat i vice knih.

Vysledky stac¢i urcit pomoci vyrazi sestavenych z faktorialii, kombina¢nich ¢isel, ... a neni tieba je
vycislovat.

Kolika zptisoby lze rozlosovat 16 tenisti do dvojic pro prvni kolo turnaje? Dalsi pribéh turnaje (tj.
piipadné soupeie v dalsich kolech) neuvazujte.

Na kostkdch domina je v kazdém poli znazornéno 0 - 10 bodi, pficemz libovolnd z moznych dvojic
je na pravé jedné kostce. Kolik kostek méa tato hra? Kolika zpiisoby je mozné ze vSech kostek vybrat
jednu dvojici kostek tak, aby bylo mozné je ptilozit k sobé?

Reseni, navody a vysledky:

1.

2.

a) Vzhledem k tomu, Ze nezalezi na potadi, vybereme divky (133) a chlapce (139) zpusoby, tj. druzstev
je % . % = 286 - 969 = 277 134.

b) Nezalezi na pohlavi, tedy 32 - 31 - 30 = 29 760.

¢) Pro vybér prvniho péaru je 13- 19 = 247 moznosti, pro vybér druhého paru je 12 - 18 = 216

moznosti. Protoze na poradi part nezavisi, je moznosti vybéru % = 26 676.

Z&’Ldny trojihelnik vepsany predepsanym zpusobem do pravidelného osmidhelniku nemuze byt rov-
nostranny. Osmi zptisoby vybereme hlavni vrchol a déle mame tii moznosti pro vybér zakladny, tj.
existuje pravé 24 rovnoramennych trojthelnikii vyhovujicich zadani, které lze popsanym zplisobem
rozdélit do t¥i mnozin (kazda obsahuje osm prvki).

V pravidelném dvanactitihelniku se jiz objevi i trojihelniky rovnostranné, dle zadané konvence jejich
pocitani jsou celkem 4. Dale muzeme analogicky jako v pfedchozim urcit pocet vSech rovnoramennych
trojihelniki, které nejsou rovnostranné. Dvanécti zplisoby vybereme hlavni vrchol a zlistanou nam
¢tyTti moznosti, jak zvolit zakladnu. Dohromady tedy mame 4 + 12 - 4 = 52 vyhovujicich trojihelnikii.

Z jedenacti predmétii (mimo matematiky) vybereme dalgich 5, které se budou v dany den spole¢né
s matematikou vyucovat. To lze udélat (151) zpusoby. Jednotlivé predméty zbyva rozmistit do rozvrhu.
Je mozné je usporadat 6! zptsoby. D4 se tedy sestavit

11 11!

(5> 6! = ol 5l 6!=11-10-9-8-7-6 = 332640

riiznych rozvrhi. Vysledek je mozné zdivodnit rovnéz tak, ze nejprve Sesti zpusoby vybereme hodinu,
v niz bude vyucovana matematika a dale budeme postupné zaplhovat neobsazené vyucovaci hodiny.
K obsazeni prvniho volného mista v rozvrhu mame volbu z jedenacti predméti, pro druhé misto uz
jen z desiti pfedmétii, atd. az posledni paté pole zaplnime libovolnym ze zbyvajicich sedmi predméti.
Uzitim kombinatorického pravidla soucinu jiz dostavame vySe uvedeny vysledek.



4. Libovolné tii ze zadanych bodi, které navic nelezi na jedné piimce, urcuji jednoznac¢né kruznici.

5.

Vybereme-li vsak trojici bodu lezicich na jedné piimce, neexistuje zaddn& kruznice, na niz by tyto 3
body soucasné lezely. Hledanych kruznic tedy je (”) — (p).

3 3

a) Cislo je délitelné ¢tyimi pravé tehdy, kdyz jeho posledni dvojéisli je délitelné ¢tyimi. Budeme tedy
zv1ast uvazovat o jednotlivych piipadech podle toho jakou cifrou (ciframi) ¢islo kon¢i. Musi to byt
néktera z ¢islic 0, 2, 4 (posledni dvojéisli mize byt jen a pouze tvaru 00, 20, 40, 12, 32, 04, 24,
44).

i) Cifry se neopakuji.

o Kon¢i-li ¢slo nulou, méame pro vybér piedposledni ¢islice dvé moznosti (2 nebo 4), na
prvni pozici mizeme umistit libovolnou z dosud nepouzitych tii ¢islic a dvé moznosti
vybéru jesté zbyvaji na druhou pozici. Cisel kondicich nulou tedy je 3-2-2=12.

o Kon¢i-li ¢islo dvojkou, mame pro vybér predposledni ¢islice dvé moznosti (1 nebo 3), déle
je tfeba obsadit prvni pozici, nebot jsme vazani tim, Ze zde nesmi byt nula - mame tedy
dvé moznosti vybéru. Konec¢né pro zaplnéni druhé pozice mame téz dvé moznosti (mize
tam byt 0 nebo zbyvajici nepouzita ¢islice). Cisel koné&fcich dvojkou tedy je 2-2 -2 = 8.

o Konci-li ¢islo dvojéislim 04, mame pro vybér prvni ¢islice tii moznosti a pro obsazeni
druhé pozice dvé moznosti. Cisel konéicich dvojc¢islim 04 tedy je 3-2 = 6.

o Kondci-li ¢islo dvojéislim 24, mame pro vybér prvni ¢islice dvé moznosti (nesmime tam
umistit 0) a pro obsazeni druhé pozice opét dvé moznosti. Cisel kon¢icich dvojc¢islim 24
tedy je 2-2 = 4.

Zjistujeme, ze cisel délitelnych ¢tyfmi (za podminky neopakujicich se cifer) je celkem 12 +
8+6+4 = 30.

ii) Cifry se mohou opakovat. Pro obsazeni posledniho dvojé¢isli mame pravé 8 moznosti (00, 20,
40, 12, 32, 04, 24, 44). Ve vsech piipadech déle plati, Zze na prvni pozici miazeme umistit
libovolnou nenulovou ¢islici (mame 4 moznosti volby), na druhé pozici zadné omezeni neni -
méame zde 5 moznosti. Zjistujeme, ze ¢isel délitelnych ¢tyfmi (za podminky mozného opakovani
se cifer) je celkem 4 -5 -8 = 160.

b) V piipadé délitelnosti deseti je nutné a staci, aby posledni cifrou byla nula.

i) Cifry se neopakuji. Na prvni pozici Ize vybrat libovolnou ze ¢tyt zbyvajicich cifer, na dalsi ze
tfi a na treti zlustava volba ze dvou moznosti, existuje tedy 4 - 3 - 2 = 24 takovych ¢isel.

ii) Cifry se mohou opakovat. Na prvni pozici lze vybrat libovolnou ze ¢ty cifer (kromé nuly), na
druhou a na treti pozici pak jakoukoliv z péti uvazovanych cifer, existuje tedy 4-5-5 = 100
takovych ¢isel.

¢) Pro délitelnost dvaceti je nutné a staéi z ¢isel, o kterych jiz vime, Ze jsou délitelna ¢tyfmi vybrat
ta, kterd jsou i délitelna péti. Vzhledem k tomu, Ze Cislici 5 neuvazujeme, jsou to praveé ta cisla,
ktera konci nulou.

i) Cifry se neopakuji. Jedna se o 12 ¢isel (viz zdiivodnéni vySe - ¢ast a), oddil i), prvni odrazka).

ii) Cifry se mohou opakovat. Pro obsazeni posledniho dvojé¢isli mame pravé 3 moznosti (00, 20,
40). Ve vgech piipadech déle plati, Ze na prvni pozici mizeme umistit libovolnou nenulovou
¢islici (mame 4 moznosti volby), na druhé pozici Zzadné omezeni neni - mame zde 5 moznosti.
Zjistujeme, ze ¢isel délitelnych dvaceti (za podminky mozného opakovani se cifer) je celkem
4-5-3=060.

6. Ruznych tiketi lze podat (46?) = 13983816, prvni cenu vsak zajisti jediny z nich. V piipadé druhé

ceny je tfeba mit na tiketu dodatkové ¢islo a dale pét z vylosovanych ¢isel, tzn. Sesti zpiisoby mizeme
zvolit to z vylosovanych c¢isel, které na tiketu nemame. Proto pravé 6 ruznych tiketi muze vyhréavat
druhou cenu. Vynésobime-li téchto Sest moznosti, jak uhodnout spravné pétici z Sesti vylosovanych
Cisel, ¢islem 42, tj. poctem moznosti, jak vybrat posledni ¢islo tak, aby nebylo zadnym z Sesti ¢isel
vylosovanych ani ¢islem dodatkovym, zjistime, Ze tieti cenu lze ziskat podanim nékterého z 252 rtiznych
tiketti. V pfipadé ¢tvrté ceny to je (Z) . (423) = 13545 ruznych tiketid a u paté ceny (g) . (433) = 246 820
riznych tiketu.



7. a) Véz se pii hie mize dostat na libovolné pole Sachovnice, tzn. pro volbu poc¢atec¢niho pole pii jejim
tahu mame 64 moznosti. Vézi je mozné tdhnout na libovolné pole v prislusném sloupci ¢i fadku
(kromé pocate¢niho). Bez ohledu na polohu pocate¢niho pole je takovych poli vidy 14. Existuje
tedy 64 - 14 = 896 moznych tahu véze.
b) Pocet tahi koné zavisi na poloze piislusného pocate¢niho pole na Sachovnici. Rozdélme sachovnici
do skupin poli (na disjunktni podmnoziny) tak, aby ve stejné skupiné byla pole, z nichz existuje
stejny pocet tahu koném.
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Snadno nahlédneme, Ze z poli typu A (jsou 4) muze kuii tdhnout dvéma zpusoby, z poli typu B
(je jich 8) t¥emi zpisoby, z poli typu C (je jich 20) ¢tyFmi zptsoby, z poli typu D (je jich 16) Sesti
zpusoby a z poli typu E (je jich 16) osmi zpisoby. Moznych tahi koném tedy je 4 -2+ 8 -3+ 20 -
44+16-6+ 16 - 8 = 336.

8. a) Prvni cifru lze vybrat péti zpiisoby, druhou ¢tyfmi, protoze nesmime vybrat cifru, ktera je pouZita
na prvnim misté. Proto existuje pravé 5 -4 = 20 ¢isel, ktera mohou byt kédem k prvnimu zémku.

b) Nejmensim trojcifernym ¢islem délitelnym jedenacti je 110, nejvétsim 990. Proto existuje pravé

w + 1 = 81 ¢isel, kterd mohou byt kodem k druhému zdmku.

¢) Posledni cifra prvniho kodu je 1, 3, 5, 7 nebo 9, druhy kod mize koncit jakymkoliv ¢islem z mnoZziny
{0,1,...,9}. Snadno nahlédneme, Ze kazdy z teoreticky moznych sou¢ti 1 a7 18 miZe byt v této
situaci realizovan. Proto existuje pravé 18 ¢isel, kterd mohou byt kodem ke tfetimu zamku.

d) Na misté prvniho kodu je mozné vyzkouset libovolné z 20-i vyhovujicich ¢isel v tloze a), pro druhy
zamek pripada v tvahu kazdé z 81 vyhovujicich ¢isel v ¢asti b), ovSem pro tieti kod jiz zadnou
volbu nemame - ten je jednoznac¢né urcen vybérem piedchozich dvou ¢isel. Je tedy tieba zkusit
20 - 81 = 1620 variant trojic ¢isel.

9. PopiSeme dvé uvahy vedouci k TeSeni.

° étyfi body lezi dle zadani na pfimce, tzn. urcuji jedinou ptrimku. Vybérem libovolné dvojice
ze zbyvajicich péti bodu bude urcena vzdy jind piimka, mame tedy (g) = 10 dalSich pfimek.
Konecné mize byt piimka urcena jednim ze ¢tvetice kolinearnich bodi a jednim z dalSich péti
bodi, takovych piimek je 4-5 = 20. Zjistujeme, ze zadané body urcuji dohromady 1+10+20 = 31
piimek.

e Kdyby zadné tfi body nelezely na jedné piimce urcovaly by (g) = 36 primek. Pi¥imku, na které
lezi pravé ¢tyti zadané body jsme ale pocitali (;1) = 6 krat, ackoliv jsme ji spravné méli uvazit
pouze jednou. Hledanych piimek tedy je 36 — 6 + 1 = 31.

10. Soucin je délitelny t¥emi pravé tehdy, kdyz alespon jeden ¢initel je délitelny tFemi. Z devadesati dvoj-
cifernych pfirozenych c¢isel je pravé 30 délitelnych tfemi. Vysvétlime dva zpisoby doteSeni tlohy.

e Mohou nastat dva vyhovujici piipady - oba ¢initelé jsou nasobky tii (lze je vybrat (320) = 435
zpusoby), nebo je délitelny tiemi pravé jeden z nich (pro vybér prislusné dvojice je tedy 30 - 60 =
1800 moznosti). Proto existuje 435 + 1800 = 2235 vyhovujicich dvojic.

e Od poctu v8ech neusporddanych dvojic dvojcifernych prirozenych ¢isel, tj. od ¢isla (920) = 4005
odecteme pocet nevyhovujicich dvojic, tj. pocet dvojic, ve kterych zadny z ¢initelti neni nasobkem
tii. Téch je (%) = 1770. Ve vysledku tedy dostavame 4005 — 1770 = 2235 vyhovujicich dvojic.
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12.

13.

14.

15.

a) Usporadejme pismena slova GYMNAZIUM jakoby byla vSechna rizna a tento pocet vydélme
dvéma, coz odpovida prohozeni pismene M, které se nijak neprojevi. Anagramu tedy je £ =

2
181 440.

b) Podslovo MM chépejme jako jediné pismeno. Mame tedy usporadat osm ruznych pismen, coz lze
8! = 40 320 zpusoby.

¢) Mame 5 souhlasek, které dle schématu
—Souhlaska — Souhlaska — Souhlaska — Souhlaska — Souhlaska—

vytvoii 6 pozic (oznacenych —), které mohou byt obsazeny nékterou (vidy ale jedinou) ze &ty
samohlasek obsazenych ve slové GYMNAZIUM. Vybereme tedy ¢ty¥i z nich (i) = 15 zpiusoby,
déale na né tyto samohlasky rozmistime 4! = 24 zpusoby a kone¢né i souhlasky (na pozice pro
souhlasky) 55' = 60 zpusoby. Hledanych anagrami tedy je 15 - 24 - 60 = 21 600.

Kazdy takovy nakup lze zakodovat Sifrou, kterou tvoii 8 vodorovnych ¢arek a 3 ¢arky svislé. Svislé ¢arky
znadi jisté prepazky mezi ¢tyimi piihradkami (druhy mi¢a), do kterych rozdélujeme osm vodorovnych
¢arek (totiz doz mic¢a). Napf. ifra

znadi nakup 2 déz mi¢u znacky Dunlop (1. piihradka), Zadné dézy znacky Penn (2. piihradka), péti
doz znacky Slazenger (3. pfihradka) a jedné dozy znacky Wilson (4. piihradka). Vzhledem k tomu,
ze kazdému z moznych nakupi odpovida jedina Sifra a opac¢né libovolna Sifra popisuje jediny nakup
mica (tj. piislusné zobrazeni je bijektivni), sta¢i urcit, kolik popsanych Sifer je mozné sestavit. Z osmi
symbolii — a t¥i | mame utvofit Sifru o celkovém poctu 11-i znakii. Z jedenécti pozic tedy staéi vybrat
tfi, na které napiSeme | a na volna mista (jiz bez moZnosti jakékoliv volby) doplnime —. Moznych
nakupi je tedy (131) = 165.

a) (%5);
b) (%) - 5! =980-979 - 978 - 977 - 976.

¢) Uvazujme Sifrovani podobné jako v predchozi tloze. Lidé, ktefi spravné odpovédéli, tvoii prihradky
(k jejich oddéleni potfebujeme 979 piepazek; napi. symbol |), do kterych bude rozdéleno 5 stejnych
objektt (napf. symbol —). Tedy existuje (924) koda.

d) Kazdou knihu je mozné dat libovolnému z 980 kandidati vyhry, tj. moznosti je 980°.

7 sestnacti tenista je tieba utvorit osm dvojic. Prvni dvojici losujeme ze vSech Sestnacti hraci, tedy
muze byt vybrana (126) zpusoby, druhou dvojici jiz jen ze ¢trnécti zbyvajicich hraci (124) zpusoby, atd.
Protoze nas v8ak nezajima dalsi priubéh turnaje, neni podstatné pofadi vylosovanych dvojic (tedy jejich
umisténi v pavouku turnaje). To znamené, Ze soucin naznacenych kombina¢nich ¢isel je potieba vydélit

¢islem 8!, které udava pocet zpusobi, jak sefadit jiz vylosovanych osm dvojic. Moznosti losu tedy je

(126)'(124)'(122)'(122!'(3)'(3)'(3)'@) = ... =15-13-11-9-7-5-3 =2027025.

Ziskany vysledek je mozné zdiuvodnit rovnéz takto. Prvni hra¢ ma 15 moznosti vybéru soupete. Zbyde
14 dalsich hracia, pricemz prvni z nich ma 13 moznosti vyberu soupefe, atd.

Ozna¢me k hledany pocet kostek domina a z pocet zpusobu vybéru dvojice kostek, které Ize k sobé
prilozit. Nejprve si uvédomme, ze vypocet k = w je chybny, protoze v ¢itateli sice kostky, které maji
v obou c¢éastech ruzny pocet bodi, pocitame dvakrat, ale toto jiz neplati pro kostky se stejnym poctem
bodi na obou stranach. Proto zvlast ur¢ime pocet kostek, které maji v obou ¢astech ruzny pocet bodi
a pri¢teme pocet kostek, které maji v obou ¢astech stejny pocet bodi, tedy k£ = % + 11 = 66. Dale
z = 11- (121) = 605, nebot jedenacti zptsoby vybereme pocet bodu, ktery bude na obou kostkach
(abychom je mohli pfilozit k sobé) a z jedenacti kostek, které tento pocet bodu obsahuji, vybereme

libovolné dvé.



Ulohy vyu#ivajici Dirichletav princip

1.

Predpokladejme, Ze zadny ¢lovék nemiize mit na hlavé vice nez 300 000 vlasu. Dokazte, ze pak v Brné
musi zit alespon dva lidé, ktefl maji stejny pocet vlast.

Adam skladuje své ponozky v jednom neprihledném pytli. Ma v ném ponozky ¢tyf ruznych barev -
bilé, ferné, modré a Sedé (od kazdé barvy alespoii 10 kusi). Zda se jedna o ponozky na pravou ¢ levou
nohu, to Adam zasadné nerozlisuje. Kolik ponozek musi z pytle ndhodné vytahnout, aby mél jistotu,
7e 7z nich zkompletuje

a) alespon jeden par (bez ohledu na to jaké bude barvy),
b) alesponi dva pary (bez ohledu na to jaké budou barvy),
¢) alespon dva pary téze barvy (bez ohledu na to jaké bude barvy).

Na predstaveni v divadle se seslo n divaki. Dokazte, Ze mezi nimi jsou alesponi dva, ktefi ve skupiné
téchto n lidi maji stejny pocet pratel. Pratelstvi pfitom povazujeme za vzajemny vztah, tedy je-li osoba
A pritelem osoby B, pak i opa¢né osoba B povazuje A za svého pritele.

V roviné je dano 31 takovych bodt, 7ze v libovolné trojici z nich 1ze najit dva body, jejichz vzdalenost
neni vétsi nez 3 cm. Dokazte, Ze existuje kruh s primérem 6 cm, v némz lezi alespon 16 z téchto bodii.

Dokazte, ze z kazdé skupiny sedmi prvocisel lze vybrat dvojici, kterd koné¢i stejnou cislici. Z jakého
nejmensiho poc¢tu prvocisel bychom mohli vybrat trojici ¢isel koncicich stejnou cifrou?

7 mnoziny vSech dvoucifernych piirozenych ¢isel vyberte co nejvétsi pocet ¢isel tak, aby

a) rozdil zadnych dvou z vybranych ¢isel nebyl délitelny deviti,

b) soucet zadnych dvou z vybranych ¢isel nebyl délitelny deviti.

Zduvodnéte, pro¢ vami nalezeny vybér méa pozadovanou vlastnost a pro¢ zadny vybér vétsiho poctu
¢isel zadani tlohy nemuze vyhovét.

Reseni, navody a vysledky:

1.

Je vSeobecné znamo, ze Brno mé vice nez 350 000 obyvatel. Mizeme je myslenkové rozdélit do skupinek
podle poctu vlast, které ma kazdy na své hlavé. Je evidentni, Ze musi existovat skupinka, ktera obsahuje
alespon dvé osoby.

a) b (Ctyfi by jesté mohly byt kazda jiné barvy);

b) 7 (z Sesti ponozek musi byt nutné schopen poskladat par, dale mize mit po jednom kusu ponozek
Ctyt raznych barev, které par netvoii);

¢) 13 (dvanact ponozek muze byt takovych, Ze ma pravé tii kusy od kazdé barvy).

Rozdélme divaky do pfihradek podle poctu pratel, které ve skupiné divaki maji. Kazdy mezi piitom-
nymi mé 0 az n — 1 préatel, coz piedstavuje n prihradek. OvSem, je-li v hledisti takova osoba, ktera se
prateli se vSemi ostatnimi divaky, pak tam neni nikdo, kdo by nemél zadného ptitele. To znamené, Ze
alespon jedna z prihradek, které obsahuji 0 a n — 1 pratel, musi zlstat prazdna. Proto rozdélujeme n
osob pouze do n — 1 piihradek, takze v alespon jedné z nich budou alespon dvé osoby.

Vyberme takové dva z téchto bodt, jejichz vzdalenost je vétsi nez 3. Pokud by neexistovaly, byli bychom
hotovi. Uvazme dva kruhy se stfedy v téchto dvou zvolenych bodech, kazdy s polomérem 3 cm. Dle
zadani kazdy dalsi bod musi lezet v alespon jednom z téchto kruhi, proto v alesponn jednom z nich
takovych bodi musi existovat alespon 16.



5. Prvocislo ziejmé nemuze kon¢it zddnou &islici z mnoziny {0,4,6,8}. Rozdélime-li sedm ¢&isel do Sesti
prihradek podle toho, jakou ¢islici konci, zjistime, Ze v alespon jedné z téchto prihradek musi byt alespon
dvé ¢isla. Pro odpovéd na druhou ¢ast otazky je tfeba si uvédomit, kolik ¢isel muZe byt v jednotlivych
prihradkach obsazeno. Sudé prvocislo existuje jediné - ¢islo 2, taktéz prvocislo kondcici cifrou 5 existuje
pouze jedno, ostatni piihradky mohou obsahovat ¢isel vice (napt. kazdé z ¢isel 11, 31, 3, 13, 7, 17, 19,
29 je prvodislem). Proto mame jistotu, ze z jedenacti prvocisel vzdy vybereme trojici ¢isel konéicich
stejnou cifrou. To, 7e tento pocet je s pozadovanou vlastnosti opravdu nejmensi, dokazuje mnozina
deseti prvocisel {2,3,5,7,11,13,17,19,29,31} z nichz pozadovanou trojici nevybereme.

6. Vsechna dvouciferna ptirozena ¢isla rozdélme do deviti desetiprvkovych mnozin podle toho, jaky davaji
zbytek po déleni deviti - tzv. do zbytkovych tiid podle modulu 9.

M, = {18,27,...,99} ,
M, = {10,19,...,91} ,
M, = {11,20,...,92} ,
My = {12,21,...,93},
My = {13,22,...,94} ,
Ms; = {14,23,...,95} ,
Me = {15,24,...,96}
M, = {16,25,...,97} ,
Ms = {17,26,...,98}

a) Vybereme-li dvé ¢isla ze stejné zbytkové tiidy, pak je jejich rozdil délitelny deviti. Pokud vsak
zvolime jakakoliv ¢isla ze dvou riznych t¥id, pak jejich rozdil evidentné deviti délitelny neni.
Kdybychom tedy vybrali vice nez devét ¢isel, musel by se v tomto vybéru nutné objevit alespon
dvakrat reprezentant téze zbytkové tiidy. Vyhovi tedy nejvyse devitiprvkova mnozina, ktera bude
obsahovat po jednom zéastupci z kazdé vyse uvedené zbytkové t¥idy, napi. mnozina {10, 11, ..., 18}.

b) Soucet dvou ¢isel je délitelny deviti pravé tehdy, kdyz je délitelny deviti soucet zbytku, které kazdé
z téchto ¢isel po déleni deviti dava (tzn. soucet piislusnych indexii jednotlivych zbytkovych t¥id).
Muzeme tedy vybrat jednoho reprezentanta t¥idy M, (soucet dvou ¢isel z My by totiz byl délitelny
deviti) a v8echny prvky z mnozin M;, My, My a M,. Dohromady se jedna o 41 vyhovujicich ¢isel.
Vétsi pocet ¢isel jiz ziejmé nemiize vyhoveét. Uvedené tvahy jsou korektni téz diky skutecnosti,
ze vSechny zbytkové t¥idy maji stejny pocet prvki.

Faktorialy, kombinac¢ni ¢isla, binomicka véta

Metodické poznamky. Mezi zafazenymi tlohami je minimum téch, které vedou na rutinni upravy vyrazi
obsahujici faktorialy ¢i kombinac¢ni ¢isla. Takové tlohy jsou v dostatecné mife zastoupeny v dostupnych a
bézné pouzivanych stiedoskolskych shirkach. Pro ilustraci jsou zde zafazeny prvni dvé tlohy tohoto zaméreni.
Jsou zamérné voleny tak, aby u nich byla nezbytnéa diskuse podminek ¢i provedeni zkousky.

Zpravidla se nejedna o zakladni tlohy. Vétsina tuloh propojuje vice témat stfedoskolské matematiky. Sada
téchto tloh opét muze poslouzit pro hlubsi procvic¢eni probirané latky ¢i pro maturitni opakovani.

U uloh tykajicich se ¢leni binomického rozvoje vyrazu (a + b)™ je za (k + 1)-ni ¢len rozvoje povazovan
vyraz Api1 = (Z) a"*bk kde k € {0,1,...,n}. Pozornost je vénovana i nékolika tloham, jez vedou k uziti
jednoduchych disledki vlastnosti kombina¢nich ¢isel (viz tloha ¢. 4) & binomické véty (viz tloha ¢. 5), které
mohou byt pii povrchnim pfistupu prehlédnuty, ackoliv je 1ze vyhodné pouzit pii feSeni tloh z teorie ¢isel
(viz ulohy ¢. 8-10).

V ¢asti vénované fesenim tiloh jsou v nékolika piipadech uvedeny navody k alternativnim postuptim feSeni
prislusnych tloh, ¢i jiné postiehy, které by mohlo byt uzitecné se studenty diskutovat.

1. V nejvétsim ¢iselném oboru, ve kterém je definovana, vyfeste rovnici

log(z + 6)! — log(x + 5)! = 2logx .



[\]

10.

11.

12.

13.

V nejvétsim ¢iselném oboru, ve kterém je definovana, vyreste rovnici

2\ [x+2 r—1\ 3 4 n 6
1 T r—2) “\2 3)°
Dokazte, ze pro vSechna n € N plati

Zi:(—n’“(?;) onk — 1.

n

W) = #lk),, kde n a k jsou

Dokazte, ze jakékoliv kombina¢ni ¢islo (tj. ¢islo definované vztahem (
nezapornd cela ¢isla takova, ze n > k) je vidy ¢islem p¥irozenym.

K libovolné trojici ¢isel a,b € Z a n € N existuje k € Z takové, ze plati
(a+b)" =ka+b".
Dokazte.

Urcete pocet vSech racionélnich s¢itanct v rozvoji vyrazu
60
3 4
(V3+V6)" .

Urcete nejmensi n s nésledujici vlastnosti. Z libovolnych n pfirozenych cisel 1ze vybrat alespon dvé
takova, ze jejich faktorial konc¢i stejnou cifrou. Lze zjistit i o jakou ¢islici se jedn&? Dale vypoctéte,
kolika stejnymi ¢islicemi kondi ¢islo 132!.

S vyuzitim binomické véty dokazte, ze pro libovolné n € N plati, Ze vyraz
V(n)=7"-1
je délitelny cislem 48.

02 010

S vyuzitim binomické véty vypoctéte zbytek po déleni ¢isla 5 ¢islem 17.

S vyuzitim binomické véty dokazte, ze ¢islo 133° — 8% je délitelné patnécti.

(oee2)

(n € N, n > 2) je soucet prvnich tii koeficienti roven 56. Urcete z této podminky absolutni ¢len rozvoje
(tj. ¢len neobsahujici x). Své tvrzeni podlozte vypoctem, vysledek vycislete. O kolikaty ¢len rozvoje se

jedna?
13 n 12 P 4
4 4 4]

Vysledek pripadné miizete nechat ve tvaru vhodného kombinacniho ¢isla.

V binomickém rozvoji vyrazu

Vypoctéte

Uvazujme mnozinu M, kterd ma pravé n prvki (n € N). Porovnejte pocet v8ech neprazdnych pod-
mnozin mnoziny M, které maji sudy pocet prvkiu s poc¢tem vSech podmnozin mnoziny M, které maji
lichy pocet prvki.

Reseni, navody a vysledky:



1.

2.

3.
4.

5.

Za podminky x € N plati

6)!
log(x 4+ 6)! — log(z + 5)! =2logzx < log% =logz? & 22—2—-6=0.
Uvedené rovnici vyhovi kofeny z; = —2 a x9 = 3, ale jen x5 vyhovi podmince; K = {3}.

Za podminky x € Ny, z > 2 plati

(i) (5‘3 ;L 2) N <z B} ;) = 3(;1) + (g) o (@12 (@) —(2—1) = 36420 o 22422-35=0.

Uvedené rovnici vyhovi kofeny x; = —7 a x5 = 5, ale jen x5 vyhovi podmince; K = {5}.
Plyne z binomické véty proa =2 a b= —1.

e Tvrzeni plyne bezprostiedné z kombinatorického vyznamu kombinac¢niho ¢isla, které udava pocet
vSech k-prvkovych podmnozin n- prvkové mnoziny. Tento pocet musi byt pfirozenym ¢islem.

e Poznamenejme, 7e zdivodnéni je mozné vést i pomoci Pascalova trojihelniku, chapeme-li jej
jako schéma, které obsahuje vSechna kombinac¢ni ¢isla. Nedilnou soucésti tohoto postupu pak
je zduvodnéni, Ze pro libovolnd nezaporna celd ¢isla n a k takova, ze n > k + 1, plati vztahy

ny _ (n) _ n n _ (n+1
() = () =0a )+ (1) = Gh)-
e Vhodné je studenty upozornit na primy diisledek dokdzaného tvrzeni. Protoze pro uvazované cisla

n a k plati
n\ n! ~nn—1)...(n—k+1)
(k) Ckl(n—k) k! ’
znamena skutec¢nost, ze kazdé kombinacni ¢islo je ¢islem prirozenym také to, Ze soucin libovolnych
k po sobé jdoucich prirozenych ¢isel je vidy délitelny ¢islem k!.

Podle binomické véty plati

n __ n n n n—1 n n—kik n n—1 n n
(a+b) —(O)a +(1>a b+...+<k)a b +...+(n_1)ab +<n>b.

Po vytknuti ¢isla a ze vSech s¢itancti kromé posledniho odtud dostévame

(a+b)"=a Kg) a" !+ (T) a4+ (Z) a" MR (ni 1) b”l] + b

V pfredchozi dloze jsme vysvétlili, ze kazdé kombinac¢ni ¢islo je ¢éislem pfirozenym, proto je vzhledem
k zadanym podminkam celd hranatd zavorka rovna jistému celému ¢islu. Oznacime-li jej k, obdrzime

dokazovany tvar rovnosti.
Appr = (6:> 3% (2-3)1 = <6k;0) . 320-15 . 9% |

To znamend, ze k tomu, aby byl (k 4+ 1)-ni s¢itanec racionalni, je nutné a stac¢i, aby nezaporné
celé ¢islo £ < 60 bylo délitelné dvanacti. Tuto vlastnost ma pravé kazdé k z Sestiprvkové mnoziny
{0,12,24,36,48,60}. Racionélnich s¢itanci je v zadaném rozvoji 6.

. Pro (k + 1)-ni s¢itanec podle binomické véty plati

ENES

Vime, ze 1! = 1, 2! = 2, 3| = 6, 4! = 24. Dale zfejmé plati, ze ¢islo n! je pro n > 4 délitelné
desiti a tudiz kon¢i nulou. Maji-li faktorialy dvou piirozenych ¢isel koncit stejnou cifrou, musi to tedy
byt nula. Z libovolné Sestice pfirozenych ¢isel takovou dvojici vzdy vybereme, z pétice prirozenych
¢isel (napt. z mnoziny {1,2,3,4,5}) to jit nemusi, tedy n = 6. Zbyva zjistit kolika nulami kon¢i ¢islo
132!. Bude to tolik nul, jaka je mocnina ¢isla 5 (ozna¢me ji m) v rozkladu ¢isla 132! na soucin prvocisel
(mocnina &isla 2 v tomto rozkladu je ziejmé vyssi). MnoZina nasobku péti mensich nez 133, tj. mnoZina
{5,10,15,...,130} obsahuje £29=> + 1 = 26 ¢isel, priemz pét z nich je nasobkem ¢isla 5% (&isla 25, 50,
75, 100 a 125), posledni z nich je dokonce nasobkem ¢isla 5%. Proto m = 26 + 5+ 1 = 32. Cislo 132!
tedy konc¢i 32 nulami.

10



10.

11.

12.

Plati
V(n):72”—1:49”—1:(48—1—1)"—1.

Podle disledku binomické véty z tlohy ¢. 5 dale plati, Zze kazdy sc¢itanec kromé posledniho v rozvoji
(48 + 1) je nasobkem ¢isla 48, posledni s¢itanec je roven jedné, tj. (48 + 1)" = 48k + 1, kde k € N.
Proto V(n) = 48k, ¢imz je tvrzeni dokazano.

Plati
502910 = (51 — 1)*"° =51k + (—1)**"° =51k +1=17-3k + 1,

kde k € Z. Cislo 50291 tedy po déleni sedmnécti dava zbytek 1.
Dokazme postupné délitelnost ¢isla 1330 — 818 tiemi a péti.

1330 — 818 = (12 + 1)30 — (9 — 1)18 = 12k + 130 — [9] + (—1)8] = 3(4k — 30),
1330 — 818 — 1695 — 649 = (170 — 1)1 — (65 — 1)? = 5(34m — 13n),

kde k, [, m a n jsou celé ¢isla. Vzhledem k nesoudélnosti ¢isel 3 a 5 z uvedeného plyne délitelnost cisla
1330 — 818 patnacti.

Za podminky n € N, n > 2 dle zadani plati

-1
(g) +(?)+ (Z) —56 & 1+n+% =56 & n*n-110=0 <& (n—10)(n+11) =0.
Uvedené rovnici vyhovi kofeny n; = 10 a ny = —11, ale jen ny vyhovi podmince. Pro hledany (k+1)-ni
¢len rozvoje uvazovaného vyrazu (pro n = 10) tedy dostavame podminku (¢ zna¢i dosud neznamou
konstantu, kterou ur¢ime dalsim vypoctem)

10 10—k 10—
Ak+1:(k><$§> () '=c2® = 2T S0 o 40— 10k=0 <& k=4.

Jedna se tedy o paty ¢len rozvoje. Snadno jiz dopocteme, Ze

As=c= <140) (:c?i>6 (72" = (140> — 210.

Naznacime vice zptusobu feSeni.

e Mozné je vSech deset kombina¢nich ¢isel vycislit a secist, neni to vSak vyhodné. Tento piipadny
vypocet je ponechan na ¢tenaii, vysledek je 2002.

e Uvazujme mnozinu, jejiz prvky tvoii ¢isla 1,2, ..., 14. Vime, Ze existuje pravé (154) pétiprvkovych
podmnozin této mnoziny. Urceme tento pocet jinym zpisobem - pomoci kombinatorického pravi-
dla souctu. Uvazujme, kolik existuje pétiprvkovych podmnozin uvazované mnoziny s konkrétnim
nejvétsim prvkem. Je-li jim ¢islo 14, pak do tvoiené podmnoziny stac¢i doplnit libovolné 4 ze zby-
vajicich tfinacti ¢isel, to lze provést (143) zpusoby. Pokud jim je ¢islo 13, je takovych podmnozin
(142) (¢islo 14 v ni byt nesmi), atd. Posledni v této posloupnosti je pak mnozina {1,2,3,4,5},

jejimz nejvétsim prvkem je ¢islo 5. Zbyvajici prvky jsou jiz uréeny jednoznacné, vybirame je totiz

(j) zpusoby. Touto kombinatorickou tivahou jsme zduvodnili, Ze uvazovany soucet je roven (154).
e Jednim z nejznaméjsich souctti kombinacnich ¢isel, je vlastnost na zakladé jejiz platnosti je sesta-
ven Pascaliv trojuhelnik. Neni tézké dokéazat, ze (Z) + (kil) = (Zﬁ), kde n a k jsou nezaporna
cela ¢isla takova, ze n > k+ 1. Mohlo by nés proto napadnout uzit tuto vlastnost i pro zadany vy-

pocet. Je k tomu tieba pouze nadhrady s¢itance (3) ¢islem (g), které je mu vSak rovno. Postupnymi
vypocty

5 . 5\ (6 6 n 6\ (7 13 n 13\ (14
4 5) \b) \4 5) \5)" 7 \4 5) \5)’
se dobereme stejného zavéru jako pti predchozich vypoctech jinymi metodami.
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13. Prvni vyraz je tvaru (72‘) + (Z) +...+ (Z), kde k = n — 1 v piipadé, Ze n je liché, resp. k = n, je-lin
sudé. Druhy z porovnavanych vyrazi je pak tvaru (”) + (") +...+ (’;), kde [ = n v ptipadé, 7ze n je

1 3
liché, resp. [ = n — 1, je-li n sudé.

e ReSeni vyuzivajici binomické véty. VSimneme-li si, Ze v porovnavanych vyrazech vystupuje pravé

jednou kazdé z kombina¢nich ¢isel (), (5), ..., (*), mohlo by nas napadnout uzit binomicky rozvoj

== (0) (1) () () e ()

n

Odtud vidime, ze kdybychom k prvnimu s¢itanci pridali ¢islo (0) (tj. prazdnou mnozinu), pak by
se oba vyrazy rovnaly. Tedy pocet vSech podmnozin mnoziny M s lichym poc¢tem prvku je o 1
veétsi nez pocet vSech neprazdnych podmnozin mnoziny M se sudym poctem prvki.

e Reseni kombinatorickou dvahou. Vyberme v mnoziné M pevné libovolny prvek a ozna¢me ho p.
S kazdou podmnozinou mnoziny M nyni provedeme tuto operaci. Obsahuje-li dand podmnozina
prvek p, pritadime k ni podmnozinu, kterd z ni vznikne vypusténim prvku p. Opacné pokud prvek
p v dané podmnoziné nelezi, pfitadime k ni podmnozinu, kterad z ni vznikne ptidanim prvku p.
Popsané zobrazeni je bijektivni, ptricemz libovolné neprazdné podmnoziné mnoziny M se sudym
poctem prvki je prifazena podmnozina mnoziny M s lichym poc¢tem prvki, prazdné mnoziné je
pfifazena mnozina {p} a opa¢né. Proto je pocet viech podmnoZin mnoZiny M s lichym poc¢tem
prvkii o 1 vétsi nez pocet vsech neprazdnych podmnozin mnoziny M se sudym poctem prvkii.

Ulohy s omezujicimi podminkami

v

plexnéjsi tlohy. Jejich feSeni se ¢asto neomezuje pouze na zakladni uziti elementarnich kombinatorickych
pravidel, ale vyzaduje hlubsi tvahu. Regitel zde t6% ve vétsi mife uplatni poznatky z jinych oblasti matema-
tiky. Uzit téchto dloh je vhodné na zavér celku vénovaného kombinatorice - pro shrnuti, pfipadné opakovani.
Nékteré tilohy jsou vhodné spiSe pro talenty a zajemce o matematiku.

1. V kolika bodech se protinaji tthlopti¢ky konvexniho n-thelniku (n > 4), jestlize zadné tii z nich nemayji
spole¢ny bod?

2. Urcete pocet vSech ctytcifernych c¢isel délitelnych deviti, kterd jsou sestavena z cifer 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
jestlize kazdé cifra smi byt pouzita nejvyse jednou.

3. Zjistéte, kolik ruznych ¢tyrcifernych ¢isel délitelnych ¢islem 36 lze sestavit z ¢islic 0, 1, 2, 3, 4 tak, aby
se v nich zadna ¢islice neopakovala. VSechna tato ¢isla vypiste.

4. Kolika zpusoby lze z mnoziny vSech nejvyse dvojcifernych ptirozenych ¢isel vybrat dvé (rizna) ¢isla
(bez ohledu na poradi) tak, aby jejich soucet byl délitelny tiemi?

5. Necht je dana mnozina
M ={0;1;2;3;4;5;6;7;8;9} .

Urcete, kolika zpusoby lze z mnoZiny M vybrat osm ruznych ¢&isel (tzn. zadné z vybranych ¢isel se
nesmi opakovat), které maji tu vlastnost, Ze jejich soucet je délitelny tfemi. Své avahy a sva tvrzeni
zduvodnéte.

6. Kolika zpisoby lze rozdélit 6 hochi a 4 divky do dvou pétic¢lennych druzstev tak, aby v kazdém druzstvu
byla aspon jedna divka. Na pofadi druzstev nezalezi. Vysledek vycislete.

7. V kolika anagramech, které jsou utvoreny z pismen slova MATURITA, se nevyskytuji zadna dveé stejné

pismena bezprostiedné vedle sebe (tzn. zadny vyhovujici anagram neobsahuje ,,podslovo® typu AA,
TT)?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Kolika zptsoby lze rozdélit 22 nerozlisitelnych minci do 3 riznych obalek? V kolika pfipadech v zadné
obélce nebude vice nez 11 minci? Vysledky vy¢islete.

Na zamku prodéavaji 5 druht pohlednic. Navstévnik si chce koupit 8 pohledi. Kolika zptlisoby to miuze
udélat, chce-li mit od kazdého druhu alespon jeden kus. V nabidce jsou pfitom pouze posledni 3 pohledy
prvniho druhu, pohledi kazdého z ostatnich druhi je vice. Vysledek vycislete.

Kolika zpusoby je mozné uspoifddat 15 riaznych knih do 4 polic v knihovné, jestlize do kazdé police
by pfipadné bylo mozné umistit vSechny tyto knihy soucasné. Na potradi knih v jednotlivych policich
zalezi. Vysledek stac¢i vyjadrit pomoci vyrazi sestavenych z mocnin, kombinacnich ¢isel ¢i faktorialu.

Kolik feseni ma

a) v N3 rovnice
1+ To + T3 :20,

b) v N3 rovnice
X1+ To + T3 :20,

¢) v N3 nerovnice
T1+ 29+ 23 <20,

d) v N3 nerovnice
1+ 29+ x3 < 207
Kolik rovin urcuje 12 raznych piimek, z nichz 5 lezi v jedné roviné a zadné 3 dalsi jiz v jedné roviné
nelezi, pritom vsSak zadné dvé z téchto dvanacti piimek nejsou mimobézné? Vysledek vycislete. Co lze
tvrdit o vzajemné poloze zadanych piimek?

Urcete pocet vSech trojihelniki, které maji vrcholy ve vrcholech pravidelného dvanéctithelniku a
jejichz strany jsou thlopfickami tohoto dvanactitihelniku. Dva trojihelniky povazujeme za rizné, pokud
alespon jeden vrchol nemaji spole¢ny, tzn. napt. dva shodné trojuhelniky chdpeme jako rizné, pokud
alespon jeden vrchol nemaji spole¢ny.

Urcete, kolika zpusoby 1ze na Sachovnici rozmistit 8 po dvou rozlisitelnych vézi tak, aby se alespon dveé
z nich vzajemné ohrozovaly.

Na kazdé hrané krychle je dano n (n > 3) riznych vnitinich bodua. Uréete pocet vSech trojuhelniki s vr-
choly ve zminénych bodech. Kolik z nich lezi na povrchu krychle? Vysledky upravte do nejjednodussiho
mozného tvaru.

Pfirozené ¢islo x budeme nazyvat zajimavym, jestlize existuji dvé (ne nutné rizna) dvojciferné ptirozena
¢isla m a n, ktera se lisi poradim ¢islic, tak, ze plati x = m + n. Naptiklad 176 je tedy zajimavé cislo,
nebot 176 = 97 + 79.

a) Urfete nejvétsi a nejmensi zajimavé &islo.
b) Zjistéte pocet viech zajimavych &isel.

¢) Snadno nahlédneme, Ze ¢isla m a n, ktera vystupuji v defini¢nim vyjadfeni ¢isla x, nemusi existovat
jednoznac¢né. Napriklad 176 = 97 + 79 = 88 + 88. Urcete to zajimavé Cislo, které je mozné
v defini¢nim tvaru vyjadiit nejvétsim moznym poc¢tem zpusobu (na pofadi s¢itanci nebereme
ohled, tj. naptiklad oba soucty 97+79 a 79+97 povazujeme za jedno defini¢ni vyjadieni zajimavého
Cisla 176, ale soucet 88 + 88 chapeme jako jiny zptusob vyjadieni zajimavého ¢isla 176).
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17. Ctvercovou tabulku o n X n polich nazyvame magickym ctvercem n-tého fadu, pokud je vyplnéna ve
vSech polich ¢isly tak, aby se souc¢ty prislusnych ¢isel v libovolném tadku, v libovolném sloupci a na
libovolné uhlopficce vzajemné rovnaly. Napiiklad tabulka

21 134 |17 | 40
31 1121 3 | 66
10 |19 | 78
20 | 47114 | 1

je magickym c¢tvercem 4. fadu.

a) Ma-li byt magicky ¢tverec 3. fadu vyplnén ¢isly z, z+1,..., x+8, (kazda z téchto hodnot ma byt
pouZita pravé jednou) rozhodnéte, zda hodnota souctu &isel v libovolném fadku, libovolném sloupci
a na libovolné thlopiic¢ce zavisi pouze na hodnoté x. Pokud ano, urcete tuto hodnotu, pokud ne,
uvedte kolik moznych sou¢tia pfipada v tvahu. Sva tvrzeni podlozte vypoctem, piipadné jinak
zdivodnéte.

b) Sestavte konkrétni piiklad magického ¢tverce 3. fadu, ktery je tvofen ¢isly 1, 2,...,9 (kazda
z téchto hodnot ma byt pouzita pravé jednou). Déle zdiuvodnéte, kolik Ize najit riznych magickych
¢tvercu, které vyhovuji témto podminkam. étverce, které se lisi pouze otocenim ¢i pieklopenim
(tj. libovolné ¢islo ma v kazdém z nich vzdy stejné ,sousedy®), povazujeme za stejné. Piipadné
vysvétlete, pro¢ pozadovany magicky ¢tverec nelze sestavit. Sva tvrzeni zdivodnéte.

Reseni, navody a vysledky:

1. Staci si uvédomit, ze kazdy prisecik je jednoznac¢né urcen vybérem libovolnych ¢tyt vrcholi n-ihelniku.
Libovolna uhlopticka je totiz tsecka, kterd je jednoznacné urcena svymi krajnimi body. Pfislusna
¢tverice bodi navic vzdy urcuje jedinou dvojici protinajicich se thlopiicek. Hledanych priseciki je
tedy (Z)

2. Vime, 7e celé ¢islo je délitelné deviti pravé tehdy, kdyz jeho ciferny soucet je délitelny deviti. Nejmensi
mozny soucet ¢tyi zadanych cifer je 0 + 1 + 2 4+ 3 = 6, nejvétsi naopak 3 +4 45+ 6 = 18. Je tedy
jasné, ze vyhovi ta ¢isla, jejichz ciferny soucet je 9 nebo 18. Ma-li byt ciferny soucet roven osmnacti,
pak musi byt dané ¢islo sestaveno vyhradné z ¢islic 3,4, 5, 6. Takovych ¢isel 1ze sestavit 4! = 24, nebot
kazda cifra (dle zadani) musi byt pouzita pravé jednou. Zkoumejme nyni, z jakych cifer mize byt
¢islo sestaveno, ma-li jeho ciferny soucet byt 9. Hledejme tedy vSechny rozklady ¢isla 9 na soucet Ctyf
ruznych s¢itanci z mnoziny {0,1,2,3,4,5,6}. Pro prehlednost budeme s¢itance zapisovat vzestupné
podle velikosti. Zjistujeme, ze vyhovujici rozklady existuji pravé tii

9=0+1+24+6=04+14+3+5=0+2+3+4.

Snadno rozmyslime, ze z kazdé z uvedenych tii ¢tvetic ¢islic lze sestavit 3-3! = 18 &isel spliujicich zadané
podminky (protoze 0 nemuze byt na prvnim misté). Dohromady tedy existuje pravé 24 + 3 - 18 = 78
hledanych ¢isel.

3. Pfirozené ¢islo n je délitené ¢islem 36 pravé tehdy, kdyz je délitelné deviti a ¢tyimi. Nejprve posudme
délitelnost deviti. Deviti je ¢islo n délitelné tehdy a jen tehdy, kdyz je deviti délitelny jeho ciferny
soucet. Protoze soucet vSech zadanych cifer je 10, plyne z této podminky, Ze hledané ¢islo bude tvofeno
ciframi 0, 2, 3, 4, z nichz bude pouzita kazda pravé jednou.

Nyni se zabyvejme délitelnosti ¢tyimi. Rozdélme hledana ¢isla do skupin podle toho, kterou cifrou
kon¢i. Tyto skupiny jsou t¥i, nebot kazdé ¢islo vyhovujici zadani musi byt ziejmé sudé. Cifru na misté
desitek ur¢ime na zakladé skutecnosti, zZe k tomu, aby bylo ¢islo n délitelné ¢tyfmi, je nutné a stadi,
aby bylo délitelné ¢tyfmi jeho posledni dvojéisli.

Timto zpiisobem jiz snadno najdeme vSechna ¢isla vyhovujici zadani. Cisla kontici nulou jsou Ctyfti:
4320, 3420, 3240 a 2340; ¢isla koncici ¢tverkou najdeme tii: 2304, 3204, 3024; kone¢né poslednim
feSenim je c¢islo 4 032.

Hledanych ¢isel je praveé 8.
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4. Mnozinu M = {1,2,...,99} uvazovanych ¢isel rozlozme na t¥i t¥icetitii prvkové po dvou disjunktni
podmnoziny podle toho, jaky jeji prvky davaji zbytek po déleni tFemi:

My, = {3,6,...,99},
{1,4,...,97},
M, = {2,5,...,98}.

=
I

Aby soucet dvou ¢isel z M byl délitelny tfemi, je nutné a staéi, aby obé vybrana ¢isla byla z M (to lze
udélat (323) = 528 zpusoby) nebo jedno bylo z M; a druhé z M, (to lze udélat 33 - 33 = 1089 zpiusoby).
Vysledek 528 + 1089 = 1617.

5. Pri feSeni tlohy vyuzijeme skutecnosti, ze libovolné piirozené ¢islo je délitelné tfemi praveé tehdy, kdyz
je tfemi délitelny jeho ciferny soucet. Snadno nahlédneme, Ze soucet vSech deseti ¢isel, kterd tvoii
mnozinu M, je 45, coz je ¢islo délitelné tfemi. To znamend, 7e kdyz z mnoziny M vybereme osm
riznych ¢isel, jejichz soucet je délitelny tfemi, musi byt tfemi délitelny i soucet dvou nevybranych ¢isel
z této mnoziny. Proto je hledany pocet zpusobu stejny jako pocet zpusobi, jimiz lze z mnoziny M
vybrat dvé riizna cisla, jejichz soucet je délitelny tremi.

Rozlozme mnozinu M na tfi podmnoziny podle toho, jaky zbytek po déleni tfemi jednotliva ¢isla davaji
(hodnotu zbytku zna¢i index piislusné podmnoziny)

My = {0;3;6; 9},
M, ={1;4;7},
My = {2;5;8}.

Chceme-li vybrat z mnoziny M dvé ruzna ¢isla, jejichz soucet je délitelny tfemi, vidime, ze bud musi
byt obé z mnoziny M, (ty lze vybrat (;1) = 6 zpusoby) nebo jedno z mnoziny M; a druhé z mnoziny
M, (ty lze vybrat 3 -3 = 9 zpusoby). Pozadovanych osm ¢&isel tedy lze vybrat 6 + 9 = 15 zptsoby.

6. Nejprve si uvédomme, zZe vybérem pétice osob nam z ,nevybranych® osob ziustava druhé péticlenné
druzstvo, tzn. Zze vybérem jedné pétice, dostdvame hned dveé rizné péticlenna druzstva. PopiSeme dva
zpusoby Teseni.

e Vsech rozdéleni je (vzhledem k ptedchozimu vysvétleni) % . (150) = 126. Od tohoto poc¢tu zbyva
odecist rozdéleni Spatné, tzn. je-li jedno druzstvo slozeno ze vSech ¢tyt divek a jednoho chlapce
(toho lze k divkam vybrat Sesti zpisoby). Vyhovujicich rozdéleni tedy je 126 — 6 = 120.

e Spravnd rozdéleni jsou ta, jsou-li v kazdém druzstvu pravé dvé divky (téchto rozdéleni je : -

2
(;1) . (g) = 60), nebo ta je-li v jednom druzstvu jedina divka a ve druhém druzstvu 3 divky
(takovych rozdéleni je (‘11) . (2) = 60). Zdaraznéme, ze pii prvnim vypoctu jsme délili dvéma,
protoze pii vybéru druzstva slozeného ze dvou divek a t¥i chlapci zistava mezi nevybranymi
druzstvo ,stejného typu“. Kazda pétice je tedy pocitana dvakrat - jednou mezi ,,vybranymi®,
podruhé mezi ,nevybranymi“. Naproti tomu pii druhém vypoctu vybirdme druzstvo s jednou
divkou a mezi nevybranymi je tedy vytvoifen tym se tfemi divkami, coz je druzstvo ,,jiného typu®.
Nemiuze tedy byt dané druzstvo pocitano opakované, proto jsme déleni dvéma neprovadeéli. Celkové
je tedy spravny pocet roven 60 + 60 = 120.

7. Pocet vSech anagrami utvotfenych z pismen slova MATURITA je
8!

2. 217

protoze vyménou pozic stejnych pismen dostaneme stejné ,slovo“. Lze uvazovat i tak, ze z osmi obsa-
zovanych pozic vybereme 2 ((g) zplsoby) pro pismena A, zbyde 6 pozic, dvé vybereme ((g) zplisoby)
a napiseme na kazdou z nich T. Zbyvajici 4 pozice obsadime ¢tyFmi ruznymi pismeny, a to 4! zpusoby.

Skutecné 9 6 9l 6l N
. . 4! py - . - . 4! = - - 1 .
(2) (2) 6!-20 41.21 21. 21 0080
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10.

11.

12.

Od tohoto po¢tu musime odecist pocet p téch anagramuii, které obsahuji alespon jedno podslovo typu AA
¢ TT. Plati, ze p = a+b— ¢, kde a je po¢et anagramu obsahujicich podslovo AA, b je po¢et anagramu
obsahujicich podslovo TT a ¢ je pocet anagramu obsahujicich souc¢asné podslova AA i TT. Uvazime-li
AA jako jedno pismeno, zjistime, zZe a = ;—: = 2520. Zfejmé a = b. Dale ¢ = 6! = 720, tedy p = 4 320.
Anagrami, které neobsahuji dvé stejna pismena bezprostiedné vedle sebe, je 10080 — 4 320 = 5 760.

Rozdélujeme tedy 22 stejnych predméti (ozna¢me kazdy z nich symbolem —) do 3 o¢islovanych (tedy
rozliSitelnych) prihradek, k jejichz oddéleni pouZijeme 2 prepéazky (objekty, k jejichz oznaceni pouzijeme
symbol |). Provedeme tedy podobné $ifrovani jako v tloze o tenisovych mi¢ich z avodni sady. Vzhledem
k tomu, Ze kazdé §iffe sestavené z 22 — a 2 | odpovida jediné rozdéleni minci do pfislusnych obalek a
opacné, je pocet hledanych rozdéleni stejny jako pocet téchto Sifer. Téch je (22;2) = 276.

Odecteme-li od tohoto ¢isla pocet vSech rozdéleni, kdy v pravé jedné obalce bude alespii 12 minci (ve
vice obalkach soucasné to vzhledem k celkovému po¢tu minci neni mozné), ziskime FeSeni druhé ¢asti
tlohy. Tiemi zpusoby vybereme obalku, do niz nasypeme 12 minci a zbylych 10 minci rozdélime bez
omezeni stejnym zplisobem jako v ivodu vypoctu. V zadné obalce tedy nebude vice nez 11 minci ve

10+ 2
276—3-(0; ):276—3-66:78

pripadech.

Budeme-li chapat druhy pohledii jako ocislované piihradky, do kterych mame rozdélovat 8 stejnych
predméti, snadno si uvédomime, ze iivaha vedouci k feSeni bude velmi podobna té z piedchozi tilohy. Dle
zadani je do kazdé prihradky tfeba umistit jeden predmét a zbylé 3 dorozdélit. Pokud by méli dostatecné
mnozstvi pohledii, mohl by navstévnik sviij nakup provést (314) = 35 zpusoby. Pro nedostatek pohledu
prvniho druhu v8ak nemtZze provést jediny z téchto nakupu (nakup, kdy by chtél koupit 4 pohledy
prvniho druhu a po jednom pohledu ostatnich druhii). Nakup tedy muze provést 34 zpusoby.

Nejprve uré¢eme pocet vSech rozlozeni ve smyslu poc¢tu knih v jednotlivych policich. Tento pocet je
roven po¢tu rozdéleni 15 (stejnych) objektit do 4 (rozligitelnych) prihradek, tedy (15; 3). Nebot pro
kazdé z téchto rozdéleni je mozné na piislusné pozice rizné knihy uspotradat 15! zptsoby, je hledany

pocet roven
18 18!
15! = —.
( 3 ) 3!

a) Uvédomme si, 7e hledany pocet feSeni je stejny jako pocet zpusobii, jak lze rozdélit 20 stejnych
pfedméti (ozna¢me kazdy z nich symbolem —) do 3 piihradek. K tomu uvazime 2 prepéazky
(objekty |). Vlastné se tedy ptame, kolik ruznych kodi sestavenych z dvaceti symboli — a dvou

symbolu | lze sestavit. Protoze jich je (222) = 231, ma v N3 uvazovana rovnice 231 feSeni.

b) Hleddme-li feSeni zadané rovnice v N? nemiZze zadna z neznamych byt nulova, tzn. libovolna
ze t¥i prihraddek musi obsahovat alespon jeden objekt. Vlozme tedy po jednom objektu do kazdé
z nich a zbylych 17 objektii rozdélme analogickym zpiisobem jako v ¢asti a). Zjistujeme, ze v N?

4 , . 1 Y .
mé studovana rovnice (29) = 171 teSeni.

¢) Od nerovnice z1 + x5 + z3 < 20 muzeme piejit k rovnici 21 + 29 + 23 + 4 = 20, kde z4 =
20 — (z1 + x2 + x3) > 0. Je pritom zfejmé, Ze pocet feSeni nerovnice x1 + xo + 23 < 20 v Ng je
stejny jako pocet FeSeni rovnice xy + o + w3 + 14 = 20 v NJ. Zpiisobem popsanym v ¢asti a)

odvodime, Ze hledany pocet feSeni je (233) =1771.

d) Podobné jako v piedchozim si uvédomme, Ze pocet feSeni nerovnice x; + x5 + 23 < 20 v N? je
stejny jako pocet feseni v N* rovnice xy + zo + x5 + 24 = 20, kde 24 = 20 — (21 + 29 + 23) > 0.

UvaZovand nerovnice ma tedy v N® (1)) = 969 Yeseni.

Zminénych 5 primek tedy urcuje jedinou rovinu, oznac¢me ji p. Vybereme-li tedy libovolnou jinou dvojici
pfimek nez z téchto péti primek, budou dle zadani tyto pfimky jednoznacné urcovat rovinu, kterou
neni mozné urcit pomoci zadanych piimek jinym zpusobem. Lze tedy vybrat bud dvé ze sedmi dalsich
primek (;) = 21 zpusoby, nebo jednu z nich a druhou z roviny p 7 -5 = 35 zpusoby. Pomoci zadanych
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13.

14.

15.

ptimek je tedy urceno 1+ 21 4 35 = 57 rovin.

Jinou tivahou je mozné fici, ze vybér libovolné dvojice pfimek urcuje jistou rovinu, ovSem v (2) =10
pripadech rovinu stejnou. Tedy hledanych rovin je (122) —104+1=57.

Dokazme, Ze vSech téchto dvanact piimek je vzajemné rovnobéznych nebo vSechny zadané primky musi
prochazet jedinym bodem. Predpokladejme sporem, Ze tomu tak neni. To znamend, Ze musi existovat
dvé primky, ozna¢me je p a q, které jsou ruznobézné; jejich priisecik ozna¢me X. Riiznobézky p a q
tedy jednoznac¢né urcuji rovinu, ve které obé lezi, ozna¢me ji o. Soucasné musi existovat jesté dalsi
piimka, oznacme ji r, kterd neprochazi bodem X. Mohou nastat nasledujici dva pripady.

a) Piimka r je rovnobéiné s jednou z piimek p nebo ¢, bez jmy na obecnosti piedpokladejme, Ze
r || p. Pfimka r tedy musi leZet v roviné o (v opa¢ném piipadé by byla mimobézna s piimkou g,
coz nelze). To tedy znamené, ze v roviné o lezi t¥i rizné piimky, je tedy totozna s rovinou p.

b) Pokud piimka r neni rovnobézna s zadnou z piimek p a ¢, pak musi byt raznobézna s kazdou
z nich. Na piimce r tedy existuji dva rizné body lezici v roviné o (jeji pruseciky s pfimkami p a
q). To ale znovu znamend, 7e piimka r lezi v roviné o, ktera je opét totoZna s rovinou p.

V kazdém z rozebranych pripadit v roviné p nejsou vSechny primky rovnobézné, ani vSechny neproché-
zeji jednim spole¢nym bodem. Proto musi byt libovolna pifmka s € p mimobé&zna s alespoii jednou
z primek lezicich v roviné p, coz je spor. Timto je tvrzeni dokazéno.

Hledany pocet je roven p; — py — p3, kde p; znaci pocet vSech trojuhelnik s vrcholy ve vrcholech
pravidelného dvanactitihelniku, p, znacéi pocet vSech trojihelniki s vrcholy ve vrcholech pravidel-
ného dvanactithelniku, které maji pravé jednu stranu spoleénou s nékterou stranou pravidelného
dvanactithelniku a ps znac¢i pocet vSech trojuhelniki s vrcholy ve vrcholech pravidelného dvanacti-
uhelniku, které maji pravé dvé strany spolecné s nékterymi stranami pravidelného dvanéctiahelniku.
Plati p; = (132) = 220 (staci bez ohledu na potadi vybrat libovolné tii ze dvanacti vrcholi zadaného
mnohothelniku), p; = 12 -8 = 96 (dvanacti zpisoby vybereme piislusnou stranu dvanactitihelniku a
nezavisle na jejim vybéru pak mame osm moznosti, jak vybrat posledni vrchol trojihelniku - nesmi
to byt krajni body vybrané usecky, ani s ni bezprostFedné sosedici vrcholy), ps = 12 (kazdy takovy
trojuhelnik je rovnoramenny a je jednozna¢né urcen volbou hlavniho vrcholu). Hledanych trojihelniki
je 112.

Hledany pocet je roven v—s, kde v znaci pocet vS§ech moznych rozmisténi 8 vézi a s pocet vSech §patnych
rozmisténi (tzn. kdy se zadné dvé véze neohrozuji). Cislo v vypocteme, vybereme-li libovolnych 8 poli
z celkovych 64 a vynéasobime-li tento pocet ¢islem 8!, které udava pocet moznych rozmisténi riznych
vézi na danych 8 poli. Tedy

64 64!
_ 8l= " —64-63-... 57.
’ (8) 56!

Jinak zduvodnéno: prvni véz muzeme polozit na libovolné pole, pro umisténi druhé uz je jen 63 moz-
nosti, atd. Pred tim nez na Sachovnici postavime osmou véz, je jiz 7 poli obsazenych, proto si miizeme
vybrat kterékoliv ze zbyvajicich 57 poli.

Zadné dvé véze se nebudou ohrozovat tehdy a jen tehdy, bude-li v kazdém tadku a kazdém sloupci stat
pravé jedna véz. V prvnim sloupci zvolme libovolné z osmi poli, kde muze stat véz, ve druhém sloupci
lze vybirat ze sedmi poli, atd. aZz v osmém sloupci je pfislusné pole uréeno jednoznac¢né. Vzhledem
k rozlisitelnosti vézi plati s = 8! - 8!, takze

64!

v—s:@—(8!)2=64-63-...~57—(8!)2:178461361935360i1,8-1014.

Pozadovany trojuhelnik dostaneme pravé tehdy, kdyz vybereme trojici bodi, ktera nelezi na téze hrané.
Protoze krychle mé 12 hran je hledanych trojuhelnikia

(%") _12. (g) — ... =22n%(13n—3).
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16.

K uvedenému vysledku se lze dostat i nésledujici uvahou. Kazdy vyhovujici trojuhelnik ma bud dva
vrcholy na jedné hrané a tieti vrchol na jiné hrané (ozna¢me p; pocet takovych trojihelniki) nebo
mé kazdy vrchol na jiné hrané (ozna¢me py pocet téchto trojuhelniki). Pak p; = 12 - (g) - 11n, nebot
dvanéacti zptsoby lze vybrat hranu, na ni (g) zpusoby 2 body a na kazdé ze zbyvajicich hran zustava
n bodt, z nichz mame vybrat jeden - posledni vrchol trojihelnika. Dale p, = 12”'13#10”, protoze prvni
vrchol vybirame ze vSech 12n zadanych bodi, pro vybér druhého méme 11n moznosti (nesmi lezet na
téze hrané s prvnim vybranym bodem) a posledni vrchol trojiahelniku volime ze zbyvajicich 10n bodu.
Souc¢in délime 3! vzhledem k tomu, Ze na poradi vybéru nezéalezi. Souc¢tem p; + ps rovnéz dostaneme
hledany pocet.

Lezi-li trojuhelnik na povrchu krychle, musi lezet v nékterém ze Sesti ¢tverct, které tento povrch tvori.

V kazdém c¢tverci mame zadano 4n bodi, nesmime vSak vybrat takové tii, které by lezely na jeho stejné

strané. Vyhovi tedy
4
6 K;) —4. (g)] = ... =12n%(5n — 3)
trojihelnik.

I tento vysledek lze odvodit jinou avahou. Podobné jako v predchozi ¢éasti kazdy vyhovujici trojihelnik
mé bud dva vrcholy na jedné hrané a tieti vrchol na jiné hrané (ozna¢me py pocet takovych trojihel-
niki) nebo ma kazdy vrchol na jiné hrané (oznacme p; pocet téchto trojuhelniki). Pak p; = 6-4- (Z) -3n,
nebot Sesti zpusoby lze vybrat sténu, v ni ¢tyfmi zpusoby stranu ¢tverce, na ni (g) zpusoby 2 body a na
kazdé ze tii zbyvajicich stran zustava n bodi, z nichz méame vybrat jeden - posledni vrchol trojihelnika.
Dale p; = 6 - 4 - n?, protoZe Sesti zpisoby lze opét vybrat sténu, v ni ¢tyfmi zptsoby zvolit stranu, na
niz nebude lezet zadny vrchol trojihelniku a zbyva z n bodt lezicich na kazdé z ostatnich stran ¢tverce
vybrat po jednom bodu. Vyrazem p; + ps je téz urcet hledany pocet trojihelniku lezicich na povrchu
krychle.

a) Nejmensi pfirozené dvojciferné ¢islo je ¢islo 10, ovsem ,,01“ neni dvojciferné ¢islo. Proto nejmensim
zajimavym Cislem je ¢islo 22, nebot plati 22 = 11411. Vzhledem k tomu, Ze nejvétsim dvojcifernym
¢islem je 99, a protoze 99 + 99 = 198, je ¢islo 198 nejvétsim zajimavym c¢islem.

b) Podle uvedené definice plati, ze libovolné zajimavé ¢islo = je mozné vyjadfit ve tvaru
r=10a+b+10b+a=11(a+10), (1)

kde a,b € {1,2,...,9}. Ze tvaru (1) vidime, Ze libovolné zajimavé ¢islo je jednozna¢né urceno
pomoci sou¢tu cifer a + b (zménime-li totiz hodnotu a + b, dojde tim ziejmé i ke zméné ¢isla x).
To tedy znamenad, ze zajimavych cisel existuje pravé tolik, kolika rtiznych hodnot mtze nabyvat
soucet a + b. Protoze a + b muze byt rovno kterémukoliv ¢islu z mnoziny {2,3,...,18}, je v8ech
zajimavych ¢isel pravé 17.

¢) Podle ¢asti b) jiz vime, Ze dané zajimavé ¢islo x je jednozna¢né uréeno pomoci souctu cifer a + b.
Ozna¢me ¢ = a + b. Vzhledem k tomu, Ze na poradi s¢itancii nebereme ohled, budeme dale bez
1jmy na obecnosti predpokladat, zZe prvni s¢itanec je vétsi nebo roven sc¢itanci druhému. K vyieseni
zadané tlohy je potiebné zjistit, kdy lze ¢islo ¢ za podminkek a > b a a,b € {1,2,...,9} vyjadiit
nejvétsim moznym poctem zpusobu. Cislo ¢ nejprve uvazme v takovém tvaru, kdy je rozdil prvniho
a druhého s¢itance nejvétsi mozny. Dalsi vyjadieni ¢isla ¢ ziskame tak, ze prvniho s¢itance snizime
o 1 a druhého naopak o 1 zvétsime. Tuto tvahu lze provadét tak dlouho, dokud prvni sé¢itanec
neni mensi nez séitanec druhy. Odtud plyne, Ze nejvétsi pocet vyjadieni téhoz zajimavého c¢isla
ziskame, jestlize pii prvnim popsaném vyjadieni bude rozdil s¢itanct nejvétsi mozny, tj. 9 + 1.
Hledanym zajimavym ¢islem je tedy ¢islo 110, které 1ze vyjadfit péti riiznymi zptisoby:

110 =91 +19=82+28 =73+ 37 =064 +46 =55+ 55.

Poznamenejme jesté, ze popsanym zpusobem lze snadno ukazat, ze zajimava cisla 88, 99, 121 a
132 je mozné vyjadrit ¢tyfmi zptsoby, ¢isla 66, 77, 143 a 154 tfemi zptsoby, ¢isla 44, 55, 165 a 176
dvéma zpisoby a konec¢né, Ze definiéni vyjadieni zajimavych c¢isel 22, 33, 187 a 198 je ve smyslu
této tlohy jednoznacné.
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17. Podle zadani se soucty ¢isel v libovolném radku, v libovolném sloupci a na libovolné thlopficce vzajemné
rovnaji. Ozna¢me hodnotu tohoto souctu s.

a)

Secteme-li vSechna ¢isla v magickém ctverci, dostaneme tim trojnasobek hledaného souctu, tj.
dostaneme rovnici
r+r+1l14+2+2+...+24+8=3s.

Po jeji snadné upravé vychazi
s =3x + 12. (2)

Hodnota s tedy zavisi pouze na x a po pevném zvoleni tohoto parametru je jednoznac¢né urcena.

Pro z = 1 podle (2) plati, ze s = 15. VypiSme si proto vSechny mozné rozklady ¢isla 15 na soucet
tvofeny prirozenymi ¢isly x, y, z, kterd spliuji podminky * < y < z a x + y + z = 15. Snadno
zjistujeme, ze vyhovuje téchto 8 souctu:

15=14+54+9=14+6+8=244+9=24+54+8=2+64+7=3+4+8=34+5+7=4+4+5+6.

(3)

Pfesné 8 sou¢tii musi vyhovovat pozadavkim kladenym na magicky ¢tverec 3. fadu (3 soucty
svisle, 3 soucty vodorovné a dva sou¢ty na thloptickach). Vidime, ze ve ¢tyfech souctech se
vyskytuje pouze cislo 5, které proto musi byt ve stfedu hledaného magického ¢tverce. Kazdé ze
sudych ¢isel (a zadné jiné) se pak objevuje pravé ve tfech s¢itancich. Cisla 2,4, 6 a8 tedy obsadi
rohy c¢tverce. Kone¢né pfekontrolujeme, Ze libovolné ze zbylych ¢isel vystupuje pravé ve dvou
z uvedenych souctii. To znamena, ze rozmisténim sudych ¢isel do rohu ¢tverce je uz jednoznacéné
urcena poloha ostatnich ¢isel. Pro umisténi sudych cisel je navic tfeba dodrzet zde je navic tieba
dodrzet podminku, ktera vyplyva z (3), Ze na jedné thlopti¢ce musi byt 2 a 8 a na druhé 4 a 6.
Uloha mé tedy jediné feseni

6118
715 ]3],
21914

ostatni feSeni jsou symetrickd a nepovazujeme je za rizna.
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