Aplikace geometrickych posloupnosti

1) Racionélni ¢isla a jejich dekadické zapisy

Cisla
1. a=1,736
2.b=10,9

vyjadiete zlomkem v zdkladnim tvaru.

ResSeni.

1.

o 1. zpusob. Plati

10a = 17,36
1000a = 1736,36

1719 191
=171 = =
} = 990a 719 = a 990 110

e 2. zpiusob. Cislo a si predstavime ve tvaru souctu, ve kterém vystupuje nekonecéna geometrické

fada s prvnim ¢lenem a; = 0,036 a kvocientem ¢ = 0,01
a=1,736 = 1,7 + 0,036 + 0,000 36 + 0,000 0036 + - - - .

Uzitim vztahu pro soucet nekonecné geometrické rady
ai
L—gq

S =

dostavame
17 fog 17 36 187 4 191

01— L 70 990 110 110 110°

b=0,9 B B
10b:9,§} = 9%=9 = b=1.

1. zpusob. Plati

2. zpiisob. Cislo b si predstavime ve tvaru souc¢tu nekonecné geometrické fady s prvnim c¢lenem
b= 10,9 a kvocientem ¢ = 0,1

b=09=09+0,09+0,009+-- -,

pro jejiz soucet uzitim (1) vypoc¢teme

Podobné platf 1,49 = 2 = 1,5, 2,069 = 20T = 2,07, ..., coZ jsou pro studenty mnohdy piekvapivé
skutecnosti.

2) Ulohy z finanéni matematiky

A) Penzijni pFipojisténi

e Statni podpora (maximalné 150 K¢ pii mési¢ni ulozce 500 K¢) je osvobozena od dané z piijmu.

e Nulové poplatky (uzavieni smlouvy, vedeni u¢tu, vypisy - v8e zdarma).

e Garantovana ,kladna nula” - penzijni fond pii Spatném hospodaiském vysledku nemusi za dany rok
pripsat klientovi zadné troky, klient vSak mé garantovanu ¢astku svych vklada + statni podpory.
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e Tzv. odlozena danova povinnost - klient neplati dan z piijmu z pfipsanych troki ihned, ale az souhrnné
pii ukonceni smlouvy (tzn. diky slozenému trokovani je to pro klienta ,drobna” vyhoda).

e Smlouvu miiZze uzaviit obcéan starsi 18 let, smlouva musi trvat minimalné 5 let a nejméné do dovrSeni
60 let véku klienta.

e Dalsi vyhody (napf. moznost snizeni zékladu dané z pifjmu fyzickych osob az o 12000 K¢& ro¢né,
prispévky zaméstnavatele), moznosti nakladani se smlouvou (napi. vybér az poloviny uspofenych pro-
stfedkii po dovrseni 15 let spofeni, pfechod k jinému penzijnimu fondu), podminky a pravidla ...

Modelovy piipad. Klient uzavie dne 1. dubna 2011 smlouvu o penzijnim pfipojisténi a mési¢né chce
vkladat ¢astku v = 500 Ké. K ni bude dostavat statni podporu p = 150 K¢é za mésic. Penzijni fond muze
piipsat klientovi irok u% p.a. Pro jednoduchost piedpokladejme splnéni nasledujicich podminek.

e Klient vzdy ,predspofi’ své vklady na obdobi jednoho roku dopiedu, tzn. jednorazové vlozi pti uzavieni
smlouvy ¢astku V' = 12v. Tento postup pravidelné kazdoro¢né opakuje po celou dobu trvani smlouvy.

e Statni podpory jsou klientovi pripisovany pravidelné vzdy po ukonceném roce spoteni, tedy jednorazoveé
ve vysi P = 12p.

e Urok u je konstantni po celou dobu spofeni.

Vypoctéte, jakou celkovou ¢astku si bude moci klient vyzvednout za téchto podminek pii ukonceni smlouvy
o penzijnim piipojisténi, tj. po n letech trvani jeho smlouvy (n > 5). Poéitejte s dani z ptijmu ve vysi 15%
(uvazujte odloZenou dafiovou povinnost).

Reseni. Oznac¢me z; zistatek klienta (bez zdanéni) na konci i-tého roku (v okamziku hned po piipsani

statnich podpor ale tésné pied vloZzenim nasledujiciho vkladu) a ,jirokovaci ¢initel” ¢ = 1+ 105+ Potom plati

znn=Vqg+ P,
=29+ Vq+P=V(*+q)+Pg+1),
=20+ Ve+P=V (@ +¢@+q+P(F+q+1),

=V AP+ PP g+ ) =(Vg+P) - (¢ "+ g+ 1)

Vyraz A=1+q+...+q¢" 2+ ¢! je souctem prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem
a1 = 1 a kvocientem ¢q. Pro u = 0 je ¢ = 1, takze plati A = n, tedy

zn =n(V + P),

coz je Castka, kterou klient dostane, nebot mu nebyly pripsany zadné aroky, které by mél danit. Pokud u > 0,
dostavame

" — 1 (1+1“m)”—1'
q—1 100

Takze

znZ(VQ+P).qn—1:[V<1+L)+P}‘(1+ﬁ)”—1'

g—1 100 &

Castka ke zdanéni (tedy vysledny urok za celou dobu spoteni) je z, — n(v + p) a klient z ni dostane pouze
85%. K vyplaté je tudiz pro klienta suma

100

1+2)"—1
20 — n(V + P)] - 0,85 + n(V + P) = 0,85 - [V (1 + 1%) + P] | 103) 10,15 n(V + P).
Napfiiklad po dosazeni ¢iselnych hodnot n = 5, u = 1 dostavame 39930, pro n = 25 (zac¢atek spofeni v 35

letech), u = 2 vychazi 244 878. Nezajimavy neni ani udaj o tom, jakou roli hraje tzv. odlozena danova
povinnost. Tento vypocet jiz ponechame na Ctenafi.



B) Stavebni spofeni

Priiklad. Stavebni spofeni u Wiistenrotu.

e Doba trvani smlouvy (tzv. vazaci doba) minimélné 6 let, poplatek za jeji uzavieni 1% z cilové castky
(ta nesmi byt nizsi nez soucet celkové naspofené ¢astky, vSech pfiznanych statnich podpor a troku
sniZzeny o poplatky).

e Roc¢ni poplatek za vedeni uc¢tu p = 240 K¢, vypisy z uctu v elektronické formé zdarma. Tyto poplatky
jsou garantovany v neménné vysi po celou dobu trvani vazaci doby.

e Statni podpora, ktera je osvobozena od dané z piijmu, ¢ini 10% z ro¢ni tlozky, maximalné vsak 2000
K¢ rocné.
e Urok u = 2,5% p.a. je neménny po celou dobu véazaci doby.
Modelovy piipad. Klient uzavie dne 1. dubna 2011 smlouvu o stavebnim spofeni s cilovou ¢astkou 200 000.

Jakou c¢astku naspofi, bude-li jeho smlouva za vyse uvedenych podminek trvat do 31. 12. 2017. Pocitejte
s dani z pfijmu ve vysi 15%. Pro jednoduchost predpokladejme splnéni nasledujicich podminek.

e Klient vlozi sviij prvni vklad v okamziku uzavieni smlouvy. Z tohoto vkladu si spofitelna ihned odecte
vstupni poplatek po = 2000 K& (1% z cilové ¢astky).

e K pohybu na a¢tu bude v kazdém roce dochazet pouze k datu 1. dubna (pFedpokladejme, Ze k tomuto
datu bude pfipsana statni podpora za predchozi kalendaini rok a klient pfipadné provede novy vklad) a
k datu 31. prosince (k tomuto datu budou zauctovany a zdanény troky za uplynuly rok a bude odecten
poplatek p = 240 K¢ za vedeni uctu.

e Uvazujme, 7e Castky zauctované k datu 1. dubna jsou v daném roce tiroCeny trokem ;él -25% = 1,875%
(tj. pomérnou ¢asti celkového troku).

Vypocet provedte ve dvou oddélenych variantach:

1. Klient vlozi na tcet pii jeho zaloZeni jednorazoveé vklad v = 140000 K¢, pozdéji uz zadné dalsi vklady
nedava.

2. Klient vloZi na ucet pii jeho zaloZeni vklad 22 000 K¢ a dale kazdy rok pridava ¢astku 20000 K¢ (tzn.
postupné vlozi celkem 6 vkladu ve vysi 20 000 K¢).

Regeni (1. varianta). Ozna¢me jesté z; zustatek klienta na konci i-tého kalendainiho roku, s vysi ptipisované
statni podpory (v naSem pifpadé je s = 2000) a ,jirokovaci ¢initele” ¢ = 1+ % -0, 85ag =1+ 2. 2.0, 85.

100 4" 100
Plati
z21=W—=po)q—p 31.12.2011,
zp=zq+sq—p=(v—po)qq+sq—p(qg+1) 31.12.2012,
23=200+5G—p=(v—po)q®+sq(q+1)—p(®+q+1) 31.12.2013,

2=W=—p)q®+s7(P+¢" +...+q+1)—p(E+¢+...+q+1) 31.12.2017.

Vyraz ¢°+q*+. ..+ q+1 predstavuje soucet Sesti &isel (to odpovida Sesti dosud pFipsanym statnim podporam
v letech 2012 az 2017), vyraz ¢°+¢°+. . .+q+1 je tvofen sedmi s¢itanci, nebot klient poplatek p za vedeni uctu
hradi celkem sedmkrat. Oba vyrazy maji spole¢né to, Ze se jedna o soucet nékolika prvnich ¢lentt geometrické
posloupnosti s prvnim ¢lenem a; = 1 a kvocientem ¢. Uzitim vztahu pro soucet s, prvnich n ¢lent takové
posloupnosti

q" —1

q—1

Sp — Q7 -

dostavame 51 _
. _ _ 6 _.q - 'q -
zr=(v—"p0)qq + 57 1 P




Po dosazeni zadanych ¢iselnych hodnot vychéazi z; = 170118. Doplime, ze k této castce jesté klientovi
navic prislusi posledni statni podpora ve vysi 2000 K¢, kterd by mu byla doplacena v dubnu 2018. Celkova
nasporend ¢astka tedy ¢ini 172 118 K¢. Pro zajimavost lze uvazovat, jak vysoky trok by musel byt na spoficim
uctu (ktery je ve vétsiné bank nabizen bez jakychkoliv poplatkil), aby klient za uvaZovanou dobu naspofil
z vychozi ¢astky 140000 K¢ pravé ¢astku 172118 Ké. Obdobnymi tvahami bychom dospéli k rovnici

3 U 6
172118 = 140 000g¢° = 140000 1+ 2 - —= . 0, 85 (1 S 85>
1 ( T1 10" ) 100

s neznamou u. Jejim numerickym FeSenim (s vyuzitim matematického software) obdrzime u = 3,65.

Regeni (2. varianta). Mizeme vyuZit odvozeného vztahu (2), oviem pro hodnoty v = s = 22000. Nume-
ricky pak vychazi z; = 162963 (v této ¢astce opét neni zahrnuta posledni statni podpora ve vysi 2000 K¢,
ktera by klientovi byla p¥ipsana a7 v dubnu néasledujiciho roku). Zobecnénim piedchozich avah pak lze vypo-
¢itat, ze pii této formé spoieni docilime zhodnoceni pfiblizné o 1% vyssi nez v piedchozim piipadé. Stavebni
spotitelna Wiistenrot ve svych materialech uvadi, ze je mozné docilit primérného ro¢niho zhodnoceni vkladi
az 5,49%.

C) Spotiebitelské avéry

Priklad. Citi Shopping karta - ,Citi karta - kreditni karta, ktera Setii VaSe penize” (jeden z reklamnich
sloganii poskytovatele).

e Sleva 2% (prvni 2 mésice dokonce 10%, vzdy vSak maximéalné 500 K¢ mésiéné) na vybrané kategorie
nakupu - potraviny, obleceni, nabytek a bytové dopliky, sportovni potieby, restaurace a bary.

e Poplatek za kartu 50 K& mésiéné (dalsi pFipadné poplatky za vypisy z Gétu v papirové formé, pojisténi)
e Urok 23,99% p.a., beztiroéné obdobi a7 55 dni (informace na vypise), trocenf a vypisy jsou mésic¢né.
e Minimalni splatka 3,2%, minimélné 200 K¢.

Modelovy piipad. Zakaznik nakoupi v prvnim mésici pouzivani karty zbozi vybranych kategorii v celkové
hodnoté D = 10000 K¢. Banka mu tedy prizna slevu s = 500 K¢. Dalsi ndkupy nekona. Kolik by ¢inila
vySe v jedné splatky, pokud by chtél sviij dluh vici bance vyrovnat v n = 12 stejnych mési¢nich splatkach
(prvni z nich pfesné na konci bezuro¢ného obdobi; pro zjednoduseni predpokladejme, Ze se tak stane po dvou
mésicich od potizeni karty)? Kolik celkové zaplati? Klient tedy dohromady hradi bance n+1 = 13 mési¢nich
poplatkii p = 50 K¢ za kartu. Pro jednoduchost uvazujme jednotné mési¢ni tiroky ve vysi u = 2 procenta.

Reseni. Odvodme obecny vztah. Ozna¢me D; aktuélni vysi dluhu klienta vic¢i bance na konci i-tého mésice

a yurokovaci ¢initel” ¢ = 1 + 155 Plati

D1:D—S+p,

Do=Di+p—v=D—-s+p+p—wv,
D3y=Dyg+p—v=(D—-s+p)g+(p—v)(¢g+1),
Dy=Dsg+p—v=(D—-s+p)¢+p-v)(@+q+1),

Dpyi=D—s+p)¢" ' +(p—v) (" +¢" *+...4+q¢+1).

Vyraz s, = ¢" ' +q¢" 2+ ...+ ¢+ 1 dale zjednodusime s vyuzitim skutecnosti, Ze se jedna o soucet prvnich
n ¢lenti geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem a; = 1 a kvocientem ¢, pro jejiz soucet plati
¢"—1 ¢"—1

S, = a = .
n 1 q—l q—l

Protoze dle zadani plati D,, = 0, dostavame

q" —1
(N =




Odtud

n— "1 — w \?" L
U_(D—s—i—p)q 1+P'qu1_(D—s+p)q”1(q—1)+p_(D—5+p)(1+m) T
- n_1 - n o__ - u \™ )
= g —1 (1+ )" -1

Po dosazeni zadanych ¢iselnych hodnot dostavame v = 935, 34. Klient tedy celkové bance zaplati ¢astku 12v,
tj. pii zaokrouhlenill 224 K¢, coz je o vice nez 12% vice nez byla ptuvodni cena kupovaného zbozi. Napiiklad
pii ¢astce D = 30000 vychazi vyse jedné splatky na 2789, 44, tzn. klient by celkové zaplatil asi 33473 K¢,
coz je asi o 11,5% vice nez byla ptivodni cena kupovaného zboZi.

3) Zavérecna tloha

1 1 2 1 3 1 n—1
Sp=14+2(14+—-)+3(1+—| +4(1+—| +...+n |1+ — ,
n n n n

kde n € N upravte do nejjednodussiho mozného tvaru.

Vyraz

ReSeni. Provedme substituci z = 1 + % Potom miizeme vyraz s, zapsat ve formalné jednodussim tvaru
Sp=14+2x+32% +... +na" L. (3)

Ctenare inspirovaného ptedchozimi tlohami, ve kterych se sc¢italy ¢leny geometrické posloupnosti by mohla
napadnout jedna ze dvou nésledujicich dvah.

1. Upravme vyraz (3) uzitim zakladu diferencialniho a integralniho poctu

/

!/
Sy = (/snda,) =@+ +23+. 42" +e) =@+ + .+ = (w2

Souctem n ¢lent geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem i kvocientem x dostavame

5 3 " -1 a"tl—x
r+x+x"+... .+ =x- =
r—1 r—1

Derivaci podilu a naslednou dpravou dale obdrzime

. (x"“—x)/: (n+1)a" =1 (z —1) — (2" — ) :nx”+1—(n+1)az”+1
" r—1 '

2 2
(x —1) (x —1)
Odstranénim pomocné proménné x konecné vychazi

;wwn@—1y—u+1:(y+%”[n1+%—1y—q+1

(x—1) : (1+1-1)°

Sp —

S |-

2. Upravme vyraz (3) podobnym zptusobem, jakym odvozujeme vztah pro soucet prvnich n ¢leni geomet-
rické posloupnosti. Vynasobme tedy rovnici (3) ¢islem z, coz je vzhledem k tomu, ze = # 0 ekvivalentni
uprava. P1i ,Sikovném” zapisu obou vzniklych rovnic pod sebe pak dostavame

s, = 1 + 2z + 322 + ... + na" b,
TS, = r + 222 + ...+ (n—1z"' + na".

Odtud vidime, Ze nyni bude vhodné rovnice od sebe odecist. Tedy
Sp— TSy =14+x+22+.. . +2" 1 —nz".

Podobné jako pfi prvnim postupu vypocteme, zZe

" —1

l+x+22+.. . +2" 1=
r—1

I



proto
" —1

n
—nx".
rz—1

sp(1—x) =

Dosadime-li za x zpét ze substitu¢ni rovnice, obdrzime

1 (1+4)"—1 1\"
Wl1-1—=)=2"nl — p(1+-) ,
5( n) 1+1-1 "( +n)

1+ 4" -1 \" 1\" 1\"
sn:—n¢+n2(1+—> :—n2(1+—> +n2+n2<1+—) =n’.
pos n n n

Ukazali jsme tedy, ze pro libovolné prirozené c¢islo n plati

1 1 2 1 3 1 n—1 )
1+2(14+=)+3(14+=) +4(1+=) +...+n(1+=) =02 (4)
n n n n

Poznamenejme, ze pravé vytesenou tlohu lze formulovat riznymi zpusoby. Napiiklad i jako tlohu k dikazu
vztahu (4) matematickou indukei. P¥i nasi formulaci vSak vynikne to, Ze k odvozeni vztahu (4) neni tieba
znat jeho pravou stranu. Tuto tlohu lze nalézt ve sbirce [3, str. 32, Ptiklad. 3.7|, kde autor pfi jejim feSeni
hovoii o tzv. aritmeticko-geometrické posloupnosti a diikaz provadi postupem, ktery jsme ukazali jako druhy
v poradi.

takze
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