
Aplikace geometrických posloupností

1) Racionální £ísla a jejich dekadické zápisy

�ísla

1. a = 1,736

2. b = 0,9

vyjád°ete zlomkem v základním tvaru.

�e²ení.

1. • 1. zp·sob. Platí

10a = 17,36
1 000a = 1 736,36

}
⇒ 990a = 1 719 ⇒ a =

1 719

990
=

191

110
.

• 2. zp·sob. �íslo a si p°edstavíme ve tvaru sou£tu, ve kterém vystupuje nekone£ná geometrická
°ada s prvním £lenem a1 = 0,036 a kvocientem q = 0,01

a = 1,736 = 1,7 + 0,036 + 0,000 36 + 0,000 003 6 + · · · .

Uºitím vztahu pro sou£et nekone£né geometrické °ady

s =
a1

1− q
(1)

dostáváme

a = 1,736 =
17

10
+

36
1 000

1− 1
100

=
17

10
+

36

990
=

187

110
+

4

110
=

191

110
.

2. • 1. zp·sob. Platí
b = 0,9

10b = 9,9

}
⇒ 9b = 9 ⇒ b = 1 .

• 2. zp·sob. �íslo b si p°edstavíme ve tvaru sou£tu nekone£né geometrické °ady s prvním £lenem
b = 0,9 a kvocientem q = 0,1

b = 0,9 = 0,9 + 0,09 + 0,009 + · · · ,

pro jejíº sou£et uºitím (1) vypo£teme

b = 0,9 =
9
10

1− 1
10

= 1 .

Podobn¥ platí 1,49 = 3
2

= 1,5, 2,069 = 207
100

= 2,07, . . . , coº jsou pro studenty mnohdy p°ekvapivé
skute£nosti.

2) Úlohy z �nan£ní matematiky

A) Penzijní p°ipoji²t¥ní

• Státní podpora (maximáln¥ 150 K£ p°i m¥sí£ní úloºce 500 K£) je osvobozena od dan¥ z p°íjmu.

• Nulové poplatky (uzav°ení smlouvy, vedení ú£tu, výpisy - v²e zdarma).

• Garantovaná �kladná nula� - penzijní fond p°i ²patném hospodá°ském výsledku nemusí za daný rok
p°ipsat klientovi ºádné úroky, klient v²ak má garantovánu £ástku svých vklad· + státní podpory.
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• Tzv. odloºená da¬ová povinnost - klient neplatí da¬ z p°íjmu z p°ipsaných úrok· ihned, ale aº souhrnn¥
p°i ukon£ení smlouvy (tzn. díky sloºenému úrokování je to pro klienta �drobná� výhoda).

• Smlouvu m·ºe uzav°ít ob£an star²í 18 let, smlouva musí trvat minimáln¥ 5 let a nejmén¥ do dovr²ení
60 let v¥ku klienta.

• Dal²í výhody (nap°. moºnost sníºení základu dan¥ z p°íjmu fyzických osob aº o 12 000 K£ ro£n¥,
p°ísp¥vky zam¥stnavatele), moºnosti nákládání se smlouvou (nap°. výb¥r aº poloviny uspo°ených pro-
st°edk· po dovr²ení 15 let spo°ení, p°echod k jinému penzijnímu fondu), podmínky a pravidla ...

Modelový p°ípad. Klient uzav°e dne 1. dubna 2011 smlouvu o penzijním p°ipoji²t¥ní a m¥sí£n¥ chce
vkládat £ástku v = 500 K£. K ní bude dostávat státní podporu p = 150 K£ za m¥síc. Penzijní fond m·ºe
p°ipsat klientovi úrok u% p.a. Pro jednoduchost p°edpokládejme spln¥ní následujících podmínek.

• Klient vºdy �p°edspo°í� své vklady na období jednoho roku dop°edu, tzn. jednorázov¥ vloºí p°i uzav°ení
smlouvy £ástku V = 12v. Tento postup pravideln¥ kaºdoro£n¥ opakuje po celou dobu trvání smlouvy.

• Státní podpory jsou klientovi p°ipisovány pravideln¥ vºdy po ukon£eném roce spo°ení, tedy jednorázov¥
ve vý²i P = 12p.

• Úrok u je konstantní po celou dobu spo°ení.

Vypo£t¥te, jakou celkovou £ástku si bude moci klient vyzvednout za t¥chto podmínek p°i ukon£ení smlouvy
o penzijním p°ipoji²t¥ní, tj. po n letech trvání jeho smlouvy (n ≥ 5). Po£ítejte s daní z p°íjmu ve vý²i 15%
(uvaºujte odloºenou da¬ovou povinnost).

�e²ení. Ozna£me zi z·statek klienta (bez zdan¥ní) na konci i-tého roku (v okamºiku hned po p°ipsání
státních podpor ale t¥sn¥ p°ed vloºením následujícího vkladu) a �úrokovací £initel� q = 1 + u

100
. Potom platí

z1 = V q + P ,
z2 = z1q + V q + P = V (q2 + q) + P (q + 1) ,
z3 = z2q + V q + P = V (q3 + q2 + q) + P (q2 + q + 1) ,
...
zn = V (qn + qn−1 + . . . + q2 + q) + P (qn−1 + qn−2 + . . . + q + 1) = (V q + P ) · (qn−1 + qn−2 + . . . + q + 1) .

Výraz A = 1 + q + . . . + qn−2 + qn−1 je sou£tem prvních n £len· geometrické posloupnosti s prvním £lenem
a1 = 1 a kvocientem q. Pro u = 0 je q = 1, takºe platí A = n, tedy

zn = n(V + P ) ,

coº je £ástka, kterou klient dostane, nebo´ mu nebyly p°ipsány ºádné úroky, které by m¥l danit. Pokud u > 0,
dostáváme

A =
qn − 1

q − 1
=

(
1 + u

100

)n − 1
u

100

.

Takºe

zn = (V q + P ) · q
n − 1

q − 1
=
[
V
(
1 +

u

100

)
+ P

]
·
(
1 + u

100

)n − 1
u

100

.

�ástka ke zdan¥ní (tedy výsledný úrok za celou dobu spo°ení) je zn − n(v + p) a klient z ní dostane pouze
85%. K výplat¥ je tudíº pro klienta suma

[zn − n(V + P )] · 0,85 + n(V + P ) = 0,85 ·
[
V
(
1 +

u

100

)
+ P

]
·
(
1 + u

100

)n − 1
u

100

+ 0,15 · n(V + P ) .

Nap°íklad po dosazení £íselných hodnot n = 5, u = 1 dostáváme 39 930, pro n = 25 (za£átek spo°ení v 35
letech), u = 2 vychází 244 878. Nezajímavý není ani údaj o tom, jakou roli hraje tzv. odloºená da¬ová
povinnost. Tento výpo£et jiº ponecháme na £tená°i.
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B) Stavební spo°ení

P°íklad. Stavební spo°ení u Wüstenrotu.

• Doba trvání smlouvy (tzv. vázací doba) minimáln¥ 6 let, poplatek za její uzav°ení 1% z cílové £ástky
(ta nesmí být niº²í neº sou£et celkové naspo°ené £ástky, v²ech p°iznaných státních podpor a úrok·
sníºený o poplatky).

• Ro£ní poplatek za vedení ú£tu p = 240 K£, výpisy z ú£tu v elektronické form¥ zdarma. Tyto poplatky
jsou garantovány v nem¥nné vý²i po celou dobu trvání vázací doby.

• Státní podpora, která je osvobozena od dan¥ z p°íjmu, £iní 10% z ro£ní úloºky, maximáln¥ v²ak 2 000
K£ ro£n¥.

• Úrok u = 2,5% p.a. je nem¥nný po celou dobu vázací doby.

Modelový p°ípad. Klient uzav°e dne 1. dubna 2011 smlouvu o stavebním spo°ení s cílovou £ástkou 200 000.
Jakou £ástku naspo°í, bude-li jeho smlouva za vý²e uvedených podmínek trvat do 31. 12. 2017. Po£ítejte
s daní z p°íjmu ve vý²i 15%. Pro jednoduchost p°edpokládejme spln¥ní následujících podmínek.

• Klient vloºí sv·j první vklad v okamºiku uzav°ení smlouvy. Z tohoto vkladu si spo°itelna ihned ode£te
vstupní poplatek p0 = 2 000 K£ (1% z cílové £ástky).

• K pohybu na ú£tu bude v kaºdém roce docházet pouze k datu 1. dubna (p°edpokládejme, ºe k tomuto
datu bude p°ipsána státní podpora za p°edchozí kalendá°ní rok a klient p°ípadn¥ provede nový vklad) a
k datu 31. prosince (k tomuto datu budou zaú£továny a zdan¥ny úroky za uplynulý rok a bude ode£ten
poplatek p = 240 K£ za vedení ú£tu.

• Uvaºujme, ºe £ástky zaú£tované k datu 1. dubna jsou v daném roce úro£eny úrokem 3
4
·2,5% = 1,875%

(tj. pom¥rnou £ástí celkového úroku).

Výpo£et prove¤te ve dvou odd¥lených variantách:

1. Klient vloºí na ú£et p°i jeho zaloºení jednorázov¥ vklad v = 140 000 K£, pozd¥ji uº ºádné dal²í vklady
nedává.

2. Klient vloºí na ú£et p°i jeho zaloºení vklad 22 000 K£ a dále kaºdý rok p°idává £ástku 20 000 K£ (tzn.
postupn¥ vloºí celkem 6 vklad· ve vý²i 20 000 K£).

�e²ení (1. varianta). Ozna£me je²t¥ zi z·statek klienta na konci i-tého kalendá°ního roku, s vý²i p°ipisované
státní podpory (v na²em p°ípad¥ je s = 2 000) a �úrokovací £initele� q = 1+ u

100
· 0, 85 a q = 1+ 3

4
· u

100
· 0, 85.

Platí
z1 = (v − p0) q − p 31. 12. 2011 ,
z2 = z1q + sq − p = (v − p0) qq + sq − p (q + 1) 31. 12. 2012 ,
z3 = z2q + sq − p = (v − p0) qq2 + sq (q + 1)− p (q2 + q + 1) 31. 12. 2013 ,
...

...
z7 = (v − p0) qq6 + sq (q5 + q4 + . . . + q + 1)− p (q6 + q5 + . . . + q + 1) 31. 12. 2017 .

Výraz q5+q4+. . .+q+1 p°edstavuje sou£et ²esti £ísel (to odpovídá ²esti dosud p°ipsaným státním podporám
v letech 2012 aº 2017), výraz q6+q5+. . .+q+1 je tvo°en sedmi s£ítanci, nebo´ klient poplatek p za vedení ú£tu
hradí celkem sedmkrát. Oba výrazy mají spole£né to, ºe se jedná o sou£et n¥kolika prvních £len· geometrické
posloupnosti s prvním £lenem a1 = 1 a kvocientem q. Uºitím vztahu pro sou£et sn prvních n £len· takové
posloupnosti

sn = a1 ·
qn − 1

q − 1

dostáváme

z7 = (v − p0) qq6 + sq · q
6 − 1

q − 1
− p · q

7 − 1

q − 1
. (2)
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Po dosazení zadaných £íselných hodnot vychází z7 = 170 118. Dopl¬me, ºe k této £ástce je²t¥ klientovi
navíc p°íslu²í poslední státní podpora ve vý²i 2 000 K£, která by mu byla doplacena v dubnu 2018. Celková
naspo°ená £ástka tedy £iní 172 118 K£. Pro zajímavost lze uvaºovat, jak vysoký úrok by musel být na spo°ícím
ú£tu (který je ve v¥t²in¥ bank nabízen bez jakýchkoliv poplatk·), aby klient za uvaºovanou dobu naspo°il
z výchozí £ástky 140 000 K£ práv¥ £ástku 172 118 K£. Obdobnými úvahami bychom dosp¥li k rovnici

172 118 = 140 000qq6 = 140 000

(
1 +

3

4
· u

100
· 0, 85

)(
1 +

u

100
· 0, 85

)6

s neznámou u. Jejím numerickým °e²ením (s vyuºitím matematického software) obdrºíme u = 3,65.

�e²ení (2. varianta). M·ºeme vyuºít odvozeného vztahu (2), ov²em pro hodnoty v = s = 22 000. Nume-
ricky pak vychází z7 = 162 963 (v této £ástce op¥t není zahrnuta poslední státní podpora ve vý²i 2 000 K£,
která by klientovi byla p°ipsána aº v dubnu následujícího roku). Zobecn¥ním p°edchozích úvah pak lze vypo-
£ítat, ºe p°i této form¥ spo°ení docílíme zhodnocení p°ibliºn¥ o 1% vy²²í neº v p°edchozím p°ípad¥. Stavební
spo°itelna Wüstenrot ve svých materiálech uvádí, ºe je moºné docílit pr·m¥rného ro£ního zhodnocení vklad·
aº 5, 49%.

C) Spot°ebitelské úv¥ry

P°íklad. Citi Shopping karta - �Citi karta - kreditní karta, která ²et°í Va²e peníze� (jeden z reklamních
slogan· poskytovatele).

• Sleva 2% (první 2 m¥síce dokonce 10%, vºdy v²ak maximáln¥ 500 K£ m¥sí£n¥) na vybrané kategorie
nákup· - potraviny, oble£ení, nábytek a bytové dopl¬ky, sportovní pot°eby, restaurace a bary.

• Poplatek za kartu 50 K£ m¥sí£n¥ (dal²í p°ípadné poplatky za výpisy z ú£tu v papírové form¥, poji²t¥ní)

• Úrok 23, 99% p.a., bezúro£né období aº 55 dní (informace na výpise), úro£ení a výpisy jsou m¥sí£n¥.

• Minimální splátka 3, 2%, minimáln¥ 200 K£.

Modelový p°ípad. Zákazník nakoupí v prvním m¥síci pouºívání karty zboºí vybraných kategorií v celkové
hodnot¥ D = 10 000 K£. Banka mu tedy p°izná slevu s = 500 K£. Dal²í nákupy nekoná. Kolik by £inila
vý²e v jedné splátky, pokud by cht¥l sv·j dluh v·£i bance vyrovnat v n = 12 stejných m¥sí£ních splátkách
(první z nich p°esn¥ na konci bezúro£ného období; pro zjednodu²ení p°edpokládejme, ºe se tak stane po dvou
m¥sících od po°ízení karty)? Kolik celkov¥ zaplatí? Klient tedy dohromady hradí bance n+1 = 13 m¥sí£ních
poplatk· p = 50 K£ za kartu. Pro jednoduchost uvaºujme jednotné m¥sí£ní úroky ve vý²i u = 2 procenta.

�e²ení. Odvo¤me obecný vztah. Ozna£me Di aktuální vý²i dluhu klienta v·£i bance na konci i-tého m¥síce
a �úrokovací £initel� q = 1 + u

100
. Platí

D1 = D − s + p ,
D2 = D1 + p− v = D − s + p + p− v ,
D3 = D2q + p− v = (D − s + p) q + (p− v) (q + 1) ,
D4 = D3q + p− v = (D − s + p) q2 + (p− v) (q2 + q + 1) ,
...
Dn+1 = (D − s + p) qn−1 + (p− v) (qn−1 + qn−2 + . . . + q + 1) .

Výraz sn = qn−1 + qn−2 + . . . + q + 1 dále zjednodu²íme s vyuºitím skute£nosti, ºe se jedná o sou£et prvních
n £len· geometrické posloupnosti s prvním £lenem a1 = 1 a kvocientem q, pro jejíº sou£et platí

sn = a1 ·
qn − 1

q − 1
=

qn − 1

q − 1
.

Protoºe dle zadání platí Dn = 0, dostáváme

v · q
n − 1

q − 1
= (D − s + p) qn−1 + p · q

n − 1

q − 1
.
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Odtud

v =
(D − s + p) qn−1 + p · qn−1

q−1

qn−1
q−1

=
(D − s + p) qn−1 (q − 1)

qn − 1
+ p =

(D − s + p)
(
1 + u

100

)n−1 · u
100(

1 + u
100

)n − 1
+ p .

Po dosazení zadaných £íselných hodnot dostáváme v
.
= 935, 34. Klient tedy celkov¥ bance zaplatí £ástku 12v,

tj. p°i zaokrouhlení11 224 K£, coº je o více neº 12% více neº byla p·vodní cena kupovaného zboºí. Nap°íklad
p°i £ástce D = 30 000 vychází vý²e jedné splátky na 2 789, 44, tzn. klient by celkov¥ zaplatil asi 33 473 K£,
coº je asi o 11,5% více neº byla p·vodní cena kupovaného zboºí.

3) Záv¥re£ná úloha

Výraz

sn = 1 + 2

(
1 +

1

n

)
+ 3

(
1 +

1

n

)2

+ 4

(
1 +

1

n

)3

+ . . . + n

(
1 +

1

n

)n−1

,

kde n ∈ N upravte do nejjednodu²²ího moºného tvaru.

�e²ení. Prove¤me substituci x = 1 + 1
n
. Potom m·ºeme výraz sn zapsat ve formáln¥ jednodu²²ím tvaru

sn = 1 + 2x + 3x2 + . . . + nxn−1 . (3)

�tená°e inspirovaného p°edchozími úlohami, ve kterých se s£ítaly £leny geometrické posloupnosti by mohla
napadnout jedna ze dvou následujících úvah.

1. Upravme výraz (3) uºitím základ· diferenciálního a integrálního po£tu

sn =

(∫
sn dx

)′
=
(
x + x2 + x3 + . . . + xn + c

)′
=
(
x + x2 + . . . + xn

)′
+ c′ =

(
x + x2 + . . . + xn

)′
.

Sou£tem n £len· geometrické posloupnosti s prvním £lenem i kvocientem x dostáváme

x + x2 + x3 + . . . + xn = x · x
n − 1

x− 1
=

xn+1 − x

x− 1
.

Derivací podílu a následnou úpravou dále obdrºíme

sn =

(
xn+1 − x

x− 1

)′
=

[(n + 1) xn − 1] · (x− 1)− (xn+1 − x)

(x− 1)2 =
nxn+1 − (n + 1) xn + 1

(x− 1)2 .

Odstran¥ním pomocné prom¥nné x kone£n¥ vychází

sn =
xn · [n (x− 1)− 1] + 1

(x− 1)2 =

(
1 + 1

n

)n · [n (1 + 1
n
− 1
)
− 1
]
+ 1(

1 + 1
n
− 1
)2 =

1
1
n2

= n2 .

2. Upravme výraz (3) podobným zp·sobem, jakým odvozujeme vztah pro sou£et prvních n £len· geomet-
rické posloupnosti. Vynásobme tedy rovnici (3) £íslem x, coº je vzhledem k tomu, ºe x 6= 0 ekvivalentní
úprava. P°i �²ikovném� zápisu obou vzniklých rovnic pod sebe pak dostáváme

sn = 1 + 2x + 3x2 + . . . + nxn−1 ,
xsn = x + 2x2 + . . . + (n− 1) xn−1 + nxn .

Odtud vidíme, ºe nyní bude vhodné rovnice od sebe ode£íst. Tedy

sn − xsn = 1 + x + x2 + . . . + xn−1 − nxn .

Podobn¥ jako p°i prvním postupu vypo£teme, ºe

1 + x + x2 + . . . + xn−1 =
xn − 1

x− 1
,

5



proto

sn (1− x) =
xn − 1

x− 1
− nxn .

Dosadíme-li za x zp¥t ze substitu£ní rovnice, obdrºíme

sn

(
1− 1− 1

n

)
=

(
1 + 1

n

)n − 1

1 + 1
n
− 1

− n

(
1 +

1

n

)n

,

takºe

sn = −n

(
1 + 1

n

)n − 1
1
n

+ n2

(
1 +

1

n

)n

= −n2

(
1 +

1

n

)n

+ n2 + n2

(
1 +

1

n

)n

= n2 .

Ukázali jsme tedy, ºe pro libovolné p°irozené £íslo n platí

1 + 2

(
1 +

1

n

)
+ 3

(
1 +

1

n

)2

+ 4

(
1 +

1

n

)3

+ . . . + n

(
1 +

1

n

)n−1

= n2 . (4)

Poznamenejme, ºe práv¥ vy°e²enou úlohu lze formulovat r·znými zp·soby. Nap°íklad i jako úlohu k d·kazu
vztahu (4) matematickou indukcí. P°i na²í formulaci v²ak vynikne to, ºe k odvození vztahu (4) není t°eba
znát jeho pravou stranu. Tuto úlohu lze nalézt ve sbírce [3, str. 32, P°íklad. 3.7], kde autor p°i jejím °e²ení
hovo°í o tzv. aritmeticko-geometrické posloupnosti a d·kaz provádí postupem, který jsme ukázali jako druhý
v po°adí.
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