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Posloupnosti - základní pojmy a vlastnosti

De�nice. Posloupností rozumíme funkci, jejímº de�ni£ním oborem je mnoºina Z nebo její libovolná pod-
mnoºina. Prvky kaºdé posloupnosti nazýváme jejími £leny.

Poznámky.

1. Nej£ast¥ji budeme pracovat s posloupnostmi, jejímiº de�ni£ními obory bude mnoºina N.

2. Je-li de�ni£ním oborem posloupnosti kone£ná mnoºina, hovo°íme o kone£né posloupnosti, v opa£ném
p°ípad¥ °íkáme, ºe posloupnost je nekone£ná.

3. Místo obvyklého zápisu pro funkce tvaru a (n) v p°ípad¥ posloupností pí²eme an. Posloupnost s de�-
ni£ním oborem N pak zapisujeme {an}∞n=1. V takové posloupnosti tedy an zna£í její n-tý £len.

4. Podobn¥ jako u funkcí také u posloupností pouºíváme pojmy: prostá posloupnost, monotonie, omeze-
nost, obor hodnot, ... Tyto pojmy tedy nyní není t°eba nov¥ de�novat.

5. Grafem jakékoliv posloupnosti je mnoºina izolovaných bod·.

6. Posloupnost zpravidla zadáváme p°edpisem (tj. explicitním vzorcem pro n-tý £len), nap°. an = n2 −
3n + 2. Mén¥ £astým zp·sobem zadání posloupnosti je tabulka hodnot £i graf, které m·ºeme pouºít
spí²e v p°ípad¥ kone£ných posloupností.

7. Na rozdíl od funkcí m·ºeme posloupnosti zadávat také rekurentn¥ (viz dále).

Úlohy.

1. Napi²te prvních p¥t £len· posloupnosti {an}∞n=1 a na£rtn¥te její graf, je-li

(a) an = (n− 2)2,

(b) an = 6
n
.

2. Vy²et°ete monotonii posloupností

(a)
{

3n−1
n+2

}∞
n=1

,

(b)
{[

n
2

]}∞
n=1

, kde [x] zna£í celou £ást £ísla x, tj. nejv¥t²í celé £íslo, které £íslo x nep°evy²uje,

(c)
{
cos nπ

2

}∞
n=1

.

3. Rozhodn¥te, zda jsou následující posloupnosti prosté

(a) {7− 4n}∞n=1,

(b)
{

4
(2n−5)2

}∞
n=1

,

(c)
{(−2

3

)n}∞
n=1

.

4. Rozhodn¥te, zda jsou následující posloupnosti omezené, p°ípadn¥ alespo¬ jednostrann¥ omezené

(a) {3 sinn}∞n=1,

(b)
{

1
n
− 2
}∞
n=1

,

(c) {3− n2}∞n=1,

(d) {(−2)n}∞n=1.

5. Vy²et°ete obor hodnot následujících posloupností
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(a) {2n− 1}∞n=1,

(b)
{
sin nπ

4

}∞
n=1

.

6. Najd¥te v²echna x ∈ R, pro n¥º je posloupnost{
nx

n+ 1

}∞
n=1

klesající.

7. Vzorcem pro n-tý £len uve¤te p°íklad posloupnosti následujících vlastností. P°ípadn¥ zd·vodn¥te, pro£
p°íslu²ná posloupnost nem·ºe existovat.

(a) Posloupnost {an}∞n=1 je omezená hodnotami −1 a 3, p°i£emº ob¥ dv¥ pat°í do jejího oboru hodnot.

(b) Obor hodnot posloupnosti {bn}∞n=1 je mnoºina, která má práv¥ 7 prvk·.

(c) Posloupnost {c}∞n=1 je nerostoucí, ale není klesající.

(d) Posloupnost {d}∞n=1 je rostoucí a omezená.

(e) Posloupnost {en}∞n=1 je omezená a jejím oborem hodnot je nekone£ná mnoºina.

(f) Posloupnost {fn}∞n=1 je klesající a není prostá.

(g) Posloupnost {gn}∞n=1 není ani jednostrann¥ omezená a není ani prostá.

Návody a výsledky úloh.

1. Platí

(a) a1 = 1, a2 = 0, a3 = 1, a4 = 4, a5 = 9,

(b) a1 = 6, a2 = 3, a3 = 2, a4 = 3
2
, a5 = 6

5
.

2. Posloupnost

(a) je rostoucí (návod: an+1 − an = 3n+2
n+3
− 3n−1

n+2
= . . . = 7

(n+2)(n+3)
> 0 pro v²echna n ∈ N),

(b) je neklesající,

(c) není ani rostoucí ani klesající.

3. Prosté jsou posloupnosti v (a) a (c). Je u nich t°eba ukázat, ºe pro i 6= j je téº ai 6= aj. U (b) je nap°.
a2 = a3 = 4.

4. Posloupnosti v (a) a (b) jsou omezené, posloupnost v (c) je shora omezená, a posloupnost v (d) není
omezená ani jednostrann¥.

5. Oborem hodnot je

(a) mnoºina v²ech lichých p°irozených £ísel,

(b)
{

0;±1;± 1√
2

}
.

6. Ekvivalentními úpravami nerovnice
(n+ 1)x

n+ 2
<

nx

n+ 1
vypo£teme, ºe x < 0.

7. Neexistuje pouze posloupnost {fn}∞n=1, nebo´ kaºdá klesající funkce (a tedy i posloupnost) je prostá.
Vyhoví nap°íklad

an = (−1)n · 2 + 1 , bn = cos
nπ

6
, cn = −

[n
3

]
, dn = en =

−1

n
, gn = (−1)n ·

[n
4

]
.
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Rekurentní ur£ení posloupnosti

Rekurentní (slovo odvozeno z latiny) vzorec je takový vztah, pomocí n¥hoº lze ur£it libovolný £len posloup-
nosti, �vrátíme-li� se na za£átek a budeme-li postupn¥ po£ítat následující £leny. Rekurentní vzorec musí
krom¥ jisté uvedené závislosti na p°edchozím £lenu (£i více £lenech) obsahovat téº p°íslu²ný po£et po£áte£-
ních podmínek (tolik o kolik £len· zp¥t se rekurentní vyjád°ení vrací), aby bylo �odkud za£ít po£ítat�.

Úlohy.

1. Napi²te prvních p¥t £len· posloupnosti {an}∞n=1 , pro kterou platí

(a) an+1 = 2an − 1, a1 = 2,

(b) an+2 = n+ an, a1 = 0, a2 = −1,

(c) an+2 = an+1 + an, a1 = a2 = 1 - tzv. Fibonacciho posloupnost

(d) an+2 = an+1

an
, a1 = 1, a2 = −2.

2. Pro kaºdou z posloupností zadaných vzorcem pro n-tý £len najd¥te alespo¬ dva r·zné rekurentní
vzorce tak, aby v prvním p°ípad¥ sta£ila jedna po£áte£ní podmínka, ve druhém byly pot°eba alespo¬
dv¥ po£áte£ní podmínky.

(a) an = n+1
n
,

(b) bn = (n− 1)2,

(c) cn = 2n.

3. Kaºdou z uvedených kone£ných posloupností zapi²te vzorcem pro n-tý £len

(a) 9, 25, 49, 81, 121,

(b) −1, 4, −7, 10, −13,

(c) 30, 20, 15, 12, 10.

4. Zamyslete se, zda jsou vámi nalezená °e²ení v p°edchozí úloze jednozna£ná. Najd¥te vzorec pro n-tý
£len posloupnosti, která má t¥chto prvních 6 £len·

1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ;x , kde x zna£í libovolné p°edem zvolené £íslo.

5. Najd¥te vzorec pro n-tý £len kaºdé z rekurentn¥ zadaných posloupností. Své tvrzení dokaºte.

(a) an+1 = an + 2, a1 = 2,

(b) bn+1 = 2bn, b1 = 3,

(c) cn+1 = − n
cn(n+2)

, c1 = 1
2
.

6. Ukaºte, ºe vzorec pro n-tý £len Fibonacciho posloupnosti je tvaru

an =
1√
5

[(
1 +
√

5

2

)n

−

(
1−
√

5

2

)n]
.

Uhodli byste jej?


