Posloupnosti - zakladni pojmy a vlastnosti

Definice. Posloupnosti rozumime funkci, jejimz definiénim oborem je mnozina Z nebo jeji libovolna pod-
mnozina. Prvky kazdé posloupnosti nazyvame jejimi ¢leny.

Poznamky.
1. Nejcastéji budeme pracovat s posloupnostmi, jejimiz defini¢nimi obory bude mnozina N.

2. Je-li definicnim oborem posloupnosti kone¢nd mnozina, hovoiime o konecné posloupnosti, v opa¢ném
pripadé fikdme, Ze posloupnost je nekonecnd.

3. Misto obvyklého zapisu pro funkce tvaru a (n) v piipadé posloupnosti piSeme a,. Posloupnost s defi-
ni¢nim oborem N pak zapisujeme {a,} - ,. V takové posloupnosti tedy a, zna¢i jeji n-ty ¢len.

4. Podobné jako u funkci také u posloupnosti pouzivame pojmy: prosta posloupnost, monotonie, omeze-
nost, obor hodnot, ... Tyto pojmy tedy nyni neni tfeba nové definovat.

5. Grafem jakékoliv posloupnosti je mnozina izolovanich bodi.

6. Posloupnost zpravidla zaddvame piedpisem (tj. explicitnim vzorcem pro n-ty ¢len), napi. a, = n* —
3n + 2. Méné castym zpusobem zadéani posloupnosti je tabulka hodnot ¢i graf, které miuzeme pouzit
spiSe v piipadé konec¢nych posloupnosti.

7. Na rozdil od funkei muzeme posloupnosti zadavat také rekurentné (viz dale).

Ulohy.

o0 v

1. Napiste prvnich pét ¢lenii posloupnosti {a,},_; a nacrtnéte jeji graf, je-li

2. VySetfete monotonii posloupnosti

(b) {[g} }20:17 kde [z] znaci celou ¢ast ¢isla x, tj. nejvétsi celé ¢islo, které ¢islo x nepfevysuje,

(c) {cos%7r 20:1'

3. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici posloupnosti prosté

(a) {7—4n}>*

n=1>°

(b) {m};’
() {()"h

4. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici posloupnosti omezené, pripadné alespon jednostranné omezené

(a) {3sinn}, _,,
(b) {% _2}:;1’
(¢) {3-n"} 1),
(d) {(=2)"},

5. VySetfete obor hodnot nasledujicich posloupnosti



(a) {2n—1},2,,
(b) {sin% >

n=1"

6. Najdéte vsechna x € R, pro néz je posloupnost
nr |
n+1},

7. Vzorcem pro n-ty ¢len uvedte piiklad posloupnosti nasledujicich vlastnosti. Pfipadné zduvodnéte, proc
prislusna posloupnost nemiize existovat.
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(d) Posloupnost {d} -, je rostouci a omezena.
)
)
)

klesajici.

Posloupnost {a,} -, je omezena hodnotami —1 a 3, pii¢emz ob& dvé patii do jejiho oboru hodnot.
Obor hodnot posloupnosti {b,} , je mnozina, kterd ma pravé 7 prvki.
Posloupnost {c} ~, je nerostouci, ale neni klesajici.

e) Posloupnost {e,} -, je omezena a jejim oborem hodnot je nekone¢na mnozina.

(
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Posloupnost { f,} -, je klesajici a neni prosta.

oo s o I 2 s . z
Posloupnost {g,},., nenf ani jednostranné omezena a neni ani prosta.

Navody a vysledky dloh.
1. Plati
(a) ey =1,a=0,a3=1,a4 =4, a5 =9,
(b) a1:6,a2:3,a3:2,a4:%,a5:§
2. Posloupnost

(a) je rostouci (navod: @, — a, = 32 — 3=l

_ _ 7 4
nt3 n+2—...—W>OPIOVSGC}1H&TL€N),
(b) je neklesajici,
(c) mneni ani rostouci ani klesajici.
3. Prosté jsou posloupnosti v (a) a (c). Je u nich t¥eba ukazat, ze pro i # j je téz a; # a;. U (b) je napf.
o = a3 — 4.

4. Posloupnosti v (a) a (b) jsou omezené, posloupnost v (c¢) je shora omezend, a posloupnost v (d) neni
omezend ani jednostranné.

5. Oborem hodnot je
(a) mnozina vSech lichych pfirozenych ¢isel,
(b) {0; +1; i%}.

6. Ekvivalentnimi dpravami nerovnice
(n+1)z nx

<
n+2 n+1

vypocteme, 7Ze x < 0.

[ee]

-1, nebot kazda klesajici funkce (a tedy i posloupnost) je prosta.

7. Neexistuje pouze posloupnost { f,}
Vyhovi napiiklad
-1

a”:(_1>n'2+17 bn:COS%, Cn:_[g}a dn:(fn:?v gn:<—1)n|:ﬁ]



Rekurentni urceni posloupnosti

Rekurentni (slovo odvozeno z latiny) vzorec je takovy vztah, pomoci néhoz lze uréit libovolny ¢len posloup-
nosti, ,, vratime-li“ se na zacatek a budeme-li postupné pocitat nésledujici ¢leny. Rekurentni vzorec musi
kromé jisté uvedené zavislosti na predchozim ¢lenu (¢ vice ¢lenech) obsahovat téz pifslu$ny pocet pocated-
nich podminek (tolik o kolik ¢leni zpét se rekurentni vyjadieni vraci), aby bylo ,,odkud zacit pocitat®.

Ulohy.

o0
n=1 "

1. Napiste prvnich pét ¢leni posloupnosti {a,} pro kterou plati

pia =N+ ap, a1 =0, ag = —1,
Qpio = Qpi1 + Ap, a1 = ag = 1 - tzv. Fibonacciho posloupnost

— An+1 — —
(d Ap+2 = Zn ,a1—17 CLQ—_Q.

2. Pro kazdou z posloupnosti zadanych vzorcem pro n-ty ¢len najdéte alespon dva riuzné rekurentni
vzorce tak, aby v prvnim pripadé stacila jedna pocate¢ni podminka, ve druhém byly potieba alespon
dvé pocatecni podminky.

(a) an = TLTH7
(b) bn = (n - 1>27
(c) ¢, =2

3. Kazdou z uvedenych konec¢nych posloupnosti zapiste vzorcem pro n-ty ¢len
(a) 9, 25, 49, 81, 121,
(b) —1, 4, —7, 10, —13,
(c) 30, 20, 15, 12, 10.

4. Zamyslete se, zda jsou vami nalezena feSeni v piedchozi tloze jednoznac¢né. Najdéte vzorec pro n-ty
¢len posloupnosti, kterd ma téchto prvnich 6 ¢lentu

1;2;3;4;5;x, kde z znaci libovolné predem zvolené ¢islo.

5. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len kazdé z rekurentné zadanych posloupnosti. Své tvrzeni dokazte.

() apy1 = an+2, a1 =2,
(b) b1 = 2b, by = 3,

_ n _ 1
(C) Cntl = cn(n+2)? 1= 3

6. Ukazte, ze vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti je tvaru

(57) (59

1
ap =

5

Uhodli byste jej?



