MAO0002 — feseni DU ¢. 3

Cviceni 3.1 Rozvitite podle binomické véty: (% — )8
Resent:

- = S 2 1.3 _ oA 1.5 _
Pripomenme rovnosti ¢ = —1;¢° = —1;1" = 1;7° = 1.

GG - O+ G D -G &) P+ () (D) - () (1) P+ () ()6 -

Regent:

Resfme analogicky predchozimu cvifeni, zadani miZeme upravit na (% —i)".
BIEK Gx@%u«9@>z—<x9%3()@fﬂ—@x@%ﬂwa@fﬁ—
- (D) =2 -+ Bi+B -2 -1+

.
Cviceni 3.3 UZitim binomické véty dokazte, Ze vyraz 40" — 8" — 5" + 1 je
pro kaZdé n délitelny cislem 28.

_|_
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wle

w
w

Regent:
28 40" - 8" - 5" +1
28 85" —-1) - (5" - 1)
28 (5" —1)(8" —1)
28 (A+D)"-=DH((T+1)"=1)

|
|
|
|
28 | (A"44" A L) (T T T 1)
|
|
|

28 | (4" +4"T ) (T T 4 )
28 | 4@t 4T e )
28 | 28" 44T 4 (T TR )
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Cviceni 3.4 Uzitim binomické véty dokazte, Ze vyraz 42" — 7" — 6™ + 1 je
pro kazZdé n délitelné cislem 30.

Regent:
30 | 42" 7" —6"+1
30 | (6" —1)—(6"—1)
30 | (6"—1)(7"—1)
30 | (B+D"=D((6+1)"—1)
30 | (" 45" 45116 6" 6+ 1—1)
30 | (5" 45" 4 5)(6"+ 6" -+ 6)
30 | 5(5" 14572 £ 166" 46" 2 )
30 | 30(5" P45 TE 1) (6" 6" 1)

CviCeni 3.5 Zdidvodnéte(vliastnimi slovy), proc¢ plati ndsledujici kombinato-
rické identity:

(a) (Z) = (")

®) ()= G)+ ("%

() 2" =)+ )+ G+ + (") + ()
(@9 0=©5) = (1) +G) =+ D) + D0 ()
Resen:

(a) Kazdy radek Pascalova trojuhelniku je symetricky. Po rozepsani kom-
bina¢niho ¢&isla na pravé strané ziskavame

n! _ n! _(n
(n—k)!(n—(n—k))! = (n—k)k! — (k)

(b) Praveé popsanym zpusobem tvorime v Pascalové trojthelniku kazdy

dalsi fadek. Dokazme si platnost rovnosti:

1 1y (n—1)! m-1)! (n—1)! gy
Go)+(") = [ b o (k—ln)!(n—k)!+k:!((:—k—1)! =

_ (n=D%k+n-D!(n—k) _ (n=D)!k+n—k) nl _(n
= Kl (n—k)! R[G5 [l il oy 3y (r)

(¢) PrepiSeme-li 2" = (1 + 1)", ziskavame po rozvinuti podle binomické
véty pravou stranu zadané rovnosti.

(d*) Prepiseme-li 0 = 0™ = (1—1)", ziskdvame po rozvinuti podle binomické
véty pravou stranu zadané rovnosti.

Cviceni 3.6 Dokazte, Ze plati:
— m(m+1)
(@) 142+ +m="0
_ m(m+1)(m+2)

Pokud vds nenapadne jiné resent, dokazte alespon. matematickou indukct.
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Resenti:
(a) Lze konstatovat, Ze pravou stranu rovnosti ziskame dosazenim do vzorce
pro soucet prvnich n ¢lenti aritmetické posloupnosti. Provedme dtikaz
platnosti vzorce:

Necht m je sudé ¢islo. Pak lze vechny s¢itance rozdélit do dvou sloupcii
o stejném poctu fadkt nasledovné:

1 m
2 m—1
m — 2
m m
? ? —‘l_ 1.
Radki je 7, v kazdém z nich je soucet roven m + 1, sectenim radki
ziskédvame w

Necht m je liché éislo. Abychom mohli uzit stejnou konstrukci, jakou
jsme pouzili u sudych ¢isel, odeberme ¢islo m. V fadku vedle 1 tedy
bude m —1 a soucet kazdého fadku bude m. Pocet radku je mT_l jejich

soucet vyjadiime jako m +m = w Tim je diitkaz dokondcen.

(b) Druhou variantu dokdZeme matematickou indukei.
OvéfmepromzlzL:1-2:2P:%'3:2
Ptedpokladejme, Ze rovnost plati pro m — 1 a z pfedpokladu dokazme
platnost pro m:

L=12+2-34344+--+(m—-1)m+m-(m+1) = w_,_
+m-(m+1)= m(m+1)3(m—1+3 _ m(m+13)(m+2) _p

Cviceni 3.7 Kolika zpiisoby miZeme piesklddat pismena slova

(a) TIKTAK
(b) TARTAR

tak, aby nikdy nestdla vedle sebe stejnd pismena?

ResSent:

(a) Vyuzijeme princip inkluze a exkluze: od celkového poétu preskladani

pismen odecCteme ta preskladani, v nichz stoji vedle sebe jedna dvojice
pismen (T, respektive K) a pficteme pieskladani, v nichZ jsou vedle
sebe dvojice T i K.
Celkovy pocet preskladani uréime jako permutaci s opakovanim: 2,6—'2,
Ma-li byt vedle sebe dvojice pismen T, mizeme si tuto dvojici ,,slepit”
a povazovat ji za jeden znak, pocet vSech takovych preskladani je 3—:
(stejny podet ziskdme pro dvojici pismen K, vyraz proto vynasobime
dvéma). Maji-li byt vedle sebe pismena T i pismena K, opét dvojice
stejnych pismen ,slepime” a povazujeme za jeden znak, pocet takovych
preskladani uréime jako permutaci ¢tyf raznych prvka.

o =204l =84

PisMENA sLovA TIKTAK LZE PRESKLADAT 84 ZPUSOBY.
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(b) Opé&t vyuzijeme princip inkluze a exkluze: od celkového poctu preskla-

déni pismen odecteme ta preskladani, v nichZ stoji vedle sebe jedna
dvojice pismen (dvojice T, dvojice A, nebo dvojice R), pfi¢teme preskla-
déani, v nichz stoji vedle sebe dvé dvojice pismen (dvojice T a A, dvojice
A a R, nebo dvojice T a R) a odecteme preskladani, v nichz stoji vedle
sebe vSechny t¥i dvojice pismen.
Pocet vsech pireskladani pismen slova TARTAR je pocet vSech per-
mutaci s opakovanim %:2' Bude-li jedna dvojice stejnych pismen
»slepena a povazovéana za jedno pismeno, bude pocet pieskladani 2,5—'2,
Toto bude platit pro dvojici pismen T, dvojici pismen A i dvojici pis-
men R, proto lomeny vyraz vynasobime tfemi. Nésledné uréeme pocet
preskladani pismen, v nichZ budou stat vedle sebe (budou ,slepené®)
dvé dvojice pismen. Pokud budeme kaZdou ze spojenych dvojic pova-
Zovat za jeden znak, ziskdme g—i, pfi¢emz tento vyraz opét vynasobime
tFemi, protoze mohou byt tfi riazné dvojice ,slepenych® pismen: TA,
AR, TR. Nakonec uvazujme pocet preskladani, v nichz kazdou ze t¥i
dvojic stejnych pismen ,slepime®. Dostavame tak t¥i rizné nové znaky,
pocet jejich permutaci je 3!.

6! 5! 4!
sToral — 3 gt +3- 5 — 3/ =30
PisMENA sLovA TARTAR LZE PRESKLADAT 30 ZPUSOBY.

Cvicéeni 3.8 Urcete soucet vSech péticifernych cisel, kterd lze sloZit z cislic
1, 2, 3, 4, 5 tak, Ze kaZdou cislici pouzijeme pravé jednou.

Regent:

Uréeme nejdfive podet téchto Cisel. ProtoZze se mezi ciframi nevyskytuje 0,
muzeme je mezi sebou jednoduse permutovat a ziskdme tak 5! = 120 pé-
ticifernych cisel. Podivame-li se na né blize, zjistime, Ze na misté jedno-
tek se vyskytuji jednotlivé cifry stejné casto, konkrétné se zde vyskytuje
kazda z cifer 1,2, ...5 ¢tyfiadvacetkrat. Stejné tomu bude i na misté desitek,
stovek a dalsich. Soucet cifer na kaZdém z mist (jednotky, desitky,...) je
24-(14+2+3+445) = 360. Chceme-li ur€it soucet viech danych péticifer-
nych ¢isel, secteme si soucty jednotek, desitek a tak dale vzdy vynésobeny
piislusnou hodnotou.

1-360 4 10 - 360 + 100 - 360 + 1 000 - 360 + 10000 - 360 = 3 999 960
SOUCET PETICIFERNYCH CISEL JE 3 999 960.

Cviceni 3.9 Kolik existuje deseticifernijch cisel, v nichZ se ¢islice neopa-
kugi?

Regen:

V zadanych ¢islech se ziejmé musi vyskytovat kazda cifra 0,1, ...9 pravé jed-
nou. ProtoZze maji byt vznikla ¢isla deseticiferna, nesmi se na prvnim misté
objevit nula. Uréeme tedy pocet ¢isel jako pocet v8ech permutaci deseti cifer
(10!) bez t&ch permutaci, které maji jako prvni cifru nulu (9!).

10! — 9! = 3265920

EXISTUJE 3265920 POZADOVANYCH CISEL.
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Cviceni 3.10 Kolik existuje deseticifernijch cisel, jejich ciferny soucet je
délitelny tremi?

Regent:

Preformulujme zadanou podminku — ciferny soucet ¢isla je délitelny tiemi
préavé tehdy, kdyz je dané Cislo délitelné tfemi. Mame tedy urcit pocet viech
deseticifernych ¢isel délitelnych tfemi. Vsech deseticifernych ¢isel existuje
9-10° (prvni cifra nesmi byt nula, mame pro ni devét moznosti, pro kai-
dou dalsi cifru existuje deset moznosti). Z téchto ¢isel je kazdé treti délitelné
tFemi, tedy tietina vSech deseticifernych ¢isel je délitelné tfemi.

(9-10%) :3=13-10°

EXISTUJE 3-10? DESETICIFERNYCH CISEL S CIFERNYM SOUCTEM DELITEL-
NYM TREMI.

Cviceni 3.11 Kolik celyjich ¢isel od 0 do 999 neni délitelno ani 5, ani 77

Regent:

Z dané mnoZziny 1000 &isel je ziejmé pétina ¢isel délitelna 5 (1000 : 5 = 200)
a sedmina c¢isel délitelna 7 (1000 : 7 = 142). Je tfeba si uvédomit, ze 0
je délitelna kazdym pfirozenym ¢islem. Nesmime také zapomenout na ¢isla,
kterd jsou délitelna 5 i 7, tedy jejich nejmensim spole¢nym nasobkem, ¢islem
35 (1000 : 35 = 28). Nyni vyuzijeme principu inkluze a exkluze: od celkového
poctu &isel odeéteme ta, ktera jsou délitelna jednim z Cisel 5 a 7 a pri¢teme
¢isla délitelna zaroven ¢isly 51 7.

1000 — 200 — 142 + 28 = 686

CISEL NEDELITELNYCH 5 ANI 7 JE 686.

Cviceni 3.12 Kolik rizngch ctyFcifernyjch cisel lze sestavit z cifer ¢isla 128 1537

Regent:
Rozdélme si vysledné éisla do tii skupin a v kazdé urceme jejich pocet:
(a) éisla, ve kterych se kazda cifra vyskytuje pouze jednou. Ziejmé ne-

mame jinou moznost volby cifer nez 1, 2, 3 a 5. Pocet ¢isel vytvorenych
z téchto cifer bude pocet jejich permutaci 4! = 24.

(b) Cisla, ve kterych se jedna cifra vyskytuje dvakrat. Mame dvé moznosti
vybéru cifry, ktera se bude vykytovat dvakrat (1, 3), k ni vybirame ze
ti1 zbylych rtznych cifer dalsi dve ((i)) a vechny ¢tyfi vybrané cifry

mezi sebou nechdme permutovat (3—:)
Dohromady dostéavame 2 - (g) . ‘2% = 72 C&isel.

(c) Cisla, ve kterych se dvé cifry vyskytuji dvakrat. Dvakrat mazeme podle
zadani vyuzit pouze cifry 1 a 3. Nechame-li je mezi sebou permutovat,
ziskdme 2?—;, =6.

Ziejmé musi kazdé pozadované ¢islo patiit do pravé jedné ze tii skupin,
vysledek tedy ziskame sec¢tenim dil¢ich poc¢tu ¢isel v kazdé ze skupin.

2447246 =102

LzE SESTAVIT 102 CTYRCIFERNYCH CISEL.
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Cviceni 3.13 Kolik péticiferngjch cisel lze sestavit z cifer ¢isla 12 312 343,
poZadujeme-li, aby t7i ¢islice 3 nendsledovaly za sebou?

ReSeni:

UvaZzujme stejné jako v predchozi tloze rozdéleni vyslednych ¢&isel do dis-
junktnich mnozin, spoéitejme pocet ¢isel v kazdé z mnoZin a piipadné ode-
¢téme ¢isla nevyhovujici.

(a) Cisla obsahujici jednu &slici dvakrat. Mame ti moznosti vybéru &slice
vyskytujici se dvakrat, zbylé &islice jsou pak dany. Nechme vSechny
i 1 1. 51 o
vybrané ¢islice permutovat a ziskdme 3 - 5; = 180 cisel.

(b) Cisla obsahujici dvé &slice dvakrat. Vybirame dvé ze tif moznych slic,
které se budou vyskytovat dvakrat ((‘;)), k nim potFebujeme vybrat
pétou &fslici (2 moZnosti) a viechny éislice nechame permutovat.

3 51
(5) -2+ gr = 180

(¢) Cisla obsahujici jednu &slici trikrat a zbylé &islice jednou. Trikrat se
muZze vyskytovat pouze Cislice 3, k ni vybereme dalsi dvé ¢isla ze ti{
moznych ((g)) a Cisla nechame permutovat: (3) . g—: = 60. Mezi 60 ¢isly
jsou ale i ¢isla ze zadani zakazana, napiiklad ¢islo 13 332. Pocet zakaza-
nych ¢isel ziskame tak, Ze k sobé ¢islice 3 ,,slepime” a povazujeme je za
jeden znak, ke kterému musime vybrat dvé dalsi &islice ze t¥{ moznych
a viechny znaky nechame permutovat, tedy (35) - 3! = 18. Vyhovujicich
isel je 60 — 18 = 42.

(d) Cisla obsahujici jednu ¢&islici tiikrat a jednu cislici dvakrat. Ttikrat se
miuze vyskytovat pouze ¢islice 3, k ni vybereme jednu ze dvou moznych
dvojic jiné ¢islice (1, 2) a nechame permutovat: 2 - 5,5—'2, = 20. Opét se
zde vyskytuji i nevyhovujici ¢isla, jejichz pocet ziskdme stejné jako v
predchozi varianté 2 - S—: = 6. Vyhovujicich ¢isel je 20 — 6 = 14.

Ziejmé musi kazdé pozadované ¢islo patfit do pravé jedné ze Ctyt skupin,
staci tedy secist 180 + 180 + 42 + 14 = 416.

LZE SESTAVIT 416 PETICIFERNYCH CISEL.

Cvi€eni 3.14 (*) Kolika zpisoby lze preskladat cifry cisla 1 234 114 546
tak, aby tri stejné cifry nendsledovaly za sebou?

Regent:

VyuZzijeme princip inkluze a exkluze. Od celkového poctu preskladani cifer
odecteme takova preskladani, ve kterych jedna trojice stejnych cifer nasle-
duje za sebou (1 nebo 4), a pFicteme ta pieskladant, kde nasleduji za sebou
dvé trojice stejnych cifer (11 4). Pocet viech preskladani ziskame jako pocet
v8ech permutaci s opakovanim 3},—()3‘, = 100800. Chceme-li mit v preskladani
jednu trojici stejnych cifer za sebou, musime urcit kterou (2 zptisoby), danou
trojici pak ,slepime®“ do jednoho znaku a nechdme s ostatnimi permutovat:
2- g—: = 13440. Podobné pokud maji za sebou nasledovat obé trojice stejnych
cifer, mizeme kazdou trojici nahradit jednim znakem a nechat s ostatnimi
permutovat, téchto ¢isel je 6! = 720.

Vysledek uréime pomoci vyse popsaného principu inkluze a exkluze.
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100 800 — 13440 + 720 = 88080

CIFRY LZE PRESKLADAT 88 080 ZPUSOBY.

Cviceni 3.15 Kolika zpisoby lze z pTirozenych cisel od 1 do 30 vybrat tii
éisla tak, aby jejich soudet byl sudy?

Regen:

Mezi ¢isly od 1 do 30 je 15 ¢isel sudych a 15 ¢&isel lichych. Checeme-li vybrat
tri ¢isla tak, aby byl jejich soudet sudy, musi byt bud vsechna suda ((135)),
nebo jedno sudé a dvé licha ((7) - ().

(135) + (115) ’ (125) = 2030

CISLA LZE VYBRAT 2030 ZPUSOBY.
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