MAO0002 — FeSeni DU ¢&. 4

Cviceni 4.1 Kolika zpiisoby miiZeme 4 barvami obarvit 10 kulicek?
(a) Kulicky jsou rozlisitelné.
(b) Kulicky nejsou rozlisitelné.
Regeni:
(a) Protoze jsou kulicky rtazné (1isf se napiiklad velikosti), rozhodujeme se
pro kazdou kulicku zv1ast, kterou ze ¢tyt barev (moznosti) ji obarvime.

Obarveni jednotlivych kulicek na sobé nezévisi, pouzijeme tedy pravi-
dlo soucinu. 4'° = 1048576

KULICKY LZE OBARVIT 1048 576 ZPUSOBY.

(b) Pro nerozlisitelné kuli¢ky ur¢ime mnozstvi riznych obarvent jako pocet
kombinaci s opakovinim. Jinak fec¢eno, kulicky rozdélujeme do 4 pfi-
hradek podle jejich barvy (mezi piihradkami jsou 3 prepazky). Pocet
riiznych obarveni je tedy pocet permutaci s opakovanim mezi 10 stej-
nymi kulickami a 3 piihradkami).

13! _
Tomr = 286

KULICKY LZE OBARVIT 286 ZPUSOBY.

Cviceni 4.2 Kolik devitimistnijch ¢isel obsahuje prave dvé stejné ¢islice a Zdd-
nou nulu?

Regent:

Nejprve vybereme ¢islici, ktera se bude v ¢isle vyskytovat dvakrat (9 zpu-
sobti). Déle ur¢ime dvé mista ve vysledném ¢isle, kam tuto ¢éislici umistime

((g) zpiisobll) a na daldich sedm mist postupné vybirame ze zbylych osmi
¢islic — na prvni misto mame 8 kandidatd, na dalsi 7 a tak dale.

9-(9) - 8! = 13063680

ZADANYCH DEVITIMISTNYCH CISEL EXISTUJE 13 063 680.

Cviceni 4.3 Kolika zpisoby lze mezi 4 déti rozdélit 15 stejngjch hrusek tak,
aby kazdé dité dostalo alespori 2 hrusky?

Resent:

JelikoZ neni feceno jinak, v8echny hrugky zifejmé vyhovuji kritériim EU

a proto jsou naprosto rovnocenné (nerozligitelné). Nejprve rozdame kazdému
ditéti 2 hrusky a k dalsimu rozd€lovani nam jich zbude 7. Nyni muZeme
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zbylych 7 hrusek rozdélovat do pfihradek se jmény jednotlivych déti: mezi
prihradkami jsou 3 nerozlisitelné pfepazky, zajima nas tedy pocet permutaci
3 pfepazek a 7 hrusek.

o =120

HRUSKY LZE ROZDELIT 120 zZPUSOBY.

Cviceni 4.4 Koika zpusoby lze rozdélit 18 stejnijch jablek mezi 5 déti tak,
aby kazdé dité dostalo alespori 3 jablka?

Regent:
Nad tlohou uvazujeme stejné jako v predchozim cviceni. Po rozdani 3 jablek
kazdému ditéti nam zbudou k rozdélovani 3 jablka.

7!
o1 = 39

JABLKA LZE ROZDELIT 35 ZPUSOBY.

Cviceni 4.5 Urcete pocet prirozengch cisel od 1 do 840, kterd nejsou déli-
telnd ani jednim z cisel 6, 10, 14.

Regent:

VyuZzijeme princip inkluze a exkluze podobné jako ve cvi¢eni 3.11. Od poé&tu
vSech cisel (840) odecteme pocty Cisel, ktera jsou délitelna jednim z ¢isel
6 (840 : 6 = 140), 10 (840 : 10 = 84) a 14 (840 : 14 = 60). Nasledné piicteme
pocty cisel, ktera jsou délitelna jednotlivymi dvojicemi ¢isel zaroven, tedy
jejich nejmensim spoleénym nasobkem. Pro &isla 6 a 10 ziskdvame nejmensi
spole¢ny nasobek 30, ¢isel délitelnych 30 je 840 : 30 = 28. Podobné nejmensi
spolecny néasobek ¢isel 6 a 14 je 42, 840 : 42 = 20. Posledni dvojice ¢isel
10 a 14 méa nejmensi spole¢ny nasobek 70, 840 : 70 = 12. Konec¢né odecteme
pocet vSech ¢isel, kteréd jsou délitelna ¢isly 6, 10 i 14, tedy jejich nejmensim
spoleénym nasobkem 210, takova ¢isla jsou ziejmeé 4.

840 — 140 — 84 — 604+ 28 +20 + 12 — 4 = 612

ZADANYCH CISEL EXISTUJE 612.

Cviceni 4.6 V oddélent pracuje nékolik osob, z nichZ kaZdd znd alespori je-
den z téchto jazyku: rustina, Spanélstina, italstina. Rusky mluvi 7 osob, Spa-
nélsky 7 osob, italsky 7 osob, rusky a Spanélsky 4 osoby, Spanélsky a italsky

4 osoby, rusky a italsky 3 osoby, vSechny tii uvedené jazyky ovlddd jedna
osoba. Urcete, kolik osob

(a) v oddélent pracuge;

(b) mluvi pouze rusky;

(¢) mluvi pouze Spanélsky.
Regent:
Ozna¢me R mnozinu v8ech osob mluvicich rusky, S mnozinu Yéech osob mlu-
vicich Spanélsky a I mnozinu v8ech osob mluvicich italsky. Ulohu je mozné

feSit pfes Vennovy diagramy, my ji budeme feSit pomoci principu inkluze
a exkluze.
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(a) Pocet vSech zaméstnanct oddélent je sjednocenim mnozin R, S a I. Dle
pravidla inkluze a exkluze ziskdme celkovy pocet zaméstnanci se¢tenim
osob mluvicich rusky, spanélsky nebo italsky, ode¢tenim osob mluvicich
dvéma z danych jazyki a pri¢tenim osob mluvicich vSemi tfemi jazyky.
|[RUSUI| = |R|+|S|+|I|-|RNS|—|RNI|—|SNI|+|RNSNI| =
=74+7+7-4-3-4+1=11

V ODDELENI PRACUJE 11 OSOB.

(b) Od osob mluvicich rusky musime dle principu inkluze a exkluze ode&ist
osoby mluvici rusky a Spanélsky, pfipadné rusky a italsky, a pri¢ist
osoby mluvici rusky, Spandélsky i italsky.
|[R|—|RNS|—|RNI|+|RNSNI|=7-4-34+1=1

JEDNA OSOBA MLUVI POUZE RUSKY.

(¢) Pocitame podobné jako predchozi variantu.
S| —|SAR—|SNI|+|SNRNI|=7T—4—-44+1=0

NIKDO NEMLUVI POUZE SPANELSKY.

Cviceni 4.7 Na tiidni schizce informoval ucitel rodice takto:

,Nase trida md 30 Zakid. Mohou chodit do 4 zdjmouvijch krouZki, z nichZ
kazdy probihd jednou tydné. Pondélni krouzek navstevuje 19 Zdku, uternt 13,
stredecni 18 a cturtecni 11. deny’ Zdak nenavstévuje vice neZ dva krouzky
a Zddné dva krouzky memaji vice neZ 5 spolecnyjch Zdki.

Uréete, zda ucitel mohl mluvit pravdu. Svou odpovéed zdivodnéte.

Regent:

Protoze zadny zédk nenavstévuje vice nez dva krouzky, mizeme pocet zaki
pomoci inkluze a exkluze spocitat nasledovné: od souctu zakia v jednot-
livych krouzcich ode¢teme pocet zaki navstévujicich néjakou z kombinaci
dvou krouzkii (naptiklad zaka navstévujicich pondélni a étvrteéni krouzek).
Soucet, zaka v jednotlivych krouzcich je 19413418411 = 61. Kazdou kom-
binaci dvou krouzka navstévuje nejvyse 5 zékd, uvazujme tedy, Ze kazdou
kombinaci nav§tévuje pravé 5 zakl. V tom piipadé budeme od souctu zaku
v jednotlivych krouZcich odeéitat 5 - (3) = 30 zaku a dojdeme k vysledku,
Ze tfida mé 31 zakd. ProtoZe jsme odecitali nejvyssi mozny pocet zaki, neni
mozné, aby bylo ve tfidé méné nez 31 zak.

UCITEL SE PRAVDEPODOBNE SPLETL, NEMLUVIL PRAVDU.

Cviceni 4.8 Kolik ,slov” je mozno sestavit z pismen slova
(a) SEMESTR
(b) TERAKOTA

tak, aby Zddnd dvé stejnd pismena nestdla vedle sebe?

Regent:

Ulohu vyfesime stejné jako ve cviceni 3.7 pomoci principu inkluze a exkluze.
Od vsech preskladéni pismen vzdy odec¢teme takova preskladani, kdy vedle
sebe stojif jedna dvojice stejnych pismen (v obou variantach mtzeme dvojici
stejnych pismen vybrat dvéma zptsoby) a piicteme pieskladéani, ve kterych
vedle sebe stoji dvé dvojice stejnych pismen.
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(a) o5 — 2+ 5t + 5! = 660

7 PISMEN SLOVA SEMESTR LZE SESTAVIT 660 ,,SLOV“.

(b) 5 —2- 5 + 6! = 5760

Z PiISMEN SLOVA TERAKOTA LzZE SESTAVIT 5 760 ,,SLOV*.

Cvi€eni 4.9 Mdame 5 obdlek s adresami a 5 dopisi (pro & rizngch lidi).
Kolika zpiisoby mizZeme viloZit dopisy do obdlek tak, aby Zddny dopis nebyl
ve spravné obdlce?

Regent:

Vyuzijeme principu inkluze a exkluze. Od poctu vsech moZznych vloZeni do-
pist do obélek (5!) odecteme podet vlozeni dopisi do obélek, v nichz je jeden
dopis ve spravné obalce (vybereme z péti dopisi jeden co ma byt ve spravné
obélce a zbylé nechame permutovat (‘;’) -4!). Dale pii¢teme polet vloZeni do-
pist do obalek, v nichz jsou dva dopisy ve spravné obélce ((g) -3!), odedteme
vloZeni se tfemi dopisy ve spravnych obélkach ((g) - 2!), pricteme vloZeni se
¢tyfmi dopisy ve spravnych obalkach ((i) -11) a odecteme jedinou moZnost
jak vlozit vSechny dopisy do spravnych obalek.

Bl= () alt+ ()3 —() 20+ () 11 —1=44
Doprisy MUZEME VLOZIT DO OBALEK 44 zZPUSOBY.

Cviceni 4.10 Kolika zpisoby mohou pdry na plese vytvotit dvojice muz—
Zena tak, aby Zadni partneri netancili spolu?

(a) Na ples prisly 3 partnerské pdry.

(b) Na ples piisly 4 partnerské pdry.
(c)* Na ples prislo n partnerskych pdri.
Regen:

(a) Uloha je analogie ptedchoziho cviceni. Pro 3 pary (Novakovi, Blazkovi
a Tomanovi) mame dvé moznosti vytvofeni part: pani N. tanéi s panem
B., pani B. tan¢i s panem T. a pani T. tan¢i s panem N, nebo pani N.
tanci s panem T., pani B. tan¢i s panem N. a pani T. tanc¢i s panem
B. Pokud bychom pocitali principem inkluze a exkluze (zafixujeme si
pany a fadime k nim damy), odecetli bychom od poc¢tu vsech prifazent
dam pocet takovych prifazeni, kde je jeden manzelsky par pohromadg,
pricetli pfifazeni, kde tanc¢i dva manzelské pary spolu a odecetli jediné
mozné piifazeni, kdy tanci vSechny Zeny se svym doprovodem.
-3 24+ (3)-1=2
DVOJICE MOHOU VYTVORIT 2 ZPUSOBY.

(b) Pomoci inkluze a exkluze fesime stejné jako v pfedchozi varianté.
4 4 4
- 3+G)2-G) +1=9

DVOJICE MOHOU VYTVORIT 9 ZPUSOBY.
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(c)*

Stejné jako v predchozich variantach bychom postupovali i pro vice
part, muizeme tedy zobecnit:

nl= (D) =D (G (n=2)l =+ (=1)"(7) = Zi_p(~1)" (}) (n—k)!

n

DVOJICE MOHOU VYTVORIT Y i (=1)"(}) (n — k)! zPUsoBY.

Cviceni 4.11 Kolik existuje potadi pismen a, b, d, e, i, k, m, n, r, 4, z
takovijch, Ze po vynechdni nékteryjch pismen vznikne nékteré ze slov

(a) mrak, diraz

(b)* bar, den, razie

(c)* arzen, drak, dim, diraz

Reseni:

(a)

Zatnéme uréenim poctu poradi pismen, ze kterych nam po vhodném
proskrténi vznikne jedno ze slov MRAK, DURAZ, nejprve se zamérme
na slovo MRAK. V kazdém z uspofadani danych 11 pismen se vysky-
tuji pismena M, R, A, K v jednom ze 4! riznych vzajemnych pofadi.
My vsak pozadujeme praveé to poradi, ze kterého po vyskrtani vSech
pismen mimo M, R, A, K vznikne slovo MRAK. Proto je pocet vSech
uspofadani 11 pismen z nichz po vyskrtani vznikne slovo MRAK 14—1,'
Stejné tak pocet usporadani viech pismen, ze kterych vznikne po vhod-

A P ©. . |
ném vynechéani slovo DURAZ, je 15—1,

Kdybychom tato dve ¢isla secetli, zapocitali bychom dvakrat ta uspofa-
déani, ve kterych se vyskytuji obé slova MRAK i DURAZ. Tato uspofa-
déni musime nyni odecist. Aby po vhodném vyskrtani vzniklo z daného
potadi slovo MRAK a po jiném vyskrtani slovo DURAZ, musi mit pis-
mena M, R, A, K, D, U, Z vhodna pofadi, naptiklad MDURAZK, nebo
DMURAKZ. Uvazujme, 7e by existovalo jenom jedno vhodné poradi
pismen M, R, A, K, D, U, Z. Pak by pocet vyhovujicich uspofadani
vSech 11 pismen byl 171" Jelikoz ale existuje vice vhodnych uspofadéani
7 zminénych pismen, zlomek vynasobit jejich po¢tem. Ziejmé musi pis-
mena R, A stat vedle sebe v tomto pofadi. Pfed nimi musi stat pismena
M, D, [OJ, a to v 3 moznych poradich (MDfI, DMU, D[OJM). Za pismeny
R, A stoji pismena K, Z v libovolném ze dvou poradi.

Celkem tedy ziskavame 14—1!! + 15—1,' - 171,' -3-2=1948320.

EXISTUJE 1948 320 POZADOVANYCH PORADI PISMEN.

Urceme si, z kolika pofadi ndm vznikne slovo BAR, slovo DEN a slovo
RAZIE a tyto hodnoty se¢téme. Musime si ale dat pozor, abychom né-
jaké pofadi nezapoditali dvakrat, proto dle principu inkluze a exkluze
odecteme pofadi generujici po vhodném vyskrtani hned dvé ze tii slov
(BAR a DEN, RAZIE A DEN, BAR a RAZIE) a opét pricteme ta
poradi, ze kterych ndm mohou vzniknout vSechny tfi slova.

V kazdém preskladani pismen se vyskytuji pismena B, A, R v jednom
z jejich 3! moZnych poradi, pfi¢emZ my poZzadujeme pravé jedno z po-
Fadi. Pocet vyhovujicich preskladani proto ziskame 13—1" Analogicky pro

slovo DEN mame 13—1" preskladani a pro slovo RAZIE 15—1,' preskladani.
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Slova BAR a DEN ziskdme z potadi tak, ze si zafixujeme vSechna je-
jich pismena (10_1") a nasledné jesté uvazime, jak muZeme jednotliva
zafixovana pismena mezi sebou permutovat. Jist& musi byt zachovano
pofadi pismen B, A, R, i pofadi pismen D, E, N, pismena té&chto dvou
slov se v8ak mohou vmichat do sebe (BADENR), zlomek proto musime
vynéasobit vyrazem 3?—;,), Podobné uvazujme pro slova DEN a RAZIE.
Po zafixovani vSech pismen ze slov dostavame 171" poradi. Je jisté, ze
N musi byt na poslednim ze sedmi mist, pro D potom vybirdme jedno
z 5 mist pfed pismenem E. Celkem dostavame 17—1,‘ - 5. Konecné dvojice
slov BAR a RAZIE nemohou byt nikdy generoviny stejnym pofadim
kvuli vzajemné poloze R a A. Ze stejného davodu neexistuje potradi
generujici vSechna tii slova.

! ! ! ! ! !
TR o — % 5=10272240

EXI1STUJE 10272 240 POZADOVANYCH PORADI PISMEN.

(¢)* Postupujeme stejné jako v predchozich variantach. Pocty pofadi pro
slova nebo jejich kombinace jsou:
ARZEN: H! DRAK: ! DUM: 4 DURAZ: 1!
ARZEN a DRAK: 0
ARZEN a DUM: 4. 8,
ARZEN a DURAZ: 0
DRAK a DUM: 16_1" : 3‘?5! (D musi byt na prvnim mistg)
DRAK a DURAZ: 16—1!! -2 (mtizeme prohodit pouze Z a K)
DUM a DURAZ: 16—1!! . ‘31—3 (DU musi byt na zacatku)
ARZEN, DRAK a DUM: 0
ARZEN, DRAK a DURAZ: 0
ARZEN, DUM a DURAZ: 0
DRAK, DUM a DURAZ: Y. 5.2 (musi za¢inat DU, hledame misto
pro M, mizeme pfehazovat K a Z)

ARZEN, DRAK, DUM a DURAZ: 0
Ayl s Wl oWl LAy U520 = 7896240

EXISTUJE 7 896 240 POZADOVANYCH PORADI PISMEN.

Cviceni 4.12 Kolika zptusoby lze umistit 8 hracich kameni na Sachovnici
44 tak, aby v prdavé jednom tddku nebo v prdvé jednom sloupci byly 4 ka-
meny?

Resen:

Zvolme si fadek a umistéme do né¢j 4 kameny. Zbylé kameny musime umistit
tak, aby nevytvofily cely fadek nebo sloupec. Od v8ech moznost{ umisténi
((142)) odedteme ta umisténi, ve kterych kameny vytvori cely novy radek
(vybirame pouze Fadek ze 3 moZnych), a umisténi, ve kterych vyplni slou-
pec (vybereme jeden ze 4 sloupcti a doplnime jej tfemi kameny, pro posledni
kamen vybereme jakékoli ze zbylych volnych mist). Kdybychom na zac¢atku
misto Ffadku vybrali sloupec, dosli bychom ke stejnému vysledku, proto vy-
sledek jesté vynasobime dvéma.

2-4-((%7) —3-4-9) = 3648

KAMENY LZE UMISTIT 3 648 ZPUSOBY.
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Cviceni 4.13 Kolik kompozic daného prirozeného ¢isla n na prdvé k sci-
tanci miZete vytvorit?

(a) n=3,k=5

(b)) n=15k=7

(c) n=12,k =7

(d) n =12,k =3
Regeni:

Pocet vsech kompozic ¢isla n na pravé k s¢itanci uréime ze vzorce

K(n,k) = (77)).

(a) Ziejmé nelze ¢islo rozlozit na vice s¢itancd, ne je jeho hodnota (uva-
Zujeme pouze s¢itance z oboru piirozenych ¢isel). K(3,5) =0

(b) K(15,7) = () = 3003
() K(12,7) = (1) = 462
(d) K(12,3) = (%)) =55

Cvicéeni 4.14 Kolik rozkladi daného pfirozeného ¢isla n na prdvé k scitanci
miZete vytvorit?

(a) n=3,k=5
(b)) n=15k =4
(¢) n=12,k =4
(d) n=12,k =3
Regeni:
Pocet rozkladii ¢isla n na pravé k scéitanct uréime z rekurentniho vzorce

k

p(n, k) = Zp(n — k, z');p(n, 1) = p(n, n) =1
i=1

(a) Podobné jako v piedchozim cviceni nelze &islo rozlozit na vice séitanc,
nez je jeho hodnota, proto p(3,5) = 0.

(b) p(15,4) = p(11,1)+p(11,2) +p(11,3) +p(11,4) = 1+ 54+ 10+ 11 = 27
(c¢) p(12,4) =p(8,1) + p(8,2) +p(8,3) +p(8,4) =14+4+54+5=15

(d) p(12,3) = p(9,1) + p(9,2) +p(9,3) =1 +4+7=12
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