MAO0002 — FeSeni DU &. 5

Cviceni 5.1 Na vecirku se seslo nékolik prdtel. Kazdyj si pti pripitku pTipil
s kaZdygm a ozvalo se 28 cinknuti. Kolik pidatel se seslo na vecirku?

Regent:

Jestlize si kazdy pfipil s kazdym, 1ze z daného poctu hostu vytvorit 28 dvou-

¢lennych kombinaci.
n
= 28
(5

n!
— -~ 2
(n—2)!-2 s
nin—1) = 56
n = 8

NA VECIRKU SE SESLO 8 PRATEL.

Cviceni 5.2 Kolik rizniyjch cisel délitelngjch tiemi mensich nez 10000 Ize
sestavit z ¢islic 0,2,3,4,6 takovijch, Ze se v nich ¢islice neopakuji?

Reseni:

Preformulujme si zadané podminky: mé-li byt ¢islo délitelné tfemi, must byt
jeho ciferny soucet délitelny tiemi. Je-li ¢islo mensi nez 10000, musi byt
nejvyse Ctyfciferné. Sestavujme postupné jednocifernd az Ctyiciferna cisla
vyhovujici podminkdm a urcéujme jejich pocet.

Jednociferné ¢isla jsou ziejmeé 2.

Dvouciferné ¢isla musi mit ciferny soucet bud tii (tomu vyhovuje jediné &islo
30), Sest (Cisla 24, 42 a 60), nebo devét (¢isla 36, 63). Dohromady existuje
vyhovujicich dvoucifernych ¢isel 6.

Trojciferna ¢isla nedokazeme sestavit tak, aby méla ciferny soucet t¥i. Uva-
7ujme tedy ciferny soudet Sest (¢isla vytvorend z cifer 0, 2, 4, ktera existuji
4), devét (&isla vytvofena z cifer 0, 3, 6, ktera existuji 4, nebo z cifer 2, 3,
4, t&ch je 6) a dvanact (¢isla vytvofena z cifer 2, 4, 6, je jich 6). Dohromady
jsme nalezli 20 t¥icifernych vyhovujicich ¢isel.

Ctyfciferné ¢isla mohou mit ciferny soudet devét (&isla z cifer 0, 2, 3, 4, kte-
rych je 18), dvanact (¢isla z cifer 0, 2, 4, 6, kterych je také 18) a patnact
(¢isla z cifer 2, 3, 4, 6, t&ch existuje 24). Cty¥cifernych vyhovujicich sel jsme
nalezli 60.

Celkovy pocet ziskdme jako soucet dil¢ich pocti, tedy 2 + 6 + 20 + 60 = 88.

LZE SESTAVIT 88 CISEL VYHOVUJICICH PODMINKAM.
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Cviceni 5.3 Vymyslete slovnt ilohu tak, aby vysledek byl
(4) s
() &
Regent:
(a) Urcete polet viech permutaci pismen slova POPOCATEPETL.

(b) Kolika zptisoby si mohu v restauraci vybrat obédy na pondéli, atery
a stfedu, je-li v nabidce 12 riznych jidel a chci-li jist kazdy den néco
jiného?

Cviceni 5.4 Kolika zpisoby miZeme mezi tii déti rozdelit 9 stejngjch jablek?
Kolika zpisoby miiZeme téchto 9 jablek rozdélit mezi tFi déti spravedlive?

Reseni:

JelikoZ neni feceno jinak, jablka jsou v8echna stejna a nelze je od sebe rozligit.
Druhé otézka je trivialni, ziejmé existuje jediné takové rozdéleni — kazdému
ditéti dame tii jablka. Pro zodpovézeni prvni otézky piifazujeme jablka do tif
prihradek (mezi nimiz jsou dvé nerozlisitelné prepazky) symbolizujicich jed-
notlivé déti.

oH =55

JABLKA MUZEME ROZDELIT 55 ZPUSOBY, SPRAVEDLIVE 1 ZPUSOBEM.

Cvicéeni 5.5 Kolika zpisoby lze mezi tii déti rozdélit 15 stejnijch jablek a 9
stejnych hrusek? Kolika zpiisoby to lze provést spravedlivé?

Regent:

Uloha je velmi podobné piedchozimu cvieni, ovoce stejného druhu je opét
nerozligitelné a spravedlivé rozdéleni existuje pouze jedno (kazdému ditéti
5 jablek a 3 hrugky). Rozdélovani hrusek a jablek d&lame nezavisle na sobg,

u kazd¢ho druhu ovoce pritom zopakujeme tivahu z predchoziho cviceni.

17! 11!
15121 o2l — 7480

OVOCE MUZEME ROZDELIT 7 480 ZPUSOBY, SPRAVEDLIVE 1 ZPUSOBEM.

Cviceni 5.6 Kolika zpusoby mizZeme mezi ¢tyri studenty rozdélit 7 riznijch
matematickiych sbirek?
Resent:

U kazdé sbirky mame 4 moznosti darovani. Darovani jednotlivych sbirek je
na sobé nezavislé, proto stac¢i pouzit pravidlo soucinu.

4-4-4-4.4-4-4=47=16384
SBIRKY MUZEME ROZDELIT 16 384 ZPUSOBY.
Cvicéeni 5.7 Kolika zpisoby miZe ddt 5 chlapci 6 divkam valentynky, jestliZe

se chlapci mezi sebou nedomlouvali a kaZdy z nich dd valentynku prdaveé jedné
divce?
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Regent:

Podobné jako v predchozi tuloze se kazdy z chlapci nezavisle na ostatnich
rozhoduje pro jednu z 6 divek, uzijeme opét pravidlo soucinu.
6-6-6-6-6=65=7776

VALENTYNKY MOHOU ROZDAT 7 776 ZPUSOBY.

Cviceni 5.8 Kolika zpiisoby lze ze tridy, v niZ je 10 hochi a 20 divek, vybrat
trojici tak, aby v ni byl alespori jeden hoch?

Regent:
V trojici mize byt jeden hoch a dvé divky ( ( ) ) dva hosi a jedna divka

(%))
((120) (210)) nebo mohou byt viichni t¥ hosi (( 3?)
(F)- )+ () - (@) +(5) =2920
TROJICI LZE VYBRAT 2 920 ZPUSOBY.

Cviceni 5.9 Kolika zpisoby miZeme obarvit péti barvami dvandct stejnijch
kulicek?

Regent:
Kulicky vkladame do péti pfihradek riznych barev, permutujeme tedy 12 ne-
rozlisitelnych kulicek a 4 nerozlisitelné oddélovace prihradek.

16!
Torg — 1820

KULIGKY LZE OBARVIT 1820 ZPUSOBY.

Cviceni 5.10 Vyieste v oboru Z rovnice:

(a) 2653 + (=g = 62— 16

(b) (.73+1)' £L’+4)' o 0

@—D! ~ (@+3) —

() Qg ‘;)' Ei i;: =0

+2 +1)!
(d) 2%2 1) g—zgl =0

Reseni:

(a)

z—1D!  (z—2)!
2Ex—2§!+(x—4;!
2@ -1+ (x—2)(x—3) = 6x—16
20 — 2+ 2% 52 +6 = 6z 16
=92 +20 = 0
(x—4)(x—5) = 0

6x — 16

Koteny dané rovnice jsou ¢isla 4 a 5. Ze zadan{ plyne podminka z > 4,
obé ¢isla jsou tedy feSenim.



(z+1! (@+4)! 0

(x—1! (z+3)!

(z+ 1Dz —(x+4) =
?tr—z—4

(z—2)(x+2) =

Koteny dané rovnice jsou ¢isla —2 a 2. Ze zadani v8ak plyne podminka
x > 1, feSenim je tedy pouze ¢islo 2.

(c)
(z=3)! (z-2) _ 0
(z=5)! (z—4)
2 -3)(z—4)—(z—2)(z—-3) = 0
20 —dx +24 -2 +52-6 = 0
22— 9r+18 = 0
(z—=3)(x—6) = 0

Kofeny dané rovnice jsou &isla 3 a 6. Ze zadani v8ak plyne podminka
x > 5, feSenim je tedy pouze ¢islo 6.

(d)
(z+2)! (z+1)
(x—=1! (z—2)
2@ +2)(z+ Dz — (z+ Da(z — 1)
(z+Dzr+4—xz+1) =
(x+ Da(x+5)

2

o O O O

Kofeny dané rovnice jsou ¢isla —5, —1 a 0. Ze zadéani vSak plyne pod-
minka x > 2, tloha tak nema zadné feSeni.

Cviceni 5.11 Kolika zpisoby miZeme nalepit na dopis zndmky za 18 K¢,
mdme-li k dispozici zndmky za 2, 4 a 10 K¢ (v libovolném potiebném mmnoz-
stvi)? VypiSte vSechny moznosti.

Regent:

Ulohu vyfesime vypsanim viech moznosti do tabulky.

2Ke |9 7 5 4 3 2 1
4 K¢ 1 2 3 1 4 2
10 K¢ 1 1 1

ZNAMKY MUZEME NALEPIT 8 ZPUSOBY.
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Cviceni 5.12 Na kolik oblasti rozdéli rovinu n piimek v obecné poloze (tzn.
Zddné dvé nejsou rovnobéiné a Zadné tri se neprotinaji v témze bodé)?

ReSeni:

Promysleme si po¢ty oblasti pro nckolik prvnich n a nasledné odvodme re-
kurentni vztah pro pocet oblasti v zavislosti na po¢tu primek. Oznaéme si
oy, poCet oblasti pro n piimek v obecné poloze.

n=1 01 =2
n=2 09 =
n=3 03 =
n=4 o4 =11
n=>5 o5 = 16

Je vidét, ze pridanim kazdé dalsi piimky se pocet oblasti zvysi o aktualni
pocet primek, proto plati nasledujici vztah:

Op =Op—1+n
ROVINA BUDE ROZDELENA NA 0, = 051 + 1 OBLASTI.

Cvi€eni 5.13 Dokazte (napt. matematickou indukci):
(a) 1+3+5+--+(2n—1) =n?
(b) 24+44+6+---+2n)=n*+n
() 3+5+T+ - +@2n—1)=n?-1
(d) 3+5+7+-+2n+1)=n%+2n
() 1+4+T7+-+Bn-2)=3n2—n
Regeni:
V prvnim kroku vzdy ovérime platnost pro n = 1, poté budeme predpokladat
platnost pro n — 1 a z pfedpokladu dokdzeme platnost pro n.

(a) 1. Dosadime postupné do levé a pravé strany n = 1:
L=1P=1L=P
2. Predpokladejme platnost pro n — 1 a dokaZzme pro n:
1434+ +(2n—-3)+(2n—1) = 143+ - -+(2(n—1)-1)+(2n—-1) =
=n-12+2n-1)=n>-2n+1+2n—1=n?
(b) 1. Dosadime postupné do levé a pravé strany n = 1:
L=2P=2L=P

2. Predpokladejme platnost pro n — 1 a dokazme pro n:
244+ +(2n—-2)42n=244+---+2(n—1)+2n =
=n—-124+m-D+2n=n>-2n+1+n—-1+2n=n?+n

(¢) Jedna se o jinak zapsanou variantu (a), diikaz jiz byl proveden.
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(d) 1. Dosadime postupné do levé a pravé strany n = 1:
L=3P=142=3;L=P
2. Predpokladejme platnost pro n — 1 a dokazme pro n:
3+5+ - +(2n—1)+(2n+1) = 3+5+ - -+(2(n—1)+1)+(2n+1) =
= (n—1)24+2(n—1)+(2n+1) = n2—2n+1+2n—2+2n+1 = n?4+2n

(e) 1. Dosadime postupné do levé a pravé strany n = 1:
L=1P=3-1=2L#P

Je vidét, ze rovnost neplati ani pro n = 1, dal nemusime dokazovat.

Cviceni 5.14 Sectéte:

(a) S=n+n+3)+(n+6)+---+4n

(b) S=(-31)+(-27)+(-23)+---+29+33

(¢) S=n+n+2)+n+4)+ - +3n

(d) S=(-8)+(-5)+(-2)+1+4+---+(3Bn+1)

(e) S=(-5)+(-3)+(-1)+14+3+5+---+(2n+5)+2n+7)
Regent:
Ve v8ech variantéch se jedné o aritmetické posloupnosti. Pomoci diference

a prvniho ¢lenu urcéime pocet ¢leni dané posloupnosti a seCteme pomoci

vztahu

s, = n(a12—i— an).

(a) S=n+n+3)+(n+6)+ - +4n

ar=n ay=a1+ (z—1)d
d=3 dn=n+3(x —1)
a =4n x=n+1

an+1 = 4n

(n+1)(n+4n)  5n(n+1)
2 2

(b) S=(-31)+(-27)+(-23)+---+29+33

S:

a1 =-31 az=a;+ (z—1)d
d=4 33=-314+4(x—-1)
a, =33 x=17

a7 = 33
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(c) S=n+n+2)+(n+4)+---+3n

apr=n az=a1+ (z—1)d
d=2 3n=n+2(x—-1)
a=3n x=n+1

Upt1 = 3N

S:

(n+ 1)grz +3n) ~on(n+1)

(d) S=(-8)+(-H)+(-2)+1+4+---+Bn+1)
a; = —8 az =a1+ (x —1)d
d=3 3n+1=-8+3(x—1)
a;=3n+1 zxz=n+4
an+4:3n+1

_ (n+4)(-8+3n+1) (n+4)Bn-7)

2 2
() S=(-5+(=3)+(-1)+1+3+5+---+(2n+5)+(2n+7)

S

al =—5 ay =ay + (x —1)d
d=2 2n+7=-5+2(x—-1)
ay =2n+7 x=n+7
ant7 =2n+7

(n+7)(=5+2n+7)

S = >

=m+T7)(n+1)
CviCeni 5.15 Sectéte (kaZdou variantu rozlozte na dvé aritmetické posloup-
nosti):

(a) S=1-2+3—4+ -+ (-1)"'n

(b)) S=1-2+4—-4+7-6+10-8---4 (3n —2) + (—1)*"*12n
Regent:
Obé¢ dané posloupnosti mizeme rozdélit na dvé posloupnosti, kazdou z nich

se¢teme zvlast a nakonec se¢teme oba soucty. Opét se budeme opirat o vzorec
z predchozi tlohy.

(a) Posloupnost si rozdélime do dvou posloupnosti tak, Zze v jedné po-
sloupnosti budou vSechny kladné ¢leny a ve druhé vSechny zaporné.
Abychom mohli ur¢it posledni ¢leny obou posloupnosti, musime rozli-
Sit pripad, kdy bude n liché, respektive sudé.

Pro licha n ziskdvame posloupnosti

S = 143+45+---+n
Sy = —2-4-6-...—(n—1),
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pri¢em?z prvni z posloupnosti méa "TH ¢lent, druha méa ”T_l ¢lend. Ur-

Ceme soucty posloupnosti.

1)(1 2 —1)(—2—n+1 —n2
Sy = (n+ L( tn) _n +in+1 Sy — (n=1)( = ntl) _ 71,4+1 S = nJ2r1

Pro sudé n ziskdvame posloupnosti

S = 14+3+5+---+(n—-1)
Sy = —2—-4—-6-—...—mn,

pfi¢emZ prvni z posloupnosti ma 4 ¢lent, druhd ma § ¢lent. Urceme

soucty posloupnosti.

~ n(l4n—-1) 2 ~  n(=2—-n)  _p2_92n S n
S1 = -4 4 Sy = 4 4 S = 2

PRO LICHA n MA POSLOUPNOST SOUCET S = ”TH, PRO SUDA n MA
SOUCET § = —3.

(b) Posloupnost si rozdélime stejné jako v predchozi varianté na dvé po-
sloupnosti. Nyni vSak neni nutné rozlisovat licha a suda n, pro obé by
posledni ¢len kazdé posloupnosti dopadl stejné.

Pro v8echna n dostavame posloupnosti

S1 = 144474+10+---+(3n—-2)
Sy = —2—-4—-6—-8—...—2n,

pricemz kazda z posloupnosti méa n ¢lend. Urceme soucty posloupnosti.

_ n(14+3n—2) _ 3n2-n _ n(—=2-2n) _ —2n2-2n _ n%2-3n
51 = 2 ) Sy = 2 - 2 5= —2
_ - 2_
POSLOUPNOST MA SOUCET S = ”T?’”

Cviceni 5.16 Sectéte:
(a) S=2+22+23 ... 42"
0 S=1-+d—F+ o+ C0H
(¢) S=1+2+4+- 423
(d) S=1+3+9+ -+ 32
() S=1+4+16+--- 4472
Regent:
V kazdé z posloupnosti vznikl dalsi ¢len vynasobenim predchoziho ¢lenu
ur¢itou konstantou, kvocientem, jedna se tedy o geometrické posloupnosti.

Soucet prvnich n ¢lenit geometrické posloupnosti mizeme ze znalosti prvniho
¢lenu a kvocientu uré¢it pomoc{ vztahu

1 _ AN
Sn = a 1 _qq
(a) S =2+22+234 ... 42" posloupnost ma n clent
a; =2 q=2 Sp =212 = 2(2n — 1)
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(b) S=1—-1+ 715 - 715 + -+ (=1)"55, posloupnost ma n + 1 ¢lentt
1 I-(=5)"t g 1yl
ap =1 =3 Sn+1:1_1+2%_=3<1_(—7) )

() S=1+2+4+---+2"3 posloupnost ma n + 4 cleni

_on+4
ap =1 q=2 Sn+4:1112_2+ =2mtt

(d) S=1+3+9+---+3"2 posloupnost ma n + 3 ¢lent

ar =1 g=3 Spys = 115857 = =1
() S=1+4+164---+4"2 posloupnost ma n — 1 ¢lent
ar=1 ¢4 Snor = 15t = 5=

Cvi€eni 5.17 Sectéte (kaZdou variantu rozloZte na aritmetickou a geomet-
rickou posloupnost):

(a) S=2+5+11+...+(3,2n—1_1)
(b)) S=1+5+17T4---+(2-3""1 1)
Regent:

Kazdou z posloupnosti mtizeme rozdélit do dvou posloupnosti — jedna bude
geometrickd a druhé aritmetickd. Posloupnosti se¢teme zvlast a vysledky k
sobé pri¢teme. Opét se budeme opirat o vztahy pro soucty prvnich n ¢lend
geometrické a aritmetické posloupnosti.

(a) Posloupnost rozdélime na geometrickou a aritmetickou nasledovng:

S; = 3+6+12+---43.20!

So = —1—-1—-1—...—-1
Prvni posloupnost je geometrickd, ma n ¢lentt a q = 2, S = 3% =
3(2" —1).
Druh4 posloupnost mé také n ¢lent, jeji soucet je ziejmé So = —n.

Dohromady dostéavame soucet celé posloupnosti.

5251—1-52:3(271—1)—71

(b) Pocitame analogicky varianté (a).

1-3"

3" —1
1-3

S = 2+6+18++23n—1:2
Sy = —-1—-1—-1—...—1=-—n
S = 3"—-n-1
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