MAO0002 — FeSeni DU ¢&. 10

Cviceni 10.1 FEukleidoviim algoritmem najdéte nejvétsiho spolecného déli-
tele pro alespon Sest dvojic polynomi stupné 4 azZ 6.

Konkrétni polynomy st zvolte sami. Postupujte jako v predchozim domd-
cim dkolu.

Regeni:

Stejné jako v predchozim domécim tkolu ukizeme FeSeni pouze na jedné
dvojici polynomii, s dalsimi dvojicemi by se pracovalo analogicky. Vezméme
si polynom z pfedchoziho domaciho tkolu a druhy polynom vytvoime. Z roz-
kladu na soucin hned vidime, jaky je nejvétsi spole¢ny délitel danych poly-
nomi, tato znalost nam bude slouzit jako kontrola vysledku.
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NSD(x0 — 2% —5a* — 23 —82% + 20 +12; 2% — 2% — 22 +22) =22 — 1

Cviceni 10.2 Dokazte, Ze pro kaZdé ptirozené c¢islo n plati ndsledugjici tur-
zeni (matematickou indukct nebo jinak):

(a) 2|(n?+n) (e*) 133|(117+2 4 12n+1)
b 2

() |(’I’l + TL) (]L*) 17|(5n+3+113n+1)

(C) 5|(24n+3 )

(d) ()|(10"— ) (g*) 11|(62"+33"+2+3")
Regen:

(a) Rozlozme si n? +n na souéin n(n+1). Jedna se o souéin dvou po sobé
jdoucich ¢isel, jedno z nich tedy musi byt sudé, proto 2|(n? 4 n).

(b) Platnost dokdZeme matematickou indukei:
1. Pron =1:3|(1 + 2), coz zFejme plati.

2. Predpokladejme platnost pro n a z pfedpokladu dokazme platnost
pro (n+1).

31 (n+1)2+2(n+1)

3 | n¥43n%+3n+142n+42

3 w420 +3n%+n+1)
Vyraz n® + 2n je délitelny 3 dle predpokladu, vyraz 3(n? +n +1)
je ziejmé také délitelny 3.

(¢) Upravujme pravou stranu.

5 | 24n+3_3
5 | 8.2 -3
5 | 8-16"—3

Pro kazdé n bude mit 16" na misté jednotek cifru 6, po vynésoben{
8 bude na mist& jednotek cifra 8, po ode¢teni 3 bude mit vysledné ¢islo
na misté jednotek cifru 5. Kazdé ¢islo s cifrou 5 na misté jednotek je
délitelné cislem 5.

(d) Platnost dokdZeme matematickou indukei:

1. Pron =1:6[(10 — 4), coz ziejmé plati.
2. Predpokladejme platnost pro n a z pfedpokladu dokazme platnost
pro (n+1).
6 ‘ 10n+1 — Y
6 | 10-10"—4
6 | 9-10"+410"—4
Vyraz 10™ — 4 je délitelny 6 dle predpokladu, ve vyrazu 9 - 10"

je 9 délitelna 3, 10" je délitelné 2, dohromady je tedy cely vyraz
délitelny 6.
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(e¥) Cislo 133 si mitzeme rozlozit na soudin prvodisel 133 = 7 - 19. Nyni
stadi dokazat, Ze vyraz 11772 4 12"+ je délitelny 7 i 19. To zvladneme
opét pomoci matematické indukce.

1. Pro n = 1 dostavame 7|11% + 122 = 1475, to oviem neni pravda.
Vidime, Ze tvrzeni neplati pro n = 1, nem4 tedy smysl dale doka-
zovat.

(f*) Uzitim matematické indukce tvrzeni dokazeme.

1. Pron =1:17|5* + 11* = 15266, 15266 : 17 = 898.
2. Predpokladejme platnost pro na z predpokladu dokazme platnost
pron + 1.

17 5n+4 + 113n+4

|
17 | 55" +11%7) 4 (113 — 5)1137+!
17 | 55" + 113+ £ 1326 113!

Vyraz 5(5" T3 4+113"+1) je podle piedpokladu délitelny 17, protoze
plati 1326 : 17 = 78, je i 1326 - 113" délitelné 17.

(g*) Uzitim matematické indukce se pokusime dokazat tvrzeni.

1. Pron =1:11]6% + 33 + 3 = 66, to zicjmé& plati.

2. Predpokladejme platnost pro na z predpokladu dokazme platnost
pron + 1.

11 | 62(n+1) _|_ 3(7’&-‘1‘1)-‘1‘2 _|_3n+1

11 | 62n+2) _|_ 3n+3 _|_ 3n+1

11 | 66" +3.3""2 4 3.3"
|

11 | 3(6%" 4372 4 3") 4 33. 62"

Vyraz 3(62" + 3"+2 4 3") je podle piedpokladu délitelny 11 a na
prvni pohled je vidét, Ze i vyraz 33 - 62" je délitelny 11.

Cviceni 10.3 Dokazte, Ze pro kazZdé ptirozené c¢islo n plati ndsledugjici tvr-
zend (matematickou indukci):

(a) 1+3--+(2n—1)=n?
— n(n+1)(2n+1)
(b) 12422432 4 2 = M=

393 93 3 _ n(nt1)?
(¢) 17423 4+3%... 4 nd = 20—

1 1 1 _
(d) ﬁ+2_3"'+n(n+l) _nil

1 1 _
(¢) T3+ 35+ @@ = 2

_ n(n+1)(n42)
(f) 1-242-3---+n(n+1) = 2222
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Regeni:

(a) Necht n je sudé ¢islo. Pak lze v8echny séitance rozdslit do dvou sloupct
o stejném poctu radka nasledovné:

1 2n—1
3 2n — 3
5 2n —5H

Radk je 2, v kazdém z nich je soucet roven 2n, dohromady 2 -2n = n?.

Pro liché n odebereme ¢islo 2n — 1 a pfi¢teme jej az na konci. Opét
mame dva sloupce, v nichz je "T_l radki, v kazdém ziskdme soucet
2n—2. Celkem dostavame 251 -2(n—1)+2n—1= (n—1)*4+2n—1 =
=n? - 2n+1+2n—1=n2 Tim je tvizeni dokizéano.

(b) Tvrzeni dokdZzeme uzitim matematické indukce.
1. Pron=1:1= %, to zfejmeé plati.
2. Predpokladejme platnost pro n a z pfedpokladu dokazme platnost

pro (n+1).
12+22+32~~+n2+(n+1)2:er(nJrl)z:

_ nn+)@2n+D)+6(n+1)?2 _ (n+1D)[n(2n+1)+6(n+1) _ (n+1)[2n2+7n+6] _
- [§ - 6 - 6 -

_ (n+1)(n+2)(2n+3) _ (n+D)(n+1)+1)(2(n+1)+1)
- 6 - 6

(¢) Tvrzeni dokdzeme uzitim matematické indukee.

1. Pron=1:1= %, to zfejmé plati.
2. Predpokladejme platnost pro n a z pfedpokladu dokazme platnost
pro (n+1).
12 (n4-1)2

PB4+2843 4 nd+(n+1) ="+ (n+1)% =
n2(n+1)2+4(n+1)? _ (n+D2R2+4(n+1) _ (n+D?[n2+4n+4] _
= = : =

1 1
~ (nA1D)2(n42)2  (n41)2((n+1)+1)2
- 1 - 1

(d) Tvrzeni dokdZeme uZitim matematické indukce.

1. Pron=1: 1—12 = %, to zfejmé plati.

2. Predpokladejme platnost pro n a z predpokladu dokazme platnost

pro (n +1).

1 1 1 1 _ 1 _

SE- R R I i oy Bl crwey e S T Wl e e
n(n+2)+1 n242n4+1  _ ndl

= o D)(rt2) ~ Wt D(n+2)  nt2
(e) Tvrzeni dokdZeme uzitim matematické indukce.

1. Pron=1: 1—13 = %, to zfejmé plati.

2. Predpokladejme platnost pro n a z predpokladu dokazme platnost

pro (n +1).

Stast Yoy + ! =04 1 -

1-3 ' 35 @2n—1)(2n+1) " (2n+1)(2n+3) 2n+1 " (2n+1)(2n+3)
n@2n+3)+1  _  2243n4+1  _ (n4AD@Cn4+1l) _ p4l

T @ntD)(2n+3) T @nt1)(2n+3) T @n+1)(2n+3) — 2(nt1)+1
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(f) Tvrzeni dokdZeme uzitim matematické indukee.

1. Pron=1:1-2= % Tvrzeni neplati pro n = 1, proto neni
tieba dale pokracovat v dikazu.
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