MAO0002 — Feseni DU ¢&. 7

Cviceni 7.1 FEukleidovym algoritmem najdéte nejvétsiho spolecného délitele

ndsledujicich dvojic cisel:

(a) 240 a 264
(b) 51 a 81
Regent:

(a) 240 a 264

(c) 391 a 10127
(d) 437 a 247

(c) 391 a 10127

264 — 1.240+ 24 10127 = 25-391 + 352

240 = 10-24+0 391 = 1-352+39
352 = 9-39+1

NSD(240;264) = 24 30 = 39.1+0

(b) 51 a 81 NSD(391;10127) = 1
81 = 1-51+30 (d) 437 a 247
51 = [-30+21 437 = 1-2474190
30 = 1-21+9 247 = 1-190 + 57
21 = 2:9+43 190 = 3-57+19
9 = 3-3+0 57 = 3.1940

NSD(51;81) = 3

NSD(437;247) = 19



Cviceni 7.2 Uvedte, jaké zbytky po deéleni 3, 4, 5, 6, 8 a 10 ddvaji druhé
mocniny c¢isel 1 aZ 10. Vysledky prehledné zapiste, napr. do tabulky:

délitel: | 8 4 5 6 8 10
1 T 1 1 1 1 1
J 1 0 4 4 4 4
9 0 1 4 3 1 9
16 1 0 1 4 0 6
25 71 0 1 1 5
36 0 0 1 0 4 6
19 11 4 1 1 9
6/ 10 4 4 0 4
81 0 1 1 3 1 1
100 10 0 4 4 0

Cviceni 7.3 Urcete, pro které hodnoty n € N, 1 < n < 10 jsou ndsledugict
vgrazy (a) sudé, (b) liché:

(a) n®> —4n +3

(b) n® +5n+6

(c) n®> -1

(d) n+3n%—n—3
Zformulujte obecné pravidlo (napfi. ,plati pro vSechna n tvaru ... )
Reseni:

Vytvoime si tabulku parity danych vyrazt pro 1 < n < 10. Poté zformulu-
jeme ke kazdé varianté obecné pravidlo.

|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n?—4n+3 S L SLSTLSTL S L
n?+5n+6 S S S S S S S S s s
n?—1 S L S L SLSULSL
n+3n*-n-3|/S L S L S L S L S L

(a) Urfeme obecn& paritu vyrazu, licha &sla oznadme L a suda cisla S.
Plati: L? ~4L+3=L—-S+L=S, S?-4S+3=S—-S+L=0L.

Pro vSechna n tvaru 2n,n € N je vyraz lichy.
Pro vSechna n tvaru 2n — 1,n € N je vyraz sudy.

(b) Postupujme stejné jako v piedchozi varianté.
Plati: L +5L+6=L+L+S=S, S?+55+6=5+S5+S5=25.

Pro vsechna n € N je vyraz sudy.

(¢) Postupujme stejné jako v pFedchozich variantach.
Plati: I? - 1=L—-L=S5, S?-1=8—-L=1L.

Pro v8echna n tvaru 2n,n € N je vyraz lichy.
Pro vsechna n tvaru 2n — 1,n € N je vyraz sudy.
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d) Postupujme stejné jako v predchozich variantach.
) Jne j
Plati: I3+ 3L —~L—-3=L+L—-L—L=2S5,
S34+352-5-3=8+5-S—-L=L.
Pro vSechna n tvaru 2n,n € N je vyraz lichy.

Pro vSechna n tvaru 2n — 1,7 € N je vyraz sudy.

Cviceni 7.4 Urcete, pro které hodnoty n € N;1 < n < 10 jsou ndsledugjict
vyrazy délitelné (a) 2, (b) 3, (c) 6:

((l) n2+4n—2 (C) n2+gn+6
3_ 2_
(b) n - n (d) 227;;,4-11
Regent:

Podobné jako v predchozim cvi¢eni vytvorme tabulku, nyni do ni vsak za-
pisme hodnoty vyraz po dosazeni jednotlivych ¢isel a uréeme délitelnost
kazdé hodnoty ¢isly 2, 3 a 6..

|1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10

a2 [0 4 E ® M s W % I8
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
wen |06 24 60 120 200 336 M4 70 9%
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
nifsni6 | 12 20 30 42 56 72 90 10 132 156
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
A A A
2n+1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

(a) Pro vyraz W dle hodnot z tabulky plati:

(a) je délitelny 2 pro n € {1;6;9}
(b) je délitelny 3 pro n € {1;10}
(c) je délitelny 6 pron =1

(b) Pro vyraz "36_ % dle hodnot z tabulky plati:

(a) je délitelny 2 pro n € {1;3;4;5;7;8;9}
(b) je délitelny 3 pro n € {1;8;9;10}
(c) je délitelny 6 pro n € {1;8;9}

(¢) Pro vyraz w dle hodnot z tabulky plati:
(a) je deélitelny 2 pro n € {1;2;5;6;9;10}
(b) je délitelny 3 pro n € {1;3;4;6;7;9;10}
(c) je délitelny 6 pro n € {1;6;9;10}

(d) Pro vyraz 227;;_11 dle hodnot z tabulky plati:

(a) nenf ddlitelny 2 pro zadné n € N;1 <n < 10
(b) neni délitelny 3 pro zddné n € N;1 <n < 10
(¢) neni délitelny 6 pro zadné n € N;1 <n < 10
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Cviceni 7.5 Dokazte:
(a) Ddvd-li n po déleni 3 zbytek 1, pak n? ddvd po déleni 3 zbytek 1.
(b) Vijraz n® —n je pro viechna n € N délitelny 6.

(c) Pro viechnan € N plati: n? ddvd po déleni 4 zbytek 1 pravé tehdy, kdyz
n je liché.

(d) Viraz n® +9n? + 26n + 24 je pro viechna n € N délitelny 6.
Regen:

(a) Napisme sin =3k + 1,k € N.
Po umocnéni dostavame n? = 9k% + 6k + 1, pricemz ¢leny 9k2; 6k jsou
délitelné tremi, proto je zbytek po déleni tiemi 1.

(b) Vyraz n® — n lze rozlozit na soucin n(n — 1)(n + 1), tedy soucin t¥i
po sobé jdoucich ¢isel. Mezi tfemi po sobé jdoucimi Cisly je jisté prave
jedno deélitelné tfemi a alespoil jedno délitelné dvéma, dohromady je
vyraz délitelny ¢islem 6.

(¢) Umocnéme na druhou n tvaru 2k + 1,k € No: (2k+1)? = 4k +4k +1,
piicem? cleny 4k?; 4k jsou délitelné 4, cely vyraz (2k + 1)? proto dava
po déleni 4 zbytek 1.
JelikoZ je v zadani pouZita spojka , pravé tehdy, kdyz“, musime ukazat,
7e pro jina nez licha n neplati, Ze n? dava po déleni 4 zbytek 1. Ovéime
tedy situaci pro n tvaru 2k, k € N: (2k)? = 4k?, coz je beze zbytku
delitelné 4.

(d) Vyraz n3 + 9n? 4 26n + 24 muzeme napiiklad pomoci Hornerova sché-
matu rozlozit na souéin (n+2)(n+3)(n-+4), coz jsou ti po sobé& jdouci
isla a ze stejného diavodu jako ve varianté (b) je cely vyraz délitelny
Cislem 6.

Cviceni 7.6 Dokazte, Ze pro kazZdé dvouciferné prirozené ¢islo n obsahuje
dekadicky zdpis ¢isla n? alespori dvé rizné cifry. (*) Dokazte, Ze turzend plati
pro libovolné pTirozené ¢islo n > 3.

Regent:

Soustfed me se na jednotky kazdého dvouciferného ¢isla. Naptiklad éislo s cif-
rou 1 na misté jednotek mitizeme zapsat ve tvaru 10a + 1,a € {1;2;...9},
jeho druha mocnina je (10a + 1)? = 100a? + 20a + 1. Na misté desitek se
nam nikdy nemuze objevit cifra jedna, protoze pro jakékoli a ma ¢islo 20a
na misté jednotek cifru riznou od jedné. Podobné budeme postupovat i pro
dal3i cifry na misté jednotek.

(10a+2)? = 100a?+40a+4, na misté jednotek bude cifra 4. Abychom dostali
cifru 4 i na mist& desitek, muselo by a € {1;6}, ale 122 = 144,622 = 3 844.
(10a + 3)? = 100a? + 60a + 9, na misté jednotek je cifra 9, kterou nemiizeme
na misté desitek nikdy ziskat.

(10a 4 4)? = 100a? + 80a + 16 = 100a? 4+ 10(8a 4 1) + 6, na misté jednotek
je cifra 6, kterou nemuzeme na misté desitek nikdy ziskat.
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(10a + 5)% = 100a? + 100a + 25 = 100(a® + a) + 10 - 2 + 5, &islo ziejmé vzdy
kon¢i 25.

(10a + 6)? = 100a® + 120a + 36 = 100(a® + a) + 10(2a + 3) + 6, na misté
jednotek je cifra 6, kterou nemtizeme na misté desitek nikdy ziskat.

(10a + 7)? = 100a? + 140a + 49 = 100(a® + a) + 10(4a + 4) + 9, na miste
jednotek je cifra 9, kterou nemtizeme na misté desitek nikdy ziskat.

(10a + 8)? = 100a? + 160a + 64 = 100(a® + a) + 10(6a + 6) + 4, na mistd
jednotek je cifra 4. Abychom dostali cifru 4 i na misté desitek, muselo by
a € {3;8}, ale 382 = 1444, 882 = 7744.

(10a + 9)? = 100a? + 180a + 81 = 100(a® + a) + 10(8a + 8) + 1, na misté
jednotek je cifra 1, kterou nemtizeme na misté desitek nikdy ziskat.

Pro dvoucifern4 cisla zakonéena cifrou 0 je situace ziejmaé.

Pro ¢isla 3 < n < 10 dokdZeme tvrzeni snadno vypsanim jednotlivych moc-
nin: 42 = 16,5% = 25,62 = 36,72 = 49,8% = 64,9% = 81. Pro ¢&isla n > 99
se opfeme o konstrukei z hlavni ¢isti tohoto cviceni. MoZnosti, u kterych
nelze zajistit stejnou cifru uz na misté desitek, miuzeme rovnou vypustit, je-
likoz pridanim stovek, tisici a dale se situace nezméni. Proto nyni uvazujeme
pouze ¢isla n > 99 kondici na dvojéisli: 12, 62, 38 a 88. Utvorme si trojciferné
¢isla v podobném tvaru, jako jsme vyse tvorili dvouciferné, a vylu¢me ¢isla,
ve kterych se vytvofi raznéa cifra uz na misté stovek.

(100a+12)2 = 10000a?+2 400a+144 = 10 000a®+1000-2a+100(4a+1)+44,
na misté desitek i jednotek je cifra 4, tu vSak na misté stovek nijak ziskat
nemuzeme.

(100a + 62)2 = 10000a? + 12 400a + 3 844 = 10000(a? + a) + 1 000(2a + 3) +
+ 100(4a + 8) + 44, na misté desitek i jednotek je cifra 4. Abychom dostali
cifru 4 i na mist& stovek, muselo by a € {4;9}, ale 4622 = 213444,

9622 = 925 444.

(100a+38)? = 10000a”+7 600a+1 444 = 10 000a*+1000(7a+1)+100(6a+
+4)+44, na misté desitek i jednotek je cifra 4. Abychom dostali cifru 4 i na misté
stovek, muselo by byt a = 5, ale 5382 = 289 444.

(100a + 88)2 = 10000a? + 17 600a + 7 744 = 10000(a> +a) + 1 000(7a + 7) +
+ 100(6a + 7) + 44, na misté desitek i jednotek je cifra 4, tu vSak na misté
stovek nijak ziskat nemuzeme.

Podobné pokracujme pro ¢tyimistnéd ¢isla zakoncend trojéislimi 462, 962
a 538.

(1000a-+462)? = 1000 000a?+924 000a-+213 444 = 1000 000a>-+100 000(9a+
+2)+10000(2a+ 1) +1000(4a + 3) + 444, na mist& tisict v8ak 4 nijak ziskat
nemizeme.

(1000a + 962)% = 1000 000a? 4 1924 000a + 925444 = 1000000(a® + a) +
+100000(9a 4+ 9) + 10000(2a + 2) + 1 000(4a + 5) + 444, na misté tisici viak
4 nijak ziskat nemtizeme.

(1000a + 538)% = 1000 000a? 4 1076 000a + 289444 = 1000000(a® + a) +
+100000 - 2 + 10000(7a + 8) + 1000(6a + 9) + 444, na mists tisict vsak 4
nijak ziskat nemtuzeme.

DOKAZALI JSME, ZE PRO KAZDE PRIROZENE CISLO n > 3 OBSAHUJE DE-
KADICKY ZAPIS GISLA n? ALESPON DVE RUZNE CIFRY.
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Cviceni 7.7 Najdéte takové prvocislo p, Ze i ¢isla 2p + 1,4p + 1 jsou prvo-
disla. (*) Najdéte vsechna takovd prvocisla p.

ReSeni:

Sepisme si tabulku hodnot p, 2p+ 1, 4p + 1 pro nékolik nejmensich prvoéisel.

p|2p+1 4p+1
2 5 9
3 7 13
5 11 21
7 15 29
11 23 45

Mohli bychom pokracovat dél, ale uz nyni je vidét jedno feSeni p = 3. U dal-
Sich prvocisel je vzdy jeden z vyrazi 2p+1,4p+1 délitelny tfemi. Podivejme
se tedy na prvodisla davajici razny zbytek po déleni tiemi.

Zatnéme prvocisly tvaru p = 3k, k € N, takové je zfejmé pouze prvocislo
p = 3, které, jak uz vime, je vyhovujici.

Pro prvocisla tvaru p = 3k+1, k € Ny plati: 2(3k+1)+1 = 6k+3 = 3(2k+1),
4(3k+1)+1 =12k +5. Vyraz 2p+ 1 je dé&litelny tfemi, proto nikdy nemutze
byt prvodiselny.

Pro prvoédisla tvaru p = 3k 4+ 2,k € Ny plati: 2(3k +2) + 1 = 6k + 5,
4(3k +2) + 1 = 12k + 9 = 3(4k + 3). Vyraz 4p + 1 je délitelny t¥emi, proto
nikdy nemuze byt prvociselny.

JEDINYM VYHOVUJICIM PRVOCISLEM JE p = 3.

Cvicéeni 7.8 Urcete alespoti jedno prirozené c¢islo n, pro néz je ¢islo
46™ + 296 - 13" délitelné cislem 1947. (*) Urcete vSechna takovd n.

Reseni:

1947 | 46™ 4296 - 13"
3-11-59 | 27-23"+23.37.13"

Protoze jsou ¢isla 3, 11 a 59 nesoud€lna, staci nalézt takova n, po kterd je
vyraz délitelny ¢isly 3, 11 i 59. Pfitom vyuZzijeme skuteCnosti, Ze muZzeme
libovolné ¢islo ve vyrazu nahradit jinym c¢islem, které dava stejny zbytek
po déleni postupné ¢isly 3, 11 a 59.

| 46™ 4296 - 13"

59 46™ + 296 - 13"

|
n n
| 1"+2-1 59 | (—13)" +1-13"
59 | (—1)"13" + 13"
n n
11 | 46™ +296 - 13 59 | 13n((71)n+1)

11 | 2" +10-2"
11 | 2"(1+10)
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Vidime, Ze vyraz je délitelny ¢isly 3 a 11 pro v8echna n € N. Cislem 59
je vyraz délitelny pouze v pripads, Ze bude zavorka ((—1)™ + 1) rovna nule,
tedy pouze pro licha n.

PRO VSECHNA LICHA PRIROZENA CISLA n JE VYRAZ 46" + 296 - 13" DELI-
TELNY CISLEM 1947.

Cvi€eni 7.9 Dokazte, Ze pro vSechna pFirozend n plati: 9/(10™(9n — 1)+ 1).
(*) Dokazte, Ze pro vSechna pfirozend n plati: 81|(10™(9n — 1) + 1).

Resent:
9 | 10M(9n—1)+1
9 | 94+1)"9n-1)+1

9 | <9”+<T)9“‘1+--- < 1)9+1> 9n —1)+1
9 | (9”+<71l>9”—1+--- ( 2>92 (9n — 1) ((nﬁ1>9+1>(9n—1)+1

9”‘2+<” o 2>1> 9n — 1)+ (9n + 1)(9n — 1) + 1

(e (e
s (e
G

3

3

3

+

3

)1)(9n—1)+81n —1+1

S
w

-+ n_2> ) (9n — 1) + 81n?

9 | 81 (9”2 ()9”3 --—I—(n_?)l)(gn—l)—l—nz]

Vyraz na pravé strané€ je délitelny nejen ¢islem 9, ale i ¢islem 81.

Cviceni 7.10 Dokazte, Ze pro viechna piirozend n plati: 36|(2n° —n* —n?).
Resent:

36 o2n® —nt —n?

36 | n?(2nt—n?-1)

|

|
36 | n?(n?-1)2n%+1)
36 |

Opét se nAm objevuje soucin t¥ po sobé jdoucich &isel (n—1)n(n+1), z nichz
je pravé jedno délitelné tfemi a alespon jedno délitelné dvéma.

Je-li n délitelné tfemi, pak je cela prava strana délitelna deviti a zbyva pouze
ovetit délitelnost ¢tyfmi. Pokud je délitelné t¥emi jedno z éisel (n—1), (n+1),
musime ovéfit, ze je délitelny tfemi i vyraz 2n? + 1.
n—1=3kkeN:n=3k+1,2(3k+1)24+1 = 18k2+12k+3 = 3(6k>+4k+1)
n+1 =3k keN:n=3k—1,2(3k—1)24+1 = 18k%—12k+3 = 3(6k>—4k+1)
Vyraz (2n85 — n* — n?) je délitelny cislem 9.

Jsou-li dvé z ¢isel (n—1)n(n+1) sud4, je jejich soudin délitelny ctyimi. Je-li
ovSem sudé pouze jedno z téchto ¢isel, musi se jednat o ¢islo n. To se ve
vyrazu vyskytuje ve druhé mocning, proto je jisté cely vyraz (2n® —n* —n?)
délitelny ¢islem 4.

4

DOKAZALI JSME, ZE VYRAZ (2n% —n* —n?) JE DELITELNY CISLEM 36.
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