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Masarykova univerzita v Brně, 2002. ISBN 80-210-1853-4.
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Motivace

Mějme následuj́ıćı soustavu lineárńıch rovnic:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x2 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

kde n ∈ N.

Soustavu lze zapsat maticově:
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

an1 an2 . . . ann

 ·


x1

x2
...
xn

 =


b1

b2
...
bn


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a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

an1 an2 . . . ann

 ·


x1

x2
...
xn

 =


b1

b2
...
bn


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Motivace

Systém 
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

an1 an2 . . . ann

 ·


x1

x2
...
xn

 =


b1

b2
...
bn


lze zapsat symbolicky takto: A · ~x = ~b, kde A je čtvercová matice řádu n.

Existence inverzńı matice A−1 vzhledem k násobeńı by zajistila p̌ŕımý
výpočet řešeńı systému:

A · ~x = ~b

A−1 · A · ~x = A−1 · ~b
~x = A−1 · ~b
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Sč́ıtáńı matic

Sč́ıtáńı matic

Pro matice A,B stejného typu m × n (m, n ∈ N) definujeme jejich součet
A + B jako matici, která vznikne sč́ıtáńım po složkách:

A + B =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

am1 am2 . . . amn

+


b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n
...

bm1 bm2 . . . bmn



=


a11 + b11 a12 + b12 . . . a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 . . . a2n + b2n
...

am1 + bm1 am2 + bm2 . . . amn + bmn



Poznámka: (Mm×n,+) je komutativńı grupa.
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Př́ıklad násobeńı matic

Jsou dány matice A,B. Jejich součinem je matice

A · B =

 1 −2 −1 0
0 1 −1 7
−8 0 0 5

 ·


3 2
−4 1
1 0
2 3

 =

 1 · 3 + (−2) · (−4) + (−1) · 1 + 0 · 2 1 · 2 + 2 · 1 + (−1) · 0 + 0 · 3
0 · 3 + 1 · (−4) + (−1) · 1 + 7 · 2 0 · 2 + 1 · 1 + (−1) · 0 + 7 · 3
−8 · 3 + 0 · (−4) + 0 · 1 + 5 · 2 −8 · 2 + 0 · 1 + 0 · 0 + 5 · 3


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Lukáš Másilko 10. cvičeńı 7. 12. 2020 8 / 22
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Násobeńı matic – definice

Násobeńı matic

Jsou dány matice A typu m × k a matice B typu k × n. Součin matic
C = A · B definujeme jako matici typu m × n, jehož prvky źıskáme dle
vzorce

cij = ai1 · b1j + ai2 · b2j + · · ·+ aik · bkj =
k∑

l=1

ail · blj

Poznámka: Násobeńı matic je asociativńı, nicméně neńı komutativńı.
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Násobeńı matic – p̌ŕıklady

Př́ıklad 4.3.B1: Pro dané matice A,B spočtěte matici A · B:

A =

(
2 5 7
−1 0 4

)
, B =

 3 2 1 7
−4 0 6 1
2 11 1 −2

 .

Př́ıklad 4.3.B2: Pro dané matice A,B,C spočtěte matici A · B · C :

A =

(
3 2
1 0

)
, B =

(
1 0 3
2 1 2

)
, C =

 1 2
3 4
5 0

 .

Př́ıklad 4.3.B3: Spočtěte matici A · B − B · A, je-li

A =

 1 −2 0
2 −3 0
4 12 3

 , B =

 1 0 0
0 1 0
3 1 2

 .
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Násobeńı matic – výsledky p̌ŕıkladů

4.3.B1:

(
0 81 39 5
5 42 3 −15

)

4.3.B2:

(
78 22
16 2

)
4.3.B3: nulová matice typu 3× 3.
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Čtvercová matice

Regulárńı vs. singulárńı matice

Čtvercovou matici A řádu n × n (kde n ∈ N) nazveme

regulárńı, právě když h(A) = n;

singulárńı, právě když h(A) < n.

Poznámka: Množina čtvercových matic (Mn,n,+, ·) je nekomutativńı
okruh obsahuj́ıćı netriviálńı dělitele nuly.

Vynásobeńım čtvercových matic dostaneme opět čtvercovou matici.

Násobeńı matic je asociativńı, ne však komutativńı.

Neutrálńım prvkem je jednotková matice E .

Pouze k regulárńı matici A existuje inverzńı matice A−1 tak, že
A · A−1 = E = A−1 · A.

Dokážeme naj́ıt dvě netriviálńı čtvercové matice, jejichž vynásobeńım
vznikne nulová matice.
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Lukáš Másilko 10. cvičeńı 7. 12. 2020 15 / 22



Výpočet inverzńı matice Gauss-Jordanovou metodou

Gauss-Jordanova metoda pro výpočet inverzńı matice

Mějme regulárńı čtvercovou matici A.

1 Zapǐsme si matice (A|E ), kde E je jednotková matice.

2 Elementárńımi řádkovými úpravami se snaž́ıme z matice A nalevo
“vyrobit” jednotkovou matici.

Nejprve matici nalevo p̌revád́ıme na schodový tvar.
Následně nulujeme prvky nad hlavńı diagonálou.
Na závěr p̌ŕıpadně násob́ıme jednotlivé řádky tak, aby se nalevo
objevila jednotková matice.

3 Matice napravo je po všech výše uvedených úpravách matićı inverzńı
k původńı matici A.
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Inverzńı matice – p̌ŕıklady

K následuj́ıćım matićım nalezněte inverzńı matice.

1 A =

 1 1 1
13 10 8
6 5 4


2 B =

 3 2 0
5 4 1
1 2 5


3 C =

 3 1 −2
−5 1 6
1 3 2



Výsledky:

A−1 =

 0 1 −2
−4 −2 5
5 1 −3

, B−1 = 1
6 ·

 18 −10 2
−24 15 −3

6 −4 2

,

C−1 neexistuje.
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Proč Gauss-Jordanova metoda funguje?

Každou elementárńı řádkovou úpravu matice A lze reprezentovat
“obnásobeńım” matice A jistou matićı zleva.

Př́ıklady: p̌ričteńı k-násobku i-tého řádku k j-tému řádku: 1 1 1
13 10 8
6 5 4

 ∼
 1 1 1

0 −3 −5
6 5 4

 →

 1 0 0
−13 1 0

0 0 1

 ·
 1 1 1

13 10 8
6 5 4

 =

 1 1 1
0 −3 −5
6 5 4


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Proč Gauss-Jordanova metoda funguje?

Každou elementárńı řádkovou úpravu matice A lze reprezentovat
“obnásobeńım” matice A jistou matićı zleva.

Př́ıklady: prohozeńı řádk̊u: 1 1 1
0 −3 −5
0 −1 −2

 ∼
 1 1 1

0 −1 −2
0 −3 −5

 →

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 ·
 1 1 1

0 −3 −5
0 −1 −2

 =

 1 1 1
0 −1 −2
0 −3 −5


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Proč Gauss-Jordanova metoda funguje?

Každou elementárńı řádkovou úpravu matice A lze reprezentovat
“obnásobeńım” matice A jistou matićı zleva.

Př́ıklady: vynásobeńı i-tého řádku nenulovým č́ıslem: 1 1 1
13 10 8
6 5 4

 ∼
 1 1 1

13 10 8
−6 −5 −4

 →

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ·
 1 1 1

13 10 8
6 5 4

 =

 1 1 1
13 10 8
−6 −5 −4


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Proč Gauss-Jordanova metoda funguje?

Hledáme-li pomoćı Gauss-Jordanovy metody inverzńı matici k matici A,
můžeme všech n úprav matice A smě̌ruj́ıćıch k jej́ımu p̌revodu na
jednotkovou matici E reprezentovat posloupnost́ı matic A1, . . . ,An tak, že
plat́ı

(An · An−1 · · · · · A2 · A1) · A = E .

Z toho vyplývá, že An · An−1 · · · · · A2 · A1 = A−1

Tytéž úpravy však provád́ıme i na jednotkové matici vpravo, je tedy
žrejmé, že

(An · An−1 · · · · · A2 · A1) · E = A−1.
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SLR pomoćı inverzńı matice

Pomoćı inverzńı matice řešte následuj́ıćı systémy lineárńıch rovnic:

(a)
x + y + z = 1
x − y − 2z = 3

2x + y + z = 2

(b)
x + y + 2z = −1
x − 2y + z = −5

3x + y + z = 3

(c)
x + y + z = 0
x − y = 3

y + z = 1

Výsledky: a) (x , y , z) = (1, 2,−2), b) (x , y , z) = (1, 2,−2),
c) (x , y , z) = (−1,−4, 5).
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Lukáš Másilko 10. cvičeńı 7. 12. 2020 22 / 22
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