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Napli cviceni

Soustavy linedrnich rovnic
m Maticovy zdpis SLR
m Hodnost matice, elementarni ¥adkové Gpravy
m Schodovy tvar matice
m Soustavy t¥i linedrnich rovnic o tfech neznamych
m Gaussova eliminaéni metoda, Frobeniova véta

Vektorovy prostor a jeho podprostory
m Podprostor vektorového prostoru
m Linedrni obal mnoziny vektor(
m Dimenze a baze vektorového prostoru
m Soudlet a priinik vektorovych podprostorii
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Maticovy zdpis SLR

Mé&jme nasledujici soustavu linearnich rovnic:

ajix1 +appxo + -+ ammxp, = by
an1xo +amxa+ -+ amx, = b
amXx1 tampy + -+ amnXn = bm

kde m,n € N.
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Maticovy zdpis SLR

Mé&jme nasledujici soustavu linearnich rovnic:

ajix1 +appxo + -+ ammxp, = by
an1xo +amxa+ -+ amx, = b
amXx1 tampy + -+ amnXn = bm
kde m,n € N.
Maticovy zapis soustavy
Matici
a1l dl12 e din
dani ano e aon
A=
dmi a4m2 ... dmn

nazyvame matici systému SLR.

v
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Maticovy zdpis SLR

Mé&jme nasledujici soustavu linearnich rovnic:

a11xy +apxo+ -+ anxp, = b
as1xp +amxo+ -+ amx, = b
amiX1 +am2y + -+ ampXn = bm
kde m,n € N.
Roz&ifend matice SLR
Matici
alil ai? e din b1
a1 ax ... ax | b
Alb =
ami am2 .- amn | bm
nazyvame roz$ifenou matici systému SLR.
V.
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Hodnost matice, elementdrni Yadkové tpravy

Hodnost matice

Hodnosti matice A (typu m x n) rozumime pocet linedrn& nezavislych
fadkd matice A. Piseme h(A).
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Hodnost matice, elementdrni Yadkové tpravy

Hodnost matice

Hodnosti matice A (typu m x n) rozumime pocet linedrn& nezavislych
fadkl matice A. Piseme h(A).

v
Elementarni fadkové Gpravy

Elementarnimi ¥adkovymi dpravami matice, resp. samotného SLR jsou:

vynasobeni ¥adku (rovnice) nenulovym redlnym &islem,
vyména potadi dvou ¥adkd (rovnic),

pri¢teni ndsobku jiného ¥adku (rovnice) k danému ¥4ddku (rovnici).
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Hodnost matice, elementdrni Yadkové tpravy

Hodnost matice

Hodnosti matice A (typu m x n) rozumime pocet linedrn& nezavislych
fadkl matice A. Piseme h(A).

/N7

Elementarni fadkové Gpravy

Elementarnimi ¥adkovymi dpravami matice, resp. samotného SLR jsou:
vynasobeni ¥adku (rovnice) nenulovym redlnym &islem,

vyména potadi dvou ¥adkd (rovnic),

pri¢teni ndsobku jiného ¥adku (rovnice) k danému ¥4ddku (rovnici).

v

Dalezita poznamka: Elementarni Fadkové Gpravy nezméni hodnot matice,
resp. nezpusobi zmé&nu ¥eSeni SLR.
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Schodovy tvar matice

Schodovy tvar matice

V kaZzdém dalsim ¥adku je zleva vice nul nez v tom ptredchozim, p¥ipadné
je cely dalsi Fadek nulovy.
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Schodovy tvar matice

Schodovy tvar matice

V kaZzdém dalsim ¥adku je zleva vice nul nez v tom ptredchozim, p¥ipadné
je cely dalsi Fadek nulovy.

Poznamka: prevodem na schodovy tvar pomoci elementarnich ¥adkovych
Uprav zjistime hodnost zadané matice. Hodnost matice je pocet
nenulovych ¥adkd ve schodovém tvaru, ktery vznikne ze zadané matice
elementarnimi ¥adkovymi tpravami.
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Schodovy tvar matice

Schodovy tvar matice

V kaZzdém dalsim ¥adku je zleva vice nul nez v tom ptredchozim, p¥ipadné
je cely dalsi Fadek nulovy.

Poznamka: prevodem na schodovy tvar pomoci elementarnich ¥adkovych
Uprav zjistime hodnost zadané matice. Hodnost matice je pocet
nenulovych ¥adkd ve schodovém tvaru, ktery vznikne ze zadané matice
elementarnimi ¥adkovymi tpravami.

P¥iklad 1: rozhodné&te, zda jsou ndsledujici matice ve schodovém tvaru.
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

()

0 4 10 1
4 8 18

1 7 17 3
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

()

Vysledky: (a) h(A) =2,

0 4 10 1
4 8 18

1 7 17 3
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

()

0 4 10 1

A_| 4 8 18
10 18 40 17
1 7 17 3
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

(c)
3 -1 2
4 1 1
1 2 -1
A= -2 3 =3
5 3 0
1 -5 4
(d)
2 1 3 4 6
3 =21 -3 -2
A_| 7T 0 7 5 10
-4 5 1 10 10
5 -1 4 1 4
8 -3 5 -2 2
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

()
3 -1 2
4 1 1
1 2 -1
A=l 2 3 -3
5 3 0
1 -5 4
(d)
2 1 3 4 6
3 -2 1 -3 -2
A_| 7T 0 7 5 10
4 5 1 10 10
5 -1 4 1 4
8 -3 5 —2 2

Vysledky: (c) h(A) = 2,
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

()
3 -1 2
4 1 1
1 2 -1
A=l 2 3 -3
5 3 0
1 -5 4
(d)
2 1 3 4 6
3 -2 1 -3 -2
A_| 7T 0 7 5 10
4 5 1 10 10
5 -1 4 1 4
8 -3 5 —2 2

Vysledky: (c) h(A) =2, (d) h(A) = 2.
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Soustavy tfi linedrnich rovnic o tfech neznamych

Mé&jme nasledujici soustavu t¥i rovnic:

aiix+apy+azz = b
aix +axy+anz = b
asix +asxy +az = bs

Rovnice definuji t¥i roviny, u nichz ¥eSenim SLR uréime vzdjemnou polohu.
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Soustavy tfi linedrnich rovnic o tfech neznamych

Mé&jme nasledujici soustavu t¥i rovnic:

aiix+apy+azz = b
aix +axy+anz = b
asix +asxy +az = bs

Rovnice definuji t¥i roviny, u nichz ¥eSenim SLR uréime vzdjemnou polohu.

Pocet feseni soustavy

Soustava linedrnich rovnic (SLR) o 3 nezndmych

(a) ma pravé jedno Feseni, je-li h(A) = h(A|b) = 3 (roviny se protinaji
v jednom bodu);

(b) ma nekonetn& mnoho ¥edeni, je-li h(A) = h(A|b) < 3 (roviny se
protinaji bud v jedné p¥imce, kdyz h(A) = h(A|b) = 2, nebo splyvaji
v jednu rovinu, je-li h(A) = h(A|b) = 1);

(c) nema YeZeni, je-li h(A) # h(A|b) (geometricky to miZe vyjit riizng).
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminaéni metoda

P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:
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Gaussova eliminaéni metoda

P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:
P¥evedeme SLR na roz¥ifenou matici systému A|b.

P¥evedeme matici A|b na schodovy tvar.
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminaéni metoda

P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:
P¥evedeme SLR na roz¥ifenou matici systému A|b.
P¥evedeme matici A|b na schodovy tvar.
Je-li h(A) # h(A|b), nemd SLR ¥egeni.
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminaéni metoda

P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:
P¥evedeme SLR na roz¥ifenou matici systému A|b.
P¥evedeme matici A|b na schodovy tvar.
Je-li h(A) # h(A|b), nemd SLR ¥egeni.
V opatném ptipadé stanovime polet parametri jako n — h(A|b).
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminaéni metoda

P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:
P¥evedeme SLR na roz¥ifenou matici systému A|b.
P¥evedeme matici A|b na schodovy tvar.
Je-li h(A) # h(A|b), nemd SLR ¥egeni.
V opatném ptipadé stanovime polet parametri jako n — h(A|b).
m Je-li n— h(A|b) = 0, pak ma SLR prav& jedno FeZeni.
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).
P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:

P¥evedeme SLR na roz¥ifenou matici systému A|b.

P¥evedeme matici A|b na schodovy tvar.

Je-li h(A) # h(A|b), nemd SLR ¥egeni.

V opatném ptipadé stanovime polet parametri jako n — h(A|b).

m Je-li n— h(A|b) = 0, pak ma SLR prav& jedno FeZeni.

m Je-li n— h(A|b) > 0, pak n — h(A|b) nezndmym “uvazliv€" ptifadime
parametr, ostatni nezndmé vyjadf¥ime pomoci téchto parametri ze

zbyvajicich rovnic.
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminaéni metoda

P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:

P¥evedeme SLR na roz¥ifenou matici systému A|b.

P¥evedeme matici A|b na schodovy tvar.

Je-li h(A) # h(A|b), nem3 SLR ¥eZeni.

V opatném ptipadé stanovime polet parametri jako n — h(A|b).

m Je-li n— h(A|b) = 0, pak ma SLR prav& jedno FeZeni.

m Je-li n— h(A|b) > 0, pak n — h(A|b) nezndmym “uvazliv€" ptifadime
parametr, ostatni nezndmé vyjadf¥ime pomoci téchto parametri ze
zbyvajicich rovnic.

m V obou pfipadech postupujeme tzv. zpétnym chodem, tj. bereme
rovnice zdola a volime za parametry pocet neznamych v dané rovnici
MINUS jedna, abychom posledni nezndmou v kazdé rovnici mohli
dopoditat pomoci ostatnich nezndmych — parametr(.
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Priklad 5.1.B1

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

()

3x1 + 2% + x3 = 5

2x1 + 3x% + x3 = 1

21 + xx 4+ 3x3 = 6

(c)

3x1 — X2 — x3 — 2x4 = —4
2x1 + 3x% + x3 + 2x4 = -3
2x1 + 3x% — x3 — x3 = -6
x1 + x 4+ 2x3 + 3x4 = 1
x1 + 2% + 3x3 — x4 = —4
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Priklad 5.1.B1

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

()

31 + 2% 4+ x3 = b

2x1 + 3x% + x3 = 1

21 + xx 4+ 3x3 = 6

(c)

3x1 — X2 — x3 — 2x4 = —4
2x1 + 3x% + x3 + 2x4 = -3
2x1 + 3x% — x3 — x3 = -6
x1 + x 4+ 2x3 + 3x4 = 1
x1 + 2% + 3x3 — x4 = —4

Vysledky: (a) (2, -2, 3),
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Priklad 5.1.B1

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

(a)
31 + 2% 4+ x3 = b
2x1 + 3x% + x3 = 1
21 + xx 4+ 3x3 = 6
(c)
3x1 — X2 — x3 — 2x4 = —4
2x1 + 3x% + x3 + 2x4 = -3
2x1 + 3x% — x3 — x3 = -6
x1 + x 4+ 2x3 + 3x4 = 1
x1 + 2% + 3x3 — x4 = —4

Vysledky: (a) (2,-2,3), (c) (-1,-1,0,1).
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Ptiklad 5.1.B2

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

(a)
5t — 9% 4+ b5x3 = 1
2x1 + 3x + 3x3 = 2
x1 + 8x + =1
xx — 2 + x3 = 0
(c)
2x1 + 9% + 8x3 4+ 3xq = 7
2x1 4+ 6xx + 8x3 4+ 3x4 = 3
x1 + 4x0 4+ bxzg + 2x4 = 2
3x1 + Tx0 + Tx3 + 2x4 = 12
5% 4+ Txo + 9x3 4+ 2xq 20
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Ptiklad 5.1.B2

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

(a)
5X1 —
2x1 +
X1 +
X1 —
(c)
2x1 + 9%
2x1 + 6x
X1 + 4X2
3x1 + Tx
5x1 + Txo

Vysledky: (a) SLR nem3 YeZeni,

9x>
3X2
8xo
2X2

++ 4+ +

+ o+

8X3
8x3
5X3
7x3
9X3

5x3
3X3

1

2

1

0

= 7

= 3

= 2

= 12
20
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Ptiklad 5.1.B2

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

(a)
5X1 —
2x1 +
X1 +
X1 —
(c)
2x1 + 9%
2x1 + 6x
X1 + 4X2
3x1 + Tx
5x1 + Txo

Vysledky: (a) SLR nem3 YeZeni,

Lukas Masilko

9x>
3X2
8xo
2X2

_|._
+
+
+
+

+ o+

8X3
8x3
5X3
7x3
9X3

5x3
3X3

+

1

2

1

0

= 7

= 3

= 2

= 12
20

(c) SLR nema ¥egeni.
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Ptiklad 5.1.B3

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

()

2x1 — 3x + 2x3 = 1

x1 — 2 + x3 = 0

5 — 9% 4+ bx3 = 1

(c)

X + xx = 1
3X1 — 2X2 — 3X3 + 4X4 = =2
x1 + x - x3 4+ x4 = 2
X1 - X3 = 1
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Ptiklad 5.1.B3

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

(a)
2x1 — 3x + 2x3 = 1
x1 — 2 + x3 = 0
5 — 9% 4+ bx3 = 1
(c)
X + xx = 1
351 — 2x — 3x3 + 4x4 = -2
xx1 + x - x3 + x3 = 2
X1 - X3 = 1

Vysledky: (a) {(2 —t,1,t), t € R},
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Ptiklad 5.1.B3

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

(a)
2x1 — 3x + 2x3 = 1
x1 — 2 + x3 = 0
5 — 9% 4+ bx3 = 1
(c)
X + xx = 1
351 — 2x — 3x3 + 4x4 = -2
xx1 + x - x3 + x3 = 2
X1 - X3 = 1

Vysledky: (a) {(2 —t,1,t), t € R},
() {(1+1t3,t,-1), teR}L
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Dodateény ptiklad

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

X2 + xx = 1
31 — 2% — 3x3 4+ 4xq = -2
xx + x - x3 + x3 = 2
3x1 + Txo + TIx3 4+ 2x4 = 12
X1 - X3 = 1
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Dodateény ptiklad

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

X2 + xx = 1
31 — 2% — 3x3 4+ 4xq = -2
xx + x - x3 + x3 = 2
3x1 + Txo + TIx3 4+ 2x4 = 12
X1 - X3 = 1
Vysledek: (3;3; —%; —1)
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Vektorovy prostor

Axiomy pro vektorovy prostor

V' nazveme vektorovym (linedrnim) prostorem nad télesem T s operacemi
+, -, jestlize
A Vi, v eV : i+ VeV (uzavfenost na operaci +)
Va,v,w eV :(d+ V)+w = i+ (V+ w) (asociativita operace +)
J0. VW eV i+ 0= ud= 0+ u (neutrdlni prvek pro operaci +)
Vie V.3(—u) e V: i+ (—u) = o (inverze vzhledem k operaci +)
Vi, v eV : i+ v =v+ i (komutativita operace +)
"1" VieV,VteT:t-deV
"2" Vie V,Vs,teT:s-(t-
"3 e T.VieV:1-u=
"6a" Vue V,Vs,te T :(s+
"6b" Vu,ve V,Vse T :s-(

(uzav¥enost na soutin skaldru a vektoru)
/) = (s - t) - i (asociativita operace -)

= - 1(neutrdlni prvek pro operaci -)

u
a

t)-0=s-ud+t- i (distributivita operaci)
U+ V) =s-u+s- v (distributivita operaci)

V.
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Definice vektorového podprostoru

Vektorovy podprostor prostoru (V,+,-) nad té&lesem (T, -+, ") je takova
podmnozina W prostoru V/, kterd je uzavfena vzhledem k operaci +
(s¢itani vektorii) a - (ndsobeni vektoru skaldrem):

BYoveW: d+veW
""" VoeWNteT:t-deW

Poznamka: Vektorovy podprostor je tedy uzavfeny na linedrni kombinaci
svych vektor(.
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Podprostor vektorového prostoru

P¥iklad 3.2.B3: Rozhodnéte, zda podmnozina W C Q* je podprostorem
vektorového prostoru Q*, je-li:

(a) W ={(0,0,0,0), (1,1,1,1), (~1,-1,-1,~1)}
(b) W ={(x1,x2,x3,xa) | x1 +x2 + x3+ x4 > 0}
(c) W ={(x1,x2,x3,%a) | X2 =x3=Xa}

(d) W={(2s+t,s—t,ts)]|t,seQ libovolné}
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Podprostor vektorového prostoru

P¥iklad 3.2.B3: Rozhodnéte, zda podmnozina W C Q* je podprostorem
vektorového prostoru Q*, je-li:

(a) W ={(0,0,0,0), (1,1,1,1), (~1,-1,-1,~1)}
(b) W ={(x1,x2,x3,xa) | x1 +x2 + x3+ x4 > 0}
(c) W ={(x1,x2,x3,%a) | X2 =x3=Xa}

(d) W={(2s+t,s—t,ts)]|t,seQ libovolné}

Ptiklad z pisemky: Rozhodnéte, zda rovina ¢ je vektorovym
podprostorem aritmetického vektorového prostoru R3, je-li:
(a) 0:2x+y—3z4+6=0

(b) 0:2x+y—2z=0

() o:x—2y+3z—6=0

(d) o:x+4y—22z=0
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Podprostor vektorového prostoru

P¥iklad 3.2.B3: Rozhodnéte, zda podmnozina W C Q* je podprostorem
vektorového prostoru Q*, je-li:

(a) W ={(0,0,0,0), (1,1,1,1), (~1,-1,-1,~1)}
(b) W ={(x1,x2,x3,xa) | x1 +x2 + x3+ x4 > 0}
(c) W ={(x1,x2,x3,%a) | X2 =x3=Xa}

(d) W={(2s+t,s—t,ts)]|t,seQ libovolné}

Ptiklad z pisemky: Rozhodnéte, zda rovina ¢ je vektorovym
podprostorem aritmetického vektorového prostoru R3, je-li:

(a) 0:2x+y—3z4+6=0
(b) 0:2x+y—2z=0
() o:x—2y+3z—6=0
(d) o:x+4y—22z=0

Vysledky: 3.2.B3.(a) ne, (b) ne, (c) ano, (d) ano.
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Podprostor vektorového prostoru

P¥iklad 3.2.B3: Rozhodnéte, zda podmnozina W C Q* je podprostorem
vektorového prostoru Q*, je-li:

(a) W ={(0,0,0,0), (1,1,1,1), (~1,-1,-1,~1)}
(b) W ={(x1,x2,x3,xa) | x1 +x2 + x3+ x4 > 0}
(c) W ={(x1,x2,x3,%a) | X2 =x3=Xa}

(d) W={(2s+t,s—t,ts)]|t,seQ libovolné}

Ptiklad z pisemky: Rozhodnéte, zda rovina ¢ je vektorovym
podprostorem aritmetického vektorového prostoru R3, je-li:
(a) 0:2x+y—3z4+6=0

(b) 0:2x+y—2z=0

() o:x—2y+3z—6=0

(d) o:x+4y—22z=0

Vysledky: 3.2.B3.(a) ne, (b) ne, (c) ano, (d) ano.
P¥iklad z pisemky: (a) ne, (b) ano, (c) ne, (d) ano.
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Linearni obal mnoZiny vektori

Linedrni obal mnoziny vektort

Linedrnim obalem mnoZiny (ne nutné& nezavislych) vektord {vi, v,..., vi}

z vektorového prostoru V' nad télesem (T, +, ) rozumime mnoZinu
{ag - vi+ag-va+--+ax- vk |ai,an,...ax € T} vzniklou jakoukoli

linedrni kombinaci vektort {vi, va, ..., Vi}.

Znatime jej L(vi, 3, ..., Vi) nebo ({vi,va,..., Vi}).

Alternativné ¥ikdme, ze L(vi, v2,..., vk) je podprostor generovany vektory
il By
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Baze a dimenze vektorového prostoru

Baze a dimenze vektorového prostoru

Posloupnost vektori (vi, v, ..., Vk) nazveme bazi (mnoZinou generatori)
vektorového prostoru V' nad télesem (T, +, ), jestlize
je linedrné nezavisla,
kazdy vektor i € V Ize vyjadfit linedrni kombinaci
U= -Vi+ap v+ -+ ag- v pro n&aké ag,an,...,ax € T (t.
vektory vi, v3, ..., Vi generuji cely prostor V).

Dimenzi vektorového prostoru V' rozumime pocet vektori néjaké jeho
baze. Zna¢ime dim V.

Cisla (a1, g, ..., ak) z vyjadieni vektoru & nazyvdme soufadnicemi
vektoru ' v bazi (v, v3,..., vi).

Poznamka: Standardni bazi vektorového prostoru R? je
S = ((1;0),(0;1)), R® ma standardni bazi S = ((1;0;0), (0; 1;0), (0;0; 1)).
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Vektory generujici vektorovy prostor

P¥iklad 16: Ve vektorovém prostoru R3 jsou dany vektory:
vl =(1,-2;3), ur =(2;,-1;0), uz3 =(1;1;,-3), uz = (1;0; -1).

Rozhodnéte, zda tyto vektory generuji vektorovy prostor R3.
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Vektory generujici vektorovy prostor

P¥iklad 16: Ve vektorovém prostoru R3 jsou dany vektory:
vl =(1,-2;3), ur =(2;,-1;0), uz3 =(1;1;,-3), uz = (1;0; -1).

Rozhodnéte, zda tyto vektory generuji vektorovy prostor R3.

P¥iklad 3.3.B2: Rozhodnéte, zda vektory o1, ..., us generuji vektorovy
prostor Q% je-li:
(a) @ = (1;2;1; 2) @B =(21;2; 1) =(1,1,1;1),
@:(2,0, 1,-3), o= (-1 0 2)
(b) ;1 =(-1;1,0; — ),172—(2013) =(1;2;3;4),
u=(2;3;4,6), o5 = (1,-3;5 —7)
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Vektory generujici vektorovy prostor

P¥iklad 16: Ve vektorovém prostoru R3 jsou dany vektory:
vl =(1,-2;3), ur =(2;,-1;0), uz3 =(1;1;,-3), uz = (1;0; -1).

Rozhodnéte, zda tyto vektory generuji vektorovy prostor R3.

P¥iklad 3.3.B2: Rozhodnéte, zda vektory o1, ..., us generuji vektorovy
prostor Q% je-li:
(a) ai = (1;2;1; 2) @ =(2;1;2; 1) = (1;1;1; 1),
U4:(2,0, 1;,-3), w5 =(-1 0 2)
(b) v1 =(-1;1;0;-1), 172—(2013) =(1,2;3;4),
u=(2;3;4,6), o5 = (1,-3;5 —7)

Vysledky: 16. ne,
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Vektory generujici vektorovy prostor

P¥iklad 16: Ve vektorovém prostoru R3 jsou dany vektory:
vl =(1,-2;3), ur =(2;,-1;0), uz3 =(1;1;,-3), uz = (1;0; -1).

Rozhodnéte, zda tyto vektory generuji vektorovy prostor R3.

P¥iklad 3.3.B2: Rozhodnéte, zda vektory o1, ..., us generuji vektorovy
prostor Q% je-li:
(a) ai = (1;2;1; 2) @ =(2;1;2; 1) = (1;1;1; 1),
U4:(2,0, 1;,-3), w5 =(-1 0 2)
(b) v1 =(-1;1;0;-1), 172—(2013) =(1,2;3;4),
u=(2;3;4,6), o5 = (1,-3;5 —7)

Vysledky: 16. ne,
3.3.B2.(a) ne, (b) ano.
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Vektor pfislusejici vektorovému podprostoru

Ve vektorovém prostoru R? jsou ddny vektory & = (0;2;5), vV = (1;2;1).
Zjistéte, zda vektory i, V leZi ve vektorovém podprostoru W generovaném

ndsledujici skupinou vektori.

(a) ¥=(1;-1;3),7 = (-2:4;-1),Z = (-1, 3;2);
(b) X =(2;-3;0),7 = (~1;5;-2),Z = (0; —4; 1);
(c) X=(3;5,-2),¥ = (2;3; -3).

16. a 23. 11. 2020 21/25
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Vektor pfislusejici vektorovému podprostoru

Ve vektorovém prostoru R? jsou ddny vektory & = (0;2;5), vV = (1;2;1).
Zjistéte, zda vektory i, V leZi ve vektorovém podprostoru W generovaném
nasledujici skupinou vektord.

(a) = (L,-1;3),7y = (24 -1),Z = (-1;3;2);
(b) ¥=(2;-3;0),y = (~1;5;-2),Z = (0; —4; 1);
(c) X=1(3;5;-2),y =(2;3;, -3).

Vysledky:
(a. veW, v¢Ww;
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Vektor pfislusejici vektorovému podprostoru

Ve vektorovém prostoru R? jsou ddny vektory & = (0;2;5), vV = (1;2;1).
Zjistéte, zda vektory i, V leZi ve vektorovém podprostoru W generovaném
nasledujici skupinou vektord.

(a) Xx=(1;,-13),y = (-24,-1), 7= (-1,3;2);

(b) Xx=1(2;-3;0),y =(-1,5,-2),Z2=(0;—4;1);

(c) X=1(3;5;-2),y =(2;3;, -3).

Vysledky:

(a. veW, v¢Ww;
(b) e W, ve W,
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Vektor pfislusejici vektorovému podprostoru

Ve vektorovém prostoru R? jsou ddny vektory & = (0;2;5), vV = (1;2;1).
Zjistéte, zda vektory i, V leZi ve vektorovém podprostoru W generovaném
nasledujici skupinou vektord.

(a) = (L,-1;3),7y = (24 -1),Z = (-1;3;2);
(b) ¥=(2;-3;0),y = (~1;5;-2),Z = (0; —4; 1);
(c) X=1(3;5;-2),y =(2;3;, -3).

Vysledky:

(a. veW, v¢Ww;
(b) e W, ve W,
(c)agg W, ve W.
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Dimenze a baze podprostoru

Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zadan nésledujici mnoZinou
generdtord. Uréete dimenzi a bazi ayy podprostoru W.

(a) di = (1;=1;0;2), 3 = (2,2, —1;3), 43 = (0; 1; 1, 0), di = (3;2; 0;5);
(b) 01 =(1;,2,3,4), iz = ( 2;—-3;—4;-5),u3 = (3;4;5;6),

Uy = (—4; =5, —6;, =7), U5 (5-6-7-8)-
(c) di = (1;2;—-1;0), 53 = (0; 1; —1; =7), 43 = (—8;0; 0; —5),

m = (3, -4,1;,-2), u*: 2:1;0; —3);
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Dimenze a baze podprostoru

Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zadan nésledujici mnoZinou
generdtord. Uréete dimenzi a bazi ayy podprostoru W.

(a) di = (1;-1;0;2), % = (2,2, —1;3), 43 = (0;1;1;0), i3 = (3;2;0;5);
(b) 01 =(1;,2,3,4), iz = ( 2;—-3;—4;-5),u3 = (3;4;5;6),

Uy = (—4; =5, —6;, =7), U5 (5-6-7-8)-
(c) di = (1;2;-1;0), 3 = (0; 1, —1; =7), 43 = (—8;0; 0; —5),

G — (3 4 1-2), & — (2. 1,0 —3),

(a). dim W = 3, napt. aw = (41, i3, 43);
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Dimenze a baze podprostoru

Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zadan nésledujici mnoZinou
generdtord. Uréete dimenzi a bazi ayy podprostoru W.

(a) di = (1;-1;0;2), % = (2,2, —1;3), 43 = (0;1;1;0), i3 = (3;2;0;5);
(b) 01 =(1;,2,3,4), iz = ( 2;—-3;—4;-5),u3 = (3;4;5;6),

Uy = (—4; =5, —6;, =7), U5 (5-6-7-8)-
(c) di = (1;2;-1;0), 3 = (0; 1, —1; =7), 43 = (—8;0; 0; —5),

G — (3 4 1-2), & — (2. 1,0 —3),

(a). dim W = 3, napt. aw = (41, i3, 43);
(b) dim W = 2, nap¥. ayw = (ui, i3);

Lukas Masilko 7. cviteni 16. a 23. 11. 2020



Dimenze a baze podprostoru

Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zadan nésledujici mnoZinou
generdtord. Uréete dimenzi a bazi ayy podprostoru W.

(a) di = (1;-1;0;2), % = (2,2, —1;3), 43 = (0;1;1;0), i3 = (3;2;0;5);
(b) 01 =(1;,2,3,4), iz = ( 2;—-3;—4;-5),u3 = (3;4;5;6),

Uy = (—4; =5, —6;, =7), U5 (5-6-7-8)-
(€) di = (1;2;-1;0), 5 = (0;1; —1; =7), i3 = (—8;0;0; -5),

G — (3 4 1-2), & — (2. 1,0 —3),

(a). dim W = 3, napt. aw = (41, i3, 43);
(b) dim W = 2, nap¥. ayw = (ui, i3);
(c) dim W = 4, napt. ayy = (u1, U3, 03, U5).
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Vyjadreni vektoru v jiné bazi

P¥iklad 3.3.B5: Ové&fte, zda zadané vektory tvofi bazi « vekt. prostoru
R3. Pokud ano, najdéte soutadnice vektoru w = (0;1;2)s v bazi a.

a) a=((1;,2;,-1),(1;1;0),(2; -1;3))
b) a=((1;2;-1),(2; -1;1),(—1;1;2))
c) a=((1,2,-2),(1;1,-1),(—2;,-1,2))
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Vyjadreni vektoru v jiné bazi

P¥iklad 3.3.B5: Ové&fte, zda zadané vektory tvofi bazi « vekt. prostoru
R3. Pokud ano, najdéte soutadnice vektoru w = (0;1;2)s v bazi a.

a) a=((1;,2;,-1),(1;1;0),(2; -1;3))

b) a=((1;2;-1),(2;-1;1),(-1;1;2))

c) a=((1,2,-2),(1;1,-1),(—2;,-1,2))
P¥iklad 3.4.B23: Ve vektorovém prostoru R* jsou dany linedrn& nezavislé
vektory u1 = (1;1;1;1), 53 = (0;1;1;1), 13 = (0;0; 1; 1), az = (0; 0; 0; 1).
Vyjad¥ete soufadnice vektoru w = (2;1;1;4)

a) v bazi a = (41, i3, U3, a);

b) v bazi g = (u3, u3, g, 7).

Vysledky: 3.3.B5.2) vektory netvofi bazi, b) (3 o 33)a, ¢) (—1;5;2)a.
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Vyjadreni vektoru v jiné bazi

P¥iklad 3.3.B5: Ové&fte, zda zadané vektory tvofi bazi « vekt. prostoru
R3. Pokud ano, najdéte soutadnice vektoru w = (0;1;2)s v bazi a.

a) a=((1;,2;,-1),(1;1;0),(2; -1;3))

b) a=((1;2;-1),(2;,-1;1),(-1;1;2))

c) a=((1,2,-2),(1;1,-1),(-2,-1;2))
P¥iklad 3.4.B23: Ve vektorovém prostoru R* jsou dany linedrn& nezavislé
vektory ti = (1;1;1;1), 4> = (0;1;1; 1), u3 = (0;0; 1; 1), iz = (0;0;0;1).
Vyjad¥ete soufadnice vektoru w = (2;1;1;4)

a) v bazi a = (41, i3, U3, a);

b) v bazi g = (u3, u3, g, 7).
Vysledky: 3.3.B5.2) vektory netvofi bazi, b) (3 o 33)a, ¢) (—1;5;2)a.
3.4.B23.a) (2;—1;0;3)4, b) (0; —1;3;2)5.
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Soudet a prinik vektorovych podprostor(

Souéet a priinik vektorovych podprostorti

Souttem W; + W, vektorovych podprostora Wi, W, prostoru V' nad
télesem (T, +,-) rozumime linedrni obal jejich sjednocenti, tj.

W1+W2:L(W1UW2):{a-L7+B-\7]a,ﬁE T,ie Wy,ve W2}

Pranikem W; + W, vektorovych podprostorii Wy, W, prostoru V nad
télesem (T, +,-) rozumime mnoZinu vektord, které lezi ve Wi i Wa
zarovef, tj.

WinWo,={udeV|dgeWiANie W}

Véta: Jsou-li Wi, Wo podprostory s kone¢nou dimenzi, pak plati

dim (Wl + W2) =dim Wj +dim W5 — dim (W1 N Wg)
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Dimenze a baze souctu a priiniku podprostort

Ptiklad 3.4.B17: Ve vektorovém prostoru V' jsou zaddny podprostory
Wi, Wh. Uréete dimenzi a bazi podprostori Wy + Wh, Wi N W, je-li:
(a) V= R37 Wy = L(U_i, Ll_é)? W, = L(ﬁ.a \/37 V_:”)).
v =(1;1,-3),m;m =(1,2;2),
vi=(11-1),va=(1;,21),v3 = (1,3;3);
(b) V=R* Wy = ({1, 5, a3}), Wh

= ({v1, v, v3}),
i1 =(1;,2,0;2), ;2 = (1,2;1;2), 03 = (3;1;3; 1),
vi=(1,1;1;1),va =(1;,-1;1;,-1),v3 = (1,3;1;3);
(c) V=R" Wy = L(d1,u3), Wo = L(v, ),

(
i =(1;1;11),5 = (10;1;0),vi = (1;1;1;0),v2 = (1;2;0; 1).
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Dimenze a baze souctu a priiniku podprostort

Ptiklad 3.4.B17: Ve vektorovém prostoru V' jsou zaddny podprostory
Wi, Wh. Uréete dimenzi a bazi podprostori Wy + Wh, Wi N W, je-li:
(a) V= R37 Wy = L(U_i, Ll_é)? W, = L(ﬁ.a \/37 V_:”)).
v =(1;1,-3),m;m =(1,2;2),
vi=(11-1),va=(1;,21),v3 = (1,3;3);
(b) V=R* Wy = ({1, 5, a3}), Wh

= ({v1, v, v3}),
i1 =(1;,2,0;2), ;2 = (1,2;1;2), 03 = (3;1;3; 1),
vi=(1,1;1;1),va =(1;,-1;1;,-1),v3 = (1,3;1;3);
(c) V=R" Wy = L(d1,u3), Wo = L(v, ),

(
u1=(1;1;1;1),03 =(1,0;1;0),vi = (1,;1;1;0), v2 = (1;2;0; 1).
Vysledky:
(a). dim (Wh + Wh) = 3, priklad baze: aw,+w, = (u1, 2, vi),
dim (W1 N Wa) = 1, p¥iklad baze: aw,nu, = ((3;5;1));
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Dimenze a baze souctu a priiniku podprostort

Ptiklad 3.4.B17: Ve vektorovém prostoru V' jsou zaddny podprostory
Wi, Wh. Uréete dimenzi a bazi podprostori Wy + Wh, Wi N W, je-li:
(a) V= R37 Wy = L(U_i, U_é), W, = L(ﬁ.a \/37 V_:”)).
v =(1;1,-3),m;m =(1,2;2),
vi=(11-1),va=(1;,21),v3 = (1,3;3);
(b) V=R* Wy = ({1, 5, a3}), Wh

= ({v1, v, v3}),
i1 =(1;,2,0;2), ;2 = (1,2;1;2), 03 = (3;1;3; 1),
vi=(1,1;1;1),va =(1;,-1;1;,-1),v3 = (1,3;1;3);
(c) V=R" Wy = L(d1,u3), Wo = L(v, ),

(
u1=(1;1;1;1),03 =(1,0;1;0),vi = (1,;1;1;0), v2 = (1;2;0; 1).
Vysledky:
(a). dim (Wh + Wh) = 3, priklad baze: aw,+w, = (u1, 2, vi),
dim (W1 N Wa) = 1, p¥iklad baze: aw,nu, = ((3;5;1));
(b). dim (W1 + Wh) = 3, priklad baze: aw,+w, = (01, t2, 1),
dim (W1 N Wa) = 2, p¥iklad baze: aw,nw, = (12; U3);
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Dimenze a baze souctu a priiniku podprostort

Ptiklad 3.4.B17: Ve vektorovém prostoru V' jsou zaddny podprostory
Wi, Wh. Uréete dimenzi a bazi podprostori Wy + Wh, Wi N W, je-li:
(a) V= R37 Wy = L(U_i, U_é), W, = L(ﬁ.a \/37 V?’)).
v =(1;1,-3),m;m =(1,2;2),
vi=(11-1),va=(1;,21),v3 = (1,3;3);
(b) V=R* Wy = ({1, 5, a3}), Wh

= ({v1, v, v3}),
i1 =(1;,2,0;2), ;2 = (1,2;1;2), 03 = (3;1;3; 1),
vi=(1,1;1;1),va =(1;,-1;1;,-1),v3 = (1,3;1;3);
(c) V=R" Wy = L(d1,u3), Wo = L(v, ),

(

u1=(1;1;1;1),03 =(1,0;1;0),vi = (1,;1;1;0), v2 = (1;2;0; 1).
Vysledky:
(a). dim (Wh + Wh) = 3, priklad baze: aw,+w, = (u1, 2, vi),
dim (W1 N Wa) = 1, p¥iklad baze: aw,nu, = ((3;5;1));
(b). dim (W1 + Wh) = 3, priklad baze: aw,+w, = (01, t2, 1),
dim (W1 N Wa) = 2, p¥iklad baze: aw,nw, = (12; U3);
(c). dim (W1 + Wh) = 4, piiklad baze: aw,+w, = (41, 12, vi, v2),
dim (Wi N Wh) = 0, baze tedy neexistuje.
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