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Objemy, determinanty apod.

® obsahy rovnobéznikd, objemy rovnovnobéznosténu
® vymezeni elementarné, vektorové
® determinanty, vnéjsi a vektorové souciny

® poznamky a souvislosti




Opakovani

® RovnobéZniky(-ostény) se stejnymi zakladnami a stejnymi vy$kami maji stejny
obsah.

® Pomér obsaht(-jemU) rovnobéznikli(-osténu) se stejnou vyskou je stejny jako
pomeér délek(obsahl) jejich zakladen.

o R U D Y
E A F X
V7 ° ‘
//V \\\
A O
7 N i Yy

S/ N
# L L X A E H M

& 5 ¢ b0 Kk

® Qdtud poucka
,obsah(objem) = zakladna x vyska“.

923



Obecné pomoci vektor(

Objem rovnobéZnosténu urteného vektory vy, v, ... je nezaporné realné

¢islo, ozn. V(vy,vy,...), takové, Ze

* V(vy) :=[Iv4]],
® V(vy,Vz) := V(vi,Wa) = [Iv4]] - [lwal],
kde w, = kolmy primét vektoru v, do v,
® V(vq,Vz,V3) 1= V(Vy, Vo, W3) = V(vq,V2) - [lws]l,
kde w3 = kolmy prdmét vektoru vz do (v, Vo)™,
® atd...




Pocitani

A/
} /
L

® Pro k = 2 napf.:

V(vy,vz2) = [lvqll-lIvzll - sina,

kde @ = «(v1,V2), ...... (umime)
ous Eal (Fine vova e
* Pro obecné k napt.: A
— podle definice, tj. pomoci kolmého primétu, (umime)

— podle vlastnosti, tj. pomoci determinantu, vektorového soucinu, apod.
. (haucime)
x // prr-

- p
"yrered ey "

9§



Uvod (naivng)

Obsah rovnobézniku uréeného vektory u = (uy, Up) a Vv = (vy, v2) ...

Vi

= UiVo — VilUo.

96



Uvod (koncepéné)

UxVvir oo IR, Uxvx oo IR

{ /

Vlastnosti obsahu/objemu se napadné podobaji vlastnostem determinantu:

= 0 V(vy,avy) =0

V(vi,V2) = V(vy, V2 + avy)

V(V1,bV2) = |b| . V(V1,V2)
/

abs. hodunot o~




Determinant

Determinant chapeme

4 2namenla odp
® bud jako Mat(nx n) — R, [ pAreed wytare
= soucet soucinu prvku typu , jeden z kazdého fadku/sloupce®“.. .,

[J= ® nebojako Vx---xV — R, kde V =R", které je
- ———
n
a) anti-symetrické
det(v1,Vz,...) = —det(va,vy,...),
b) multi-linearni
muttr-

R 7 det(V1,bV2,...):b-det(V1,V2,...),

€pove Vet det(v1,v2 +W2,...) = det(V1,V2,...)+det(V1,W2,...).

7lo ka ctn

Dulezité (odvozené) vlastnosti:

det(vi,V2 + avy,...) = det(vy,Va,...),

det(Vi,Va,...) =0 & Vq,Va,... jsou linedrné zavislé.




Vnéjsi soucin
Uvazme dim V = n a pfifazeni Vx---x V —» R:
———

n

(v1,...,V,) +—> soufadnice +— determinant.

Zavisi na volbé baze. .."

Vnéjsi soucin = predchozi pfifazeni vzhledem k néjaké ortonormalni bazi;

[vi,...,vp] := det(vy,...,Vp).

Vnéjsi soucin je anti-symetrické n-linearni zobrazeni, které az na znaménko

souhlasi objemem. ..

Mezishrnuti:

0 prok >n
V(Vi,.. V) =S £[Vy, ..., V] prok =n
prok <n

\\B

vir A&‘le,

1... viz prechodové matice a Cauchyovu vétu o souginu determinantd.



Kouzlo (k = 2)
Vime, ze
V(vi,v2) = [[vqll- vl - sine,
pricemz :
: . Vi.V
~ sina = V1 -cos? «, cosa = ———2_
; (vl lIvall
Odtud o
Vi.Vy Vi.Vo
V(vq,V :-~~:\/v2v2—v.v 2 =
(vi,v2) [Iv41Iv2ll? = (v+ . v2) VouVi Vo.Vs

zase jakysi determinant, . ..



Kouzlo (obecné)

. tzv. Gramuv determinant, ozn.

Vi .V, Vq . Vg

Vi - Vq Vi - Vg

Véta

Pro libovolnou k-tici vektort v eukleidovském prostoru plati

V(Vi,...,Vk) = y/G(V1,..., V).

Dukaz.
Plyne z vlastnosti determinantu a skalarniho soucinu. . . ,/



Detaily k diikazu

1) Pro navzajem kolmé vektory (kvadr):

G(V1,W2,W3) =

2) Pro lib. nasikmené vektory

V4
G(Vvy,V2,V3) = V2
V3

V4

- Vyq
- Vy
- Vy

- Vyq
- Vy
-V
- Vy
- Vy
- Vy

Vi.Vy

0
0

Vo
V3

Wso . Wy

. Vo
Vo
. Vo

. Vo
Vo
. Vo

0

0

Vi.V3
Vo . V3 =
V3.V3

V4

. V3
. V3 =
. V3

0
0 =

W3 . W3

/

vids

2 2 Y €
= ||V1||2'||W2||2'||W3|| = V(vqi, Wz, W3)%. & (=

>

)



Vektorovy soucin (n = 3)

o 103

Od maturity zndme jako operaci V x V — V s nékolika uzite¢nymi vlastnostmi:

velllos £

wY §=[luxv]

orieatace

Ko(wmog €&

U maturity zpravidla nevime pro¢, ale pro u = (uy, U, U3) @ Vv = (vy, V2, V3)

pocitame takto:
U Vo u v (U Wy

uxv= ,— s .
Uz V3 U3 v3| |Ua V2 /‘
N

souov., vilhiledew e

OMN ba'v



Vektorovy soucin (obecné)

Navod k pfedchozimu souf. vyjadfeni — Laplacelv rozvoj determinantu:

U4 X4
Uo Xo| = X4 Xo X3.
Us X3

/F

[J5" Dulezita (bezsoutadnicovd) interpretace: ek tovory s
L
[u,v,x] = . X,
2 < slealavai’s

VAc“J ST soul i

Obecna definice:

Vektorovym soucinem (n — 1)-tice vektort (v4,...,Vn_1) V N-rozmérném

eukleidovském prostoru je vektor w := vy X - -- X v,_y spliujici

[Vi,. ..V, X = WL X e

pro vSechnax € V.




Vektorovy soucin (vlastnosti) <)

Véta a4y B

Ozn.w:=V{ X - XV, q,n=dimV.
a) Toto je anti-symetrické multi-linearni zobrazeni V x ---x V — V.
N’

n-1
b) w=0 < vjy,...,V,_4 jsou linedrné zavislé.
C) Vi,...,Vn1 jSou linedrné nezavislé = (v1,...,V,1, W) je kladnd baze.
d) w je kolmy ke vSem vektorim vy, ..., Vn_1.
e) wll =V(v1,...,Vs1).
Dikaz.

; (%) Lo L) "
a) Viz def. rovnost a vlastnosti vneJS|ho a skalarniho soucinu.

) [Vi,....Vp-1,X] =0 VX €V & Vi,...,Vp_1 lin. zavislé;
wW.x=0VxeV & w=o.

. s z (5)
C) Vi,...,Vp_q lin. nezawsle:>w¢o:>[v1,.. Vo 1,w]7w w > 0.

(%) w)
d) w.vi Z[vy,..., Vo 1,v] =0.
2 (*) (v) cd4)
e) wllF =w.w=[vq,...,Vp1,W] = V(V1,...,Vq1,W) = V(V1,...,Vq1) - [IW]. a



Poznamky

K vektorovému soucinu pro n = 3:

® Binarni operace V x V — V, ktera neni asociativni (pfesto uziteCnd).
® Pro velikost plati

luxv||=ull-llvl]l- sine, kdea = «£(u,v).
K aplikacim:

® QOrientace a kolmosti vektoru.

(wdulce

® Objemy rovnobéznosténd, simplex( atd., pficemz: / (+ “”““‘5

Vvabhy
Objem k-dim simplexu = il objemu opsaného rovnobéznosténu.
® Vzdalenosti podprostor(i bez fe$eni soustav rovnic:

N
_ V(uy,up, ..., BC)

V(B’C) V(u1,UQ, ) ’

-
kde Be 8,CecCa(us,uy,...)jebaze B8+ C.
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