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Kapitola 1

Z historie teorie mnozin

1.1 Cviceni 1: Uvodem k tématu, a¢c zdanliveé
mimo téma: nekonec¢no kolem nas

Teorie mnozin je matematicka disciplina, ktera se stala zakladem veskerych
matematickych disciplin a od 50. let 20. stoleti vyznamné ovlivnila vyucovani
matematice i na zakladnich skolach. Dnes se v nékterych pojetich didaktiky
matematiky vracime k intuici (zejména se tento pristup hodi v geometrii,
kde je nézornost ve dvojrozmérném a trojrozméném prostoru podstatnd).!

Zakladnim predpokladem k pochopeni vét uvedenych ve skriptech E.
Fuchse je ochota ptipustit, ze nekoneéna muzeme srovnavat nekonecna. Pripusti,
Ze néco "trva do nekonecna’nebo to "nikdy neskonéi”, Ze se néco bude "opa-
kovat do nekonec¢na”, neni samo o sobé tak tézké jako podivat se na ne-
konecno “shora”. To je to skutetné nekoneéno (actual infinity, werkelijke
oneindigheid, ale aktuelle Unendlichkeit, aktualni nekoneéno). Piikladu toho
druhého — tzv. potencidlniho — nekonec¢na najdete jisté radu: nekonecny
piibéh; je vesmir koneény?, mam Ti to opakovat do nekoneéna? — a skryto
je i ve vyrazech jako navzdy.

S tvahami o nekoneénu se muzeme setkat uz u pomérné malych déti.
Vyskytuji se v pohadkach, napt. Jostein Gaarder, Kouzelny kalenddr; téz
Nekonecny pribéh, ...— co jeste?

Otazka k zamysleni: Kdy jste se setkali s nekonetnem? (Napf. sami jako
déti; pri praxi ve skole; pri aktivitdach s détmi - vylety, tabory; v pohadkéch
a béjich — uved'te nékteré; pii vyuce matematiky na ZS / SS; pii studiu
matematiky na VS: limita, nekoneéné mnoziny — které znéte?, ...).

'Mimochodem, védéli jste, ze déti, které chodi do gkoly pésky nebo jezdi MHD, maji
lepsi prostorovou predstavivost nez déti, které rodice vsude vozi autem? Védeéli jste, ze



Castecné intuitivni ivahy o nekoneéné velkém, eventualné nekonecné
malém

e Uvahy o nekonecné velkych mnozinach: které nekonecno je vétsi?
o Mikulas Kusansky: nekoneény vesmir

e podle Galilea Galileiho nema porovnavani nekonecné velkych mnozin
smysl

e tvahy o nekoneéné malych velicindch — G. W. Leibniz a I. Newton — 2.
krize matematiky

Konstrukce ¢iselnych obori

e Peanovy axiomy — ,,z niceho® vytvorime pfirozena ¢isla; usporadani,
operace; jaka je to struktura?

e konstruujeme dale: kartézsky soucin N x N, rozklad na ttidy, operace
na reprezenantech tiid

e vyslo to, zkusime jesté jednou: kartézsky soucin Z x Z, rozklad na tridy,
operace na reprezenantech tiid

e ted uz to nevyjde; ale mame Q: bézné uspoiddani na této mnoziné je
husté
O nekonec¢nu vazné i nevazné
e Hilbertuv hotel

e ckvivalence mnoziny celych ¢isel s mnozinou prirozenych ¢isel (a jiné)

Podle Bolzana
e - Spinoza tvrdi, ze nekonecno je to, co nelze zvétsit
e - Hegel definuje pojem kvalitativni nekonecno

e - Cauchy tvrdi, ze nekonecno je proménnad, kterd neomezené roste



1.1.1 kaoly k vypracovani: Cviceni 1

e Vymyslete vyraz tak, aby jeho limita byla rovna néjakému danému
¢islu (redlnému).

e vymyslete predpis pro bijektivni zobrazeni mnoziny N na mnozinu Z a
naopak.

e Cetba ze skript E. Fuchse Teorie mnoZin pro ucitele: Kapitola IV, His-
toricky vyvoj teorie mnozin, oddil 1. Vyvoj pojmu nekone¢no. Dilo B.
Bolzana. (Hledejte odpovédi na otazku: Jak definuji pojem nekonecna
B. Spinoza, Hegel, Cauchy?)

e Doplnkova cetba: Bedrich Pospisill, Nekonecno v matematice.

1.2 Cvicéeni 2: Elementarni teorie mnozin, pouzivana
symbolika

Tuto teorii znate jiz z predmétu Zaklady matematiky. Patii sem pojmy jako
prunik mnozin, sjednoceni mnozin, doplnék mnoziny, Vennovy diagramy, de
Morganova pravidla, ...

Uspoiadané mnoziny znate z predmétu Algebra 1.
Uved'me nékolik samoziejmych tvrzeni:

e Mnozina je libovolny soubor prvku. Prosté naprosto libovolny, nemusi
mit navenek spolecného vubec nic, jen to, ze patii do téze mnoziny.

e Usporadana mnozina je libovolnd mnozina, na niz je definovano usporadani.

e Usporadani je relace na mnoziné, ktera je reflexivni, antisymetricka a
tranzitivni.

e Usporadanou mnozinu lze vyhodné reprezentovat hasseovskym diagra-
memn.

1.2.1 Kontrolni otazky
1. Dokazte, ze plati:
(a) A\ (BUC) = (A\B)N(A\C)



(b) A+B=0< A=0B
(c) P(AN B) = P(A) N P(B)

(d) (AUB)xC = (AxC)U(BxC)
(€) (A\B)xC=(AxC)\ (BxC)
(f) Ax (B\C)=(AxB)\ (AxC)

C

2. Rozhodnéte, zda pro mnozinu A a systém konetné mnoha mnozin
B;(i € I) plati pro libovolné i € I nésledujici tvrzeni. Pokud ano,
tvrzeni dokazte, pokud ne, uvedte protipiiklad

(a) A \ Uie] B; = ﬂieIA \ B;,
(b) A \ ﬂig B; = ﬂigA \ B,

1.2.2 Ukoly k vypracovani: Cviéeni 2

e nebyly zadany; dobrovolné si zkuste odpovédét na kontrolni otazky

1.3 Cviceni 3: Soucet a soucin usporadanych
mnozin
1.3.1 Kontrolni otazky
1. Dokazte, ze plati:

(a) AN(BUC) =(A\B)N(A\C)
(b) A+B=0< A=B

(c) P(ANB) = P(4) N P(B)

(d) (AUB)xC=(AxC)U(BxC(C)
(e) (A\B)xC=(AxC)\(BxC)
(f) Ax (B\C)=(AxB)\(Ax ()

C

2. Rozhodnéte, zda pro mnozinu A a systém konetné mnoha mnozin
B;i(i € I) plati pro libovolné i € I nésledujici tvrzeni. Pokud ano,
tvrzeni dokazte, pokud ne, uvedte protipiiklad

(a) A\ Uie[ B; = ﬂief A\ B,
(b) A \ ﬂiez B; = ﬂieIA \ B,



3. Soucet usporadanych mnozin

(a) Definujte soucet usporaddanych mnozin.

(b) Zvolte si dvé usporadané mnoziny a urcete jejich soucet.

(c) Popiste usporadani na této nové vzniklé mnoziné a najdéte k nému
usporadani dualni.

(d) Oveéite, ze relace, které jste definovali, jsou usporadani

4. Soucin usporadanych mnozin

(a) Definujte soucin usporaddanych mnozin.
(b) Zvolte si dvé uspofddané mnoziny a urcete jejich soucin.
(c) Popiste usporaddni na této nové vzniklé mnoziné a najdéte k nému
uspoiadani dudlni.
(d) Oveite, ze relace, které jste definovali, jsou usporadani
5. Definujte pojem lexikografické uspordaddni. Vysvétlete definici vlastnimi

slovy a uved'te alespnn 2 pifklady mnoziny a jejiho lexikografického
usporadani.

1.3.2 Ijkoly k vypracovani: Cviceni 3

e 7Zvolte si dvé usporadané mnoziny o tfech az péti prvcich a urcete oba
mozné soucty a oba mozné souciny



