ZAKLADNI POJMY VYROKOVE LOGIKY

Vyrok je kazdé sdéleni, o némz ma smysl fici, Ze je bud’ pravdivé nebo
nepravdivé.

Pozn. Neni dllezité, zda o pravdivosti ¢i nepravdivosti vyroku umime
rozhodnout. Podstatné je, zda ma smysl o pravdivosti uvazovat, zda ma smys

hodnout. Podstat d 1 divost t, zd 1
polozit si otazku: ,,Je pravda, ze...?*

Rozhodnéte, které z nasledujicich vét jsou vyroky:

Pravé zacalo priet.

Na Marsu existuji Zivé organismy.
Karel IV. byl v Prazer. 1348.
Rozvoj matematickych piedstav.
Pojd’ k tabuli.

Cislo 4 je délitelem ¢&isla 134.
100:5=20

4+x=9

i A e

Ve vyrokove logice nas nezajima konkrétni obsah vyroki, ale jejich pravdivost
(pravdivostni hodnota).

Kazdému vyroku je mozné ptiradit pravdivostni hodnotu:

Je-li vyrok pravdivy, je jeho pravdivostni hodnota 1.

Je-li vyrok nepravdivy, jeho pravdivostni hodnota je 0.
Negace vyroku A4 je vyrok /A, ktery je pravdivy v piipadé, ze vyrok A4 je
SloZené vyroky

Z jednoduchych vyrokii mizeme tvoftit slozené vyroky pomoci tzv.
vyrokotvornych spojek:

,a%, ,,a soucasne®, ,,a zaroven ( )
- ,nhebo* ()
- ,.bud, nebo* 0

- ,jestlize, pak™; .4 implikuje B* (=)

Mee

-, pravé tehdy, kdyz (=)



Konjunkce vyrokii 4, B je vyrok 4 B, ktery je pravdivy v pfipadé, Ze jsou
oba vyroky pravdivé.

Disjunkce (alternativa) vyroku A4, B je vyrok A B, ktery je pravdivy
v ptipadé, Ze je alespoii jeden z vyrokii 4, B pravdivy.

Ostra disjunkce vyrokii A, B je vyrok AB, ktery je pravdivy v piipadé, Ze je
prave jeden z vyroka A, B pravdivy.

Implikace vyroki 4, B je vyrok A= B, ktery je nepravdivy jen v piipad¢, Ze
prvni vyrok je pravdivy a druhy vyrok je nepravdivy. Ve vSech ostatnich
ptipadech je implikace pravdiva.

Ekvivalence vyroki A4, B je vyrok A=B, ktery je pravdivy v piipad¢, Ze oba
vyroky maji stejnou pravdivostni hodnotu.

Pomoci vyrokotvornych spojek miizeme vyroky rtizné skladat a uvazovat pak o
jejich pravdivosti (obsah jednotlivych vyrokil nas nezajima):

Mluvime pak o vyrokovych formulich. Jsou to zapisy, ve kterych se objevuji
vyrokové proménné 4,8, P, O, .. log. spojky, zdvorky a to tak, ze kdyz
dosadime za vyrokové proménné konkrétni vyroky, dostaneme vyrok: Napf.

14 By (/4 /B).

Pak nas zajima, jaké pravdivostni hodnoty nabyva vysledny vyrok v zavislosti
na pravdivosti vyroka A4, B.

Typy formuli: tautologie, kontradikce, splnitelna vyr. formule.

Tautologie vyrokové logiky — ptiklady.

Zakladni mnoZinové pojmy, vztahy mezi mnoZinami, mnoZinové operace

Mnozina je takovy souhrn objektil, Ze o kazdém objektu miZzeme rozhodnout,
zda do uvazovaného souhrnu objektii patii nebo nepatfi.

Pro kaZzdou mnozinu A a pro kazdy objekt a nastane pravé jedna ze dvou
moznosti:

bud’ a € A nebo a¢A .



MnoZina muze byt uréena vyctem prvkl nebo pomoci charakteristické
vlastnosti, tj. jako obor pravdivosti vyrokové formy.

Napi. A=1{2,3,5,7} = {xeN;xjeprvocislo x <10}

MnozZina A je podmnozinou (¢asti) mnoziny B, pravé tehdy, kdyz kazdy prvek
mnoziny A je téz prvkem mnoziny B. Zapisujeme A cB.

MnozZina A se rovna mnoZziné B (zna¢ime A = B) pravé tehdy, kdyz kazdy
prvek mnoZiny A je prvkem mnoZiny B a soucasné kazdy prvek mnoZiny B je
prvkem mnozZiny A.

(Plati tedy: A=B, pravékdyZAcBaB cA.)

DoplInék mnoziny A vzhledem k zdkladni mnozing€ Z je mnozina vSech prvki
mnoziny Z, které nepatii do mnoZiny A.

A= {xe”Z;x¢ A}

Sjednoceni mnoZin A, B je mnozina prvki, které patii alesponi do jedné
z mnozin A, B.

A B= {xeZ;xe A xe B}

Prunik mnoZzin A, B je mnozina prvk, které patii do mnoziny A a soucasné do
mnoziny B.

A B= {xeZ;xe A xe B}

Rozdil mnozin A, B je mnozina, kterd obsahuje pravé ty prvky mnoziny A,
které nepatii do mnoZiny B

A-B= {xeZ;xe A x ¢ B}

Symetricky rozdil mnozin A, B je mnoZina, kterd obsahuje ty prvky, které patii
praveé do jedné z mnozin.

AaB={xeZ;(xe A_ xeB}

MnoZinové situace 1ze prehledné graficky znazornit pomoci mnozZinovych (tzv.
Vennovych) diagramli. MnoZiny jsou v nich zndzornény pomoci oblasti roviny
ohranicenych jednoduchymi uzavienymi kiivkami. V ptipad¢ dvou (tf, Ctyft, n)
mnozin je zakladni mnoZina rozd€lena na 4 (8, 16, 2") elementarnich poli.

Vlastnosti mnoZinovych operaci a jejich ovéfovani.



Kvantifikované vyroky. Vyrokové formy. Logické ulohy.

Ve skolské matematice, ale 1 béZné v riznych Zivotnich situacich se pouzivaji
vyjadieni typu

vSichni, ne vSichni, nékdo, nikdo, Zadny, kazdy, kterykoliv, néktery, aspon
jeden apod., kterd vedle Cislovek také vyjadiuji pocet nebo mnozstvi — jsou to
tzv. kvantifikatory (v $irSim smyslu).

V logice vystacime se dvéma kvantifikatory:

Obecny kvantifikator (vx —,,pro kazdé x plati ...%)

Existencni kvantifikator (3x —,existuje aspon jedno X ..., pro které plati ...*)
Negace kvantifikovanych vyroki.

Neni pravda, Ze vSichni jsou tady. -- Aspon jeden tady neni.

Neni pravda, Ze si vSichni umyli ruce. — Asponi jeden si neumyl ruce.

Neni pravda, Ze n€kdo neumi zpivat. -- Kazdy umi zpivat.

Neni pravda, Ze n€kdo tady umi hrat na kytaru. — Nikdo (kazdy) tady neumi hrat
na kytaru.

Vyrokové formy.

Sd¢leni, v nichz se vyskytuje jedna nebo vice proménnych. V ptipadé, ze za
proménné dosadime z tzv. defini¢niho oboru vyrokové formy, dostaneme z ni
vyrok.

Obvykle nas zajima obor pravdivosti vyrokové formy, tj. mnoZina prvk, pro
n¢z dostaneme z vyrokové formy pravdivy vyrok.

Priklady:
74k X dnes chybi.
x+10 13

(Obor pravdivosti zavisi na tom, jak je ur¢en definic¢ni obor)



Z vyrokové formy miZzeme také dostat vyrok, vazeme-li vSechny proménné
pomoci kvantifikatori: obecnéhovnebo existenéniho 3.

Napft. vx e N: x+ 10 13 (Pro kazdé ptirozené Cislo x je ...) je nepravdivy
vyrok

axeN: x+10 13 (Existuje pfirozené Cislo x takové, ze ...) je pravdivy
vyrok.

Pravidla odvozovani

Usudek — spojeni nékolika vyrok, kdy posledni z nich (zavér) se odvozuje
z predchazejicich (tzv. premis)

Pravidla odvozovani — formaln¢ spravné asudky.
Napf.
-X,XVY
Y
X=YX
Y
X=>Y, Y
-X

Pravidla odvozovéni pouzivame pii odvozovani dasledkli z danych
predpokladl. Za vyrokoveé proménné dosazujeme vyroky (jednotlivé, slozené
nebo kvantifikované).

O spravnosti téchto tsudku se mtizeme presvédcit pomoci tabulek
pravdivostnich hodnot pfislusnych formuli (musi jit o tautologie)

X=>Y,-X

Pozor na NESPRAVNY usudek, ktery se asto uZiva misto (x): ”

Ptesvédcte se o jeho nespravnosti, tj. ohodnot'te vyrokovou formuli:

[(X=>Y) A =X] = Y



Pravidla odvozovani predikatové logiky

Podobné, jako se vytvareji pravidla odvozovani vyrokové logiky, lze tvofit
pravidla odvozovani predikatové logiky, tzn., ze se v jejich zapisech vyskytuji
kvantifikované vyroky obsahujici vyrokové formy o nékolika proménnych.

Na ukazku uvedeme jeden jednoduchy ptipad. Ovétime, Ze nésledujici zéapis
je zapisem pravidla odvozovani:

(VvxeD)[A(x)=>B(x)],(3xeD)[A(x)]
(3xeD)[B(x)]

Ptfipomenme, Ze vedeni ivah o pravidlech odvozovani predikatové logiky je
rozsahlé a znacné komplikované (zejména uvazujeme-li vyrokoveé formy o vice
proménnych). Zavéry o téchto pravidlech se vSak vétSinou opiraji o jiZ
piipomenuta pravidla odvozovani vyrokové logiky (vEtsi rozsdhlost moZznosti je
dana moZznou volbou kvantifikatort.

Priklady

1. Kdo se dobte udil, stal se vazenym cClovékem. Nejsem vazeny clovek, tedy
jsem se dobte neucil. (P)

2. Kdo se dobie ucil, stal se vazenym Elovékem. Jsem vazeny Clovek, tedy jsem
se dobfte ucil. (N)

3. Zadny student neni bohaty ¢lovék a néktefi moudii lidé nejsou bohati. Odtud
plyne, Ze nékteti studenti jsou moudii lidé. (N)

4. Kazdy student je moudry ¢lovék a néktefi studenti jsou bohati. Odtud plyne,
ze nékteti moudii lidé jsou bohati. (P)

5. Kazdy levny vyrobek je dobfe prodejny a nékteré levné vyrobky jsou kvalitni.
Odtud plyne, Ze nékteré dobte prodejné vyrobky jsou kvalitni. (P)

6. Kazdy duSevné zdravy clovék miize studovat logiku, pficemz zadny
z Karlovych pratel ji studovat nemtize. Potom zadny z Karlovych ptatel neni
dusevné zdrav. (P)



Binarni relace v mnoziné, vlastnosti binarnich relaci, ekvivalence,
usporadani.

Binarni relace v mnoziné M je libovolna podmnozina kartézského soucinu M x
M.

Znazornéni binarnich relaci

Kartézsky graf relace R — sestrojime dvé na sebe kolmé pfimky x, y
(vodorovnou a svislou). Na vodorovnou pifimku (osu) zndzornime pomoci bod
vSechny prvky mnoziny, z niz vybirdme prvni sloZky dvojic, na svislou piimku
(osu) znazornime pomoci bodl vSechny prvky mnoZiny, z niz vybirdme druhé
slozky dvojic. (Obvykle jsou sousedni body na obou osach od sebe stejné
vzdaleny.) Uspotadanou dvojici [a,b]€eR znazornime bodem, ktery je
pruseCikem dvou piimek prochazejicich body a, b a rovnobéZznych po fad¢ se
svislou a vodorovnou osou.

Uzlovy graf relace R v mnozZin€ M - v roviné znazornime pomoci bodu (tzv.
uzli) vSechny prvky mnoziny M (pokud bychom znazoriiovali relaci z mnoziny
A do mnoziny B, pak zndzornime vSechny prvky sjednoceni mnoZina A a B).
Uspotadanou dvojici [a,b]eR znazornime pomoci Sipky (tzv. orientované hrany),
ktera vychazi z uzlu a a smétuje do uzlu b. V ptipadé, Ze a = b, nazyvame Sipku
smyckou. Pokud sou v relaci R dvojice [a,b] a [b,a], zndzornime je “dvojSipkou”
(tzv. neorientovanou hranou).

Vlastnosti relaci v mnoziné M

Binarni relace R v mnozZiné M je reflexivni praveé tehdy, kdyz

(vxeM) ([x,x]eR), tzn. obsahuje vSechny uspotadané dvojice [x,x], kde xeM.
Binarni relace R v mnoziné M je antireflexivni prave tehdy, kdyz

(vxeM) ([x,x]¢R), tzn. neobsahuje Zadnou uspotraddanou dvojici typu [x,x], kde
xeM.

Binarni relace R v mnoZiné M je symetricka prave tehdy, kdyz
(vx,yeM) ([x,y]eR = [y.x]eR),

tzn. s kazdou uspotadanou dvojici [x,y] obsahuje 1 dvojici ([y,x].



Bindrni relace R v mnoziné M je antisymetricka, prave tehdy, kdyz
(vx,yeM) ((x # y A [X,y]€R) =[y.x]¢R),

tzn. s zadnou dvojici [x,y] riznych prvka neobsahuje dvojici [y,x].

Binarni relace R v mnoziné M je tranzitivni prave tehdy, kdyz
(vx,y,zeM) ([x,y]eR A [y,z]eR) = [x,z]eR),

tzn. jestlize se v relaci vyskytuji ,,na sebe navazujici dvojice®, pak musi relace
obsahovat i dvojici, jejiz prvni slozkou je 1. slozka z prvni dvojice a druhou
sloZkou je 2. slozka z druhé dvojice.

Binarni relace R v mnoziné M je souvisla pravé tehdy, kdyz
(vx,yeM) (x # y = ([x,y]eR v [y,x]eR),
tzn. kazde dva riizné prvky z mnoZziny M musi byt ,,spolu v relaci®.

Binarni relaci U v mnoziné M nazyvame ostré linearni usporadani v M, prave
kdyzZ je antisymetricka, tranzitivni, souvisla a antireflexivni.

Pro kazdou ostie linearné uspofddanou mnozinu plati, Ze kazdy jeji prvek ma
jednoznacné stanovené potadi.

Prvni a posledni prvek ostie linearn¢ uspofadané mnoziny.

Uspotadana mnozina je dobfe uspotadana, jestlize kazda jeji neprazdna
podmnoZina ma prvni prvek. Kazda konecna ostte linearné usporadand mnozina
je dobfe usporadana.

Binarni relaci R v mnoziné M nazyvame relaci ekvivalence na M, pravé kdyz je
reflexivni, symetricka a tranzitivni.

Kazda relace ekvivalence na mnoziné M vytvaii rozklad této mnoziny, coz je
systém neprazdnych podmnoZzin (tzv. tfid rozkladu) mnoZiny M takovych, ze
prinik kazdych dvou tfid je prdzdna mnozina a sjednoceni vSech tfid rozkladu
tvofi mnozinu M.

Jinak lze také fici, ze fici, ze rozklad mnoziny M je systém neprazdnych
podmnozin (tzv. tfid rozkladu) mnoziny M takovych, Ze kazdy prvek mnoZiny
M patii pravé do jedné z téchto tiid.



Zobrazeni z mnoZiny do mnoziny, typy zobrazeni

Necht’ R je relace z mnoZiny A do mnoZiny B spliujici vlastnosti: Ke kazdému
prvku ae A existuje nejvyse jeden prvek b € B takovy, ze [a,b] € R. Tato relace
se nazyva zobrazeni z mnoZiny A do mnoziny B. Znac¢ime R: A — B.

Necht’ R je zobrazeni z mnoZiny A do mnoziny B.

= Jestlize [a,b] € R, pak prvek a €A nazyvame vzorem prvku b e B v zobrazeni
R; prvek b € B nazyvame obrazem prvku a € A v zobrazeni R.

» Mnozina O;(R) = {a € A: existuje b € B takové¢, ze [a,b] € R} se nazyva
defini¢ni obor zobrazeni R. Plati O;(R) c A.

* Mnozina O,(R) = {b e B: existuje ae A takové, Ze [a,b] € R} se nazyva obor
hodnot zobrazeni R. Plati O,(R) — B.

Priklad . Jsou dany mnoZiny A = {x, y, z}, B = {a, b}. Rozhodnéte, zda dan¢
relace z mnoZiny A do mnoZiny B jsou zobrazeni z A do B, pfipadné urcete
defini¢ni obor a obor hodnot zobrazeni.

a) Ri= {[x,a], [y,b], [z.a], [z,b]},

b) Rz = {[x,a], [z,b]},

¢) Rs = {[x,a], [y,a], [za]}.

RozliSujeme nasledujici typy zobrazeni R:

I) Je-1li O1(R) = A A Oz(R) < B A Oy(R) # B, nazyva se R zobrazeni mnoZiny
A do mnoziny B.

IT) Je-li Oi(R) < A A Oi(R) # A A O(R) = B, nazyva se R zobrazeni z
mnoziny A na mnoZinu B.

[I) Je-li Oi(R) = A A Ox(R) = B, nazyvd se R zobrazeni mnoZiny A na
mnozinu B.

IV) Je-1i O1(R) c A A O1(R) # A A O2(R) € B A O(R) # B, nazyva se R
zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B.




Priklad . Jsou dany mnoziny A = {X, y, a, c}, B={c, x, b, z}.
a) Rozhodnéte, o jaky typ zadanych zobrazeni se jedna?
D) R = {[x7], [e.c], [y.cl}.

2) S = {[x,2), [y.z], [a,2], [c.x]}.

b) Zapiste vyctem prvkil jednu binarni relaci z mnoziny A do mnoziny B,
ktera neni zobrazenim.

c) Zapiste vyctem prvkl

1) jedno zobrazeni Ry typu z mnoziny A do mnoZiny B,

2) jedno zobrazeni R; mnoZiny A do mnoZiny B,

3) jedno zobrazeni mnoZiny A na mnozinu B,

4) jedno zobrazeni z mnoZiny A na mnoZinu B.

Zobrazeni R z mnoziny A do mnoziny B se nazyva prosté pravé tehdy, kdyz
relace R™! je zobrazeni z mnoziny B do mnoziny A.

Diisledek: Zobrazeni R z mnoZiny A do mnoZiny B je prosté pravé tehdy, kdyz

a) ke kazdému y € B existuje nejvyse jedno x € A takove, ze [X,y] € R,

b) ke kazdym dvéma rliznym vzoriim x; x, € A pfifadime dva rizné obrazy
y1,y2 € B v zobrazeni R.

Hovotime pak o:

* Prostém zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B,

* Prostém zobrazeni z mnoziny A na mnoZinu B,
* Prostém zobrazeni mnoziny A na mnoziny B,

* Prostém zobrazeni z mnoziny A do mnoZiny B.

Prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B nazyvame bijektivni zobrazeni
nebo také vzajemné jednoznacné zobrazeni.

Priklad . Jsou dany mnoziny A = {1, 2, 3, 4}, B = {a, b, ¢, d}. Rozhodnéte, o
jaky typ zobrazeni se jedna a zda je toto zobrazeni prosté:

a) Ri-{[1.a], [2,c], [3.d]},

b) Rz {[1,a], [2,¢], [3.d], [4,a]},

¢) Rs—{[2,a], [1,c], [3,b], [4.d]}.

Permutaci konecné mnoziny A nazyvame kazdé prosté zobrazeni mnozZiny A na
mnozinu A (vzdjemné jednoznaéné zobrazeni).



Priklad . Zapiste vSechny permutace tfiprvkové mnoziny A = {X, y, z}.

Definice: Necht' R je zobrazeni z mnoziny M do mnoZiny N a S je zobrazeni
z mnoziny N do mnoziny K. Pak relace R o S je zobrazeni a nazyva se sloZzené
zobrazeni ze zobrazeni R a S.

Priklad . Slozte permutace P2 o P3, P3 o P2, P4 0 P z ptfedchoziho prikladu..

Rekneme, Ze mnoZiny A, B jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz existuje prosté
zobrazeni mnoziny A na mnoZinu B. Znac¢ime A ~ B.

Priklad : Dany mnoZziny A= {a, b, c}, B= {x,y}, C= {1, 2, 3}. Rozhodnéte,
které mnoziny jsou ekvivalentni.

R: Mnoziny A, B nejsou ekvivalentni (neexistuje prosté zobrazeni mnoziny A na
mnozinu B). MnoZiny A, C jsou ekvivalentni (existuje prosté zobrazeni mnoziny
A na mnozinu C, naptiklad R = {[a,3],[b,1],[c,2]}), tj. A~ C.

Mnozina M je vlastni podmnoZinou mnoziny N pravé tehdy, kdyz M je
podmnoZinou N a sou¢asné M # N.

Rekneme, Ze mnozina A je konecna prave tehdy, kdyz zddné vlastni
podmnozina mnoZiny A neni ekvivalentni s mnozinou A.

Rekneme, ze mnozina B je nekone¢na prave tehdy, kdyz existuje alespon jedna
vlastni podmnoZzina mnoziny B, ktera je ekvivalentni s mnozinou B.

Priklad: Uvazuyme mnozinu N vSech piirozenych ¢isel a mnozinu S vSech
kladnych sudych ¢&isel. Zjistéte, zda jsou ekvivalentni.

Resent: Ptipomeneme, ze N = {1, 2, 3,4,5,...},S=1{2,4,6,8, 10,...}.
Uvazujme relaci R = {[x,y] e N x S; y = 2x}.

Relace R je prosté zobrazeni mnozZiny N na mnoZinu S, nebot’

ke kazdému x € N existuje pravé jedno y € S takové, ze [x,y] € R,

ke kazdému y € S existuje prave jedno x € N takové, ze [x,y] € R.
Tedy N ~ S.



MnozZina N vSech ptirozenych Cisel je nekonecna, nebot’ je ekvivalentni s
mnozinou S vSech kladnych sudych Cisel, pficemz S je vlastni podmnozinou
mnoziny N.

Necht A, B jsou kone¢né mnoziny. Pak plati: A ~ B < |A|=|B] , tedy dvé
kone¢né mnoZiny jsou ekvivalentni, pravé kdyz maji stejny pocet prvki.

Binarni operace v mnoziné

Definice 1: Necht M je libovolna neprazdnd mnoZina. Binarni operaci o
v mnoziné¢ M rozumime zobrazeni z mnoziny kartézského soucinu M x M do
mnoziny M.

e Jestlize v binarni operaci je vzoru [x,y] € M x M piifazen obraz z € M,
piSeme:
1. x oy =z prvek z e M se nazyva vysledek operace o.
2. o:MxM— M.

Poznamka 1. Zapisu [[x,y], z] € o, odpovidd zapis x o y = z (t]. z je vysledek
operace 0).

Priklad 1. a) Zapisu [[1,2], 3] € +, odpovida 1 + 2 =3 (tj. 3 je vysledek operace
sCitani Cisel 1 a 2).
binarni operace s¢itani soucet

b) Zapisu [[2,3], 6] € -, odpovidd 2 - 3 = 6 (j. 6 je vysledek operace
nasobeni ¢isel 2 a 3). \
binarni operace nasobeni soucin

Poznamka 2. Oznaceni bindrnich operaci: +, -, 0, %, 0O,..
Ptiklady binarnich operaci ve Skolské matematice:
1) Scitani (+), od¢itani (-), nasobeni (), déleni (:), umocnovani,...
(pracujeme s nimi v ¢iselnych mnoZinach).
2) Sjednoceni (), prinik (), rozdil ( - ), symetricky rozdil (4)
mnozin,... (pracujeme s nimi v systémech mnozin).

Urceni binarni operace: Tabulkou nebo ptredpisem.



Vlastnosti binarnich operaci:

Definice : Binarni operace o v mnozin¢ M, kterd ma vlastnost, ze je definovana
pro kazdou uspotadanou dvojici [x,y] € M x M, se nazyva operace neomezené
definovana v mnozin¢ M (zkrédcené operace definovana na mnozZin¢ M).
Znacime ND.

Symbolicky: x, ye M)(3ze M)[x oy =z].

Definice: Binarni operace © definovand na mnozin¢ M (je ND), se nazyva
komutativni pravé tehdy, kdyz plati:

x,yeM)[xoy=yox]
Znacime K.

Definice: Binarni operace o definovand na mnozin¢ M, se nazyva asociativni
prave tehdy, kdyz plati:

%7, zeM[(x0y) 0z=x0(yo2)].
Znacime A.

Definice: Necht v mnoziné M je definovana bindrni operace o. Existuje-li prvek
e € M, pro ktery plati:

xeM)[xoe=eox=xl].
Pak se prvek e € M nazyva neutralnim prvkem mnoziny M vzhledem k operaci
O

Znacime EN.

Pozndamka. Je-1i operace o komutativni, pak v zapisu vlastnosti EN Ize vynechat
jedna ze dvou stran rovnosti x © e nebo e o x.

Definice : Necht v mnozin€ M je definovana binarni operace o a necht’ e je
neutralni prvek mnoziny M vzhledem k operaci o. Prvek d € M nazyvame
inverznim prvkem k prvku a € M v operaci © v mnoziné M pravé tehdy, kdyz
plati:

aoca=aoa =e.

Jestlize (@ae M)adeM)[doa=aoa = e], tekneme, Ze ke kazdému prvku
mnoziny M existuje prvek inverzni vzhledem k operaci o. Znacime EI.

Poznamka . Je-1i operace o komutativni, pak v zapisu vlastnosti EI 1ze vynechat
jedna ze dvou stran rovnostid © @ = a © a.

Definice : Rikdme, Ze binarni operace o definovand na mnoziné M ma vlastnost
reSitelnost zakladnich rovnic pravé tehdy, kdyz plati:



a, beM))3ax,yeM)aox=b yoa =b].
Znacime ZR.

Poznamka. Je-1i operace o komutativni, pak v zapisu vlastnosti ZR Ize vynechat
jedna z vyrokovych forema o x =bneboy oa =b.

Definice: Necht’ v mnoziné M je definovdna binarni operace o. Existuje-li prvek
g € M, pro ktery plati:

xeM)[xog=gox=g].
Pak se prvek g nazyvé agresivnim prvkem mnoZiny M vzhledem k operaci o.

Urcovani vlastnosti operaci
I. Uréenych predpisem — piimym vypoctem
[I. Uréenych tabulkou:
ND - tabulka zcela vyplnéna prvky mnoziny M
K — tabulka soumérné podle hlavni diagonaly
A — kromé vyjimek nelze z tabulky pfimo poznat — viz dale
EN — existuje fadek a sloupec shodny se zdhlavim tabulky
El — v kazdém tadku a kazdém sloupci tabulky je neutralni prvek
ZR — v kazdém tadku 1 sloupci tabulky jsou v§echny prvky mnoziny M

Agresivni prvek g € M pozname tak, Ze v celém jemu pfisluSejicim fadku 1
sloupci se vyskytuje pouze prvek g.

UZzite¢né vztahy: K = ND, A = ND, EI = EN (uzivaji se v obménéném tvaru)
A = (El < ZR)

Urcovani asociativnosti z tabulek:

1. Pohledem (velmi ztidka)

2. Ovétenim vSech moznych trojic prvki (s vyuzitim cviceni 9 — 13, s. 123 —
124) (téZkopadné a zdlouhavé)

3. Vyuzitim obmény implikace A = ND a implikace A = (EI < ZR)



4. Podle tvrzeni: ,, Operace, kterd spliiuje EN A EI A ZR a soucasné neni
asociativni, existuje na mnoziné o nejméné péti prvcich®.

Uziti na prikladech:

ad 1. Napt. ol a b o
al a a a
bl a a a
cla a a

vvvvvv

rozdilna pravdivostni hodnota, pak operace neni asociativni. Jsou-li u El a ZR
pravdivostni hodnoty 1, pak postupujeme podle bodu 4 (v pisemnych pracich
jsou zadavany tabulky o maximalné ¢tyfech prvcich). Jsou-li u EI a ZR
pravdivostni hodnoty 0, pak je nutno postupovat podle bodu 1 nebo 2. Zpravidla
jde o bod 1, kdy ur€ime asociativnost ptimo z tabulky.

Algebraické struktury s jednou operaci

Uspotadana dvojice (M, ©0), kde M je neprazdna mnozina, ve kter¢ je definovana
binarni operace o, se nazyva algebraicka struktura s jednou operaci.

Priklad : Ptiklad algebraickych struktur: (N, +), (C, -), (Q - {0}, 1), (R, *)

Definice:
I. Algebraickd struktura (M, o) se nazyva grupoid pravé tehdy, kdyz

operace © je neomezen¢ definovana v mnoziné M (ND).

II. Grupoid (M, o), jehoz operace © je asociativni, se nazyva pologrupa
(ND, A).

[II.  Pologrupa (M, o) takova, Ze v M existuje neutrdlni prvek vzhledem
k operaci (M, o) a ke kazdému prvku a € M existuje prvek inverzni a €
M, se nazyva grupa (ND, A, EN, EI).

Jestlize v ptipadech L., II., III. je operace o komutativni, pak hovotime o
komutativnim grupoidu, komutativni pologrup¢, komutativni grupé.



Vlastnost operace o Algebraicka struktura
ND Grupoid
ND K Komutativni grupoid
M,o) |ND A Pologrupa
ND A K Komutativni pologrupa
ND A EN EI Grupa
ND A EN EI K Komutativni grupa

Priklady algebraickvch struktur s jednou operaci

1. (N, +) ... komutativni pologrupa s neutralnim prvkem e = 0

2. (N, -) ... neni ani grupoid

4. (N, -) ... komutativni pologrupa s neutralnim prvkem e = 1

5. (N, :) ...neni ani grupoid

6. (C, +) ... komutativni grupa

7.(C, -) ... grupoid s vlastnosti ZR

operace od¢itanineni K: a-x=b y-a=b,x=a-b y=b +a,
a—beC b+ aceC,tj. obe¢rovnice jsou pro lib. a, b € C vzdy fesitelné
8. (C, ) ... komutativni pologrupa

9.(C, :) ...neni ani grupoid

10. (Q, +), (R, +) ... komutativni grupy s neutralnim prvkem
11.(Q, -), (R, -)... grupoid s vlasnosti ZR

12.(Q, ), (R, -)... komutativni pologrupy

13.(Q, :), (R, :)... neni ani grupoid

14. (Q- {0}, ), (R - {0}, -) ... komutativni grupa

Duikazy v komutativni grupé:

ab =a b,

Qll

=a, a-c=b-c= a=>b apod.
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(6,0) L

Necht’ 1 je vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny G na mnozinu H, necht’
(G, 0), (H, D) jsou alg. struktury (alespon grupoidy). Pak zobrazeni f nazveme
izomorfismus (G, o) na (H, D), jestlize plati:

(Vx,yeG) fxoy)=fx)ofy).
PiSeme (G, o) = (H, D).
Necht (G, 0), (H, o) jsou struktury (alesponi grupoidy), necht’ (G, o) = (H, o)
(). obé& struktury jsou izomorfni). Pak plati:
1.G ~H.

2. Ma-li jedna z operaci o, o nékterou z vlastnosti K, A, EN, EI, ZR, m4 tuto
vlastnost 1 druha z téchto operaci.
Ob¢ operace maji tedy tytéz vlastnosti.

3. Ob¢ algebraické struktury (G, o), (H, 0) jsou téhoz typu.

Priklad: Necht G={a, b, ¢, d}, H=1{1, —1, i, —i}.

ola b cd

ala b c d
b(b a d ¢

o
¢)
o
on
o




1 -1 1 -1

1) 1-11 -

-1{-1 1-1 1
1|1 -1-11

-1 -1 1 1-1

Mnozina H je mnozina vSech feSeni rovnice x* = I v oboru komplexnich &isel,
operace - na mnozin¢ H je pak ,,oby€ejné*‘ nasobeni. Kdo neni seznamen s
komplexnimi €isly, tomu postaci védét, ze i - i = —1.

Definujeme-li nyni vzajemné jednozna¢né zobrazeni f mnoziny G na mnozinu H
piedpisem f(a) = 1, f(b) = —1, f(c) =i, f (d) = —i, snadno se presvédCime
pohledem na tabulky, Ze toto zobrazeni je izomorfismus, tedy plati vztah

(G, o) = (H, ).



