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Uvod

Tato publikace je urcena pro studentky a studenty prezencniho i kombinovaného
studia ucitelstvi prvniho stupné zakladni skoly. Pokryva znacnou cast obsahu vyuky
matematiky prvniho a c¢astecné druhého semestru na Pedagogické fakulté Masarykovy
univerzity v Brné.

Jednou ze zakladnich tloh vyucovani matematiky na prvnim stupni zakladni skoly
je budovani pojmu pfirozeného d¢isla. Ucitel, ktery vyucuje matematiku na prvnim
stupni zakladni skoly, musi znat zpiisob budovani pojmu prirozeného c¢isla v matematice
jako védé, ale hlavné ve Skolské matematice. K tomu je pro uditele prvniho stupné ZS
nezbytné, aby ovladal zakladni pojmy logiky, intuitivni teorie mnozin a binarnich relaci,
které jsou prostfedkem pro budovani poznatkil o prirozenych cislech. Ukazuje se totiz,
ze ty nejelementarnéjsi pojmy z aritmetiky, s nimiz budete jednou seznamovat své zaky,

vvvvvv

diikladnou znalost vyrokové logiky, teorie mnozin a binarnich relaci.

Z popsanych divodt je cela prvni kapitola této publikace vénovana vyrokové
logice, zédkladnim poznatkiim o mnozinach a stavbé matematickych vét. Druha kapitola
shrnuje ucivo z oblasti binarnich relaci, jejich vlastnosti a zobrazeni mezi mnozinami.
Obé kapitoly jsou koncipovany tak, Ze pribézné ctenare seznamuji se zakladnimi
pojmy uvedenych oblasti, na které navazuji fesené ulohy. Zavér obou kapitol shrnuje
vyuziti vyrokové logiky, zékladnich poznatk o mnozinach a binarnich relacich v uc¢ivu
matematiky prvniho stupné ZS. Kazda podkapitola je na konci doplnéna tlohami k
procviceni s vysledky, pfipadné navody k jejich fesSeni.

Pti zpracovani této publikace autofi vychéazeli z obsahu vyuky matematiky na prvnim
stupni zéakladni skoly.

Poznamenejme, zZe v celé publikaci budeme pouzivat nasledujici oznaceni pro ciselné
mnoziny:

N - mnozina vSech pfirozenych ¢isel,

Np - mnozina vSech pfirozenych ¢isel (véetné nuly),
Z - mnozina vSech celych ¢isel,

Q - mnozina vsech racionalnich cisel,

R - mnozina vSech redlnych cisel.

P1i studiu elementarni matematiky vam, mili studenti, pfejeme mnoho tspéchii.

V Brné v ¢éervenci 2020

Autori



1 Uvod do vyrokové logiky a zakladni poznatky o
mnozinach
1.1 Vyrokova logika

P1i dorozumivani mezi lidmi v bézném zivot€, v riiznych oblastech lidské ¢innosti a v ma-
tematice vyslovujeme mnoho vyrokii. Pojem vyrok je zakladnim pojmem vyrokové logiky,
ktera se zabyva studiem rtznych forem mysleni a vyjadfovani a studiem pravidel sprav-
ného usuzovani. Poznatky z vyrokové logiky nam pak umozni piesné a logicky formulovat
myslenky.

1.1.1 Vyroky

Vyrokem rozumime kazdé srozumitelné sdéleni, které je pravdivé nebo nepravdivé,
pricemz z obou téchto moznosti nastane pravé jedna.

V pripadé, ze dané sdéleni je vyrokem a je

e pravdivé, hovofime o pravdivém vyroku nebo fikdme, Ze vyrok plati.
e nepravdivé, hovofime o nepravdivém vyroku nebo fikame, Ze vyrok neplati.

Nékdy nejsme schopni rozpoznat hned, zda dané sdéleni je ¢i neni vyrok. Zde si pak
muzeme pomoci otazkou ” Je pravda, ze...?” tykajici se daného sdéleni - pokud tato otazka
ma smysl, pak je dané sdéleni vyrokem.

Ve vyrokové logice nas nezajima konkrétni obsah jednotlivych vyrokid, ale pouze
jejich pravdivost. Je-li vyrok pravdivy, fikdme, Ze ma pravdivostni hodnotu 1, je-li
vyrok nepravdivy, fikame, ze ma pravdivostni hodnotu 0. Je ziejmé, Ze rozhodnout
o pravdivosti nékterych vyroki je velmi obtizné ba dokonce nemozné, zcela jisté vsak
pravé jedna z téchto dvou moznosti nastane.

Priklady vyroka:

Praha je hlavni mésto Ceské republiky. (pravdivy vyrok)

Moskva je hlavni mésto Ukrajiny. (nepravdivy vyrok)

8 — 3 > 7 (nepravdivy vyrok)

12 + 7 =19 (pravdivy vyrok)

2H; + Oy = 2H50. (pravdivy vyrok)

Kral Karel IV. dostal v fijnu roku 1347 rymu. (vyrok, o jehoZ pravdivosti nejsme
schopni rozhodnout)

Priklady sdélent, kterd nejsou vyroky:

Utikej!
3+6-1
Prijdes?
z>7T
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Specialnimi pfipady pravdivych vyrokd jsou matematické véty, o kterych bude
pojednano podrobnéji v kapitole 1.5.2. Mezi vyroky fadime rovnéz tzv. hypotézy.

Hypotéza (domnénka) je vyrok, u kterého nejsme v daném okamziku schopni
rozhodnout, zda je pravdivy, ¢i nepravdivy. Vysloveni hypotézy byva spojeno s védeckym
badanim, kdy formulujeme hypotézu, jejiz pravdivost zatim pouze predpokladame. Tento
predpoklad je vSak tfeba ovérit napiiklad zkouméanim nebo experimentem, na jejichz
zakladé dospéjeme k vysledku, ktery pravdivost vyslovené hypotézy bud potvrdi, nebo
vyvrati. S hypotézami se rovnéz setkdvame v bézném zivoté, kde jsou obvykle spjaty s
budoucnosti.

Priklady hypotéz:

e Na planeté Mars existuje zivot.
e Pristi tyden budeme psat pisemku z matematiky.
e V jezere Loch Ness zije lochnesska ptisera.

Priklad 1.1 Urcete, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou vyroky, pfipadné hypotézy. V
pripadé vyroki rozhodnéte o jejich pravdivosti.

Reste nerovnici 2z — 5 < 7.

Pro kazdé prirozené ¢islo x plati, ze 2x — 5 < 7.
Existuje prirozené ¢islo z, pro které plati 2z —5 < 7.
Dvé strany trojuhelnika jsou shodné.

Brno ma vice nez milion obyvatel.

V Brné sidli univerzita.

Pro kazda dvé cela cisla a, b plati, ze 3+a — b= 1.
20 — 5 <7,

Cislo 2 je délitelem &isla 10.

Cislo 3 neni délitelem ¢isla 10.

T ErRIZal T

—
~— —

k) 3+a-—0,
1)  Snézi?
Resend:

Tvrzeni a), d), h), k), 1) nejsou vyroky.
Tvrzeni c), f), 1), j) jsou pravdivé vyroky.
Tvrzeni b), e), g) jsou nepravdivé vyroky.

Poznamka 1.1  a) Pravdivy vyrok "Cislo 2 je délitelem &sla 10.” z pitkladu 1.1 i)
miizeme také formulovat: ” Cislo 10 je délitelné ¢islem 2.” nebo ” Cislo 10 je ndsobkem
¢isla 2.” Tyto tfi vyroky miizeme zapsat symbolicky 2 | 10.

b) Pravdivy vyrok ”Cislo 3 neni délitelem ¢&isla 10.” z ptikladu 1.1 j) mfizeme také
formulovat: ”Cislo 10 neni délitelné ¢islem 3.” nebo ”Cislo 10 neni nasobkem ¢isla
3.” Tyto tfi vyroky miZzeme zapsat symbolicky 3 f 10.



1.1.2 Logické spojky, sloZzené vyroky a vyrokové formule

V odstavci 1.1.1 jsme se seznamili s jednoduchymi vyroky, které byly po strance jazykové
jednoduchymi vétami. Tak jako v bézném zivoté nemluvime pouze v jednoduchych
vétach, ale pomoci rtznych spojek z nich vytvarime souvéti, v logice postupujeme
obdobnym zptisobem - pomoci tzv. logickych spojek vytvarime z jednoduchych vyroki
vyroky sloZené.

Pro snazsi praci s jednoduchymi i sloZzenymi vyroky pouzivame ve vyrokové
logice malé tiskaci pismena, napi. p, q, r,..., kterd zastupuji konkrétni vyrok s prav-
divostni hodnotou bud 0, nebo 1. Tomuto oznadeni vyroku fikdme vyrokova proménna.

Zakladnimi slozenymi vyroky jsou nasledujici vyroky:

Negaci vyroku p rozumime vyrok —p, ktery je nepravdivy, je-li vyrok p pravdivy
a je pravdivy, je-li vyrok p nepravdivy.

Konjunkci vyroku p, ¢ rozumime vyrok p/Agq, ktery je pravdivy, jsou-li oba vyroky
P, q pravdivé.

Disjunkci vyroku p, ¢ rozumime vyrok pV g, ktery je pravdivy, je-li alespon jeden
z vyroku p, q pravdivy.

Ostrou disjunkci vyroku p, g rozumime vyrok p V ¢, ktery je pravdivy, je-li prave
jeden z vyrokt p, q pravdivy.

Implikaci vyroka p, ¢ rozumime vyrok p = ¢, ktery je nepravdivy, je-li vyrok p
pravdivy a vyrok g nepravdivy.

Ekvivalenci vyroku p, ¢ rozumime vyrok p < ¢, ktery je pravdivy, maji-li oba
vyroky p, ¢ stejnou pravdivostni hodnotu.

V tabulce 1.1 jsou pro prehlednost uvedeny zakladni slozené vyroky s jejich zapisy a
prislusné logické spojky.

Poznamka 1.2  a) Negovéani vyroku p znamend vytvofeni jeho negace —p a je zalo-
zeno na skutecnosti, ze pravdivost vyroku p a jeho negace —p se navzajem vylucuji.
Negovat jednoduchy vyrok lze predfazenim slova "ne” pfed sloveso, eventuelné po-

moci slovniho spojeni "neni pravda, ze...”, pripadné zaménou slovesa ”je” za "neni”.
Postup pfi negovani jednoduchych vyrokt bude vysvétlen nize na konkrétnich pii-
kladech.

b) Pro implikaci vyroki p = ¢ muzeme pouzit také formulace: ”p implikuje ¢”, ”je-li

NN %N

p, pak q”, "q, jestlize p”, ”p implikuje q.

c¢) Pro ekvivalenci vyrokl p < ¢ miZzeme pouzit také formulaci: ”vyrok p je ekvivaletni
s vyrokem ¢”.
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Tabulka 1.1: Logické spojky a zakladni slozené vyroky

vyroky | nazev vyroku zapis vyroku | ¢teni logické spojky logicka spojka
P Negace vyroku p -p nent pravda, Ze plati. .. -
D, q Konjunkce vyroku p, ¢ pAgQ a, a soucasné, a zdroven A
P, q Disjunkce vyroku p, ¢ pVyq nebo \%
D, q Ostra disjunkce vyroku p, ¢ pVyq bud ..., anebo W
D, q Implikace vyroku p, g p=q jestlize ..., pak =
D, q Ekvivalence vyroku p, ¢ pEgq prdaveé tehdy, kdyz &

Tabulka 1.2: Tabulka pravdivostnich hodnot zakladnich slozenych vyroki

vyrok | vyrok || negace | konjunkce | disjunkce | ostra disjunkce | implikace | ekvivalence
p q -p PAg pVvVyq pVgq p=4q pP<=q
1 1 0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 0 0 1 1

Priklad 1.2 Je dana dvojice vyroku p, g¢:
p:  Prsi.
7 vyrokt p, g utvoite slozené vyroky —p, =q, pAq, pVq,pV q,p=q, p < q.

Resent:

—|p:

—|q:
PAG:
Vg
pVq
p=q:
D <=q

Stejné jako u jednoduchych vyrokt se ani u slozenych vyrokt nezabyvame jejich ob-
sahem, ale jejich pravdivostni hodnotou. Pravdivostni hodnotu slozeného vyroku urc¢ime
z pravdivostnich hodnot jednoduchych vyrokt, z nichz je slozeny vyrok vytvoren. Prav-

Neprsi.

q:

Nejedu k babicce.
Prsi a jedu k babicce.

Prsi nebo jedu k babicce.

Jedu k babicce.

Bud prsi, nebo jedu k babicce.
Jestlize prsi, pak jedu k babicce.
Prsi prave tehdy, kdyz jedu k babicce.

divostni hodnoty zakladnich slozenych vyrokt uvadi tabulka 1.2.




Priklad 1.3 Je dana dvojice vyroku p, ¢, z nichz p je pravdivy a ¢ nepravdivy:

p:  Cislo 6 je délitelné t¥emi. q: Cislo 12 je nasobkem ¢isla 5.
Z vyroku p, q utvorte slozené vyroky —p, =q, pAq, pV g, p NV ¢, p = q, p <& qas
vyuzitim tabulky 1.2 rozhodnéte, které z nich jsou pravdivé a které nepravdivé.

Resent:
—p: Cislo 6 neni délitelné tfemi. (nepravdivy vyrok)
—q:  Cislo 12 neni nasobkem ¢&isla 5. (pravdivy vyrok)
pAq: Cislo 6 je délitelné tfemi a zaroveni ¢islo 12 je nasobkem ¢isla 5.
(nepravdivy vyrok)
pV q: Cislo 6 je délitelné tfemi nebo ¢islo 12 je nasobkem &isla 5. (pravdivy virok)
pV q: Bud je ¢islo 6 délitelné tiemi, nebo ¢islo 12 je ndsobkem ¢isla 5.
(pravdivy vyrok)
p = q: Jestlize ¢islo 6 je délitelné tiemi, pak ¢islo 12 je nasobkem cisla 5.
(nepravdivy vyrok)
p < q: Cislo 6 je délitelné tiemi pravé tehdy, kdyz ¢islo 12 je nasobkem ¢isla 5.
(nepravdivy vyrok)

Poznamka 1.3 Jednoduché vyroky p, ¢ a slozené vyroky z nich vytvorené vz piikladu
1.3 1ze zapsat pomoci matematické symboliky takto:

p: 316, g 5112, -p: 3 /6,
-q: 5 f12 pAq 3|6 A 5|12, pVaqg 3|6V 5|12,
pVqg 3|6V 5|12 p=q 3|6=5]|12 peq 364512
Priklad 1.4 Zformulujte negace jednoduchych vyroki a urcete jejich pravdivostni
hodnoty:
p1: 3+95 <8,

pa: Cislo 6 je prvoéislo.
pst V32 =28,
ps: Cislo 5 neni délitelem &isla 100.
ps: D46 > 2.
Resent:
—p1: 3+ 5> 8, (pravdivy vyrok)
—po:  Cislo 6 neni prvoéislo. (pravdivy vyrok)
—p3: /32 # 2¢/8, (nepravdivy virok)
—ps: Cislo 5 je délitelem ¢isla 100. (pravdivy vyrok)
—ps: b+ 6 < 2. (nepravdivy vyrok)

V nésledujicim textu vymezime soubor znakt, s nimz operujeme ve vyrokové logice.
Tento soubor nazyvame abecedou vyrokové logiky a tvoii jej

znaky pro vyrokové proménné: p, q, r, s,...

znaky pro konstanty P a N, kde P, resp. N znaci pravdivy, resp. nepravdivy vyrok,
znaky pro logické spojky: =, A, V, V, =, <,

pomocné znaky: (), [], { }.
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Pomoci vyse uvedenych znaku abecedy vyrokové logiky mutzeme vytvaret tzv.
vyrokové formule. Tvofime je podle nasledujicich pravidel:

1. Kazda vyrokova proménna p, q, r, s,... je vyrokovou formuli.

2. Konstanty P a N jsou vyrokové formule.

3. Jestlize vyrazy p, g jsou vyrokové formule, potom i =p, ¢, pAq, pVq,pV q, p = q,
p < q jsou vyrokové formule.

4. 7Z&dné jiné vyrazy nejsou vyrokové formule.

Vyrokova formule je tedy takovy zapis, ktery obsahuje vyrokové proménné, logické
spojky a zavorky, ze kterého po dosazeni konkrétnich vyrokd za vyrokové proménné
dostaneme vyrok. Vyrokovymi formulemi vyjadiujeme sled logickych operaci, pii jejichz
tvorb& budeme vychézet z néasledujicich zasad:*

e logické operace v zavorkach maji prednost pred logickymi operacemi vné zavorek,
e znak — mé prednost pred ostatnimi logickymi spojkami,
e logické spojky A, V, V maji pfednost pied logickymi spojkami =, <.

Priklady vyrokovych formuls:

[ ]

e D Vr R

o (rA=q)V(-pAg),

o [p=aA(@=r)]={@=q.
Poznamka 1.4 Vymezenim pojmu pro vyrokovou formuli vyse je zfejmé, zZe libovolna
posloupnost vytvorena ze znakt abecedy vyrokové logiky nemusi byt vyrokovou formuli.
Napfiiklad posloupnosti znaki (p = ¢)A nebo (p =) V ¢ nejsou vyrokové formule.

Priklad 1.5 Zapiste prostfednictvim vyrokovych formuli nasledujici slozené vyroky:

Prijde Adam, ale Filip ne.
Ze sourozencu Adam, Filip pfijde nejvyse jeden.
Ze sourozenctu Adam, Filip pfijde alespon jeden.

NSRS

d) Ptijde Adam a Filip.

e) Bud pfijde Adam nebo Filip.

f) Kdyz prijde Adam, tak nepfijde Filip.

g) Prijde pravé jeden ze dvojice Adam, Filip.

h) Z trojice Adam, Filip, Katka pfijdou vSichni.

i) Z trojice Adam, Filip, Katka nepfijde nikdo.

j)  Jestlize ptijde Adam, pak nepfijde ani Filip ani Katka.
k) Jestlize pfijde Adam a Filip neptijde, pak ptijde Katka.

—
~—

Katka s Filipem pfijdou pravé tehdy, kdyz neptijde Adam.

Reseng:

'Rada publikaci, které se zabyvaji vyrokovou logikou, vychazi pfi tvorbé vyrokovych formuli z odlis-
nych zasad. My jsme pravidla pro tvorbu vyrokovych formuli pfevzali z publikace (Bartsch, 1987).



Oznacme vyroky:
a: Prijde Adam. f: Prijde Filip. k: Prijde Katka.

Symbolické zapisy slozenych vyrokt prostfednictvim vyrokovych formuli jsou

a) a A, b) ~aV —f, c)aVf, d)anf,
e)aV f, f)a=~f, g aVf, h) a A f Ak,
i) ma A= f A -k, j) a= (=f N—k), k) (aN=f) =k, ) (A f) < —a.

Pravdivostnim ohodnocenim vyrokové formule rozumime urceni jeji pravdi-
vostni hodnoty v zavislosti na pravdivostnich hodnotach vyrokovych proménnych, z nichz
je slozena. Pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule provadime na zakladé tabulky prav-
divostnich hodnot 1.2.

Priklad 1.6 Provedte pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule

p=(@=r)]elPpArg=r1]

Reseni: Pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule provedeme pomoci tabulky, do je-
jihoz zahlavi nejdiive zapiSeme zadanou vyrokovou formuli. Do tabulky dale zapiSeme
pod vyrokové proménné p, g, r (zleva) vSechny variace jejich moznych pravdivostnich
hodnot. Nasledné ohodnotime vyrokové formule v kulatych zavorkiach ¢ = rap A ¢
(tj. jejich pravdivostni hodnoty zapiSseme do tabulky pod jejich pfislusné logické spojky)
a analogicky vyrokové formule v hranatych zavorkiach p = (¢ = r) a (p A q) = r. Prav-
divostni hodnoty téchto slozenych vyrokovych formuli ur¢ime dle tabulky 1.2. Na zavér
ohodnotime vyrokovou formuli s hlavni logickou spojkou < opét dle tabulky 1.2.

b = (¢ = 7] & [ AN g = 7
1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 1 1 0
1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 0 1 0 1 0 1
0o 1 1 1 1 1 0 1
01 1 0 0 1 0 1
o 1 0 1 1 1 0 1
01 0 1 0 1 0 1

S ohledem na pravdivostni ohodnoceni vyrokovych formuli rozliSujeme nasledujici
typy:

1. Tautologie je vyrokova formule, ktera pro libovolné pravdivostni hodnoty svych
vyrokovych proménnych nabyva vzdy pravdivostni hodnotu 1.

2. Kontradikce je vyrokova formule, ktera pro libovolné pravdivostni hodnoty svych
vyrokovych proménnych nabyva vzdy pravdivostni hodnotu 0.

3. Splnitelné formule je vyrokova formule, ktera neni kontradikce ani tautologie.
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Poznamka 1.5 Vyrokova formule [p = (¢ = r)] < [(p A q) = 7] z piikladu 1.6 je
tautologie (vzdy pravdiva), viz 6. sloupec v tabulce pravdivostnich hodnot.

Priklad 1.7 Dokazte, ze vyrokova formule p V —p je tautologie a vyrokova formule
p A —p je kontradikce.

Reseni: Diikaz podava tabulka pravdivostnich hodnot:

Pl p | pVp | pATp
1 0 1 0
1 1 0

Piiklad 1.8 Dokazte, ze vyrokova formule [(p = ¢) A (¢ = )] = (p = r) je tautologie.

Reseni: Diikaz podava tabulka pravdivostnich hodnot:

<
~—

(r = o AN (¢ = 1) (p

1 1 1 1

=
1
1
1
1
1
1
1
1

H»—‘»—‘HOHO»—‘U,

[ elNeNell S
— R RO O
OO = M= OO
O OO OO
R, O, R~~~k O
O RO RO FkOK

Poznamka 1.6 Maji-li dvé vyrokové formule v; a vy stejnych vyrokovych proménnych
stejné pravdivostni ohodnoceni, pak se nazyvaji logicky ekvivalentni vyrokové for-
mule. Zapisujeme je symbolem v; ~ wvy. Je ziejmé, ze vyrokova formule v; < vy je
tautologii. Po dosazeni jednoduchych vyroki za vsechny vyrokové proménné do logicky
ekvivalentnich vyrokovych formuli v; a vy ziskdme dvojici vyrokt, které nazyvame logicky
ekvivalentni vyroky.

Piiklad 1.9 Dokazte, Ze vyrokové formule —(p < ¢) a (p A —q) V (=p A q) jsou logicky
ekvivalentni.

Reseni: Provedeme pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule

[—(p e 9] [(pA—q)V (—pAqg).

Dukaz podava tabulka pravdivostnich hodnot:

- e d = [ A~ V (tp A q)
0 I 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1
1 10 0 1 1 1 1 1 0 0 0
1 00 1 1 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
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Z tabulky je patrné, ze vyrokova formule [-(p < ¢)] < [(p A —q) V (-p A q)]
je tautologie. Vyrokové formule —(p < ¢) a (p A —q) V (-p A ¢) jsou tedy logicky
ekvivalentni, nebot maji stejné pravdivostni hodnoty. Skute¢nost, Ze se jedna o logicky
ekvivalentni vyrokové formule, zapiSeme

“(peq)~@A-qV(pAg).
Priklad 1.10 Uvazujme vyroky

s: 'V sobotu bude prset.
n: 'V nedéli bude prset.
p:  Pljdeme na prochazku.

Zapiste symbolicky slozené vyroky

v1: Jestlize bude v sobotu nebo v nedéli prset, pak neptijdeme na prochazku.
ve: Jestlize ptijdeme na prochéazku, pak nebude prset ani v sobotu ani v nedéli.

a rozhodnéte, zda jsou vyroky vy, vy logicky ekvivalentni.

Resent: Slozené vyroky vy, v, zapiSeme symbolicky pomoci vyrokovich promén-
nych s, n, p nasledovné:

v1: (sVn)= -p, ve: p= (s A -m).

Provedeme pravdivostni ohodnoceni vyrokové formule [(s V n) = —p] < [p = (=s A —n)]
pomoci tabulky pravdivostnich hodnot:

GV = 9 & b = (s A )
1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0
1 1 0 O 0 1 1 0 0 0 1
1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1
0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0
0o 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0
0O 0 O 1 0 1 1 1 1 1 1
0O 0 O 1 1 1 0 1 1 1 1

Z tabulky pravdivostnich hodnot je zfejmé, ze vyrokova formule
[(s Vn) = —p] & [p= (s A )]
je tautologie a slozené vyroky vy, vs jsou logicky ekvivalentni, tj. v ~ vs.

Pti hlubsim studiu matematiky se vyuziva fada ekvivalentnich vyrokovych formuli.
Zékladni ekvivalentni vyrokové formule vyjadiujici komutativnost konjunkce a disjunkce
vyrokt jsou uvedeny ve vztazich 1.1 a 1.2. Mezi zakladni ekvivalentni vyrokové formule,
které vyjadiuji asociativnost konjunkce a disjunkce vyroki, fadime vztahy 1.3 a 1.4:

(pAq)~ (g ADp), (1.1)



Zaklady elementarni matematiky s didaktikou pro uéitelstvi 1. stupné ZS 12

(pVaq)~(qVp), (1.2)
PAg) AT ~pA(gAT), (1.3)
(pVaVr~pVi(gVr), (1.4)

Ekvivalentni vyrokové formule vyjadiujici vzajemnou distributivnost konjunkce a
disjunkce vyroki zaznamenavaji vztahy 1.5 a 1.6.

pA(@VT)~(PAgQV(pAT), (1.5)

pVgAr)~ (Vg ApVr), (1.6)

Ekvivalentni vyrokové formule 1.7 a 1.8 nazyvame de Morganovymi zakony a po-
uzivame je spolecné se vztahy 1.9, 1.10, 1.11 pfi negovani slozenych vyrok.

~(pVq) ~—pAg, (1.7)
(pAq) ~p Vg, (1.8)
~(pVa) ~peg, (1.9)
~(p=q) ~p Ay, (1.10)
~(peq) ~p Vg, (1.11)

Ekvivalentni vyrokové formule 1.12, resp. 1.13, resp. 1.14 nazyvame zakon dvojité
negace, resp. zakon o vylouceni tieti moznosti, resp. zakon sporu.

=(=p) ~ p, (1.12)
(pV—p)~ P, (1.13)
(p A —p) ~ N. (1.14)

Bézné pouzivané ekvivalentni vyrokové formule uvadi vztahy 1.15 a 1.16.

peqg~@=q9 N (= Dp), (1.15)

p=q~-pVg. (1.16)

Ponechavame na samotném c¢tenari, aby si vySe uvedené tautologie 1.1 - 1.16 ovéril
pomoci tabulky pravdivostnich hodnot.
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Priklad 1.11 Zapiste symbolicky slozené vyroky a zformulujte jejich negace dle pravidel
1.7-1.11:

a) Dam si zmrzlinu nebo ¢okoladu.
b) Nedam si zmrzlinu ani ¢okoladu.
c) Jestli si ddm zmrzlinu, nedam si ¢okoladu.
d) Zmrzlinu si ddm, kdyZ si neddm ¢okoladu.
Resent: Ozna¢me vyroky:
p:  Dam si zmrzlinu. q: Dam si ¢okoladu.

Slozené vyroky a jejich negace urcené pomoci pravidel 1.7 - 1.11 zapiSeme sym-
bolicky prostfednictvim vyrokovych formuli takto:

slozeny vyrok | negace slozeného vyroku
a) PV —pA g
b) | —pA—q pVa
c) p=q pAq
)| pe—g PV ~q

Negace slozenych vyrokt z tabulky zapiseme slovy takto:

a) Nedam si zmrzlinu ani ¢okoladu.

b) D&am si zmrzlinu nebo ¢okoladu.

c¢) Dém si zmrzlinu i ¢okoladu.

d) Bud si ddm zmrzlinu, nebo si neddm ¢okoladu.

Priklad 1.12 Zapiste symbolicky sloZené vyroky a zformulujte jejich negace dle pravidel
1.7 - 1.11:

) 3> — 3\
) 2\6:$ 12
c) 1+1=3V 2.5=10.

Reseni: Oznac¢me vyroky:

a) r: 3>-5h s: 3|15
b) t: 2|6 w212
c) v: 14+1=3 w: 2-5=10

Slozené vyroky a jejich negace urcené pomoci pravidel 1.7 - 1.11 zapiSeme sym-
bolicky prostfednictvim vyrokovych formuli takto:

slozeny vyrok | negace slozeného vyroku
a) rAS —rV —s

b) t=u tA—u

c) vVw v A\ —w
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Negace slozenych vyroku z tabulky zapiSeme matematicky takto:

a) 3<-5V 3 f15.
b) 2[6 A2 J12.
¢) 1+1#3 A 2-5%#10.

V zéavéru tohoto odstavce uvedeme slovni tlohu, pfi jejimz feseni vyuzijeme znalosti
z vyrokové logiky.

Priklad 1.13 Tri stroje v dilné jsou v provozu podle néasledujicich podminek: Pracuje-li
prvni stroj, pracuje i druhy. Pracuje druhy nebo tieti stroj. Nepracuje-li prvni stroj, ne-
pracuje ani tfeti. Kolik existuje riznych situaci, pfi nichz jsou splnény vSechny podminky?

Resent:
Oznacme vyroky:

p:  Pracuje prvni stroj. d: Pracuje druhy stroj. t:  Pracuje tieti stroj.

Zadané podminky pro vyroky p, d, t vyjadfime prostifednictvim slozenych vy-
roku takto: p = d, d Vt, =p = —t. Situaci, kdy uvedené slozené vyroky jsou soucasné
pravdivé, zapiSeme vyrokovou formuli (p = d) A (d V t) A (—p = —t), jejiz pravdivostni
ohodnoceni je urceno v tabulce:

pld|t||-p|—-t|p=d|dVt|-p=-t|(p=d AdVL)A(-p= —t)
1/1]1] 010 1 1 1 1
1110} 0 |1 1 1 1 1
1jo|1] 0|0 0 1 1 0
1{o]|0] 0|1 0 0 1 0
O[1]|1] 110 1 1 0 0
oj1]0] 1|1 1 1 1 1
0[0|1] 11]0 1 1 0 0
0(0j0| 1|1 1 0 1 0

7 posledniho sloupce tabulky je zfejmé, ze vyrokova formule
(p=d)N(dVt)N(-p=—t)
je pravdiva ve t¥ech piipadech. Uloha m4 tedy tii FeSent:
1. vSechny tii stroje pracuji soucasné,

2. pracuje prvni a druhy stroj, tfeti stroj nepracuje,
3. pracuje jen druhy stroj.
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1.2 Uvod do teorie mnoZin

V matematice se pfi hlubsim zkoumani vyrokt neobejdeme bez pojmu mnozina, ktery je
jednim ze zakladnich pojmt matematiky, jehoz intuitivni pojeti je zalozené na predstave
souboru. V bézném jazyce pouzivame v konkrétnich situacich misto pojmu mnozina
jinych nazv, jako napfiklad hromada (brambor), skupina (lidi), stddo (ovci), sbirka
(zndmek) apod. Mnozinu charakterizujeme jako soubor (souhrn, skupinu) navzijem
riznych objektt, kdy u kazdého objektu nastane pravé jedna ze dvou moznosti - bud do
uvazovaného souboru patri, nebo nepatii. Poznamenejme, ze uvedené formulace mnoziny
neni jeji definici, je to pouze intuitivni popis pojmu mnoziny, ktery je pro ucely skolské
matematiky dostacujici.

Priklady mnoZin:

mnoZina obyvatel Ceské republiky,

mnozina studentt 1. roéniku na Masarykové univerzité v Brné v roce 2019,
mnozina zvirat zijicich na Mésici,

mnozina bodl na piimce,

mnozina vSech pfirozenych ¢isel.

Mnoziny budeme oznacovat velkymi tiskacimi pismeny, napi. A, B, M, pripadné
velkymi psacimi pismeny, napt. A, B, M... Jednotlivé objekty, které do dané mnoziny
patii, nazyvame prvky mnoziny. Znacime je zpravidla malymi tiskacimi pismeny, napft.
a, b, x,y.

Skutecnost, ze objekt a patii do mnoziny A, zapisujeme a € A.

Zapis a € A ¢teme: ”prvek a je prvkem mnoziny A”,
"prvek a nalezi mnoziné A”,
"prvek a patii do mnoziny A,
"prvek a nalezi do mnoziny A”.

Skutecnost, ze objekt b neni prvkem mnoziny A, zapisujeme b ¢ A.

Zapis b ¢ A ¢teme: ”prvek b neni prvkem mnoziny A”,
"prvek b nenalezi mnoziné A”,
"prvek b nepatii do mnoziny A”,
"prvek b nenélezi do mnoziny A”.

Je patrné, Ze pro kazdou mnozinu A a pro kazdy objekt a nastane pravé jedna z téchto
dvou moznosti: bud a € A, nebo a ¢ A.

Mnozinu, ktera neobsahuje zadny prvek, nazyvame prazdnou mnozinou a znacime ji
symbolem () nebo {}. MnoZiny, které obsahuji alespoii jeden prvek, nazyvame neprazdné.

Mnozina muze byt uréena vyctem prvku, jestlize vyjmenujeme vSechny jeji prvky.
Pokud naptiklad mnozina A obsahuje prvky 1, 2, 3, 4, potom mnozinu A zapiSseme vyctem
prvki A = {1,2,3,4}, tj. do slozenych zavorek vypiseme vSechny prvky, které mnoziné
A nélezi. V tomto piipadé pak vyrazy 1 € A, 3 € A jsou pravdivé vyroky, vyraz 5 ¢ A
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je vyrok nepravdivy. Na tomto misté je uziteéné prijmout dohodu, ze kazdy prvek, ktery
do mnoziny patii, budeme zapisovat do slozenych zavorek pravé jednou. Je ziejmé, ze
vyctem prvki mizeme urcit jen konecné mnoziny.

Mnozina muze byt dale urcena charakteristickou vlastnosti. Pro vymezeni mno-
ziny pomoci charakteristické vlastnosti je tieba zavést pojem vyrokové formy, se kterym
budeme pracovat v nasledujicim odstavci 1.3. Poznamenejme, Ze problematikou mnozin se
budeme podrobné zabyvat v kapitole 1.4 a ke zptisobu urc¢eni mnoziny charakteristickou
vlastnosti se vratime v odstavci 1.4.1, kde si ho vSimneme vyznamné;ji.

1.3 Vyrokové formy

Vyrokova forma v(z) jedné proménné z je vyraz obsahujici proménnou x, ze kterého
ziskdme po dosazeni objektu za proménnou x vyrok.

Kazdé vyrokové formeé jedné proménné x pritazujeme dvé mnoziny, tzv. defini¢ni obor
vyrokové formy a tzv. obor pravdivosti vyrokové formy, které zavedeme v nasledujicim
textu.

Definiénim oborem vyrokové formy v(x) jedné proménné z rozumime mnozinu D,
pro jejiz libovolny prvek po dosazeni za proménnou x dostaneme vyrok.

Obor pravdivosti vyrokové formy v(z) jedné proménné = rozumime mnozinu P,
pro jejiz libovolny prvek po dosazeni za proménnou x dostaneme pravdivy vyrok.

Priklady wvyrokovych forem jedné proménné (v zavorce je uveden jejich defini¢ni

obor):

o u(x):2x—-T7<5 (x € Z),
o w(r):2?—6r+4=0 (z € R),
o wus(y):ly—3[<2 (v € R),
o vy(z): Cislo z je délitelné sedmi. (z € N),
o u5(2):2]18 (z € N).

Vyrokova forma v(xq, xs, ..., z,,) vice proménnych zq, xs, ..., T, je vyraz obsahujici
proménné i, T, ..., T,, z€ kterého ziskdme po dosazeni objekti za proménné x4, xs, ..., T,
vyrok (n € N).

Priklady vijrokovych forem wice proménnych (v zévorce je uveden jejich defini¢ni

obor):

o u(x,y):2x+3y<5b (x,y € Z),
o wy(r,y):2?+y =4 (v,y € R),
o u3(x,y,2):de+y—32=4 (x,y,z € R),
o vy(x,y): Cislo z je délitelné ¢islem 3. (z,y € N).
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Tabulka 1.3: Tabulka zakladnich slozenych vyrokovych forem

Slozena vyrokova forma | Nazev slozené vyrokové formy
—p(x) negace vyrokové formy
p(x) A q(x) konjunkce vyrokovych forem p(x), g(x)
p(z) V q(x) disjunkce vyrokovych forem p(x), q(z)
p(z) V q(x) ostra disjunkce vyrokovych forem p(zx), ¢(x)
p(z) = q(x) implikace vyrokovych forem p(z), ¢(z)
p(x) & g(x) ekvivalence vyrokovych forem p(x), g(x)

Priklad 1.14 Zapiste vsechny vyroky, které ziskate dosazenim do vyrokové formy za
proménnou z a rozhodnéte o jejich pravdivosti:

a) =+ 7 <10, kde mnozina D = {1,2,3,4,5} je defini¢ni obor proménné z,
b) 2x+4 =0, kde mnozina D = {0, —1, —2} je defini¢ni obor proménné z,
c) 3|z, kde mnozina D = {0,1} je defini¢ni obor proménné z,
Reseni: Dosazenim prvki z defini¢niho oboru za proménnou z ziskdme vyroky:

a) 1+7<10;2+ 7 < 10. (pravdivé vyroky)

3+7<10;447<10; 5+ 7 < 10. (nepravdivé vyroky)
b) 2:-0+4=0;2-(—1)+4 =0. (nepravdivé vyroky)

2. (—2)+4=0. (pravdivy vyrok)
c) 3|0 (pravdivy vyrok)

3|1 (nepravdivy vyrok)

1.3.1 SloZené vyrokové formy

Z vyrokovych forem p(x), q(z), které maji stejny definiéni obor D, je mozno prostied-
nictvim logickych spojek (obdobné jako u vyroku) vytvaret sloZzené vyrokové formy.
Zakladni slozené vyrokové formy jsou uvedeny v tabulce 1.3.

Priiklad 1.15 Zapiste

a) konjunkci vyrokovych forem = < 5, x > 2 s defini¢nim oborem R,
)

b) disjunkci vyrokovych forem x <1, x > 2 s definicnim oborem R,
c) 1mphkac1 vyrokovych forem 6 | z, 2 | s defini¢nim oborem N.
Res

a

) x<5/\x>2 kde x € R,
b) z<1Vz>2 kdexeR,
c) 6|lz=2|z, kdexeNlN
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Priklad 1.16 Pokud to lze, utvoite tfi pravdivé a tii nepravdivé vyroky dosazenim za
proménné x, y, z do zadané vyrokové formy:

a) 3—x =10, kde z € Z,

b) 2x+3<7, kde r € N,

c) y=xz—5Vy=x+5, kde x,y € Z,
d) z|ly=vy]z kde z,y,z € Z,

(x<yANy<z)=zx<z kdezy z€Z.

(@)
~—

Poznamka 1.7 Negovanim vyrokové formy v(x) rozumime vytvofeni jeji negace —v(x).
Pravidla pro negace slozenych vyrokovych forem jsou uvedena v tabulce 1.4. Porovnejte
tato pravidla s pravidly pro negovani slozenych vyrokt, viz vztahy 1.7 - 1.11 z odstavce
1.1.2.

Priklad 1.17 Jsou dany vyrokové formy

vi(z): x>5, kdex €N,
ve(z): 7|z, kdexeN.

Zformulujte slozené vyrokové formy dle zadani a vyslovte jejich negace.

a) v1(z) Awve(z), b) wvi(x) Vve(x),
c) vi(x) = va(x), d) wvi(z) & ve(x).
Reseni:
a)  vi(z)Avg(x): = >HAT]|x, b)  wvi(z)Vu(z): x>5VT7|x,
c) wvi(x)=uv9(x): =>5=T7]|z, d) wn(r)e wvn): z>5&7]|.

V dalsim kroku uré¢ime negace vyrokovych forem vy (z), va(z):

—w(z): <5, kdexeN,
—wy(z): 7 fx, kdez e N.

Negace slozenych vyrokovych forem urc¢ime dle tabulky 1.4, pricemz

a) —wi(x)V-w(z): z<5VT [z, b) —wi(z) A-wa(x): x<HAT fux,
c)  wv(x)A-wa(x): =>HAT fx, d) vi(z) Vua(z): x>5V 7|

1.3.2 Kvantifikatory, kvantifikované vyroky

V pfedchozim textu jsme se zabyvali vyrokovymi formami. Vime, ze samotné vyrokova
forma nemé pravdivostni hodnotu. Pokud vSak dosazujeme do vyrokové formy za promén-
nou z (pfipadné za proménné xy, xs, , ..., T,) prvky z jejiho definiéniho oboru, dostavame
vyrok.

Vyroky lze vsak ziskat z vyrokové formy i jinym zptisobem, ktery si vysvétlime na prikladu
1.18.
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Priklad 1.18

Tabulka 1.4: Negace slozenych vyrokovych forem

Negace slozené vyrokové formy | Logicky ekvivalentni vyrokova forma
~(p() A q(z)) —p(x) V ~q(x)
~(p(z) v q(z)) —p(z) A ~q()
~(p(z) V q(z)) p(z) < q(x)
~(p(z) = q(2)) p(x) A ~q(x)
~(p(z) < q(2)) p(z) V q(x)
a) Uvazujme vyrokovou formu
vi(z) : 2 >0, kdexcR.

Defini¢nim oborem vyrokové formy v;(z) je mnozina vSech realnych ¢isel R. Pokud
ve vyrokové formé vi(x) dosadime za z libovolné redlné ¢islo, dostaneme vzdy
pravdivy vyrok, ktery muzeme zformulovat nékolika zptisoby:

e Pro kazdé realné ¢islo z plati vy (x).
e Pro vSechna redlnd ¢isla = plati vy(x).
e Pro libovolné redlné ¢islo x plati vy (z).

Symbolicky zapis vSech téchto vyroku je:

Ve €R:2? <0. (1.17)

Symbol V v zapise 1.17 nazyvame obecny kvantifikator.
Uvazujeme-li vyrokovou formu v;(z) a mnozinu D jeji defini¢ni obor, pak vyrok

Vo e D :v(x)
nazyvame obecny vyrok. Vyrok 1.17 je ptikladem obecného vyroku.

Uvazujme vyrokovou formu

vo(z) 12 + 1= (z+1)%, kdex eR.

Definiénim oborem vyrokové formy wvs(z) je mnozina vSech realnych cisel R.
Rovnost 22 + 1 = (z + 1)? zfejmé neplati pro vSechna redlna ¢isla z. Jestlize do
vyrokové formy wvy(x) dosadime za proménnou z napiiklad ¢islo 1, dostaneme
nepravdivy vyrok. Ale zfejmeé existuje realné ¢islo, které po dosazeni za x vytvori z
vyrokové formy wvy(x) vyrok pravdivy. Staci polozit x = 0. Tuto skutecnost mizeme
opét zformulovat nékolika zpiisoby:
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Tabulka 1.5: Zakladni kvantifikatory

Zakladni kvantifikator Oznaceni | Jazykovy vyznam

Obecny kvantifikator v pro kazdé, pro vSechny

Existenéni kvantifikitor 3 existuje (alespoii jeden)
Kvantifikdtor jednoznacné existence d! existuje pravé jeden, pro pravé jedno

e Existuje redlné ¢islo z, pro které plati vy ().
e Existuje alespori jedno reélné ¢islo x, pro které plati vg(x).
e Alespori pro jedno reélné ¢islo x plati ve(z).

Symbolicky zapis vSech téchto vyroku je:
JreR:2?+1=(z+1)% (1.18)

Symbol 3 v zapise 1.18 nazyvame existenéni kvantifikator.
Uvazujeme-li vyrokovou formu ve(z) a mnozinu D jeji defini¢ni obor, pak vyrok

dz € D : vy(x)
nazyvame existenéni vyrok. Vyrok 1.18 je piikladem existen¢niho vyroku.

Obecny a existenc¢ni vyrok, ktery jsme ziskali v prikladu 1.18, jsou tzv. kvantifiko-
vané vyroky (obsahuji ve své formulaci kvantifikitory). Kazdy kvantifikovany vyrok
ziskame tzv. kvantifikaci néjaké vyrokové formy tak, ze predfadime kvantifikdtor jeji
proménné z (piipadné kvantifikdtory vSem jejim proménnym zi, zs, , ..., Z,). Jednoduché
kvantifikované vyroky, s nimiz budeme v dal$im textu pracovat, ziskame kvantifikaci
jednoduché vyrokové formy jedné proménné jednim kvantifikatorem.

Nejcastéji uzivané kvantifikatory c¢teme prostfednictvim téchto jazykovych vyrazi:
kazdy, alespom jeden, Zddny, pravé jeden, nejvyse jeden, vsichni, apod. Zakladni kvantifi-
katory jsou uvedeny v tabulce 1.5.

Zakladni kvantifikované vyroky, které vzniknou kvantifikaci jednoduché vyrokové
formy v(z) proménné x € D pravé jednim ze zékladnich kvantifikdtort, uvadi tabulka
1.6.

Priklad 1.19 Zapiste symbolicky (uzitim kvantifikdtort) nésledujici obecné, resp.
existencni vyroky a rozhodnéte, zda jsou pravdivé, ¢i nepravdivé:

a) Pro kazdé realné ¢islo x plati 22 — 4z + 7 > 0.
b) Existuje redlné ¢islo z, pro které plati |z| = 0.
c) Existuje realné ¢islo x, pro které plati 22 = —2.
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Tabulka 1.6: Zakladni kvantifikované vyroky

Nazev kvantifikovaného vyroku | Symbolicky zapis | Slovni vyjadieni

Obecny vyrok Ve € D:v(z) | Prokazdéx e D plati v(z).

Existen¢ni vyrok Jx € D :v(x) Existuje alespoti jedno = € D, pro které plati v(x).
Vyrok o jednoznacné existenci ez € D:v(x) | Existuje pravé jedno z € D, pro které plati v(zx).
Resent:

a) VeeR:a2*>—4x+7>0. (pravdivy vyrok)

b) dzeR:|z|=0. (pravdivy vyrok)

c) dJreR:z?=-2 (nepravdivy vyrok)

Priklad 1.20 Prectéte a zapiSte slovy symbolicky zapis obecnych a existen¢nich vyroki
a rozhodnéte o jejich pravdivosti:

a) VreN:az>T.
b) VxeR:|z|>0.
c) dJreZ:x*<1.
d) JreAd:z< -1 kde A={7,8,-3}.
Reseni:
a) Pro kazdé prirozené ¢islo z plati, ze x je vétsi nez 7. (nepravdivy vyrok)
b) Pro kazdé redlné ¢islo x plati, ze absolutni hodnota z x je vétsi nez 0.
(nepravdivy vyrok)
c) Existuje celé ¢islo z, jehoz druhd mocnina je mensi nez 1. (pravdivy vyrok)
d) Existuje ¢islo  z mnoziny A takové, Ze = je mensi nez -1. (pravdivy vyrok)

Priklad 1.21 Rozhodnéte o pravdivosti, resp. nepravdivosti kvantifikovaného vyroku:

a) VreN:|z|=uz, b) dreN:z ¢R, c) dJzreQ:x¢N,
d) yeN:ye¢Z, e) JreZ:x<0, f) VyeN:2 fy.

Resenid: Vjroky a), c), e) jsou pravdivé. Vyroky b), d), f) jsou nepravdivé.
V dalsim textu se budeme zabyvat pravidly pro negace jednoduchych kvantifikovanych

vyroki s jednim kvantifikatorem, ktera jsou shrnuta v tabulce 1.7. Tato pravidla lze slovy
popsat nasledujicim zptisobem:

1) V negovaném kvantifikovaném vyroku zaménime kazdy kvantifikitor V obecného
vyroku existen¢nim kvantifikdtorem 3 a naopak kazdy kvantifikdtor 3 existenc¢niho
vyroku obecnym kvantifikdtorem V.

2) Vyrokovou formu v negovaném kvantifikovaném vyroku nahradime jeji negaci.
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Tabulka 1.7: Obecny a existenc¢ni kvantifikovany vyrok a jeho negace

Kvantifikovany vyrok Jeho negace

Obecny vyrok Vo € D : v(x) Existen¢ni vyrok 3z € D : —w(x)

Existen¢ni vyrok 3z € D : v(x) | Obecny vyrok Vo € D : v(x)

Priklad 1.22 Zformulujte negace jednoduchych kvantifikovanych vyroku dle tabulky 1.7:

Kazdé prirozené cislo je sudé.

Ptisel alespon jeden c¢loveék.

Vsichni moji spoluzaci odmaturovali.
Z4dna divka z nasi tiidy nezpiva.
Nikdo nepftijel vlakem.

Nékdo je za dvefmi.

2ozeE

D
N— —

<

ent:
Alespon jedno prirozené ¢islo neni sudé.
Zadny ¢lovék nepfisel.
Alespon jeden z mych spoluzakt neodmaturoval.
Alespon jedna divka z nasi tiidy zpiva.
Nékdo prijel vlakem.
Nikdo za dvefmi neni.

—h
VQ/Q\Q/O“938<

Priklad 1.23 Zformulujte negace jednoduchych kvantifikovanych vyroki z piikladu 1.19,
zapiste je symbolicky a rozhodnéte o jejich pravdivosti.
Resent:
a) Existuje alespoii jedno reélné ¢islo x, pro které neplati 22 — 4z + 7 > 0.
symbolicky zapis: 3z € R : 2% — 4z + 7 < 0 (nepravdivy vyrok)
b) Pro vSechna realna ¢isla « neplati |z| = 0.
symbolicky zapis: Vx € R : |x| # 0 (nepravdivy vyrok)
c) Pro vSechna redlna ¢isla x neplati 2* = —2.
symbolicky zépis: Vo € R : 2% # —2 (pravdivy vyrok)

Priklad 1.24 Zformulujte negace jednoduchych kvantifikovanych vyroku z prikladu
1.21. Porovnejte pravdivostni hodnoty téchto negaci s pravdivostnimi hodnotami
pivodnich vyrokt.

Resent:
a) dreN:|z| #ux, b) VrzeN:zeR, c) VxeQ:xeN,
d) VyeN:yeZ, e) VYreZ:x>0, f) JyeN:2|y.

Vyroky b), d), f) jsou pravdivé. Vyroky a), c), e) jsou nepravdivé.
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Tabulka 1.8: Negace slozenych kvantifikovanych vyroki

Slozeny obecny vyrok

Jeho negace

Slozeny existenc¢ni vyrok

Jeho negace

VreD:p(x

VereD:px

< < >
Q
&

VreD:p(x

()
(z)
Ve e D :p(x)
(z)
(z)

VreD:p(x

dz € D : —p(z) V ~q(x)
Jdz € D : —p(z) A —q(x)
Jz € D:p(x) & q(x)
dz € D : p(x) A —q(z)

Jz € D:p(x) V q(x)

Vo € D : =p(x) V —q(x)
Vz € D : —p(x) A —qx)
Vr e D :p(zx) < q(x)

Vo € D :p(z) A —q(z)

Vo € D :p(x) v q(z)

Kvantifikované vyroky se slozenou vyrokovou formou se neguji kombinaci pravidel
pro negovani jednoduchych kvantifikovanych vyrokt s pravidly pro negovani slozenych
vyrokovych forem viz tabulka 1.8.

Priklad 1.25 S vyuzitim tabulky 1.8 negujte sloZzené kvantifikované vyroky, zapiste je
symbolicky a zjistéte, zda jsou pravdivé ¢i nepravdivé.

a) dJreR:22>9 A z< 5.
b) dJzreN:xz#4V z|8.

¢) VeeR:22=-2V |z|>0.
d) VeeN:z|2 A z]3.
Resent:

a) VeeR:22<9 VvV x> 5.

(
b) VxeN:x=4 Az /8. (
¢) JreR:2?2# -2 A |z|<0. (pravdivy vyrok)
d) JzeN:z f2V z [f3 (

1.3.3 Ulohy k procviéeni

nepravdivy vyrok)
nepravdivy vyrok)

pravdivy vyrok)

1. Urcete, které ze zadanych sdéleni jsou, resp. nejsou vyroky pripadné hypotézy. V
pripadé vyroki stanovte jejich pravdivostni hodnotu.
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Vstupte!

4+7<2

Cislo 7 je prvoéislo.

Cislo 29 neni prvodislo.

Dnes je 23. srpna.

3+ =7

Venku sviti slunicko.

V zimé pojedeme na hory.

Btih existuje.

Matematicka olympiada.

Pro kazdé redlni ¢islo = plati 22 > 0.
Existuje alesponi jedno realni ¢islo x, pro které neplati 22 > 0.
a+b—3

o
— —

2o

— e e - O
= ., 57 0”

g

[\

. Vezméte libovolny psany text z casopisu nebo novin a vyberte z néj véty, které

a) jsou vyroky, b) nejsou vyroky.

w

. Zéci prvniho stupné zakladni skoly pronasi pfi vyucovani v matematice rtizné vyroky.
Nahlédnéte do prislusnych ucebnich textd a tvorte a zapiste vyroky, k jejichz vy-
sloveni je zék veden. Uvedte pravdivé vyroky, které zék vyslovuje, kdyZ odpovida
spravné. Uvedte i nepravdivé vyroky, které zak vyslovuje, kdyz odpovida chybné.

4. Je dana dvojice vyroku p, ¢, z nichz jeden je pravdivy a druhy nepravdivy:
p: 22 £ 4 (nepravdivy vyrok), ¢: 8 <9 (pravdivy vyrok).

Utvoite slozené vyroky —p, =q, pANq, pVq, p NV q, p = q, p < q a roz

hodnéte s vyuzitim tabulky pravdivostnich hodnot 1.2, které z nich jsou pravdivé a
které nepravdivé.

[9)

. Zapiste symbolicky zadané vyroky. Strucné zformulujte jejich negace a zapiste je
symbolicky.

a) Mrzne, ale nefouka.

b) Nemrzne ani nefouka.

c) Jetlize foukd, nemrzne.

d) Nemrzne nebo fouka.

e) Fouka jen tehdy, kdyz nemrzne.
f)  Bud nefouka, nebo mrzne.

6. Zapiste symbolicky nasledujici vyroky:

a) Koupim limonadu, zmrzlinu a jahody.
b) Kdyz koupim limonadu, nekoupim zmrzlinu ani jahody.
¢) Koupim limonddu nebo jahody jen tehdy, kdyz nekoupim zmrzlinu.
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7. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich vyrokii:

Jestlize 8 — 2 = 5, potom 8 > 10.

Jestlize 8 — 2 =5, potom 5+ 6 = 11.

Jestlize 8 — 2 = 6, potom 5 -6 = 15.

Jestlize ¢islo 756 je délitelné c¢islem 12, pak cislo 2331 je délitelné c¢islem 33.
Cislo 1764 je délitelné ¢islem 18 pravé tehdy, kdyz ¢islo 105 je délitelné éislem 7.
8§>10 & -5 < —-10

g) 8+5=13 & 5.6=11

RSN

- D
SN— —

8. Necht p,q,r, s jsou Ctyfi vyroky, z nichz vyroky p, ¢ jsou pravdivé a vyroky r, s
jsou nepravdivé. Rozhodnéte o pravdivostni hodnoté nasledujicich slozenych vyrok:

a) pvVr, b) p=r, c) r=p, d) s<& g,
) s=g¢ f) -, g h) (pvr)=q,
i) —pV-og, §) (VAT k) s=(pAg), 1) (rVs)=(-pA—q).
9. Provedte pravdivostni vyhodnoceni néasledujicich vyrokovych formuli a rozhodnéte o
typu vyrokové formule, kde p, q, r, s, t, u jsou vyrokové proménné:

a) —(pV-p),

b) =(pA-p),

o) =q9=Ig=r)={@=r)),

d) [s=(tAu)]e[(s=1t)A(s=u),
e) —(pVgA(p=q)

10. Ovétte, ze jsou logicky ekvivalentni tyto dvojice vyrokovych formuli:

a) (pA—-q)V(-pAqg)apVyq,
b) —-pVgap=g,
c) =9 Ng=p apsaq

11. Urcete, kolik fadkt ma tabulka pravdivostnich hodnot pro vyrokovou formuli, v niz
se vyskytuje n vyrokovych proménnych, kde:

a) n=1, b) n=2, c) n=3, d) n=4.

12. Odpoveédi péti osob A, B, C, D, E pozvanych na slavnostni hostinu lze vyjadrit v
jazyce logiky takto:

a) Prijde A a pfijde B.

b) Piijde B nebo ptijde C.

c) Jestlize prijde C, pfijde D.

d) E ptijde pravé tehdy, kdyz piijde C.

Rozhodnéte, ktery z vyrokt je pravdivy, kdyz se z péti pozvanych osob
zadna nedostavila na hostinu.
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13. Zapiste symbolicky vyrok: "Pojedu do Londyna autobusem nebo letadlem a jestlize
v Londyné ztistanu cely vikend, ubytuji se v hotelu.”

14. V okamziku, kdy na chodbé dohlizejici ucitel uslysel finceni skla, byli ve tfidé zaci
A, B, C. Pii vysetiovani se zjistilo, Ze u okna byl nejvyse jeden z zakt A, B. Zak C
byl u okna prave, kdyz tam nebyl zak A. Kdyz B nebyl u okna, nebyl tam ani A.
Lze urcit pachatele v pripadé, ze byl jen jeden?

15. Jsou dany nésledujici vyroky:

p:  Nejsem lyzar nebo nejsem triatlonista.
q: Jestlize nejsem lyzaf, jsem triatlonista.

Z nasledujicich moznosti vyberte vyrok, ktery je ekvivaletni s vyrokem p a
vyrok, ktery je ekvivalentni s vyrokem g¢:

vy: Jestlize jsem lyzaf, pak nejsem triatlonista.
vy: Jestlize nejsem triatlonista, pak nejsem lyzar.
vy: Jsem triatlonista nebo jsem lyzaf.

16. Je dan vyrok
r: Jestlize mam auto, jedu k babicce.
Ze zadanych vyrokt vyberte takovy, jenz ma stejnou pravdivostni hodnotu jako
vyrok r:

Jedu k babi¢ce nebo nemam auto.

Jestlize nemam auto, nejedu k babicce.
Jestlize jedu k babicce, pak mam auto.
Jestlize nejedu k babicce, pak nemam auto.
e) Nemém auto nebo jedu k babicce.

2ezs

17. Vyberte kazdy obrazec na obrazku 1.1, ktery vyhovuje nésledujicim podminkam:

Obr. 1.1:
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18.

19.

20.

21

22

Obrazec je kruh nebo je cerny.

Obrazec je kruh a je cerny.

Neni pravdivé tvrzeni, ze obrazec je kruh a je cerny.
Obrazec neni kruh a neni cerny.

Neni pravdivé tvrzeni, ze obrazec je kruh nebo je cerny.
Obrazec je kruh a neni ¢erny.

Obrazec je kruh pravée tehdy, kdyz je cerny.

o
— —

2o

=
o

Zapiste symbolicky tyto vyroky, rozhodnéte o jejich pravdivosti a vytvoite jejich
negace:

a) p: Pro kazdé redlné ¢islo a plati (a + 1)? = a® + 2a + 1.

b) ¢ Existuje realné ¢islo b takové, Ze plati (b+ 1) = b + 1.

¢) 7 Pro kazdé realné ¢slo z plati va2 = |z].

d) s: Existuje takové realné ¢islo y, pro které plati y* — 6y + 15 = 0.
e) t: Existuje takové redlné ¢islo z, pro které plati 22 + 4 = 0.

Zapiste symbolicky tyto vyroky a rozhodnéte o jejich pravdivosti:

Néktera piirozena &isla jsou vétsi nez 1030,
Je mozné urdit racionalni ¢islo vétsi nez ﬁ a mensi nez 1?%
Je mozné urcit raciondlni ¢islo vétsi nez —— a mensi nez —

101 102"
Pro libovolné realné &islo 2 je 22 — 10z + 100 > 0.

Nerovnici 22 — 20z + 120 < 0 nevyhovuje Zadné realné ¢islo.

Rozhodnéte o pravdivosti obecného a existencniho vyroku a utvoite jeho negaci.
Potom vyrok a jeho negaci zapiste pomoci kvantifikatoru:

p:  Existuje alespoii jedno realné ¢éislo a, pro které plati a* = 3.
b) ¢ Pro kazdé celé ¢islo b plati 3b + 1 > b.

r:  Pro kazdy trojuhelnik ABC' plati, ze soucet kterychkoli dvou vnitinich
1hl je vétsi nez thel pravy.

Rozhodnéte o pravdivosti, resp. nepravdivosti kvantifikovaného vyroku:

a) VreR:z?+#£ -1, b) VzeZ:|z| =z,
c) dJreQ:zeN, d) VeeN:zeZ,
e) YweZ:y>D0, f) JreN:2|uz.

Zformulujte negace jednoduchyjch kvantifikovanych vyroki z predchoziho piikladu.
Porovnejte pravdivostni hodnoty téchto negaci s pravdivostnimi hodnotami
puvodnich vyrokii.

a) dreR:a?=-1, b) Jz€Z:|z| # 2,
c) VeeQ:z¢N, d) JzxeN:z¢Z,
e) JyeZ:y<o, f) VeeN:2 fu.
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23. Ve véstirné sedéli tii bohové, ktefi odpovidali na otazky: Pravda (mluvi vzdy
pravdu), Lez (vzdy lze) a Moudrost (nékdy mluvi pravdu a nékdy lze). Do
véstirny prisel filozof, aby zjistil, jak sedi bohové vedle sebe (podle vzhledu
to nepoznal). Filozof se zeptal toho vlevo: "Ktery vedle tebe sedi?” a dostal
odpovéd ”Pravda”. Pak se zeptal toho prostfedniho: ”Kdo jsi?” a dostal odpovéd
"Moudrost”. Nakonec se obratil k pravému: "Ktery sedi vedle tebe?” a odpoveéd
znéla: "Lez”. Jak z téchto odpovédi filozof uhodl potadi bohi?

Vysledky:

1. pravdivé vyroky: c), 1),
nepravdivé vyroky: b), d), k),
vyroky, jejichz pravdivostni hodnota je ¢asové nebo mistné podminéna: e), g),
hypotézy: h), i),
jazykové vyrazy, které nejsou vyroky: a), f) (vyrokova forma), j), m).

4. —p: 22 = 4 (pravdivy vyrok),
—q: 8 > 9 (nepravdivy vyrok),
pAg (22 #4) N (8 <9) (nepravdivy vyrok),
pV g (22 #4)V (8 <9) (pravdivy vyrok),
pVq (22 #4)V (8 <9) (pravdivy vyrok),
p=q (22 #4) = (8 <9) (pravdivy vyrok),
p&q (22 #£4) & (8 <9) (nepravdivy vyrok).

5. Oznacme vyroky
m: Mrzne. f: Fouka.

Zadané vyroky zapsané symbolicky:

a) mA-f b) —-mA-f c) f=-m
d) -mVf e) f&-m f) —fvm

Negace slozenych vyrokt zapsané symbolicky a jejich slovni formulace:

a) —mV f: Nemrzne nebo fouka.

b) mV f: Mrzne nebo fouka.

c) f Am: Fouka a mrzne.

d) m A —=f: Mrzne a nefouka.

e) fV —m: Bud foukd, nebo nemrzne.

f) —f < m: Nefoukd jen tehdy, kdyz mrzne.

6. Oznacme vyroky:
[:  Koupim limonadu. z:  Koupim zmrzlinu. 7 Koupim jahody.

Zadané vyroky zapsané symbolicky:

a) mAzAj b) = (-zA—j) c) (IVy)e =z

7. Vyroky a), b), e), f) jsou pravdivé; vyroky c), d), g) jsou nepravdivé.
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8. Slozené vyroky a), c), e), h), k), 1) jsou pravdivé; slozené vyroky b), d), f), g), i), j)
jsou nepravdivé.

9. Tautologie jsou vyrokové formule b), c¢), d) . Kontradikce jsou vyrokové formule a), e).

10. a) Ztabulky pravdivostnich hodnot je patrné, ze vyrokové formule (pA—q)V(—pAq)
a p V q jsou logicky ekvivalentni.

(b AN 2q) vV (0p AN @ |p VMV ¢
1 0 0 0 0 0 1]1 0 1
1 1 1 1 1 0 01 1 0
0O 0 0 0 1 1 1]0 1 1
00 1 1 0 0 0[0 0 0

b) Z tabulky pravdivostnich hodnot je patrné, Zze vyrokové formule =pVqap = ¢
jsou logicky ekvivalentni.

-p vV q|p = ¢
0 1 1/1 1 1
0 0 0|1 0 0
1 1 1|0 1 1
1 1 0[0 1 0

c¢) Z tabulky pravdivostnich hodnot je patrné, Ze vyrokové formule (p = ¢)A (¢ =
p) a p < q jsou logicky ekvivalentni.

= 9 N (@ = plp & ¢
1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 1 1 0

11. a) 2%adky, b) 4iadky, c¢) 8iadka, d) 16 Fadki.
12. Pravdivé jsou vyroky c), d).

13. Oznacme vyroky:
a: Pojedu autobusem. [:  Pojedu letadlem.
z: 'V Londyné ztistanu cely tyden. h:  Ubytuji se v hotelu.

Zadany sloZeny vyrok zapiSeme symbolicky: (a V I) A (z = h).

14. Ovéfime vyrokovou formuli D : (mAV =B) A (C < —A) A (=B = —A), viz tabulka:
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A|B|C||-A|-B|-Av-B|(C&s—-A|-B=-A|D
1111 0 0 0 0 1 0
11110 0 0 0 1 1 0
1101 0 1 1 0 0 0
1101]0 0 1 1 1 0 0
011 1 0 1 1 1 1
01110 1 0 1 0 1 0
01011 1 1 1 1 1 1
0101]0 1 1 1 0 1 0

Z tabulky pravdivostnich hodnot je ziejmé, ze slozeny vyrok D je pravdivy pouze v
pripadé, kdy okno rozbil zak C.

15. Oznacme vyroky:
[:  Jsem lyzaf. t: Jsem triatlonista.
S timto oznacenim pak ziskavame slozené vyroky

p: LV —t, g =t
vy: = —t, vo:  —t = -l vy: tVI.

jejichz pravdivostni hodnoty zapiseme do tabulky:

L1t -l —-t|p|lqg|v |v|uvs
1100 ]0O]1T,0|1]1
11001 |1]1,1]0]1
o1} 1|0 | 1(1]1]1]|1
O|(ojf 1|1 1(0]1]1]0

7 tabulky pravdivostnich hodnot je zfejmé, Ze vyroky p, vy a g, v3 jsou ekvivalentni.
16. Oznacme vyroky:

p:  Mam auto.
q: Jedu k babicce.
r: Jestlize mam auto, jedu k babicce.

Pro toto oznaceni jsou zadané slozené vyroky zapsané symbolicky nasledu-

a) gV —p: Jedu k babi¢ce nebo nemam auto.

b) —p= —q Jestlize nemam auto, nejedu k babicce.

c) q = p: Jestlize jedu k babicce, pak mam auto.

d) -—q= —p: Jestlize nejedu k babicce, pak nemam auto.
e) —pV ¢: Nemém auto nebo jedu k babicce.

Vyrok r je zapsin symbolicky p = ¢. Provedeme pravdivostni ohodnoceni
zadanych slozenych vyrokd pomoci tabulky pravdivostnich hodnot:
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Pla|| 7P| q|Pp=q|qVp| P="q|q=p|q="p| PV(q
1111 0] 0 1 1 1 1 1 1
110 O 1 0 0 1 1 0 0
0|1 1 0 1 1 0 0 1 1
010} 1 1 1 1 1 1 1 1

Z tabulky pravdivostnich hodnot je zfejmé, Ze vyroky a), d), e) jsou logicky ekviva-
lentni se zadanym vyrokem r.

17. a) 7 obrazcu (vSechny ¢erné obrazce a dva kruhy, které nejsou ¢erné).
b) 2 obrazce (dva ¢erné kruhy).

c¢) 10 obrazci (vSechny obrazce mimo dvou ¢ernych kruht).

e) 5 obrazcu.

)
)

d) 5 obrazci.
)

f) 2 obrazce (vSechny kruhy, které nejsou cerné).
)

g) 7 obrazct (dva Cerné kruhy a pét obrazcii, co nejsou ¢erné a nejsou kruhy).

18. a) p:Va€eR:(a+1)>=a*+2a+ 1. (pravdivy vyrok)
—p :Ja€R: (a+1)*# a®+ 2a+ 1. (nepravdivy vyrok)
—p : Existuje realné ¢&islo a, pro které neplati (a + 1)* = a® + 2a + 1.
b) ¢ :3FbeR:(b+1)* =0+ 1. (pravdivy vyrok; b = 0)
=g :VbeR: (b+ 1) # b+ 1. (nepravdivy vyrok)
—q : Pro viechna realna ¢isla b plati (b + 1)3 # b3 + 1.
¢) r:VreR:va?2=|z|. (pravdivy virok)
—r : 3z € R: Va2 # |z|. (nepravdivy virok)
—r : Existuje realné &slo x, pro které neplati v2 = |z].
d) s:3yeR:y?>—6y+15=0. (pravdivy vyrok: y; =5, y» = 3)
—s 1 Vy € R:y? — 6y + 15 # 0. (nepravdivy vyrok)
—s : Pro vsechna realnd éisla y plati y? — 6y + 15 # 0.
e) t:3JzeR:22+4=0. (nepravdivy vyrok)
=t :Vz € R: 2%+ 4 #0. (pravdivy vyrok)
-t : Pro vSechna realnd ¢isla z plati 22 — 62 + 15 # 0.

19. p: In € N:n > 30. (pravdivy vyrok)

¢ eQ: x> 10%/\33< l—él. (pravdivy vyrok)
7’231’6@:1’<ﬁ/\x>r:1.

s:Vz € R: 2% — 102z + 100 > 0. (pravdivy vyrok)
t: Vo € R: 2? — 20z + 120 > 0. (pravdivy vyrok)

(nepravdivy vyrok)

20. a) p:Jda€eR:a®=3. (pravdivy vyrok)
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—p
—p
b) ¢
—q
—q

r
-r

-

: Pro vSechna redln4 ¢isla a plati, Ze a® # 3.

:Va € R : a® # 3. (nepravdivy vyrok)
:VbeZ:3b+1>b. (nepravdivy vyrok)

. Existuje celé ¢islo b, pro které plati 3b + 1 < b.
:3dbeZ:3b+ 1< b. (pravdivy vyrok)

Ozna¢me T mnozinu vSech trojuhelniki a R pravy thel.

: VAABC € T : (LABC + ZBCA > R) N (LABC + ZCAB > R) A
(LBCA+ ZCAB > R) (nepravdivy vyrok)

: Existuje trojuhelnik ABC', pro ktery plati, ze soucet nékterych jeho dvou
vnitfich Ghld je mensi nebo roven thlu pravému.

: ANABC € T : (LABC + /BCA < R)V (LABC + ZCAB < R) V
(LBCA+ ZCAB < R). (pravdivy vyrok)

21. Vyroky a), ¢), d), f) jsou pravdivé. Vyroky b), e) jsou nepravdivé.

22. Vyjroky b), e) jsou pravdivé. Vyroky a), c), d), f) jsou nepravdivé.

23. Zleva sedéli bohové v tomto potradi: Moudrost, Lez, Pravda.



