MAO0002 — feseni DU &. 5

Cviceni 5.1 Na vecirku se seslo nekolik prdtel. Kazdy si pii pripitku pripil
s kaZdym a ozvalo se 28 cinknuti. Kolik prdtel se seslo na vedirku?
Regent:
Jestlize si kazdy pripil s kazdym, lze z daného pocétu hosti vytvorit 28 dvou-
¢lennych kombinaci.
n
= 28

n!
— = 28
(n—2)!-2!
nin—1) = 56
n = 8

NA VECIRKU SE SESLO 8 PRATEL.

Cviceni 5.2 Kolik rizngch cisel délitelnych tremi mensich neZ 10000 lze
sestavit z cislic 0,2,3,4,6 takovijch, Ze se v nich ¢&islice neopakugi?

Regen:

Preformulujme si zadané podminky: ma-li byt ¢islo délitelné tfemi, musi byt
jeho ciferny soucet délitelny tfemi. Je-li ¢islo mensi nez 10000, musi byt
nejvyse ¢tyfciferné. Sestavujme postupné jednocifernd az ¢tyfciferna éisla
vyhovujici podminkam a urcéujme jejich pocet.

Jednociferna ¢isla jsou ziejmé 2.

Dvouciferné ¢isla musi mit ciferny soucet bud tfi (tomu vyhovuje jediné ¢islo
30), Sest (Cisla 24, 42 a 60), nebo devét (&isla 36, 63). Dohromady existuje
vyhovujicich dvoucifernych ¢&isel 6.

Trojciferna ¢isla nedokazeme sestavit tak, aby méla ciferny soucet tii. Uva-
7ujme tedy ciferny soucet Sest (¢isla vytvorena z cifer 0, 2, 4, ktera existuji
4), devét (¢isla vytvorena z cifer 0, 3, 6, ktera existuji 4, nebo z cifer 2, 3,
4, t&ch je 6) a dvanact (¢isla vytvorena z cifer 2, 4, 6, je jich 6). Dohromady
jsme nalezli 20 t¥icifernych vyhovujicich ¢isel.

étyfciferné ¢isla mohou mit ciferny soucet devét (&isla z cifer 0, 2, 3, 4, kte-
rych je 18), dvanact (Cisla z cifer 0, 2, 4, 6, kterych je také 18) a patnact
(¢isla z cifer 2, 3, 4, 6, téch existuje 24). étyfcifern}'fch vyhovujicich ¢isel jsme
nalezli 60.

Celkovy pocet ziskame jako soucet dil¢ich poc¢ta, tedy 2 + 6 + 20 + 60 = 88.

LZE SESTAVIT 88 CISEL VYHOVUJICICH PODMINKAM.
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Cviceni 5.3 Vymyslete slovni ilohu tak, aby vysledek byl
(a) sobm
or
Regent:
(a) Urcete pocet viech permutaci pismen slova POPOCATEPETL.

(b) Kolika zptisoby si mohu v restauraci vybrat obédy na pondéli, utery
a stfedu, je-li v nabidce 12 rtznych jidel a chci-li jist kazdy den néco
jiného?

Cviceni 5.4 Kolika zpisoby miZeme mezi tii déti rozdélit 9 stejnyjch jablek?
Kolika zpiisoby mizZeme téchto 9 jablek rozdélit mezi tvi déti spravedlivé?

Resent:

JelikoZ nenfi FeCeno jinak, jablka jsou vSechna stejna a nelze je od sebe rozlisit.
Druhé otéazka je trividlni, zfejmé existuje jediné takové rozdéleni — kazdému
ditéti dame tii jablka. Pro zodpovézeni prvni otazky prifazujeme jablka do t¥i
prihradek (mezi nimiZ jsou dvé nerozlisitelné prepazky) symbolizujicich jed-
notlivé déti.

11!

orar = 99

JABLKA MUZEME ROZDELIT 55 ZPUSOBY, SPRAVEDLIVE 1 ZPUSOBEM.

Cviceni 5.5 Kolika zpisoby lze mezi ti déti rozdélit 15 stejngch jablek a 9
stejnych hrusek? Kolika zptisoby to lze provést spravedlive?

Regen:

Uloha je velmi podobné piedchozimu cviceni, ovoce stejného druhu je opét
nerozlisitelné a spravedlivé rozdéleni existuje pouze jedno (kazdému ditéti
5 jablek a 3 hrusky). Rozdélovani hrusek a jablek délame nezavisle na sobé,

u kazdého druhu ovoce pritom zopakujeme tivahu z pfedchoziho cviceni.
A S L
51 orar — (480

OVOCE MUZEME ROZDELIT 7480 ZPUSOBY, SPRAVEDLIVE 1 ZPUSOBEM.
Cviceni 5.6 Kolika zpisoby miZeme mezi ¢tyii studenty rozdélit 7 riznijch
matematickijch sbirek?

Regent:

U kazdé sbirky mame 4 moznosti darovani. Darovéini jednotlivych sbirek je
na sobé nezavislé, proto staci pouzit pravidlo soucinu.

4.4-4-4-4-4-4=47=16384
SBIRKY MUZEME ROZDELIT 16 384 zZPUSOBY.
Cviceni 5.7 Kolika zpisoby miZe dat 5 chlapcid 6 divkdm valentynky, jestliZe

se chlapci mezi sebou nedomlouvali a kazdy z nich dd valentynku prdvé jedné
divce?
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Regent:
Podobné jako v predchozi tloze se kazdy z chlapcti nezavisle na ostatnich
rozhoduje pro jednu z 6 divek, uZzijeme opét pravidlo soucinu.
6-6-6-6-6=6"=7776

VALENTYNKY MOHOU ROZDAT 7 776 ZPUSOBY.

Cviceni 5.8 Kolika zpiisoby lze ze tridy, v niZ je 10 hochi a 20 divek, vybrat
trojici tak, aby v ni byl alespori jeden hoch?
Regent:

V trojici miize byt jeden hoch a dvé divky ( ) (2
((120) : (210)) nebo mohou byt vSichni t¥i hosi (3?)

(- )+ (D) () + () =2920

TROJICI LZE VYBRAT 2920 ZPUSOBY.

) ), dva hogi a jedna divka

Cviceni 5.9 Kolika zpisoby miuZeme obarvit péti barvami dvandct stejnijch
kulicek?

Regen:

Kulicky vkladame do péti pfihradek riiznych barev, permutujeme tedy 12 ne-
rozlisitelnych kuli¢ek a 4 nerozliSitelné oddélovace prihradek.

S =1820

KULICKY LZE OBARVIT 1820 ZPUSOBY.

Cviceni 5.10 Vyreste v oboru Z rovnice:

4+ =2
Rc=

= 6x — 16

(z—1)! (z+3)! —

(b) x—l—l)‘ IE+4)! _ 0

|

z—3)! z—2)!
(C) 2%:2—5%! - Ex—4;! =0

() 2655 - S =0

Reéeni :
(a)

z— 1)! z —2)!
Ex—2§!+5x—4§! = bz—16
2 -1+ (x—2)(x—3) = 62—16
20 —2+22—bx+6 = 6x—16
22 —92x4+20 = 0

(x—4)(x—5) = 0

Kofeny dané rovnice jsou ¢isla 4 a 5. Ze zadani plyne podminka x > 4,
obé ¢isla jsou tedy resenim.
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(z+1)! (z+4)! 0
(x—1)! (z+3)!
(x4+1)z—(x+4) =

- -4 =

(x—2)(z+2) =

Kofeny dané rovnice jsou ¢isla —2 a 2. Ze zadani v8ak plyne podminka
x > 1, feSenim je tedy pouze ¢islo 2.

()

z—3)! xz—2)!
ng—f);!_éx—élil =0
2@ -3)(z—4)—(x—2)(x—3) = 0
202 — 14x+24 — 2 +52 -6 = 0
22 —9r+18 = 0
(x—=3)(x—6) = 0

Kofeny dané rovnice jsou ¢isla 3 a 6. Ze zadani vsak plyne podminka
x > 5, FeSenim je tedy pouze ¢islo 6.

(d)

(z+2)! (z+1)

(x—=1! (z-2)!

2 +2)(z+ 1z — (x+ Da(z —1)
(x+1Dzx2x+4—2x+1)

(x 4+ 1)z(x +5)

Kofeny dané rovnice jsou ¢isla —5, —1 a 0. Ze zadan{ vSak plyne pod-
minka x > 2, tloha tak nemé4 Zadné reSeni.

Cviceni 5.11 Kolika zpisoby miZeme nalepit na dopis zndmky za 18 K¢,
mame-li k dispozici znamky za 2, 4 a 10 K¢ (v libovolném potrebném mnoz-
stvi)? Vypiste vSechny mozZnosti.

Regent:

Ulohu vyfesime vypsanim vech moznosti do tabulky.

2Ke |9 7 5 4 3 2
4 K¢ 1 2 3 1
10 K¢ 1 1

1
4 2
1

ZNAMKY MUZEME NALEPIT 8 ZPUSOBY.

81



Cvi€eni 5.12 Na kolik oblasti rozdéli rovinu n primek v obecné poloze (tzn.
Zdadné dvé nejsou rovnobéziné a Zdadné tri se neprotinaji v témze bodé)?

Regent:
Promysleme si pocty oblasti pro nékolik prvnich n a nasledné odvodme re-

kurentni vztah pro pocet oblasti v zavislosti na po¢tu pifimek. Oznac¢me si
oy, pocet oblasti pro n pfimek v obecné poloze.

n=1 ... 0o0=2
n=2 ... o9=4
n=3 ... o3=17
n=4 ... og4=11
n=5 ... o5=106

Je vidét, ze pridanim kazdé dalsi pfimky se pocet oblasti zvysi o aktuélni
pocet pfimek, proto plati nésledujici vztah:

Op =0p—1+N
ROVINA BUDE ROZDELENA NA 0,, = 0,,_1 + 7 OBLASTI.

Cvi€eni 5.13 Dokazte (napt. matematickou indukci):

(a) 1+3+5+-- 4 (2n—1) =n?

(
(b) 24+44+6+---+(2n) =n®+n
() 3+5+T7+ - +2n—1)=n?>—-1
(d) 3+5+T7+-+(2n+1)=n>+2n
() 144+7+ -+ (3Bn—-2)=3n>—n
Regent:

V prvnim kroku vzdy ovéfime platnost pro n = 1, poté budeme predpokladat
platnost pro n — 1 a z predpokladu dokdZeme platnost pro n.

(a) 1. Dosadime postupné do levé a pravé strany n = 1:
L=1P=1L=P
2. Pfedpokladejme platnost pro n — 1 a dokazme pro n:
1434 - -+(2n—3)+(2n—1) = 143+ - -+ (2(n—1)—1)+(2n—1) =
=m—-12+02n—-1)=n?>-2n+1+2n—1=n>
(b) 1. Dosadime postupné do levé a pravé strany n = 1:
L=2P=2,L=P

2. Predpokladejme platnost pro n — 1 a dokazme pro n:
2444+ +2n—-2)42n=244+---+2(n—1)+2n=
=n-12+n-1)+2n=n>-2n+14+n—-14+2n=n?+n

(c) Jedné se o jinak zapsanou variantu (a), dukaz jiz byl proveden.
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(d) 1. Dosadime postupné do levé a pravé strany n = 1:
L=3;P=1+2=3;L=P
2. Pfedpokladejme platnost pro n — 1 a dokazme pro n:
345+ +(2n—1)+(2n+1) = 3+5+ - +(2(n—1)+1)+(2n+1) =
= (n—1)242(n—1)+(2n+1) = n®>—2n+1+2n—2+2n+1 = n?+2n

(e) 1. Dosadime postupné do levé a pravé strany n = 1:
L=1P=3-1=2L#P

Je vidét, ze rovnost neplati ani pro n = 1, dal nemusime dokazovat.

Cviceni 5.14 Sectéte:

(a) S=n+n+3)+(n+6)+---+4n

(b) S=(-31)+(-27)+(—-23) +---+29+ 33

(c) S=n+n+2)+(n+4)+---+3n

(d) S=(-8)+(=5)+(-2)+1+4+ -+ (Bn+1)

(e) S=(=5)+(=3)+(-1)+1+3+5+ -+ (2n+5)+(2n+7)
Regent:

Ve v8ech variantach se jedna o aritmetické posloupnosti. Pomoci diference
a prvniho ¢lenu ur¢ime pocet ¢lenti dané posloupnosti a seCteme pomoci

vztahu
n(a1 + an)

2
(a) S=n+n+3)+(n+6)+---+4n

Sp =

ag=n ay=a1+ (x—1)d
d=3 dn=n+3(x—1)
a; =4n x=n-+1

Gn+1 = 4n

(n+1)(n+4n)  5n(n+1)
2 2
(b) S=(-31)+(-27)+(-23)+---+29+33

S:

ap=-31 ay=a;+ (x—1)d
d=4 33=-31+4(x—-1)
a, =33 x=17

a7 = 33

17(—31 + 33)
2

S = =17
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() S=n+n+2)+n+4)+---+3n
ar=n  a;=a;+ (x—1)d
d=2 3n=n+2(x—1)
a,=3n x=n+1

Ant1 = 3N

g (n+1)(2n+3n) _on(n +1)

(d) S=(=8)+(~5) + (=2 + L+ 4+ + (Bn+1)

ap = —8 a; = a1+ (x —1)d
d=3 3In+1=-8+4+3(x—-1)
a=3n+1 xz=n+4
Antqa =3M+1

o (ntH(=8+3n+1)  (n+4)(Bn-7)
2

(&) S=(=5)+(-3)+(-1)+ 14345+ +(2n+5)+(2n+7)

a; = —5 a; =ay+ (z—1)d

d=2 2n+7=-5+2(x—1)
a; =2n+7 x=n+7
Gnt7 =2n+7

(n+7)(=5+2n+7)
2

S = =(n+T7)(n+1)

Cvi€eni 5.15 Sectéte (kaZdou variantu rozloZte na dvé aritmetické posloup-

nosti):
(a) S=1-2+3—4+ -+ (=1)"ln
(b)) S=1-2+4—-44+7-6+10—8---+ (3n —2) + (—1)""'2n

Resent:

Obé dané posloupnosti muzeme rozdélit na dvé posloupnosti, kazdou z nich
seCteme zvlast a nakonec se¢teme oba soucty. Opét se budeme opirat o vzorec

z predchozi dlohy.

(a) Posloupnost si rozdélime do dvou posloupnosti tak, Zze v jedné po-
sloupnosti budou v8echny kladné ¢leny a ve druhé vSechny zéporné.
Abychom mohli ur¢it posledni ¢leny obou posloupnosti, musime rozli-

sit pripad, kdy bude n liché, respektive sudé.

Pro licha n ziskdvame posloupnosti

S = 143+45+4+---+n
Sy = —2-4-6—...—(n—1),
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ficem7 prvni z posloupnosti ma 24! ¢lent, druha ma 2% ¢lent. Ur-
2 )

2
¢eme soucty posloupnosti.

_ (n+D)(1+n) _ n242n41 — (n=D(=2=n41) _ —n?+1 — ntl
Sl = 4 — 4 S2 — 4 - 4 S - 2

Pro sudé n ziskdvame posloupnosti

Si = 1+3+5+-+(n—1)
Sy = —2-4-6-...—n,

pficemz prvni z posloupnosti méa § clent, druhd ma 5 ¢lenti. Urceme

souCty posloupnosti.

n
2

_ n(l4n-1) _ pn2 _ n(—2-n) _ —n2-2n _ . n
S1 = 4 ! Sy = 4 - 1 S=- 2

PRO LICHA n MA POSLOUPNOST SOUCET S = . PRO SUDA n MA

SOUCET S = —3.

Posloupnost si rozdélime stejné jako v predchozi varianté na dvé po-
sloupnosti. Nyni v8ak neni nutné rozliSovat licha a suda n, pro obé by

posledni ¢len kazdé posloupnosti dopadl stejné.

Pro vSechna n dostaviame posloupnosti

S = 1+44+7+10+ -+ (3n-2)

Sy = —2—-4-6-8—...—2n,

pricemz kazda z posloupnosti mé n ¢lenti. Uréeme soucty posloupnosti.

1+3n—2 2_ —2-2 —on2— 2_
Slzn(Jrn ) _ 3n%-n S5 n( n) _ —2n2-2n S n®—3n

2 - 2 2 2

POSLOUPNOST MA SOUCET § = 22537
Cviceni 5.16 Sectéte:
(a) S=2+224+2% ... 420
() S=1-3+H -5+ + ()"
(c) S=1+2+4+ .. 23
(d) S=1+3+9+---4 32
(¢) S=1+4+16+ 4472

Reseni:

2

V kazdé z posloupnosti vznikl dalsi ¢len vynasobenim pfedchoziho ¢lenu
ur¢itou konstantou, kvocientem, jedné se tedy o geometrické posloupnosti.
Soucet prvnich n ¢lenii geometrické posloupnosti mizeme ze znalosti prvniho

¢lenu a kvocientu urc¢it pomoci vztahu

(a) S =2+22+2%+... 42" posloupnost ma n ¢lenii
a1 =2 q=2 Sp =2
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(b) S=1- % + 2% — 2% + -+ (—1)”2%, posloupnost ma n + 1 ¢lent
1 I-(=p)" ™ 9 1\n+1
ar =1 q=-3 Sn+1:1#:§<1—(—§) )
(c) S=1+2+4+---+2"3 posloupnost ma n + 4 ¢lenii
ar=1 q=2 Sppa = 115270 —on+d

(d) S=1+3+94---+3"2 posloupnost méa n + 3 ¢lenit
ap =1 q=3 Spps = 115807 = 3701

-3 2
() S=1+4+16+---+4"2 posloupnost ma n — 1 &lent
a; =1 q=41 Sp—1 = 11714_n4_1 = 4n_3171

Cvi€eni 5.17 Sectéte (kaZdou variantu rozloZte na aritmetickou a geomet-
rickou posloupnost):

(a) S=2+5+11+---4+(3-2771 —1)

(b)) S=14+5+17+---+(2-3"1-1)
Regent:
Kazdou z posloupnosti mtzeme rozdélit do dvou posloupnosti — jedna bude
geometrickd a druhé aritmetickd. Posloupnosti seCteme zvlast a vysledky k

sobé pri¢teme. Opét se budeme opirat o vztahy pro souty prvnich n ¢lent
geometrické a aritmetické posloupnosti.

(a) Posloupnost rozdélime na geometrickou a aritmetickou nasledovné:

Si1 = 3+6+12+4-.-+3.2""1

S = -1-1—-1—-...—-1
Prvni posloupnost je geometrickd, ma n ¢lent a ¢ = 2, S1 = 3111 2; =
3(2" —1).
Druhéa posloupnost ma také n clent, jeji soucet je ziejmé Sy = —n.

Dohromady dostavame soucet celé posloupnosti.

S:S1+52:3<2n—1)—n

(b) Pocitame analogicky varianté (a).

13"
S = 246+18+4---+2.3"1=2 =3" -1

1-3
Sy = -1-1-1—...—-1=-n
S = 3"—-n-1
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