MAO0002 — feSeni DU ¢&. 6

Cviceni 6.1 Najdéte prvociselny rozklad cisla:

(a) 210=2-3-5-7 (e) 3575 ="52-11-13

(b) 143 =11-13 (f) 3705=3-5-13-19

(c) 247 =13-19 (9) 3925 = 52147

(d) 1001 =7-11-13 (h) 10127 =13-19-41
Cviceni 6.2 Najdete nejuétsi spolecnyj délitel a nejmensti spolecnyj ndsobek
cisel:

(a) 240 a 264 (c) 391 a 10127

(b) 51 a 81 (d) 437 a 247

Regent:

Kazdé z ¢isel si rozlozime na prvoéisla a nasledné ur¢ime NSD a nsn.

240 =23-3-5 NSD(240;264) =23 -3 =24

(a) 264 =23-3-11 nsn(240;264) =23 -3-5-11 = 2640
(b) 51=3-17  NSD(51;81) =3
81 =34 nsn(51;81) = 3%. 17 = 1377
© 391 =17-23 NSD(391;10127) = 1
C
10127 = 13-19 - 41 nsn(391;10127) = 13-17-19 - 23 - 41 = 3959 657
@ 437=19-23  NSD(437;247) = 19

247=13-19 nsn(437;247) = 13-19 - 23 = 5681

Cviceni 6.3 Urcete soucet vsech kladnijch deliteli cisla s vyjjimkou c¢isla sa-
motného:

(a) 10 (e) 18
(b) 14

o) 15 (f) 21
(d) 24 (9) 6
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Resent:

(a) 10 | 1 18 |1

512 S=8 (e) 9|2

Y 6|3 S=21
(b) 712 S=10 (f) 21 | 1
© 1511 713 S=11
“ 5|3 s=9 @ 01

g

12| 2
() ¢,

6|4 S—36

Cviceni 6.4 Urcete rozklad c¢isla na prvocinitele a pocet vsech jeho kladnich
déliteldi:

(a) 236 (e) 10125

(b) 3159 (f) 5!

(c) 1296 (g) 10!

(d) 5400 (h) 12!
Resent:

Kazdé z ¢isel rozlozime na prvocinitele. Ziejmé kazdy z jeho délitelu je slozen
z prvodisel obsazenych v rozkladu nejvyse v mocninég, v jaké se vyskytuje v
pivodnim &sle. Pokud bude napiiklad v rozkladu &isla 22, bude se v roz-
kladu kazdého z déliteli vyskytovat prvocislo 2 v mocninach 0, 1, 2, nebo 3.
Ozna¢me si pocet déliteli ¢isla n symbolem 7(n) a vyjadfeme obecny vztah.

n:pllll .ng ..... pk
T(n) = (Oél + 1)(a2 + 1) - (Ozk + 1)
(a) 236 =22-59 7(236)=3-2=6

(b) 3159=3%-13 7(3159) =6-2 =12

(c) 1296 =2%-3* 7(1296) =5-5=25

(d) 5400 =23-3%.52 7(5400) =4-4-3 =48
(

(f) 5'=2%.3.5 7(5!)=4-2-2=16

)
)
)
)
e) 10125 =3*-5° 7(10125) =5-4 =20
)
g) 101=2%.3*.52.7 r(10))=9-5-3-2 =270
)

(
(h) 12! =2'0-3°-52.7-11 7(12!)=11-6-3-2-2 =792
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Cviceni 6.5 Najdéte alesponi pét prirozenijch cisel, kterd magi lichy pocet
deéliteli.

Regent:

Miuzeme vyuzit znalosti ze cviceni 6.3, pfipadné ze cviceni 6.4. Podivame-li
se jesté jednou na feSeni 6.3, kde je kazdy z déliteli daného ¢isla (véetné jeho
samého a jednicky) zapsan na néjaké strané svislé cary, vidime, ze pro lichy
pocet déliteli musi byt v poslednim fadku dvé stejné cisla. Cislo s lichym
poctem déliteli tedy musi byt ¢tverec néjakého piirozeného ¢isla.
Chceme-li vyuzit cviceni 6.4, hleddme takové mocniny prvocisel ay, ao, .. . ay,
aby pocet délitelu byl lichy. Ze soucinu ziskame lichy vysledek pravé tehdy,
kdyz jsou vSechny c¢initele licha ¢isla. Proto vSechna aq, as, ... ap musi byt
sudé (to opét znamena, Ze hledané &islo je ¢tverec).

HLEDANA CISLA JSOU NAPRIKLAD 1, 4, 9, 16 A 25.

Cviceni 6.6 Najdete alespori pét prirozengjch ¢isel, kterd magi sudy pocet dé-
litelii.

Resent:
7 predchoziho cviceni{ vime, Ze miizeme zvolit jakakoli ¢isla, kterd nejsou
druhou mocninou piirozeného ¢isla.

HLEDANA CISLA JSOU NAPRIKLAD 3, 5, 8, 15 A 24.

Cvi€eni 6.7 Pro kazdd dvé prirozend cisla plati, Ze soucin nejvétsiho spolec-
ného délitele a nejmensiho spolec¢ného ndsobku je roven soucinu téchto dvou
cisel.

(a) Vysvétlete vlastnimi slovy, Ze uvedené turzeni plati.

(b) Ukazte na konkrétnim prikladé, Ze predchozi tvrzeni nelze obecné roz-

N

Sirit ma trojici cisel.
Resent:

(a) Nejvétsi spolecny délitel je tvofen prunikem prvocisel obsazenych v da-
nych ¢islech (véetné mocnin), nejmensi spoleény nasobek je tvofen sjed-
nocenim prvocisel obsazenych v rozkladu danych ¢isel (ve nejvyssich
mocninach). Proto je-li prvoécislo p; v rozkladu pouze prvniho z &isel,
objevi se v souCinu NSD a nsn i v sou¢inu danych ¢&isel, a to ve stejné
mocniné, v jaké je obsaZené v prvnim disle.

Méme-li v rozkladu prvniho ¢isla prvoéislo p3' a v rozkladu druhého

¢isla prvocislo py?, kde ap < ag, objevi se v soucinu NSD a nsn ¢len

P52, stejné tak se ale tento ¢len objevi i v sou¢inu danych ¢isel.

Jina moZnost nez dvé vyse popsané nastat nemuze, proto tvrzeni plati.
(b) NSD(4;6;8) =2 mnsn(4;6;8) =24 2-24#4-6-8
Cviceni 6.8 (*) Najdéte vSechna prirozend ¢isla x,y, pro kterd plati:

nsn(x;y) = NSD(x,y) +5
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Regent:

Ziejmé nemiuze platit x = y, pak by bylo nsn = NSD. V dalsich pfipadech
je vzdy nsn > NSD, nsn je totiz NS D vynasobeny nejméné jednim prvoéis-
lem (je minimalné dvakrat vétsi). Proto musi byt NSD < 5 ansn(x;y) < 10,
coz ndm ovSem velmi omezuje volbu ¢isel z, y.

NSD(z;y) =1 nsn(z,y) =6 [z;y] € [1;6]; (65 1]; [2; 3]; [3; 2]
NSD(z;y) =2 nsn(z,y) = nelze

NSD(z;y) =3 nsn(z,y) =8 nelze

NSD(z;y) =4 nsn(z,y) =9 nelze

NSD(z;y) =5 nsn(z,y) =10 [z;y] € [5;10];[10; 5]

VYHOVUJICI USPORADANE DVOJICE CISEL JSOU [1;6]; [6; 1]; [2; 3]; [3; 2]; [5; 10]
A [10;5].

Cviceni 6.9 Dokazte, Ze pro kaZdd dvé prirozend ¢isla a,b plati:
(a) NSD(a;b) =1 = NSD(ab;a®+b*) =1
(b) NSD(a;b) =1= NSD(a+b;a®+b*) <2

Regent:

(a) Jsou-li ¢isla a, b nesoudélna, nemaji ve svych prvociselnych rozkladech
7adna spoletna prvocisla. Proto ani vyrazy a?,b? nemaji zadna spo-
le¢na prvoéisla, z vyrazu a? + b? nelze zadné z prvocisel vyskytujicich
se v prvodiselném rozkladu &isel a,b vytknout. Avsak v prvociselném
rozkladu ¢isla ab jsou stejna prvocisla, jako v rozkladech ¢&isel a, b, proto
musi byt NSD(ab;a® + b?) = 1.

(b) Uvazujme nejprve situaci pro sudy soucet a + b (to znamena, ze a,b
jsou obé sudé, nebo obé lichd). Potom i soucet druhych mocnin a,b
musi byt sudy a NSD(a+b;a?+b?) > 2. Dale si mtizeme vyraz a® +b?
upravit do tvaru (a+b)? — 2ab a protoze jsou a, b nesoudélné, podobné
jako v predchozi varianté dojdeme k zavéru, ze zadné jiné prvocislo se
v NSD neobjevi. Plati NSD(a + b;a? + b%) = 2.

Je-1i soucet a + b lichy, nemutze se v NSD objevit ani prvocislo 2, pro
lichy soucet a+b plati NSD(a+b;a?+b?) = 1. Dohromady ziskivame
NSD(a+ b;a® +b?) < 2.

Cvi€eni 6.10 (*) Dokazte, Ze jestlize zvolime libovolnych 7 rizngch prooci-
sel, bude soucin jejich kladnych rozdili délitelny cislem 163 840.

Regent:

Nejprve si rozlozme &islo 163 840 na soudin prvoéisel: 163 840 = 219 .5, Klad-
nych rozdili dvou prvocisel bude stejné, jako dvouprvkovych kombinaci ze
sedmi prvocisel (;) = 21. Rozdil kazdych dvou lichych prvocisel bude sudé
¢islo (délitelné dvéma). Protoze v8ak existuje pouze jedno sudé prvoéislo,
miuze se vyskytovat nejvyse v Sesti rozdilech s jinym prvocislem. Jisté tedy
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alesponi 15 rozdilt prvodisel bude sudych, alespon z 15 rozdili mizeme vy-
tknout ¢islo 2 — soudin rozdilt musi byt délitelny &islem 20,

Zbyva ndm ovérit délitelnost péti. Jestlize alesponi jeden z rozdilt bude dé-
litelny péti, jisté bude cely sou¢in délitelny péti. Pokud ale nebude zadny
z rozdilt délitelny péti, musi kazdy rozdil davat po déleni péti zbytek 1, 2, 3,
nebo 4. Protoze méme k dispozici 21 rozdilt, jist€ bude dévat alespoii 5 roz-
dila stejny zbytek po déleni péti. Z toho ale plyne, Ze pravé soucin téchto
rozdila je délitelny péti.

Dokézali jsme, ze soucin kladnych rozdilu 7 rtznych prvocisel musi byt dé-
litelny ¢islem 163 840.
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