3. INTEGRALNI POCET FUNKCI NEKOLIKA PROMENNYCH

Uvodni pojmy:

- n-rozmémy interval | =(a,,b)x(a,,b,)x...x(a,,b,)

n?!=n

- je-li D, déleni intervalu (a;,b;), pak D =D, x D, x...x D, je d&leni intervalu |

P
- integralni soucet S(D) =Zf(Ei)P(Ii) naintervalu | s délenim D s p-dil¢imi intervaly,
i=1

které obsahuji bod E;, kde P(l,) je ,,obsah* (d¢lka) intervalu |,
- integrace v Riemanov¢ smyslu

Def. 3.1: Necht funkce f(X) je integrovatelna na intervalu I. Pak vS§echny posloupnosti
{S(D,) } _, integralnich soucti funkce f(X) pro déleni D, intervalu I, maji
stejnou limitu, kterou oznacujeme

[ -] f(x)dx =limS(D,) (m|D,[=0)

a nazyvame ji N-rozmérnym integralem funkce f(X) na n-rozmérném intervalu I.
Neékdy ozn. j f(X)dm<« dx.dx,.dx,.....
M

T

Mnozina, na které integral pocitame (integral na mnozing)

Ziakladni vlastnosti integralu na mnoZiné:

1. Necht’ funkce f(X) a g(X) jsou integrovatelné na mnozin¢ M. Necht' ¢, a c,
jsou ¢isla. Pak také funkce ¢, f (X)+c,g(X) je integrovatelnd na mnoziné M a plati:

j[clf(X)+czg(X)]dm=cljf(X)dm+c2jg(X)dm.

2. Necht’ funkce f(X) a g(X)jsou integrovatelnénaMaproV X eM je
f(X)<g(X).Pakje [ f(X)dm< [g(X)dm.
M M

Véta 3.1: (Fubiniova véta pro dvojny integral)
Necht funkce f(X,y) je integrovatelna na intervalu J =(a,b)x(c,d). Necht pro

d b| d
kazdé gislo X € (a,b) J integral [ f (x,y)dy . Pak 3 integrél I,, = | U f(x,y)dy}dx

apc

aplati 1, = j j f(x, y)dxdy = TU f(x, y)dy}dx.

b
Jestlize pro kazdé ¢islo y e(c,d) 3 I f(x,y)dx,



Def. 3.2:

Def. 3.3:

Véta 3.2:

pak 1,, = j j f(x, y)dxdy:ij[ﬁ f (X, y)dx}dy.

Fubiniova véta pievadi dvojny integral na dvojnésobny.

Necht M c E, je ohrani¢ena mnozina. 3-li n-rozmérny integral .UJ. dx, tj. je-li
M

konstantni funkce f(X)=1 integrovatelna na M, pak mnozinu M nazyvame

méfitelnou (v Jordanove smyslu).

Cislo m (M) = _U ...JdX nazyvame N-rozmérnym objemem (mirou) mnoziny M.
M

j f(X)dm
Cislo = MW nazyvame stiedni hodnotou funkce f(X) na mnoziné M,
m
Je-li m(M) =0.

(o aditivnosti integralu)

Necht’ A a B jsou méfitelné mnoziny, které nemaji spole¢né vnitini body. Necht
C=AUB.Necht f(X) je integrovatelna na mnozinach A a B. Pak funkce f (X)
je integrovatelna na C a plati:

jf(X)dm:jf(X)dm+jf(><)dm.

Vypocet dvojnych integrala

Necht A je elementatni oblast typu [X, y] dand nerovnicemi as<x<b

p(X) <y <w(X)




Véta 3.3: (zobecnéna Fubiniova véta)
Necht funkce f(X,y) je integrovatelna na mnozing A, ktera je obsaZzena v intervalu

w(X)
J= <a, b> X <C, d> . 3-1i pro kazdé x e <a, b> J- f(x,y)dy, pak 3 integral
o(x)
b| w(x) b| w(x)
o =J| [ O y)dy dx aplati 1, = [[ £ (x y)dxdy=[| [ f(x,y)dy|dx (%)
al p(x) A al o(x)
b w(x)
Pozn.:  Je-li funkce f(x,y)=a(X)B(Y), pak vztah (*) lze psat j a(X)dx j B(y)dy.
a o(x)

Substituce ve dvojném integralu

Véta 3.4: Jestlize spojité diferencovatelné funkce x = x(u,v), y = y(u,v) definuji vzdjemng

jednoznacné zobrazeni ohranicené a uzaviené oblasti D v rovin€ Xy na D* v roviné
uv a jakobian

ox Ox
D(x,y) lou ovl in oo
J="""= e rizny od nuly pro V |u,v|e D*, pak
D) |y & 7 ypro ¥ [u,v] p
ou oOv

([ £ eopdxdy= [[ £,y || dudy

Pf.: Transformace pomoci polarnich soufadnic

(r0)5lx, ]

ox Ox
X ="T.CoS@ J_D(x,y)_g %_coyp —rsin(p_r
y=rsing - D(r,p) - oy - singp  rcose -
or o0

[ feeydxdy=[[ fr.p)rdrde

Aplikace dvojného integralu

- obsah uzaviené oblasti D, lezici v roviné xy P = ﬂ dxdy = J:[ rdrde
D D*

- objem télesa ohrani¢eného shora grafem spojité funkce z = f(X,y), zdola rovinou z=0a
ze stran valcovou plochou vytinajici v roviné Xy méfitelnou oblast D:

V= ﬂ f (x, y)dxdy



2%

te&ziSte T = [xT : yT] rovinné desticky s hustotou p(X,y)

o= = [ty
pp=ta [ yot ypaxdy

kde m = ﬂ p(X,y)dxdy je celkova hmotnost rovinné desticky a S,; S je staticky
D

moment vzhledem Kk ose X, Y.

momenty setrvacnosti

I, = ﬂ y’p(x,y)dxdy  vzhledem k ose x
D

l, = ﬂ X’ p(x,y)dxdy  vzhledem k ose y
D

I, = ﬂ (x* + y?) p(x,y)dxdy  vzhledem k po¢atku (polarni moment)
D

Je-li plocha dana rovnici z = f(Xx,Yy), [X, y] e D, pak obsah S plochy nad oblasti D

S = [[+ £+ £ xdy

pro hmotnost plochy m(Q), statické momenty S
1,11, plati:

x1 iy iz

m(Q) = [[ pCe, L+ 177 + 177 by

w1 Sz Sy, @ momenty setrvacnosti

S, = [ o f i+ 12+ 17

S.. = [ Py L+ 12+ 17 Jaxdy
D

S,. = [[xpCe )L+ £ + 177 Jaxdy
D

IX

”[szrfz(xay)lO(x,y) I+ f2+ £
1, = [l + 72 ool 77 + 177 i

1= [[ & + 3o, )+ 172 + £ Jaxdy
D



TROJNY INTEGRAL

Zakladni vlastnosti:

1. Necht mnozina V je sjednocenim mnozin V, a V,, které¢ maji spole¢né body
nejvyse na svych hranicich.
Pak plati:

_m f(x,y,z)dxdydz= ”I f (x,y,z)dxdydz+ ”j f (x,y,z)dxdydz
\ V1 V2
Misto dxdydz stru¢né pisSeme dV, pficemz integracni oblast i jeji objem znacime V.

2. Necht’ ¢ je konstanta a funkce f a g jsou ohrani¢ené na mnoziné V.
Pak plati:

[[[£Gey.23av +[[[eGey,20aV = [[[[f (x,,2)+ g(ey,2)|dV a
c_m f(x,y,2)dV = J.J'J'c f(x,y,2)dV.

Véta 3.5: (Fubiniova)
Necht g(x,y,z) je spojita funkce na intervalu J =(a,b)x(c,d)x (e, f).

Pak plati:
bdf

I”g (x,y,z)dxdydz= J.” g(x,y,z)dxdydz= I{I{[ a(x,y, z)dz}dy}dx

ace

a dal$i zdménou potadi integrace.

Substituce v trojném integralu

Necht’ zobrazeni @ kazdému bodu T néjaké mnoziny G v E, pfifazuje bod X =®d(T) opétv
E,. MnoZinu G nazyvame oborem zobrazeni @.
Zavedeme-li oznageni [%,%,, %] = ®(t,1,,t,)
a X =@ (t,t,t)
X =¢,(t, 4, 5)

X =@yt t,t).
Piedpokladame, ze funkce ¢, @,,@, maji spojité parcialni derivace.
Determinant

op(I) op(T) O¢(T)
ot ot, ot,

b () Dlisa) _00,1) 3p,1) 2p,(1)
D(t,,t,.t,) ot ot, ot,

0ps(I)  Opy(T) g, (T)
ot ot, ot,

nazyvame funkénim Jacobiovym determinantem (,,jakobianem®).



Pro substituci v trojném integralu za urcitych ptedpokladu plati:

IH f(x)dx= mf (O(T))| Dy (T)|dT

O(7) G

Pozn.:  Polarni soufadnice:

X =r.COSLCOS @

y=r.cosvsin ¢

pak D, (r,@,0) =r’cosv
z=r.sinv

Pozn.:  Cylindrické soufadnice:

X =Tr.CoS¢
y=r.sing

pak D, (r,p,u)=r
Z=u

Aplikace trojného integralu

hmotnost m télesa V, které ma v bodé [X, Y, Z] eV hustotu p(x,y,z) se vypocte
m= ij(x, y, z)dxdydz.
\%

A%

o= [ty
vV

Vo = i [[[vox.y,2)dxdydz
4

Zy = %J.”zp(x, y,z)dxdya’z
vV

pro moment setrvacnosti:

k ose o:

1, = [[| R p(x, v, )dxdydz
4

kosam X

I = J.J.J.(y2 +2z° )p(x, Vv, z)dxdydz
y: I, = _m-(xz +2%) p(x, y,z)dxdydz

Z I = J.”(x2 +3%) p(x, y,z)dxdydz



