4. ZAKLADNI POJMY TEORIE POLE

Fyzika: - teploty vzduchu v riiznych mistech - pole teplot
- intenzita el. pole ( £) od bodového naboje - elektrostatické pole

Skalarni pole - charakterizujeme v kazdém bodé pole skalarem
(9 - potencial, T - teplota, p - tlak, ...)
Vektorové pole - charakterizujeme v kazdém bod& vektorem (E, B, F - nékdy

"silové" pole, char. vektorem a (7), ...)

Funkce u(7), charakterizujici skalarni pole, mize zaviset na Case t, pokud nezavisi -
stacionarni pole

Ekvipotencidlni plocha (hladina):  u(x,y,z)=C, kde u(x,,y,,z,)=C

V piipad¢ skalarniho pole - jak se méni hodnoty funkce u(x, y,z) v bodech dané ptimky —
derivace funkce v daném sméru

Piimka P+s7, s € (—o0,400)

Derivace funkce u v bodé P ve sméru 7 :

a—’i(P):]jm u(P+sr)—u(P)
ot 5§50 s|2'|
Vekt radu 8u;+6u~,+6u]€
eKtor = - -
g o o’

2 ’ ,/2
Jeho velikost ‘gradu‘—li(i—uj +(%yuj J{Z_uj }
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Lze ukazat, Ze
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6_2 (P) = % [gradu(P) 7 = gradu (P).r°
ot T

Nejvétsi derivace je v tom sméru, ktery je rovnob&zny s gradientem.

Vektor grad u je souhlasné rovnobézny s normalou k ekvipotencialni plose ve sméru, v
némz funkce U je rostouci, a ¢iselné se rovna rychlosti prirastku funkce U v tomto sméru.

Vlastnosti gradientu:

1. grad(u.v)=v.gradu+u.gradv

2. grad(u+v)=gradu+ gradv

3. gmdz _ v.gradu —2u.gmdv
v v

4. grad F(u) = d—F.gradu
du



Vektorovou kiivkou (silocarou) nazyvame kiivku, jejiz tecna v kazdém jejim bod¢ je totozna
se smérem vektorového pole (se smérem vektoru a(7) ).
Vyuziva se pro grafické znazornéni vektorového pole.

Divergence vektorového pole

Necht' G@(X)=P(X)i +Q(X)] +R(X)k, pticemz P(X), Q(X), R(X) maji na M < E, parcialni
derivace. Pak funkci
div @(X) = OP(X) N 00(X) N OR(X)
ox oy oz
nazyvame divergenci vektorového pole vytvoieného vektorovou funkci a(X).

Divergence vektorového pole je skalarni veli¢inou. Vytvaii skalarni pole v daném
vektorovém poli.

Je-li a vektorové pole rychlosti proudici tekutiny, pak bod P, v némz div a(P) >0,

predstavuje zdroj (ztidlo), odkud kapalina vytéka (znazornéno silocarami), a bod P', v némz
div a(P") <0, ptedstavuje nor pohlcujici kapalinu.

Vektorové pole, jehoZz diva =0, se nazyva solenoidalni (nezfidlové) - vektorové kiivky jsou
bud’ uzaviené, nebo mohou zacinat (koncit) na hranici defini¢niho oboru pole.

Vlastnosti divergence:
1. div(@+b)=divi+divbh
2. div(ua)=u.diva+a.gradu u(x, y, z) - skalarni funkce

3. div[f(F)F]=3,0F)+7 ()

Rotace vektorového pole

je vektor, jehoz projekce do libovolného sméru se rovna limité podilu cirkulace vektorového
pole po obvodu rovinné plosky kolmé na tento smér, pro obsah této plosky S, —0:
f adr
: L

im =5 =rot,da=(rot a)i,

i

kde 7 je jednotkovy normalovy vektor k ploSce s obsahem S;.

Méame-li @ = P(x,y,2)i +O(x,y,2)] + R(x, y,2)k , pak

rot.a = OR _2Q
oy Oz

. _OP OR

rot a=———
Y0z ox
rot.d = 9 _o°
ox Oy



nebo

rota =

“c§|®-1
Q| »~u
o R =

Tedy lze psat rofd = Vxa
Kde nabla V = éz7 + g] + il; (Hamiltontv operator)
ox oy Oz

Vlastnosti rotace vektorového pole
1. div(rota) =0

rot(a +5) = rotd +roth

2.
3. rot(ua) =u.rota+ graduxda
4.

div(a x Z;) =b.rotd —ad.roth

Pozn.: gradp=V ¢ diva=Va rota =Vxa
Au =div(gradu) A=VV

Véta 4.1: Plati rot(rota) = grad(diva)—Aa

Def.: Pole vektoru @ se nazyva potencialni na oblasti Q, 3 -li takové skalarni pole u

naQ,7e a=gradu.

Je-li pole vektoru a potencialni, je bezvirové a rota =0. rotd =0 neni vSak
postacujici podminkou pro potencidlni pole.

Oblast Q musi byt jednoduse souvisla, aby vektorové pole a, jehoz rota =0
na Q, bylo potencialni.

Véta 4.2: Necht vektorové pole @ = P(x,y,z)i +O(x,,z)] + R(x,y,z)k je potencialni,
tj. takové, ze rot a =0. Necht' C je orientovana kiivka s poc¢ate¢nim bodem A a
koncovym bodem B. Pak hodnota kiivkového integralu

JIPCe.y.2)dx+ O(x,y.2)dy + R(x. ,2)de] *)
C
zavisi jen na volbé bodi A, B - tj. nezavisi na integracni ceste.

Pokud C je uzaviena kiivka, pak piredchozi integral (*) je roven nule (= Cirkulace vektoru a

po kazdé uzaviené kiivce ff adr =0, je-li pole a potencialni).
L

Véta 4.3: Nutna a postacujici podminka, aby integral (*) nezavisel na integracni ceste, je,
aby 3 takova funkce F(X,y,z), aby integrand byl jejim totalnim diferencialem,
resp. aby a =grad F(x,y,z).



Tok vektorového pole

Def.: Tokem vektorového pole vektoru f plochou S nazyvame plosny integral 2.
druhu

0= j j fdS nékdy ozn. (@), (N)

Ve skalarni formé: Q= j j £.ds
S

Gaussova véta

Necht S je uzaviena (jednoduchd) po castech hladka plocha, orientovana normalovym
vektorem vné. Necht’ A je mnozina skladajici se ze vSech bodi plochy S a jeji vnitini oblasti.

Necht’ funkce f a divj? jsou spojité na oblasti A. Pak plati
j j j div {(P)dxdydz= j‘:f F(P)dS
A N

Stokesova véta

Necht' S je jednoducha po ¢astech hladka plocha a C je jeji okraj. Necht’ funkce ]7 je spolu se
vSemi svymi parcialnimi derivacemi 1. fadu spojitd na oblasti 2 c E;, obsahujici plochu S.
Pak plati

§ F(P)drF = j j rot f(P)dS

tj. tok vektoru oz f plochou S se rovna cirkulaci vektoru f po jejim okraji C.

Pozn.: Tok vektorového pole, které je solenoidni ( div B = 0), uzavienou plochou je
roven nule.

Pozn.: Necht’ mame solenoidni vektorové pole f na M. Pak 3 vektorové pole A
takové, Ze

F(P)=rot A(P).
Vektorové pole 4 nazyvame vektorovym potencidlem pole f .

Vektorovy potenciél A neni ur&en jednoznacné - plati i pro
T"(P) = A(P)+ grad ¢(P) - ¢ - libovolna diferencialni funkce



