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Ortogonálńı a ortonormálńı vektory

Ortogonálńı vektory

Vektory ~u, ~v v Euklidovském prostoru jsou ortogonálńı, jestliže pro jejichž
skalárńı součin plat́ı: skal(~u, ~v) = 0.

Poznámka: Ortogonálnost vektor̊u narozd́ıl od kolmosti p̌ripoušt́ı, že
jeden z nich, p̌ŕıpadně oba byly nulové.

Ortogonálńı/ortonormálńı posloupnost vektor̊u

Báze podprostoru, nebo libovolná posloupnost vektor̊u je

ortogonálńı, jestliže každé dva vektory z této báze (posloupnosti)
jsou ortogonálńı.

ortonormálńı, jestliže je ortogonálńı a každý jej́ı vektor je normovaný
(tj. jeho velikost je 1).

Poznámka: Velikost vektoru ~u = (u1, . . . , un) je v Euklidovském prostoru

definována takto: ||u|| =
√
skal(~u, ~u) =

√
u2

1 + · · ·+ u2
n.
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Ortogonálńı vektory
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definována takto: ||u|| =
√
skal(~u, ~u) =

√
u2

1 + · · ·+ u2
n.
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Ortogonálńı a ortonormálńı vektory – p̌ŕıklady

Př́ıklad 6.2.B1: Rozhodněte, zda dané vektory euklidovského prostoru R4

jsou ortogonálńı, resp. ortonormálńı.

a) ~u = (1;−2; 2; 1), ~v = (1; 3; 2; 1), ~w = (−1; 0; 1;−1)

b) ~u = ( 1
2 ; 1

2 ; 1
2 ; 1

2 )

c) ~u = (2; 3;−3;−4), ~v = (−1; 3;−3; 4), ~w = (3; 1; 3; 0)

d) ~u = (1; 3; 1; 2), ~v = (0; 0; 0; 0), ~w = (1;−3; 2; 3)

Př́ıklad 6.2.B2: Určete parametry a, b ∈ R tak, aby dané vektory
euklidovského prostoru R5 byly ortogonálńı.

a) ~u = (1; 1; 2; 0; 0), ~v = (1;−1; 0; 1; a), ~w = (1; b; 2; 3;−2)

b) ~u = (2;−1; 0; a; b), ~v = (a; b; 0;−2; 1), ~w = (a; 2b; 5; b;−a)

c) ~u = (1;−2; a; 3; 0), ~v = (−1; 1; 0; a; 7), ~w = (1;−2; b; 3; 0),
~z = (0; b;−1; 1; 8)

d) ~u = (1; 2; 0; 2; 1), ~v = (0; 0; 0; 0; 0), ~w = (−5; 2; 5;−2; 5),
~z = (a; b; 0; b; a)
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Ortogonálńı a ortonormálńı vektory – p̌ŕıklady

Př́ıklad 6.2.B3: V euklidovském prostoru R4 nalezněte všechny
normované vektory, které jsou ortogonálńı k vektor̊um ~u, ~v , ~w , je-li:

~u = (1; 1; 1; 1), ~v = (1;−1;−1; 1), ~w = (2; 1; 1; 3)

Výsledky:

B1 a) ortogonálńı, b) ortonormálńı, c) nejsou ortogonálńı, d) ortogonálńı

B2 a) a = 9
2 , b = −5, b) (a = b = 0) ∨ (a = b = 1), c) žádné neexistuj́ı,

d) a = −2b

B3 ~z1 = (0;
√

2
2 ;−

√
2

2 , 0); ~z2 = (0;−
√

2
2 ,

√
2

2 ; 0)
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Gramm-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces

Gramm-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces

Věta: Bud’ ~u1, ~u2, . . . , ~uk vektory euklidovského prostoru. Pak existuj́ı
ortogonálńı vektory ~e1, ~e2, . . . , ~ek tak, že 〈(~u1, . . . , ~uk)〉 = 〈(~e1, . . . , ~ek)〉.

Důkaz této věty je konstruktivńı a je založen na těchto kroćıch:

a) ~e1 = ~u1.
b) Hledáme vektor ~e2 tak, že vyjáďreńı ~e2 = p1 · ~e1 + ~u2 skalárně

vynásob́ıme vektorem ~e1. D́ıky ortogonalitě vektor̊u ~e1, ~e2 dostaneme

0 = p1 · skal(~e1, ~e1) + skal(~u2, ~e1)

p1 = −skal(~u2, ~e1)

skal(~e1, ~e1)

c) Podobně vyjáďreńı ~e3 = p1 · ~e1 + p2 · ~e2 + ~u3 vynásob́ıme jednou
vektorem ~e1, podruhé ~e2. Dostaneme dvě rovnice, z nichž opět
źıskáme hodnoty p1, p2.

d) Takto podobně postupujeme dále.
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Věta: Bud’ ~u1, ~u2, . . . , ~uk vektory euklidovského prostoru. Pak existuj́ı
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a) ~e1 = ~u1.
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Lukáš Másilko 12. cvičeńı 1. 12. 2022 6 / 13



Gramm-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces – p̌ŕıklady

Př́ıklad 6.2.B7: V euklidovském prostoru V nalezněte ortogonálńı bázi
podprostoru W , je-li:

a) V = R4,W = 〈(~u1, ~u2, ~u3)〉, kde
~u1 = (1; 2; 2;−1), ~u2 = (1; 1;−5; 3), ~u3 = (3; 2; 8;−7)

b) V = R4,W = 〈(~u1, ~u2, ~u3)〉, kde
~u1 = (1; 0; 1; 0), ~u2 = (0; 1; 0;−7), ~u3 = (3;−2; 3; 14)

c) V = R4,W = 〈(~u1, ~u2, ~u3, ~u4)〉, kde ~u1 = (1; 1; 1; 1),
~u2 = (1; 1; 1;−1), ~u3 = (1;−1;−1; 1), ~u4 = (−1; 1; 1; 1)

d) V = R5,W = 〈(~u1, ~u2, ~u3, ~u4)〉, kde ~u1 = (1;−2;−1; 0; 1),
~u2 = (2; 3; 0;−2; 3), ~u3 = (1; 1;−2;−1;−1), ~u4 = (1;−6;−4; 1;−2)

e) V = R5,W = 〈(~u1, ~u2, ~u3, ~u4)〉, kde ~u1 = (1; 2; 0; 1; 2),
~u2 = (1; 1; 3; 0; 1), ~u3 = (1; 3;−3; 2; 3), ~u4 = (1;−1; 9;−2;−1)
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Gramm-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces – výsledky

Př́ıklad 6.2.B7: hledaných báźı je nekonečně mnoho. Jedna z nich je
nap̌r.:

a) ((1; 2; 2;−1), (2; 3;−3; 2), (2;−1;−1;−2))

b) ((1; 0; 1; 0), (0; 1; 0;−7))

c) ((1; 1; 1; 1), (1; 1; 1;−3), (4;−2;−2; 0))

d) ((1;−2;−1; 0; 1), (1; 1;−2;−1;−1), (69; 93; 36;−63; 153))

e) ((1; 2; 0; 1; 2), (1; 0; 6;−1; 0))
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Ortogonálńı doplněk

Ortogonálńı množiny vektor̊u

Množiny vektor̊u A,B jsou ortogonálńı, když pro každý libovolná dvojice
vektor̊u ~a ∈ A, ~b ∈ B je ortogonálńı. Znač́ıme A ⊥ B.

Poznámka: Je-li A ⊥ B, pak jsou ortogonálńı i podprostory 〈A〉, 〈B〉
generované vektory obou množin.

Ortogonálńı doplněk podprostoru

Bud’ U vektorový podprostor euklidovského prostoru V . Ortogonálńım
doplňkem U⊥ podprostoru U v prostoru V rozuḿıme množinu všech
vektor̊u ortogonálńıch k U, tj.

U⊥ = {~x ∈ V | skal(~x , ~u) = 0, ∀~u ∈ U}

Poznámka: Ortogonálńı doplněk U⊥ je též vektorovým podprostorem a
plat́ı: V = U + U⊥ (tj. U ∩ U⊥ = ~o a dim(V ) = dim(U) + dim(U⊥)).
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Ortogonálńı doplněk – p̌ŕıklady

Př́ıklad 6.2.B15: V euklidovském prostoru R4 je dán podprostor W .
Nalezněte bázi ortogonálńıho doplňku W⊥, je-li:

a) W = {(2r + t;−3r + s − t; 4r + 3t; 8r + 5t) | r , s, t ∈ R}
b) W = 〈(~u1, ~u2, ~u3)〉, kde

~u1 = (3;−5; 4; 1), ~u2 = (1;−2; 2;−3), ~u3 = (1;−1; 0; 7)

c) W = 〈(~u1, ~u2, ~u3, ~u4)〉, kde
~u1 = (3; 2; 1; 0), ~u2 = (1; 1;−2; 1), ~u3 = (1; 1; 0; 1), ~u4 = (2; 3;−1; 1)

d) W je podprostor řešeńı homogenńıho SLR:

3x1 + 3x2 + 2x3 + 7x4 = 0
3x1 − 2x3 − 9x4 = 0

x3 + x4 = 0

Výsledky: a) nap̌r. ((2; 0; 1;−1)), b) nap̌r. ((2; 2; 1; 0), (17; 10; 0;−1)),
c) neexistuje, d) nap̌r. ((3; 3; 2; 7), (3; 0;−2;−9), (0; 0; 1; 1))
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Ortogonálńı projekce vektoru

Ortogonálńı projekce vektoru

Ortogonálńı projekce nenulového vektoru ~v do podprostoru U je vektor ~x
takový, že ~x + ~y = ~v , kde ~x ∈ U, ~y ∈ U⊥.

Poznámka:

Ortogonálńı projekci, někdy též kolmý pr̊umět, je možné provádět
v euklidovském prostoru, v němž je d́ıky skalárńımu součinu definován
pojem kolmosti vektor̊u.

Pomoćı ortogonálńı projekce vektoru lze spoč́ıtat jeho odchylku od
zadaného podprostoru (urč́ıme ji jako úhel, který sv́ırá vektor se svým
kolmým pr̊umětem do podprostoru).
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Ortogonálńı projekce vektoru – p̌ŕıklady

Př́ıklad 6.2.B18: V euklidovském prostoru V nalezněte ortogonálńı
projekci vektoru u do podprostoru W , je-li:

a) V = R3; ~u = (3;−7; 8);W = 〈( ~w1, ~w2)〉, kde
~w1 = (1; 1;−2), ~w2 = (3; 1;−1)

b) V = R4; ~u = (−2; 2; 2; 5);W = 〈( ~w1, ~w2, ~w3)〉, kde
~w1 = (1; 1;−1; 2), ~w2 = (3; 1; 0; 1), ~w3 = (2; 0; 1;−1)

c) V = R4; ~u = (2; 7;−3;−6);
W = {(r + s; r + s;−r − 3s; 2r + 3s) | r , s ∈ R}

d) V = R4; ~u = (1; 2; 3; 4);W = 〈(0; 1; 0; 1)〉
e) V = R4; ~u = (2; 0; 1;−4); W je podprostor řešeńı homogenńıho SLR:

2x1 + 3x2 + 3x3 = 0
2x1 + x2 + x3 + 4x4 = 0
x1 + x2 + x3 + x4 = 0
x1 + 2x2 + 2x3 − x4 = 0
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Ortogonálńı projekce vektoru – výsledky

Př́ıklad 6.2.B18 – výsledky:

a) ( 34
15 ;−10

3 ; 142
15 )

b) (−1; 1;−2; 3)

c) (0; 0; 0; 0)

d) (0; 3; 0; 3)

e) ( 9
4 ;−5

4 ;−1
4 ;−3

4 )
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