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Důležitá pravidla pro výpočet determinantu

Mějme čtvercovou matici M řádu n × n, kde n ∈ N.

1 |M| = |MT |, kde MT je transponovaná matice M.

2 Jestliže matice M ′ vznikne z matice M výměnou dvou řádk̊u, pak
|M| = −|M ′|.

3 Jestliže matice M ′ vznikne z matice M vynásobeńım některého řádku
nenulovým č́ıslem k ∈ R− {0}, pak |M| = 1

k · |M
′|.

4 Determinant matice M se nezměńı, p̌ričteme-li k některému řádku
nenulový k-násobek jiného řádku (k ∈ R− {0}).

Důležité d̊usledky:

Determinant matice M se dvěma stejnými řádky je roven 0.

Determinant matice M obsahuj́ıćı nulový řádek je roven 0.

Je-li některý řádek matice M lineárńı kombinaćı ostatńıch, pak
|M| = 0.
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Laplace̊uv rozvoj determinantu

Mějme čtvercovou matici M řádu n × n, kde n ∈ N.

Rozvoj podle k-tého řádku:

|M| =
n∑

j=1

(−1)k+j · akj · |Mkj |,

kde Mkj jsou matice vzniklé z M vypuštěńım k-tého řádku a j-tého
sloupce.

Rozvoj podle l-tého sloupce:

|M| =
n∑

i=1

(−1)i+l · ail · |Mil |,

kde Mil jsou matice vzniklé z M vypuštěńım i-tého řádku a l-tého sloupce.
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Př́ıklad 4.2.B11

Spočtěte determinant

(a) ∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −2 1 −2
−3 −5 2 0
2 1 −2 −4
−1 0 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
(b) ∣∣∣∣∣∣∣∣

−3 9 3 6
−5 8 2 7
4 −5 −3 −2
7 −8 −4 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣

Výsledky: (a) −195, (b) 18.
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Př́ıklad 4.2.B11

Spočtěte determinant

(c) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 2 −1
−4 3 2 −1 1
3 5 −2 1 −2
2 2 −1 3 −1
−1 2 3 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(d) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 0 2 1
1 0 2 1 2
1 2 1 0 2
0 2 2 1 1
2 1 1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Výsledky: (a) −28, (b) 30.
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Př́ıklad 4.2.B12

Pouze užit́ım Laplaceova rozvoje a definice determinantu spočtěte:

(a) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 2 1
1 2 3 4 0 0
4 3 2 1 0 0
1 2 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(b) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 0 3 0
5 1 4 2 7 3
1 0 4 0 9 0
8 1 5 3 7 6
9 1 5 4 3 8
1 0 7 0 9 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Výsledky: (a) −105, (b) −18.

Lukáš Másilko 3. cvičeńı 29. 9. 2022 7 / 16
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Výsledky: (a) −105, (b) −18.
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Maticový zápis SLR

Mějme následuj́ıćı soustavu lineárńıch rovnic:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x2 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2y + · · ·+ amnxn = bm

kde m, n ∈ N.

Maticový zápis soustavy

Matici

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

am1 am2 . . . amn


nazýváme matićı systému SLR.
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a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x2 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2y + · · ·+ amnxn = bm

kde m, n ∈ N.

Rozš́ı̌rená matice SLR

Matici

A|b =


a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

... . . .
...

...
am1 am2 . . . amn bm


nazýváme rozš́ı̌renou matićı systému SLR.
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Hodnost matice, elementárńı řádkové úpravy

Hodnost matice

Hodnost́ı matice A (typu m × n) rozuḿıme počet lineárně nezávislých
řádk̊u matice A. Ṕı̌seme h(A).

Otázka: Kdy jsou dva řádky matice lineárně závislé?

Elementárńı řádkové úpravy

Elementárńımi řádkovými úpravami matice, resp. samotného SLR jsou:

1 vynásobeńı řádku (rovnice) nenulovým reálným č́ıslem,

2 výměna pǒrad́ı dvou řádk̊u (rovnic),

3 p̌ričteńı násobku jiného řádku (rovnice) k danému řádku (rovnici).

Důležitá poznámka: Elementárńı řádkové úpravy nezměńı hodnot matice,
resp. nezpůsob́ı změnu řešeńı SLR.
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řádk̊u matice A. Ṕı̌seme h(A).
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Schodový tvar matice

Schodový tvar matice

V každém daľśım řádku je zleva v́ıce nul než v tom p̌redchoźım, p̌ŕıpadně
je celý daľśı řádek nulový.

Poznámka: p̌revodem na schodový tvar pomoćı elementárńıch řádkových
úprav zjist́ıme hodnost zadané matice. Hodnost matice je počet
nenulových řádk̊u ve schodovém tvaru, který vznikne ze zadané matice
elementárńımi řádkovými úpravami.

Př́ıklad 1: rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı matice ve schodovém tvaru. 1 2 3 9
0 0 5 3
0 1 3 6

  0 0 0 9
0 0 5 3
0 1 3 6

  1 2 3 9
0 7 5 3
0 0 3 6
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Schodový tvar matice
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V každém daľśım řádku je zleva v́ıce nul než v tom p̌redchoźım, p̌ŕıpadně
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Př́ıklad 4.4.B1

Určete hodnost matice A (nad R):

(a)

A =


0 4 10 1
4 8 18 7

10 18 40 17
1 7 17 3


(b)

A =


2 −4 8 0 4
3 −6 1 4 −3
−4 2 5 −1 7
5 −4 −12 5 −14



Výsledky: (a) h(A) = 2, (b) h(A) = 3.
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Př́ıklad 4.4.B1
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Př́ıklad 4.4.B1

Určete hodnost matice A (nad R):

(c)

A =



3 −1 2
4 1 1
1 2 −1
−2 3 −3
5 3 0
1 −5 4


(d)

A =



2 1 3 4 6
3 −2 1 −3 −2
7 0 7 5 10
−4 5 1 10 10
5 −1 4 1 4
8 −3 5 −2 2



Výsledky: (c) h(A) = 2, (d) h(A) = 2.
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Př́ıklad 4.4.B1
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(d)

A =



2 1 3 4 6
3 −2 1 −3 −2
7 0 7 5 10
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Soustavy ťŕı lineárńıch rovnic o ťrech neznámých

Mějme následuj́ıćı soustavu ťŕı rovnic:

a11x + a12y + a13z = b1

a21x + a22y + a23z = b2

a31x + a32y + a33z = b3

Rovnice definuj́ı ťri roviny, u nichž řešeńım SLR urč́ıme vzájemnou polohu.

Počet řešeńı soustavy

Soustava lineárńıch rovnic (SLR) o 3 neznámých

(a) má právě jedno řešeńı, je-li h(A) = h(A|b) = 3 (roviny se prot́ınaj́ı
v jednom bodu);

(b) má nekonečně mnoho řešeńı, je-li h(A) = h(A|b) < 3 (roviny se
prot́ınaj́ı bud’ v jedné p̌ŕımce, když h(A) = h(A|b) = 2, nebo splývaj́ı
v jednu rovinu, je-li h(A) = h(A|b) = 1);

(c) nemá řešeńı, je-li h(A) 6= h(A|b) (geometricky to může vyj́ıt r̊uzně).
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Vzájemná poloha ťŕı rovin

Vzájemná poloha ťŕı rovin

1 všechny ťri roviny jsou rovnoběžné a nemaj́ı pr̊useč́ık, ani pr̊usečnici

2 dvě roviny jsou rovnoběžné a ťret́ı je prot́ıná ve dvou rovnoběžných
pr̊usečnićıch

3 všechny jsou r̊uznoběžné a prot́ınaj́ı se v jedné pr̊usečnici
(svazek rovin)

4 všechny jsou r̊uznoběžné a po dvou se prot́ınaj́ı v pr̊usečnici
(tyto ťri pr̊usečnice jsou rovnoběžné)

5 všechny jsou r̊uznoběžné a prot́ınaj́ı se v jednom bodě (trs rovin)

6 všechny ťri roviny splývaj́ı v jednu

Ilustrace prvńıch pěti p̌ŕıpadů jsou dostupné na této stránce.
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Vzájemná poloha ťŕı rovin

Př́ıklad 15.6.40: Vyšeťrete vzájemnou polohu ťŕı rovin.

a) %1 : 2x − y + z − 5 = 0, σ1 : x + y + 3z − 6 = 0,
τ1 : 3x + 2y − 4z + 7 = 0

b) %2 : x + y + z − 3 = 0, σ2 : 3x − 2y + z − 8 = 0,
τ2 : 4x − y + 2z + 1 = 0

c) %3 : x − y + 2z − 1 = 0, σ3 : x + 2y − z + 2 = 0,
τ3 : x − 2y + 3z − 2 = 0

d) %4 : x + y − z − 1 = 0, σ4 : x + y + z + 2 = 0,
τ4 : 2x + 2y − 2z + 1 = 0

Výsledky:
a) ťri r̊uznoběžné roviny, společný bod P[1;−1; 2],
b) ťri r̊uznoběžné roviny, žádný společný bod,
c) ťri r̊uznoběžné roviny, společná p̌ŕımka p = {[t;−1− t;−t], t ∈ R},
d) dvě rovnoběžné roviny, ťret́ı je s nimi r̊uznoběžná.
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