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Determinant matice
m DileZita pravidla pro vypocet determinantu
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m Hodnost matice, elementarni ¥adkové tpravy
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DileZitad pravidla pro vypolet determinantu

Mé&jme ¢&tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.
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DileZitad pravidla pro vypolet determinantu

Mé&jme ¢&tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.

M| = |MT]|, kde MT je transponovana matice M.

Jestlize matice M’ vznikne z matice M vymé&nou dvou ¥adkd, pak
M| = —|M'].

Jestlize matice M’ vznikne z matice M vyndsobenim n&kterého ¥adku
nenulovym &islem k € R — {0}, pak |[M| = ¢ - M.

Determinant matice M se nezméni, p¥i¢teme-li k nékterému ¥adku
nenulovy k-nasobek jiného ¥adku (k € R — {0}).
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DileZitad pravidla pro vypolet determinantu

Mé&jme ¢&tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.

M| = |MT]|, kde MT je transponovana matice M.

Jestlize matice M’ vznikne z matice M vymé&nou dvou ¥adkd, pak
(M| = —|M|.

Jestlize matice M’ vznikne z matice M vyndsobenim n&kterého ¥adku
nenulovym &islem k € R — {0}, pak |[M| = ¢ - M.

Determinant matice M se nezméni, p¥i¢teme-li k nékterému ¥adku
nenulovy k-nasobek jiného ¥adku (k € R — {0}).

Diilezité dasledky:
m Determinant matice M se dvéma stejnymi Fadky je roven 0.
m Determinant matice M obsahujici nulovy ¥adek je roven 0.
m Je-li néktery ¥adek matice M linedrni kombinaci ostatnich, pak
M| = 0.
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Laplaceliv rozvoj determinantu

Mé&jme ¢&tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.
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Laplaceliv rozvoj determinantu

Mé&jme ¢&tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.

Rozvoj podle k-tého ¥adku:

M| = (—1)*H - - | My],
j=1

kde M,; jsou matice vzniklé z M vypusténim k-tého ¥adku a j-tého
sloupce.
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Laplaceliv rozvoj determinantu

Mé&jme ¢&tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.

Rozvoj podle k-tého ¥adku

M| = (—1)*H - - | My],
j=1

kde M,; jsou matice vzniklé z M vypusténim k-tého ¥adku a j-tého

sloupce.

Rozvoj podle /-tého sloupce

v
n

M= (1) a5 - | My,

i=1

kde M jsou matice vzniklé z M vypusténim i-tého ¥adku a /-tého sloupce.
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Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant

(a)
3 2 1 -2
-3 -5 2 0
2 1 -2 —4
-1 0 3 1
(b)
-3 9 3 6
-5 8 2 7
4 -5 -3 -2
7 -8 —4 -5
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Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant

(a)
3 2 1 -2
-3 -5 2 0
2 1 -2 —4
-1 0 3 1
(b)
-3 9 3 6
-5 8 2 7
4 -5 -3 -2
7 -8 —4 -5

Vysledky: (a) —195,
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Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant

(a)
3 2 1 -2
-3 -5 2 0
2 1 -2 —4
-1 0 3 1
(b)
-3 9 3 6
-5 8 2 7
4 -5 -3 -2
7 -8 —4 -5

Vysledky: (a) —195, (b) 18.
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Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant

()
2 1 -1 2 -1
43 2 -1 1
3 5 2 1 -2
2 2 -1 3 -1
-12 3 1 3
(d)
21021
10212
1210 2
02211
21120
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Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant

()
2 1 -1 2 -1
43 2 -1 1
3 5 2 1 -2
2 2 -1 3 -1
-12 3 1 3
(d)
21021
10212
1210 2
02211
21120

Vysledky: (a) —28,
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Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant

()
2 1 -1 2 -1
43 2 -1 1
3 5 2 1 -2
2 2 -1 3 -1
-12 3 1 3
(d)
21021
10212
1210 2
02211
21120

Vysledky: (a) —28, (b) 30.
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Priklad 4.2.B12

Pouze uZitim Laplaceova rozvoje a definice determinantu spoctéte:

(a)
1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 21
1 2 3 4 00
4 3 2100
1 20 0 0O
21 00 00

(b)
1 02 0 30
51 4 2 7 3
1 04 090
8 1 5 3 7 6
9 1 5 4 3 8
1 07 0 9 0

Lukas Masilko 3. cvitenf 29. 9. 2022 7/16



Priklad 4.2.B12

Pouze uZitim Laplaceova rozvoje a definice determinantu spoctéte:

(a)
1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 21
1 2 3 4 00
4 3 2100
1 20 0 0O
21 00 00

(b)
1 02 0 30
51 4 2 7 3
1 04 090
8 1 5 3 7 6
9 1 5 4 3 8
1 07 0 9 0

Vysledky: (a) —105,
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Priklad 4.2.B12

Pouze uZitim Laplaceova rozvoje a definice determinantu spoctéte:

(a)
1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 21
1 2 3 4 00
4 3 2100
1 20 0 0O
21 00 00

(b)
1 02 0 30
51 4 2 7 3
1 04 090
8 1 5 3 7 6
9 1 5 4 3 8
1 07 0 9 0

Vysledky: (a) —105, (b) —18.
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Maticovy zdpis SLR

Mé&jme nasledujici soustavu linearnich rovnic:

ajix1 +appxo + -+ ammxp, = by
an1xo +amxa+ -+ amx, = b
amXx1 tampy + -+ amnXn = bm

kde m,n € N.
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Maticovy zdpis SLR

Mé&jme nasledujici soustavu linearnich rovnic:

ajix1 +appxo + -+ ammxp, = by
an1xo +amxa+ -+ amx, = b
amXx1 tampy + -+ amnXn = bm
kde m,n € N.
Maticovy zapis soustavy
Matici
a1l dl12 e din
dani ano e aon
A=
dmi a4m2 ... dmn

nazyvame matici systému SLR.

v
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Maticovy zdpis SLR

Mé&jme nasledujici soustavu linearnich rovnic:

a11xy +apxo+ -+ anxp, = b
as1xp +amxo+ -+ amx, = b
amiX1 +am2y + -+ ampXn = bm
kde m,n € N.
Roz&ifend matice SLR
Matici
alil ai? e din b1
a1 ax ... ax | b
Alb =
ami am2 .- amn | bm
nazyvame roz$ifenou matici systému SLR.
V.
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Hodnost matice, elementdrni Yadkové tpravy

Hodnost matice

Hodnosti matice A (typu m x n) rozumime pocet linedrn& nezavislych
tadkd matice A. Piseme h(A).

Otazka: Kdy jsou dva ¥adky matice linedrn& zavislé?
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Hodnost matice, elementdrni Yadkové tpravy

Hodnost matice

Hodnosti matice A (typu m x n) rozumime pocet linedrn& nezavislych
tadkd matice A. Piseme h(A).

Otazka: Kdy jsou dva ¥adky matice linedrn& zavislé?

Elementarni fadkové Gpravy

Elementarnimi ¥adkovymi dpravami matice, resp. samotného SLR jsou:
vyndsobeni ¥adku (rovnice) nenulovym redlnym &islem,
vyména poradi dvou ¥adki (rovnic),

pri¢teni nasobku jiného ¥adku (rovnice) k danému ¥adku (rovnici).
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Hodnost matice, elementdrni Yadkové tpravy

Hodnost matice

Hodnosti matice A (typu m x n) rozumime pocet linedrn& nezavislych
tadkd matice A. Piseme h(A).

Otazka: Kdy jsou dva ¥adky matice linedrn& zavislé?

Elementarni fadkové Gpravy

Elementarnimi ¥adkovymi dpravami matice, resp. samotného SLR jsou:
vyndsobeni ¥adku (rovnice) nenulovym redlnym &islem,
vyména poradi dvou ¥adki (rovnic),

pri¢teni nasobku jiného ¥adku (rovnice) k danému ¥adku (rovnici).

Dalezita poznamka: Elementarni Fadkové Gpravy nezméni hodnot matice,
resp. nezpusobi zmé&nu ¥eSeni SLR.
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Schodovy tvar matice

Schodovy tvar matice

V kaZzdém dalsim ¥adku je zleva vice nul nez v tom ptredchozim, p¥ipadné
je cely dalsi Fadek nulovy.
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Schodovy tvar matice

Schodovy tvar matice

V kaZzdém dalsim ¥adku je zleva vice nul nez v tom ptredchozim, p¥ipadné
je cely dalsi Fadek nulovy.

Poznamka: prevodem na schodovy tvar pomoci elementarnich ¥adkovych
Uprav zjistime hodnost zadané matice. Hodnost matice je pocet
nenulovych ¥adkd ve schodovém tvaru, ktery vznikne ze zadané matice
elementarnimi ¥adkovymi tpravami.
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Schodovy tvar matice

Schodovy tvar matice

V kaZzdém dalsim ¥adku je zleva vice nul nez v tom ptredchozim, p¥ipadné
je cely dalsi Fadek nulovy.

Poznamka: prevodem na schodovy tvar pomoci elementarnich ¥adkovych
Uprav zjistime hodnost zadané matice. Hodnost matice je pocet
nenulovych ¥adkd ve schodovém tvaru, ktery vznikne ze zadané matice
elementarnimi ¥adkovymi tpravami.

P¥iklad 1: rozhodné&te, zda jsou ndsledujici matice ve schodovém tvaru.
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

()

0 4 10 1
4 8 18

1 7 17 3
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

()

Vysledky: (a) h(A) =2,

0 4 10 1
4 8 18

1 7 17 3
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

(a)
0 4 10 1
A_| 4 8 18
10 18 40 17
1 7 17 3
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

()
3 -1 2
4 1 1
1 2 -1
A=l 2 3 -3
5 3 0
1 -5 4
(d)
2 1 3 4 6
3 -2 1 -3 -2
A_| 7T 0 7 5 10
4 5 1 10 10
5 -1 4 1 4
8 -3 5 —2 2
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

()
3 -1 2
4 1 1
1 2 -1
A=l 2 3 -3
5 3 0
1 -5 4
(d)
2 1 3 4 6
3 -2 1 -3 -2
A_| 7T 0 7 5 10
4 5 1 10 10
5 -1 4 1 4
8 -3 5 —2 2

Vysledky: (c) h(A) = 2,
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Priklad 4.4.B1

Ur&ete hodnost matice A (nad R):

()
3 -1 2
4 1 1
1 2 -1
A=l 2 3 -3
5 3 0
1 -5 4
(d)
2 1 3 4 6
3 -2 1 -3 -2
A_| 7T 0 7 5 10
4 5 1 10 10
5 -1 4 1 4
8 -3 5 —2 2

Vysledky: (c) h(A) =2, (d) h(A) = 2.
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Soustavy tfi linedrnich rovnic o tfech neznamych

Mé&jme nasledujici soustavu t¥i rovnic:

aiix+apy+azz = b
aix +axy+anz = b
asix +asxy +az = bs

Rovnice definuji t¥i roviny, u nichz ¥eSenim SLR uréime vzdjemnou polohu.
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Soustavy tfi linedrnich rovnic o tfech neznamych

Mé&jme nasledujici soustavu t¥i rovnic:

aiix+apy+azz = b
aix +axy+anz = b
asix +asxy +az = bs

Rovnice definuji t¥i roviny, u nichz ¥eSenim SLR uréime vzdjemnou polohu.

Pocet feseni soustavy

Soustava linedrnich rovnic (SLR) o 3 nezndmych

(a) ma pravé jedno Feseni, je-li h(A) = h(A|b) = 3 (roviny se protinaji
v jednom bodu);

(b) ma nekonetn& mnoho ¥edeni, je-li h(A) = h(A|b) < 3 (roviny se
protinaji bud v jedné p¥imce, kdyz h(A) = h(A|b) = 2, nebo splyvaji
v jednu rovinu, je-li h(A) = h(A|b) = 1);

(c) nema YeZeni, je-li h(A) # h(A|b) (geometricky to miZe vyjit riizng).
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Vzajemna poloha tfi rovin

Vzdjemna poloha t¥i rovin

vdechny tfi roviny jsou rovnobé&zné a nemaji prisecik, ani prisecnici

dvé roviny jsou rovnobézné a t¥eti je protind ve dvou rovnobé&Znych
prisecnicich

v8echny jsou rliznobé&zné a protinaji se v jedné priisecnici
(svazek rovin)

v8echny jsou rliznob&zné a po dvou se protinaji v prisecnici
(tyto tFi prisenice jsou rovnob&zné)

vdechny jsou rliznob&zné a protinaji se v jednom bodg (trs rovin)

@ vsechny tfi roviny splyvaji v jednu

[lustrace prvnich péti pfipadi jsou dostupné na této strance.
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http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/ludmila_kadlecova/bezcabri/tri%20roviny.php

Vzajemna poloha tfi rovin

P¥iklad 15.6.40: Vy%etfete vzdjemnou polohu t¥ rovin.

a) p1:2x—y+z—-5=0, o1:x+y+3z—-6=0,
T1:3x+2y —4z4+7=0

b) op:x+y+z—-3=0, 02:3x—2y+2z—-8=0,
Toi4x —y+2z4+1=0

c) o3:x—y+2z—1=0, o03:x+2y—2z+2=0,
T3:x—2y+3z—2=0

d) oa:x+y—z—1=0, oa:x+y+z+2=0,
T4 2x+2y —2z4+1=0
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Vzajemna poloha tfi rovin

P¥iklad 15.6.40: Vy%etfete vzdjemnou polohu t¥ rovin.

a) p1:2x—y+z—-5=0, o1:x+y+3z—-6=0,
T :3x+2y—4z4+7=0

b) op:x+y+z—-3=0, 02:3x—2y+2z—-8=0,
Toi4x —y+2z4+1=0

c) o3:x—y+2z—1=0, o03:x+2y—2z+2=0,
T3:x—2y+3z—2=0

d) oa:x+y—z—1=0, oa:x+y+z+2=0,
T4 2x+2y —2z4+1=0

Vysledky:

a) t¥i riznob&zné roviny, spole¢ny bod P[1; —1;2],

b) t¥i riznob&zné roviny, zadny spoleZny bod,

c) t¥i riznob&zné roviny, spoletna p¥imka p = {[t; —1 — t; —t], t € R},
d) dv& rovnob&zné roviny, tfeti je s nimi riznob&zna.
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