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Determinant jako zobrazeni linearni v kazdé sloZce

Vlastnost D3 (linearita p¥i vypo&tu determinantu)

Determinant det(ai1, a3, ..., 4dn) je zobrazeni R” x R" x - -+ x R" — R”"
(ai jsou ¥adky matice), které je linedrni v kazdé své slozce, tj. pokud pokud
se na k-tém ¥adku vyskytuje linedrni kombinace dvou vektorti o - 7+ 3 - V,
tak determinant lze upravit na linedrni kombinaci dvou determinanti:

—
il

det(ai,...,a -0+ f[-V,...,ap) = «-det(ai,...,0,...
+ [-det(ai,...,v,...

P¥iklad: Proved'te Laplaceliv rozvoj matice M podle 5. sloupce a vyuZijte
linearity determinantu, abyste redukovali polet determinantl 4. ¥adu.

210 21
10 21 2
M=]12 10 2
02211
21120
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Vzajemna poloha tfi rovin

P¥iklad 15.6.40: Vy%etfete vzdjemnou polohu t¥ rovin.

a) p1:2x—y+z—-5=0, o1:x+y+3z—-6=0,
T1:3x+2y —4z4+7=0

b) op:x+y+z—-3=0, 02:3x—2y+2z—-8=0,
Toi4x —y+2z4+1=0

c) o3:x—y+2z—1=0, o03:x+2y—2z+2=0,
T3:x—2y+3z—2=0

d) oa:x+y—z—1=0, oa:x+y+2z+2=0,
T4 :2x+2y —2z4+1=0
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Vzajemna poloha tfi rovin

P¥iklad 15.6.40: Vy%etfete vzdjemnou polohu t¥ rovin.

a) p1:2x—y+z—-5=0, o1:x+y+3z—-6=0,
T :3x+2y—4z4+7=0

b) op:x+y+z—-3=0, 02:3x—2y+2z—-8=0,
Toi4x —y+2z4+1=0

c) o3:x—y+2z—1=0, o03:x+2y—2z+2=0,
T3:x—2y+3z—2=0

d) oa:x+y—z—1=0, oa:x+y+2z+2=0,
T4 :2x+2y —2z4+1=0

Vysledky:

a) t¥i riznob&zné roviny, spole¢ny bod P[1; —1;2],

b) t¥i riznob&zné roviny, zadny spoleZny bod,

c) t¥i riznob&zné roviny, spoletna p¥imka p = {[t; —1 — t; —t], t € R},
d) dv& rovnob&zné roviny, tfeti je s nimi riznob&zna.
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Vektorovy prostor

Axiomy pro vektorovy prostor

V' nazveme vektorovym (linedrnim) prostorem nad télesem T s operacemi
+, -, jestlize
A Vi, v eV : i+ VeV (uzavfenost na operaci +)
Va,v,w eV :(d+ V)+w = i+ (V+ w) (asociativita operace +)
J0. VW eV i+ 0= ud= 0+ u (neutrdlni prvek pro operaci +)
Vie V.3(—u) e V: i+ (—u) = o (inverze vzhledem k operaci +)
Vi, v eV : i+ v =v+ i (komutativita operace +)
"1" Yde V,Vte T:t-ide V (uzavienost na soutin skaldru a vektoru)
"' Yue V. ,¥s,teT:is-(t-0)= (s- t) - i (asociativita operace -)
"3 J1eT.VieV:1-d=d= -1 (neutrdini prvek pro operaci -)
"6a" Vuie V,Vs,t €T :(s+t)-d=s-d+t-d(distributivita operaci)
"6b" Yu,ve V.Vse T :s-(d+V)=s-ud+s- vV (distributivita operaci)

V.
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Definice vektorového podprostoru

Vektorovy podprostor prostoru (V,+,-) nad té&lesem (T, -+, ") je takova
podmnozina W prostoru V/, kterd je uzavfena vzhledem k operaci +
(s¢itani vektorii) a - (ndsobeni vektoru skaldrem):

BYoveW: d+veW
""" VoeWNteT:t-deW

Poznamka: Vektorovy podprostor je tedy uzavfeny na linedrni kombinaci
svych vektor(.
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Podprostor vektorového prostoru

Pt¥iklad 3.2.B3: Rozhodnéte, zda podmnozina W C Q* je podprostorem
vektorového prostoru Q*, je-li:

(a) W={(0,0,0,0), (1,1,1,1), (-1,-1,-1,-1)}
(b) W ={(x1,x2,x3,%a) | x1 +x2 + x3 + x4 > 0}
(c) W ={(x1,x2,x3,%a) | X2 =x3=xq}

(d) W={(2s+t,s—t,t,s)|t,secQ libovolné}
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Podprostor vektorového prostoru

Pt¥iklad 3.2.B3: Rozhodnéte, zda podmnozina W C Q* je podprostorem
vektorového prostoru Q*, je-li:

(a) W={(0,0,0,0), (1,1,1,1), (-1,-1,-1,-1)}
(b) W ={(x1,x2,x3,%a) | x1 +x2 + x3 + x4 > 0}
(c) W ={(x1,x2,x3,%a) | X2 =x3=xq}

(d) W={(2s+t,s—t,t,s)|t,secQ libovolné}

Vysledky: 3.2.B3.(a) ne, (b) ne, (c) ano, (d) ano.
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Linearni obal mnoZiny vektori

Linedrni obal mnoziny vektort

Linedrnim obalem mnoZiny (ne nutné& nezavislych) vektord {vi, v,..., vi}
z vektorového prostoru V' nad télesem (T, +, ) rozumime mnoZinu
{ag - vi+ag-va+--+ax- vk |ai,an,...ax € T} vzniklou jakoukoli

linedrni kombinaci vektort {vi, va, ..., Vi}.

Znatime jej L(vi, 3, ..., Vi) nebo ({vi,va,..., Vi}).

Alternativné ¥ikdme, ze L(vi, v2,..., vk) je podprostor generovany vektory
il By
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Baze a dimenze vektorového prostoru

Baze a dimenze vektorového prostoru

Posloupnost vektori (vi, v, ..., Vi) nazveme bazi (mnoZinou generatori)
vektorového prostoru V nad t&lesem (T, +,-), jestlize
je linedrné nezavisla,
kazdy vektor i € V Ize vyjad¥it linedrni kombinaci
U=oa1 -V +as - vs—+--+ay- Vg pro néjaké Q1,00,...,0 €T (tj
vektory vi, v3,. .., Vi generuji cely prostor V).

Dimenzi vektorového prostoru V' rozumime poclet vektorti néjaké jeho
baze. Zna¢ime dim V.

Cisla (a1, g, ..., ak) z vyjadfeni vektoru & nazyvdme soufadnicemi
vektoru ' v bazi (vi, v3,..., vk).
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Vektory generujici vektorovy prostor

P¥iklad 16: Ve vektorovém prostoru R3 jsou dany vektory:
vl =(1,-2;3), ur =(2;,-1;0), uz3 =(1;1;,-3), uz = (1;0; -1).

Rozhodnéte, zda tyto vektory generuji vektorovy prostor R3.
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Vektory generujici vektorovy prostor

P¥iklad 16: Ve vektorovém prostoru R3 jsou dany vektory:
vl =(1,-2;3), ur =(2;,-1;0), uz3 =(1;1;,-3), uz = (1;0; -1).

Rozhodnéte, zda tyto vektory generuji vektorovy prostor R3.

P¥iklad 3.3.B2: Rozhodnéte, zda vektory o1, ..., us generuji vektorovy
prostor Q% je-li:
(a) @ = (1;2;1; 2) @B =(21;2; 1) =(1,1,1;1),
@:(2,0, 1,-3), o= (-1 0 2)
(b) ;1 =(-1;1,0; — ),172—(2013) =(1;2;3;4),
u=(2;3;4,6), o5 = (1,-3;5 —7)
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Vektory generujici vektorovy prostor

P¥iklad 16: Ve vektorovém prostoru R3 jsou dany vektory:
vl =(1,-2;3), ur =(2;,-1;0), uz3 =(1;1;,-3), uz = (1;0; -1).

Rozhodnéte, zda tyto vektory generuji vektorovy prostor R3.

P¥iklad 3.3.B2: Rozhodnéte, zda vektory o1, ..., us generuji vektorovy
prostor Q% je-li:
(a) ai = (1;2;1; 2) @ =(2;1;2; 1) = (1;1;1; 1),
U4:(2,0, 1;,-3), w5 =(-1 0 2)
(b) v1 =(-1;1;0;-1), 172—(2013) =(1,2;3;4),
u=(2;3;4,6), o5 = (1,-3;5 —7)

Vysledky: 16. ne,
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Vektory generujici vektorovy prostor

P¥iklad 16: Ve vektorovém prostoru R3 jsou dany vektory:
vl =(1,-2;3), ur =(2;,-1;0), uz3 =(1;1;,-3), uz = (1;0; -1).

Rozhodnéte, zda tyto vektory generuji vektorovy prostor R3.

P¥iklad 3.3.B2: Rozhodnéte, zda vektory o1, ..., us generuji vektorovy
prostor Q% je-li:
(a) ai = (1;2;1; 2) @ =(2;1;2; 1) = (1;1;1; 1),
U4:(2,0, 1;,-3), w5 =(-1 0 2)
(b) v1 =(-1;1;0;-1), 172—(2013) =(1,2;3;4),
u=(2;3;4,6), o5 = (1,-3;5 —7)

Vysledky: 16. ne,
3.3.B2.(a) ne, (b) ano.
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Vektor pfislusejici vektorovému podprostoru

Ve vektorovém prostoru R? jsou ddny vektory & = (0;2;5), vV = (1;2;1).
Zjistéte, zda vektory i, V leZi ve vektorovém podprostoru W generovaném

ndsledujici skupinou vektori.

(a) ¥=(1;-1;3),7 = (-2:4;-1),Z = (-1, 3;2);
(b) X =(2;-3;0),7 = (~1;5;-2),Z = (0; —4; 1);
(c) X=(3;5,-2),¥ = (2;3; -3).

6. 10. 2022 11 /18
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Vektor pfislusejici vektorovému podprostoru

Ve vektorovém prostoru R? jsou ddny vektory & = (0;2;5), vV = (1;2;1).
Zjistéte, zda vektory i, V leZi ve vektorovém podprostoru W generovaném
nasledujici skupinou vektord.

(a) = (L,-1;3),7y = (24 -1),Z = (-1;3;2);
(b) ¥=(2;-3;0),y = (~1;5;-2),Z = (0; —4; 1);
(c) X=1(3;5;-2),y =(2;3;, -3).

Vysledky:
(a. veW, v¢Ww;
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Vektor pfislusejici vektorovému podprostoru

Ve vektorovém prostoru R? jsou ddny vektory & = (0;2;5), vV = (1;2;1).
Zjistéte, zda vektory i, V leZi ve vektorovém podprostoru W generovaném
nasledujici skupinou vektord.

(a) Xx=(1;,-13),y = (-24,-1), 7= (-1,3;2);

(b) Xx=1(2;-3;0),y =(-1,5,-2),Z2=(0;—4;1);

(c) X=1(3;5;-2),y =(2;3;, -3).

Vysledky:

(a. veW, v¢Ww;
(b) e W, ve W,
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Vektor pfislusejici vektorovému podprostoru

Ve vektorovém prostoru R? jsou ddny vektory & = (0;2;5), vV = (1;2;1).
Zjistéte, zda vektory i, V leZi ve vektorovém podprostoru W generovaném
nasledujici skupinou vektord.

(a) = (L,-1;3),7y = (24 -1),Z = (-1;3;2);
(b) ¥=(2;-3;0),y = (~1;5;-2),Z = (0; —4; 1);
(c) X=1(3;5;-2),y =(2;3;, -3).

Vysledky:

(a. veW, v¢Ww;
(b) e W, ve W,
(c)agg W, ve W.
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Dimenze a baze podprostoru

Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zadan nésledujici mnoZinou
generdtord. Uréete dimenzi a bazi ayy podprostoru W.

(a) di = (1;=1;0;2), 3 = (2,2, —1;3), 43 = (0; 1; 1, 0), di = (3;2; 0;5);
(b) 01 =(1;,2,3,4), iz = ( 2;—-3;—4;-5),u3 = (3;4;5;6),

Uy = (—4; =5, —6;, =7), U5 (5-6-7-8)-
(c) di = (1;2;—-1;0), 53 = (0; 1; —1; =7), 43 = (—8;0; 0; —5),

m = (3, -4,1;,-2), u*: 2:1;0; —3);
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Dimenze a baze podprostoru

Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zadan nésledujici mnoZinou
generdtord. Uréete dimenzi a bazi ayy podprostoru W.

(a) di = (1;-1;0;2), % = (2,2, —1;3), 43 = (0;1;1;0), i3 = (3;2;0;5);
(b) 01 =(1;,2,3,4), iz = ( 2;—-3;—4;-5),u3 = (3;4;5;6),

Uy = (—4; =5, —6;, =7), U5 (5-6-7-8)-
(c) di = (1;2;-1;0), 3 = (0; 1, —1; =7), 43 = (—8;0; 0; —5),

G — (3 4 1-2), & — (2. 1,0 —3),

(a). dim W = 3, napt. aw = (41, i3, 43);
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Dimenze a baze podprostoru

Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zadan nésledujici mnoZinou
generdtord. Uréete dimenzi a bazi ayy podprostoru W.

(a) di = (1;-1;0;2), % = (2,2, —1;3), 43 = (0;1;1;0), i3 = (3;2;0;5);
(b) 01 =(1;,2,3,4), iz = ( 2;—-3;—4;-5),u3 = (3;4;5;6),

Uy = (—4; =5, —6;, =7), U5 (5-6-7-8)-
(c) di = (1;2;-1;0), 3 = (0; 1, —1; =7), 43 = (—8;0; 0; —5),

G — (3 4 1-2), & — (2. 1,0 —3),

(a). dim W = 3, napt. aw = (41, i3, 43);
(b) dim W = 2, nap¥. ayw = (ui, i3);
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Dimenze a baze podprostoru

Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zadan nésledujici mnoZinou
generdtord. Uréete dimenzi a bazi ayy podprostoru W.

(a) di = (1;-1;0;2), % = (2,2, —1;3), 43 = (0;1;1;0), i3 = (3;2;0;5);
(b) 01 =(1;,2,3,4), iz = ( 2;—-3;—4;-5),u3 = (3;4;5;6),

Uy = (—4; =5, —6;, =7), U5 (5-6-7-8)-
(€) di = (1;2;-1;0), 5 = (0;1; —1; =7), i3 = (—8;0;0; -5),

G — (3 4 1-2), & — (2. 1,0 —3),

(a). dim W = 3, napt. aw = (41, i3, 43);
(b) dim W = 2, nap¥. ayw = (ui, i3);
(c) dim W = 4, napt. ayy = (u1, U3, 03, U5).

Lukas Masilko 4. cvitenfi 6. 10. 2022 12 /18



Vyjadreni vektoru v jiné bazi

Pt¥iklad 3.3.B5: Ovéfte, zda zadané vektory tvofi bazi o vekt. prostoru
R3. Pokud ano, najd&te soutadnice vektoru w = (0;1;2)s v bazi a.

a) a=1((1;2;-1),(1;1,0),(2; -1;3))
b) a«=((1;2;-1),(2;-1;1),(-1,1;2))
c) a=((1;,2,-2),(1;1;,-1),(-2;-1,2))
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Vyjadreni vektoru v jiné bazi

Pt¥iklad 3.3.B5: Ovéfte, zda zadané vektory tvofi bazi o vekt. prostoru
R3. Pokud ano, najd&te soutadnice vektoru w = (0;1;2)s v bazi a.

a) a=((1;2;—1),(1;1;0),(2; —1;3))
b) o= ((1;2;—1),(2; 11)( 1;1;2))
o) a=((12-2),(11-1),(-2-12)

Ptiklad 3.4.B23: Ve vektorovém prostoru R* jsou dany linedrné nezdvislé
vektory
u1=(1;1;1;1), ua =(0;1;1;1), u3 =(0;0;1;1), ua = (0;0;0;1).
Vyjédfete soufadnice vektoru w = (2;1; 1;4)

2) v bazi o = (i, i, s, 4);

b) v bazi g = (u3, u3, ua, 47).

Vysledky: 3.3.B5.2) vektory netvofi bazi, b) (3 o 33)a, €) (—2;8;3)a.
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Vyjadreni vektoru v jiné bazi

Pt¥iklad 3.3.B5: Ovéfte, zda zadané vektory tvofi bazi o vekt. prostoru
R3. Pokud ano, najd&te soutadnice vektoru w = (0;1;2)s v bazi a.

a) a=((1;2;—1),(1;1;0),(2; —1;3))
b) o= ((1;2;—1),(2; 11)( 1;1;2))
o) a=((12-2),(11-1),(-2-12)

Ptiklad 3.4.B23: Ve vektorovém prostoru R* jsou dany linedrné nezdvislé
vektory
u1=(1;1;1;1), ua =(0;1;1;1), u3 =(0;0;1;1), ua = (0;0;0;1).
Vyjédfete soufadnice vektoru w = (2;1; 1;4)

2) v bazi o = (i, i, s, 4);

b) v bazi g = (u3, u3, ua, 47).

Vysledky: 3.3.B5.2) vektory netvofi bazi, b) (3 o 33)a, €) (—2;8;3)a.
3.4.B23.2) (2;—1;0:3)a, b) (0; —1;3;2)4.
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminaéni metoda

P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:

v,
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminaéni metoda

P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:
P¥evedeme SLR na roz¥ifenou matici systému A|b.

P¥evedeme matici A|b na schodovy tvar.

v,
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminaéni metoda
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminaéni metoda

P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:
P¥evedeme SLR na roz¥ifenou matici systému A|b.
P¥evedeme matici A|b na schodovy tvar.
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V opatném ptipadé stanovime polet parametri jako n — h(A|b).
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Gaussova eliminaéni metoda

Véta (Frobenius — Kronecker — Capelli): SLR ma né&jaké (alespoii
jedno) feseni <= h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminaéni metoda

P¥i ¥eSeni SLR o m ¥adcich a n (m, n € N) nezndmych postupujeme takto:
P¥evedeme SLR na roz¥ifenou matici systému A|b.
P¥evedeme matici A|b na schodovy tvar.
Je-li h(A) # h(A|b), nemd SLR ¥egeni.
V opatném ptipadé stanovime polet parametri jako n — h(A|b).
m Je-li n— h(A|b) = 0, pak ma SLR prav& jedno FeZeni.
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Priklad 5.1.B1

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

()

3x1 + 2% + x3 = b5

2x 1 + 3X2 + x3 = 1

2x1 + x 4+ 3x3 = 11

(c)

3x1 — X2 — x3 — 2x4 = —4
2x1 + 3x% + x3 + 2x4 = -3
2x1 + 3x% — x3 — x3 = -6
x1 + x 4+ 2x3 + 3x4 = 1
x1 + 2% + 3x3 — x4 = —4
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2x1 + 3x% + x3 + 2x4 = -3
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Priklad 5.1.B1

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

(a)
3x1 + 2% + x3 = b5
2x1 + 3% + x3 = 1
2x1 + x 4+ 3x3 = 11
(c)
3x1 — X2 — x3 — 2x4 = —4
2x1 + 3x% + x3 + 2x4 = -3
2x1 + 3x% — x3 — x3 = -6
x1 + x 4+ 2x3 + 3x4 = 1
x1 + 2% + 3x3 — x4 = —4

Vysledky: (a) (2,-2,3), (c) (-1,-1,0,1).
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Ptiklad 5.1.B2

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

(a)
5t — 9% 4+ bx3 = 1
2x1 + 3x + 3x3 = 2
x1 + 8x + =1
xx — 2% + x3 = 0
(c)
2x1 + 9% + 8x3 4+ 3x¢ = 7
2x1 4+ 6xx + 8x3 4+ 3x4 = 3
x1 + 4x0 4+ bxzg + 2x4 = 2
3x1 + Tx0 + Tx3 + 2x4 = 12
54 4+ Tx + 9x3 4+ 2x4 = 20
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Ptiklad 5.1.B2

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

(a)
5X1 —
2x1 +
X1 +
X1 —
(c)
2x1 + 9%
2x1 + 6x
X1 + 4X2
3x1 + Tx
5x1 + Txo

Vysledky: (a) SLR nem3 YeZeni,

9x>
3X2
8xo
2X2

++ 4+ +

+ o+

8X3
8x3
5X3
7x3
9X3

5x3
3X3

1
2
1
0
= 7
= 3
= 2
= 12
= 20
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Ptiklad 5.1.B2

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

(a)
5X1 —
2x1 +
X1 +
X1 —
(c)
2x1 + 9%
2x1 + 6x
X1 + 4X2
3x1 + Tx
5x1 + Txo

Vysledky: (a) SLR nem3 YeZeni,

Lukas Masilko

9x>
3X2
8xo
2X2

_|._
+
+
+
+

+ o+

8X3
8x3
5X3
7x3
9X3

5x3
3X3

+

1
2
1
0
= 7
= 3
= 2
= 12
= 20

(c) SLR nema ¥egeni.
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Ptiklad 5.1.B3

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

()

2x1 — 3x + 2x3 = 1

x1 — 2 + x3 = 0

5 — 9% 4+ bx3 = 1

(c)

X2 + xx = 1
3X1 — 2X2 — 3X3 + 4X4 = =2
x1 + x - x3 + x4 = 2
X1 - X3 = 1
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Ptiklad 5.1.B3

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

(a)
2x1 — 3x + 2x3 = 1
x1 — 2 + x3 = 0
5 — 9% 4+ bx3 = 1
(c)
X2 + xx = 1
351 — 2x — 3x3 + 4x4 = -2
xx1 + x - x3 + x3 = 2
X1 - X3 = 1

Vysledky: (a) {(2 —t,1,t), t € R},
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Ptiklad 5.1.B3
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(a)
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5 — 9% 4+ bx3 = 1
(c)
X2 + xx = 1
351 — 2x — 3x3 + 4x4 = -2
xx1 + x - x3 + x3 = 2
X1 - X3 = 1

Vysledky: (a) {(2 —t,1,t), t € R},
() {(1+1t3,t,-1), teR}L
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Dodateény ptiklad

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

X2 + xx = 1
31 — 2% — 3x3 4+ 4xq = -2
xx + xx - x3 + x3 = 2
3x1 + Txo + TIx3 4+ 2x4 = 12
X1 - X3 = 1
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Dodateény ptiklad

Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

X2 + xx = 1
31 — 2% — 3x3 4+ 4xq = -2
xx + xx - x3 + x3 = 2
3x1 + Txo + TIx3 4+ 2x4 = 12
X1 - X3 = 1
Vysledek: (3;3; —%; —1)
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