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Determinant jako zobrazeńı lineárńı v každé složce

Vlastnost D3 (linearita p̌ri výpočtu determinantu)

Determinant det(~a1, ~a2, . . . , ~an) je zobrazeńı Rn × Rn × · · · × Rn → Rn

(~ai jsou řádky matice), které je lineárńı v každé své složce, tj. pokud pokud
se na k-tém řádku vyskytuje lineárńı kombinace dvou vektor̊u α · ~u + β · ~v ,
tak determinant lze upravit na lineárńı kombinaci dvou determinant̊u:

det(~a1, . . . , α · ~u + β · ~v , . . . , ~an) = α · det(~a1, . . . , ~u, . . . , ~an) +

+ β · det(~a1, . . . , ~v , . . . , ~an).

Př́ıklad: Proved’te Laplace̊uv rozvoj matice M podle 5. sloupce a využijte
linearity determinantu, abyste redukovali počet determinant̊u 4. řádu.

M =


2 1 0 2 1
1 0 2 1 2
1 2 1 0 2
0 2 2 1 1
2 1 1 2 0
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Vzájemná poloha ťŕı rovin

Př́ıklad 15.6.40: Vyšeťrete vzájemnou polohu ťŕı rovin.

a) %1 : 2x − y + z − 5 = 0, σ1 : x + y + 3z − 6 = 0,
τ1 : 3x + 2y − 4z + 7 = 0

b) %2 : x + y + z − 3 = 0, σ2 : 3x − 2y + z − 8 = 0,
τ2 : 4x − y + 2z + 1 = 0

c) %3 : x − y + 2z − 1 = 0, σ3 : x + 2y − z + 2 = 0,
τ3 : x − 2y + 3z − 2 = 0

d) %4 : x + y − z − 1 = 0, σ4 : x + y + z + 2 = 0,
τ4 : 2x + 2y − 2z + 1 = 0

Výsledky:
a) ťri r̊uznoběžné roviny, společný bod P[1;−1; 2],
b) ťri r̊uznoběžné roviny, žádný společný bod,
c) ťri r̊uznoběžné roviny, společná p̌ŕımka p = {[t;−1− t;−t], t ∈ R},
d) dvě rovnoběžné roviny, ťret́ı je s nimi r̊uznoběžná.
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Př́ıklad 15.6.40: Vyšeťrete vzájemnou polohu ťŕı rovin.
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Vektorový prostor

Axiomy pro vektorový prostor

V nazveme vektorovým (lineárńım) prostorem nad tělesem T s operacemi
+, ·, jestliže

1 ∀~u, ~v ∈ V : ~u + ~v ∈ V (uzav̌renost na operaci +)

2 ∀~u, ~v , ~w ∈ V : (~u + ~v) + ~w = ~u + (~v + ~w) (asociativita operace +)

3 ∃~o. ∀~v ∈ V : ~u + ~o = ~u = ~o + ~u (neutrálńı prvek pro operaci +)

4 ∀~u ∈ V . ∃(−~u) ∈ V : ~u + (−~u) = ~o (inverze vzhledem k operaci +)

5 ∀~u, ~v ∈ V : ~u + ~v = ~v + ~u (komutativita operace +)

”1” ∀~u ∈ V ,∀t ∈ T : t · ~u ∈ V (uzav̌renost na součin skaláru a vektoru)

”2” ∀~u ∈ V ,∀s, t ∈ T : s · (t · ~u) = (s · t) · ~u (asociativita operace ·)
”3” ∃1 ∈ T . ∀~u ∈ V : 1 · ~u = ~u = ~u · 1 (neutrálńı prvek pro operaci ·)

”6a” ∀~u ∈ V ,∀s, t ∈ T : (s + t) · ~u = s · ~u + t · ~u (distributivita operaćı)

”6b” ∀~u, ~v ∈ V ,∀s ∈ T : s · (~u + ~v) = s · ~u + s · ~v (distributivita operaćı)

Lukáš Másilko 4. cvičeńı 6. 10. 2022 5 / 18



Vektorový prostor

Definice vektorového podprostoru

Vektorový podprostor prostoru (V ,+, ·) nad tělesem (T ,+, ·) je taková
podmnožina W prostoru V , která je uzav̌rená vzhledem k operaci +
(sč́ıtáńı vektor̊u) a · (násobeńı vektoru skalárem):

1 ∀~u, ~v ∈W : ~u + ~v ∈W

”1” ∀~u ∈W , ∀t ∈ T : t · ~u ∈W

Poznámka: Vektorový podprostor je tedy uzav̌rený na lineárńı kombinaci
svých vektor̊u.
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Podprostor vektorového prostoru

Př́ıklad 3.2.B3: Rozhodněte, zda podmnožina W ⊆ Q4 je podprostorem
vektorového prostoru Q4, je-li:

(a) W = {(0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1), (−1,−1,−1,−1)}
(b) W = {(x1, x2, x3, x4) | x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 0}
(c) W = {(x1, x2, x3, x4) | x2 = x3 = x4}
(d) W = {(2s + t, s − t, t, s) | t, s ∈ Q libovolné}

Výsledky: 3.2.B3.(a) ne, (b) ne, (c) ano, (d) ano.
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vektorového prostoru Q4, je-li:

(a) W = {(0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1), (−1,−1,−1,−1)}
(b) W = {(x1, x2, x3, x4) | x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 0}
(c) W = {(x1, x2, x3, x4) | x2 = x3 = x4}
(d) W = {(2s + t, s − t, t, s) | t, s ∈ Q libovolné}
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Lineárńı obal množiny vektor̊u

Lineárńı obal množiny vektor̊u

Lineárńım obalem množiny (ne nutně nezávislých) vektor̊u {~v1, ~v2, . . . , ~vk}
z vektorového prostoru V nad tělesem (T ,+, ·) rozuḿıme množinu
{α1 · ~v1 + α2 · ~v2 + · · ·+ αk · ~vk | α1, α2, . . . αk ∈ T} vzniklou jakoukoli
lineárńı kombinaćı vektor̊u {~v1, ~v2, . . . , ~vk}.

Znač́ıme jej L(~v1, ~v2, . . . , ~vk) nebo 〈{~v1, ~v2, . . . , ~vk}〉.

Alternativně ř́ıkáme, že L(~v1, ~v2, . . . , ~vk) je podprostor generovaný vektory
~v1, ~v2, . . . , ~vk .
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Báze a dimenze vektorového prostoru

Báze a dimenze vektorového prostoru

Posloupnost vektor̊u (~v1, ~v2, . . . , ~vk) nazveme báźı (množinou generátor̊u)
vektorového prostoru V nad tělesem (T ,+, ·), jestliže

1 je lineárně nezávislá,

2 každý vektor ~u ∈ V lze vyjáďrit lineárńı kombinaćı
~u = α1 · ~v1 + α2 · ~v2 + · · ·+ αk · ~vk pro nějaké α1, α2, . . . , αk ∈ T (tj.
vektory ~v1, ~v2, . . . , ~vk generuj́ı celý prostor V ).

Dimenźı vektorového prostoru V rozuḿıme počet vektor̊u nějaké jeho
báze. Znač́ıme dimV .

Č́ısla (α1, α2, . . . , αk) z vyjáďreńı vektoru ~u nazýváme soǔradnicemi
vektoru ~u v bázi (~v1, ~v2, . . . , ~vk).
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Vektory generuj́ıćı vektorový prostor

Př́ıklad 16: Ve vektorovém prostoru R3 jsou dány vektory:

~u1 = (1;−2; 3), ~u2 = (2;−1; 0), ~u3 = (1; 1;−3), ~u4 = (1; 0;−1).

Rozhodněte, zda tyto vektory generuj́ı vektorový prostor R3.

Př́ıklad 3.3.B2: Rozhodněte, zda vektory ~u1, . . . , ~u5 generuj́ı vektorový
prostor Q4, je-li:

(a) ~u1 = (1; 2; 1; 2), ~u2 = (2; 1; 2; 1), ~u3 = (1; 1; 1; 1),
~u4 = (−2; 0;−1;−3), ~u5 = (−1; 1; 0;−2)

(b) ~u1 = (−1; 1; 0;−1), ~u2 = (2; 0; 1; 3), ~u3 = (1; 2; 3; 4),
~u4 = (2; 3; 4; 6), ~u5 = (1;−3; 5;−7)

Výsledky: 16. ne,
3.3.B2.(a) ne, (b) ano.
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Vektor p̌ŕıslušej́ıćı vektorovému podprostoru

Ve vektorovém prostoru R3 jsou dány vektory ~u = (0; 2; 5), ~v = (1; 2; 1).
Zjistěte, zda vektory ~u, ~v lež́ı ve vektorovém podprostoru W generovaném
následuj́ıćı skupinou vektor̊u.

(a) ~x = (1;−1; 3), ~y = (−2; 4;−1), ~z = (−1; 3; 2);

(b) ~x = (2;−3; 0), ~y = (−1; 5;−2), ~z = (0;−4; 1);

(c) ~x = (3; 5;−2), ~y = (2; 3;−3).

Výsledky:
(a). ~u ∈W , ~v /∈W ;
(b) ~u ∈W , ~v ∈W ;
(c) ~u /∈W , ~v ∈W .
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Ve vektorovém prostoru R3 jsou dány vektory ~u = (0; 2; 5), ~v = (1; 2; 1).
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Dimenze a báze podprostoru

Ve vektorovém prostoru R4 je podprostor W zadán následuj́ıćı množinou
generátor̊u. Určete dimenzi a bázi αW podprostoru W .

(a) ~u1 = (1;−1; 0; 2), ~u2 = (2; 2;−1; 3), ~u3 = (0; 1; 1; 0), ~u4 = (3; 2; 0; 5);

(b) ~u1 = (1; 2; 3; 4), ~u2 = (−2;−3;−4;−5), ~u3 = (3; 4; 5; 6),
~u4 = (−4;−5;−6;−7), ~u5 = (5; 6; 7; 8);

(c) ~u1 = (1; 2;−1; 0), ~u2 = (0; 1;−1;−7), ~u3 = (−8; 0; 0;−5),
~u4 = (3;−4; 1;−2), ~u5 = (2; 1; 0;−3);

Výsledky:
(a). dimW = 3, nap̌r. αW = (~u1, ~u2, ~u3);
(b) dimW = 2, nap̌r. αW = (~u1, ~u2);
(c) dimW = 4, nap̌r. αW = (~u1, ~u2, ~u3, ~u5).
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Vyjáďreńı vektoru v jiné bázi

Př́ıklad 3.3.B5: Ově̌rte, zda zadané vektory tvǒŕı bázi α vekt. prostoru
R3. Pokud ano, najděte soǔradnice vektoru ~w = (0; 1; 2)S v bázi α.

a) α = ((1; 2;−1), (1; 1; 0), (2;−1; 3))

b) α = ((1; 2;−1), (2;−1; 1), (−1; 1; 2))

c) α = ((1; 2;−2), (1; 1;−1), (−2;−1; 2))

Př́ıklad 3.4.B23: Ve vektorovém prostoru R4 jsou dány lineárně nezávislé
vektory
~u1 = (1; 1; 1; 1), ~u2 = (0; 1; 1; 1), ~u3 = (0; 0; 1; 1), ~u4 = (0; 0; 0; 1).
Vyjáďrete soǔradnice vektoru ~w = (2; 1; 1; 4)

a) v bázi α = (~u1, ~u2, ~u3, ~u4);

b) v báźı β = (~u3, ~u2, ~u4, ~u1).

Výsledky: 3.3.B5.a) vektory netvǒŕı bázi, b) ( 3
14 ; 5

14 ; 13
14 )α, c) (−2; 8; 3)α.

3.4.B23.a) (2;−1; 0; 3)α, b) (0;−1; 3; 2)β.
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Lukáš Másilko 4. cvičeńı 6. 10. 2022 13 / 18
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Gaussova eliminačńı metoda

Věta (Frobenius – Kronecker – Capelli): SLR má nějaké (alespoň
jedno) řešeńı ⇐⇒ h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminačńı metoda

Při řešeńı SLR o m řádćıch a n (m, n ∈ N) neznámých postupujeme takto:

1 Převedeme SLR na rozš́ı̌renou matici systému A|b.

2 Převedeme matici A|b na schodový tvar.

3 Je-li h(A) 6= h(A|b), nemá SLR řešeńı.

4 V opačném p̌ŕıpadě stanov́ıme počet parametr̊u jako n − h(A|b).

Je-li n − h(A|b) = 0, pak má SLR právě jedno řešeńı.
Je-li n − h(A|b) > 0, pak n − h(A|b) neznámým “uvážlivě” p̌rǐrad́ıme
parametr, ostatńı neznámé vyjáďŕıme pomoćı těchto parametr̊u ze
zbývaj́ıćıch rovnic.
V obou p̌ŕıpadech postupujeme tzv. zpětným chodem, tj. bereme
rovnice zdola a voĺıme za parametry počet neznámých v dané rovnici
MINUS jedna, abychom posledńı neznámou v každé rovnici mohli
dopoč́ıtat pomoćı ostatńıch neznámých – parametr̊u.
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jedno) řešeńı ⇐⇒ h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminačńı metoda
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Věta (Frobenius – Kronecker – Capelli): SLR má nějaké (alespoň
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zbývaj́ıćıch rovnic.
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jedno) řešeńı ⇐⇒ h(A) = h(A|b).

Gaussova eliminačńı metoda
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3 Je-li h(A) 6= h(A|b), nemá SLR řešeńı.
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Př́ıklad 5.1.B1

Gaussovou metodou řešte soustavu lineárńıch rovnic (nad R):

(a)
3x1 + 2x2 + x3 = 5
2x1 + 3x2 + x3 = 1
2x1 + x2 + 3x3 = 11

(c)
3x1 − x2 − x3 − 2x4 = −4
2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = −3
2x1 + 3x2 − x3 − x4 = −6
x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 1
x1 + 2x2 + 3x3 − x4 = −4

Výsledky: (a) (2,−2, 3), (c) (−1,−1, 0, 1).
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Př́ıklad 5.1.B2

Gaussovou metodou řešte soustavu lineárńıch rovnic (nad R):

(a)
5x1 − 9x2 + 5x3 = 1
2x1 + 3x2 + 3x3 = 2
x1 + 8x2 + = 1
x1 − 2x2 + x3 = 0

(c)
2x1 + 9x2 + 8x3 + 3x4 = 7
2x1 + 6x2 + 8x3 + 3x4 = 3
x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 = 2

3x1 + 7x2 + 7x3 + 2x4 = 12
5x1 + 7x2 + 9x3 + 2x4 = 20

Výsledky: (a) SLR nemá řešeńı, (c) SLR nemá řešeńı.
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Př́ıklad 5.1.B2
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Př́ıklad 5.1.B3

Gaussovou metodou řešte soustavu lineárńıch rovnic (nad R):

(a)
2x1 − 3x2 + 2x3 = 1
x1 − 2x2 + x3 = 0

5x1 − 9x2 + 5x3 = 1

(c)
x2 + x4 = 1

3x1 − 2x2 − 3x3 + 4x4 = −2
x1 + x2 − x3 + x4 = 2
x1 − x3 = 1

Výsledky: (a) {(2− t, 1, t), t ∈ R},
(c) {(1 + t, 3

2 , t,−
1
2 ), t ∈ R}.
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Dodatečný p̌ŕıklad

Gaussovou metodou řešte soustavu lineárńıch rovnic (nad R):

x2 + x4 = 1
3x1 − 2x2 − 3x3 + 4x4 = −2
x1 + x2 − x3 + x4 = 2

3x1 + 7x2 + 7x3 + 2x4 = 12
x1 − x3 = 1

Výsledek: ( 5
2 ; 3

2 ;− 1
20 ;−1

2 )
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