Matematika — kratky prehled dikazovych metod

Podobné jako praci chirurga je kromé zdravotni prevence i Tezat a praci poStovniho
dorucovatele je dorucovani korespondence, praci matematickou je kromé pocitani i do-
kazovani ¢i zduvodnovani zakonitosti, které plati a na jejichz zakladé se déji ruzné pocetni
algoritmy a odehrava se veskery svét matematickych pojmu a skute¢nosti.

Vénujme se v tomto kratkém prehledu ¢tyfem typum zduvodnovacich-dokazovacich
technik: 1) pifimy dukaz implikace, 2) nepiimy dukaz implikace, 3) dukaz sporem, 4)
dukaz uplnou matematickou indukei.

Matematika je véda o pfesném vyjadfovani, a my se nyni tento jazyk budeme ucit —
jinymi slovy, budeme se ucit a) presné formulovat pojmy, b) pfesné formulovat, ze kterych
jednoduchych a platnych fakttu vychazime, c¢) dokazovat platnost novych faktu na zakladé
faktu samozrejmych nebo dokazanych uz diive.

(matematickd) definice je presné vymezeni pojmu, z néhoz je patrno, které objekty
toto vymezeni splnuji a které ne (napt. bod, tsecka, piimka, kruznice, ihel, rovnobézka
... to v8e jsou pojmy, které musime jednoznaéné definovat v tzv. Euklidovské geometrii).

(matematicky) axiom je tvrzeni o vlastnostech pojmu ¢i o vztazich mezi pojmy, které se
nedokazuje, nybrz vseobecné ptijima jako pravdivé (napt. axiomy Euklidovské geometrie).

(matematickd) véta je tvrzeni o vlastnostech pojmu ¢i vztazich mezi pojmy, které
musime dokazat pomoci axiomu, definic a vét dokazanych jiz diive.

Typ dikazu ¢islo 01: Primy dikaz implikace A = B.

P#i primém diukazu implikace A = B vyjdeme z toho, Ze plati vyrok
A; na zakladé posloupnosti zifejmych implikaci pak vyvozujeme dalsi
skutecnosti, az dospéjeme k vyroku B.

_ Dokazte: Pro prirozena ¢isla a, b, c plati:

alb A ale = al(b+ c)

(pro neznalce znacek symbolickych: Jestlize ¢islo a je délitelem éisla b a soucasné ¢islo a
je délitelem ¢isla ¢, tak také ¢islo a je délitelem souctu éisel (b + ¢)).

Diikaz: Uvedeny vyrok z oblasti délitelnosti je celkem trividlni a bézné ho pouzivame,
ale i ten by matematicky pristup mél dokazat zduvodnit.

Vyrok A v nasem piipadé iika: a|b A alc.

7 toho ztejmé plyne: existuji pfirozena cisla k, [ takova, ze b = k-a a soucasné ¢ = [-a.

Z toho ztejmé plyne: zkoumejme nyni, zda je ¢islo (b + ¢) délitelné ¢islem a:

b+c=k-a+l-a=(k+I)-a.



Z toho, ze (b+c) = a-(k+1), plyne, ze ¢islo a je délitelem ¢isla (b+c). Dukaz je hotov. O

Typ dikazu ¢islo 2: NEpfimy dtkaz implikace A = B.

Pii NEpirimém dikazu implikace A = B vlastné dokazujeme platnost
logicky s ni ekvivalentni formy —B = —A.

Forma —B = —A se nazyv4 obména implikace A = B*.
_ Dokazte matematickou vétu: Pro kazdé prirozené cislo n plati:
2ln* = 2/n

(pro neznalce matematickych symboli: jestlize ¢islo 2 je délitelem éisla n?, tak také je
¢islo 2 délitelem cisla n).

Dikaz: Mame dokazat implikaci typu A = B. Nékdy (a to bude pravé v nasem
piipadé) je oviem jednodussi dokazovat logickou obménu =B = —A neboli vyrok

2 I = 2 n?
(pro neznalce: Jestlize ¢islo 2 neni délitelem ¢isla n, tak také ¢islo 2 neni délitelem ¢isla
2

Vychdzime nyni z vyroku —=B: 2 fn;

7 toho ztejmeé plyne: tedy n je liché a lze je psat ve tvaru n = 2k + 1, kde k je ptirozené
¢islo nebo nula.

Z toho ziejmé plyne: n? lze vyjadiit ve tvaru
n? = 2k +1)> = 4k* + 4k + 1;
odtud je evidentni, Ze n? je ¢islo liché, a tedy neni délitelné dvéma. Ditkaz je hotov:
tim, ze jsme prokazali platnost vyroku =B = —A, prokazali jsme soucasné i platnost

vyroku k nému logicky ekvivalentniho, tj. A = B. O

Typ dikazu cislo 03: Dikaz sporem.

Piedpokladame platnost negace daného tvrzeni a logicky spravné z této
negace pomoci Fetézce piimych implikaci (jako u dikazu piimého) od-
vozujeme dalsi véci, které ziejmé plati, dokud nedojdeme k nesmyslu,
ktery neplati. Protoze jsme pracovali logicky naprosto spravné, tak koren
rozporu je ve startovacim predpokladu — nyni vime, ze piredpoklad —A
neplati, a tedy plati vyrok A.

_ Dokazte, ze log, 3 neni raciondalni ¢islo.

!Obména implikace je tedy vyrok s touto implikaci logicky ekvivalentni, tj. provést nepiimy dikaz
implikace A = B vlastné znamend provést piimy dukaz jeji obmény —-B = —A.



Diikaz: budeme predpokladat negaci zadaného vyroku, tj. ze log, 3 je racionélni éislo,
tj. 1ze tuto hodnotu vyjadrit zlomkem:

].ng 3 - @
n

promé& Z ané€e N.
Potom z definice logaritmu plyne

a na obou strandch této rovnosti se pritom vyskytuji prirozena cisla.
Odtud zfejmé plyne: Protoze ¢islo 2 je délitelem cisla 2™ a plati 2™ = 3™, musi byt
¢islo 2 také délitelem ¢isla 3™ — ale to je spor se zndmym faktem, ze ¢islo 2 neni délitelem

zéddného lichého ¢isla (a ¢islo 3™ jako ndsobek n lichych ¢isel je liché).

Naprosto korektnimi dvahami jsme pfisli k nesmyslu, tj. nespravny byl nas vychozi
predpoklad — a tedy plati jeho negace: log, 3 neni racionélni ¢islo. O

Typ dikazu ¢islo 04: Dtkaz tiplnou matematickou indukci.

Pii matematické indukci dokazujeme tzv. univerzalni vyrok, ktery plati
vétsinou pro vSechna priirozena cisla, ktera jsou vétsi nebo rovna
prirozenému cislu ng, tj. vyroky typu

Vn > ng: V(n).
Platnost tohoto univerzalniho vyroku dokazujeme ve dvou krocich:

a) Dokazeme platnost vyroku V(ng) pro nejmensi mozné pfirozené &islo,
pro které vyrok plati. Obvykle ny = 1.

b) Dokazeme platnost implikace V(n) = V(n+1).

Pokud plati obé tyto véci, bude tim dokazana platnost vyroku V(n) pro
jakékoli prirozené cislo n.

IBEREEN Dokazte indukef: Pro kazdé prirozené &slo n plati: 3|(n® + 2n) (éfslo 3 je
delitelem ¢isla (n® + 2n)).

Dtukaz:
a) V(1): pron=1..3|(13+2-1) ... tento vyrok evidentné plati.

b) Dokézeme platnost implikace V(n) = V(n + 1). Pro vyrok tohoto piikladu implikace
nabyva tvar
3[(n* +2n) = 3|((n+1)*+2(n+1)).



Dokazme tuto implikaci nékterym ze zpusobu dukazu implikace, vétsinou to bude
dikaz typu 1, tj. dukaz ptimy: Predpoklddejme, Ze 3|(n® + 2n) a chceme pomoci
fetézce ziejmych implikaci dokdzat platnost vyroku 3|((n + 1) +2(n + 1)):

Prozkoumejme blize ¢islo ((n + 1)% +2(n + 1)):
(n+1*+2n+1)=n*+3n>+3n+1+2n+2=(n*+2n) + (3n* + 3n + 3).

A nyni: prvni z obou s¢itanych zavorek je délitelnd tremi, na zakladé toho, ze jsme
tuto skutecnost predpokladali na zacatku tohoto dikazu (jedna se o vyrok V(n)).
Druha z obou séitanych zavorek je délitelnd tfemi proto, zZe ji lze upravit do tvaru
3-(n*+n+1). A tedy (podle tvrzeni v pifkladu 1) i soucet dvou téchto zavorek je
délitelny tfemi.

_ Dokazte indukei: Pro kazdé ptirozené ¢islo n plati:

n-(n+1)‘

L+2434 - 4n=—7

Dukaz:
i) n =1 — dosadime do obou stran rovnosti: 1 = % ... plati?
ii) Predpokladdme platnost indukéniho predpokladu: Vzorec plati pro n, tj.

n-(n+1)'

I+2+-+n—1)+n= 5

A odtud nyni dokdzeme platnost vztahu (= chceme dokézat) pro (n+ 1):

1+2+,“+n+0%+nz(n+0é@+2)

Zkusme upravit levou stranu dokazované rovnosti s vyuzitim pravé strany indukéniho
predpokladu (a poté prevedeme na spoleéného jmenovatele a vytkneme ¢len (n + 1)
v citateli):

mip.n-(n—i—l) n-n+1)+2-(n+1) (n—}—l)-(n—i—Q)'

1+2+ - +n+(n+tl) +(n+1) = =

2 2 2

_n(nt1)
- 2

A to jsme chtéli dokéazat, dukaz je hotov. S vyuzitim platnosti vztahu pro n jsme jej
dokazali pro (n + 1).

2Pii tomto prvnim kroku ditkazu indukei staéi dokdzat platnost pro n = 1; podivejme se oviem nyni
uz ,mimo plan“ na piipady n = 2, n = 3, protoze z nich bude zfejmé, jak se pak konstruuje rovnice pro
obecné n:

n = 2 — dosadime do obou stran: 1+ 2 = % ... plati.

n = 3 — dosadime do obou stran: 1 +2+ 3 = ?3—4 ... plati.



