
1

Matematika – krátký přehled d̊ukazových metod

Podobně jako praćı chirurga je kromě zdravotńı prevence i řezat a praćı poštovńıho
doručovatele je doručováńı korespondence, praćı matematickou je kromě poč́ıtáńı i do-
kazováńı či zd̊uvodňováńı zákonitost́ı, které plat́ı a na jejichž základě se děj́ı r̊uzné početńı
algoritmy a odehrává se veškerý svět matematických pojmů a skutečnost́ı.

Věnujme se v tomto krátkém přehledu čtyřem typ̊um zd̊uvodnovaćıch-dokazovaćıch
technik: 1) př́ımý d̊ukaz implikace, 2) nepř́ımý d̊ukaz implikace, 3) d̊ukaz sporem, 4)
d̊ukaz úplnou matematickou indukćı.

Základńı kategorie při výstavbě matematiky

Matematika je věda o přesném vyjadřováńı, a my se nyńı tento jazyk budeme učit –
jinými slovy, budeme se učit a) přesně formulovat pojmy, b) přesně formulovat, ze kterých
jednoduchých a platných fakt̊u vycháźıme, c) dokazovat platnost nových fakt̊u na základě
fakt̊u samozřejmých nebo dokázaných už dř́ıve.

(matematická) definice je přesné vymezeńı pojmu, z něhož je patrno, které objekty
toto vymezeńı splňuj́ı a které ne (např. bod, úsečka, př́ımka, kružnice, úhel, rovnoběžka
... to vše jsou pojmy, které muśıme jednoznačně definovat v tzv. Euklidovské geometrii).

(matematický) axiom je tvrzeńı o vlastnostech pojmů či o vztaźıch mezi pojmy, které se
nedokazuje, nýbrž všeobecně přij́ımá jako pravdivé (např. axiomy Euklidovské geometrie).

(matematická) věta je tvrzeńı o vlastnostech pojmů či vztaźıch mezi pojmy, které
muśıme dokázat pomoćı axiomů, definic a vět dokázaných již dř́ıve.

Typ d̊ukazu č́ıslo 01: Př́ımý d̊ukaz implikace A⇒ B.

Při př́ımém d̊ukazu implikace A ⇒ B vyjdeme z toho, že plat́ı výrok
A; na základě posloupnosti zřejmých implikaćı pak vyvozujeme daľśı
skutečnosti, až dospějeme k výroku B.

Př́ıklad 1. Dokažte: Pro přirozená č́ısla a, b, c plat́ı:

a|b ∧ a|c⇒ a|(b + c)

(pro neznalce značek symbolických: Jestliže č́ıslo a je dělitelem č́ısla b a současně č́ıslo a
je dělitelem č́ısla c, tak také č́ıslo a je dělitelem součtu č́ısel (b + c)).

Důkaz: Uvedený výrok z oblasti dělitelnosti je celkem triviálńı a běžně ho použ́ıváme,
ale i ten by matematický př́ıstup měl dokázat zd̊uvodnit.

Výrok A v našem př́ıpadě ř́ıká: a|b ∧ a|c.

Z toho zřejmě plyne: existuj́ı přirozená č́ısla k, l taková, že b = k ·a a současně c = l ·a.

Z toho zřejmě plyne: zkoumejme nyńı, zda je č́ıslo (b + c) dělitelné č́ıslem a:

b + c = k · a + l · a = (k + l) · a.
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Z toho, že (b+c) = a·(k+l), plyne, že č́ıslo a je dělitelem č́ısla (b+c). Důkaz je hotov. 2

Typ d̊ukazu č́ıslo 2: NEpř́ımý d̊ukaz implikace A⇒ B.

Při NEpř́ımém d̊ukazu implikace A ⇒ B vlastně dokazujeme platnost
logicky s ńı ekvivalentńı formy ¬B ⇒ ¬A.

Forma ¬B ⇒ ¬A se nazývá obměna implikace A⇒ B1.

Př́ıklad 2. Dokažte matematickou větu: Pro každé přirozené č́ıslo n plat́ı:

2|n2 ⇒ 2|n

(pro neznalce matematických symbol̊u: jestliže č́ıslo 2 je dělitelem č́ısla n2, tak také je
č́ıslo 2 dělitelem č́ısla n).

Důkaz: Máme dokázat implikaci typu A ⇒ B. Někdy (a to bude právě v našem
př́ıpadě) je ovšem jednodušš́ı dokazovat logickou obměnu ¬B ⇒ ¬A neboli výrok

2 6 |n ⇒ 2 6 |n2

(pro neznalce: Jestliže č́ıslo 2 neńı dělitelem č́ısla n, tak také č́ıslo 2 neńı dělitelem č́ısla
n2).

Vycháźıme nyńı z výroku ¬B: 2 6 |n;

Z toho zřejmě plyne: tedy n je liché a lze je psát ve tvaru n = 2k+1, kde k je přirozené
č́ıslo nebo nula.

Z toho zřejmě plyne: n2 lze vyjádřit ve tvaru

n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1;

odtud je evidentńı, že n2 je č́ıslo liché, a tedy neńı dělitelné dvěma. Důkaz je hotov:
t́ım, že jsme prokázali platnost výroku ¬B ⇒ ¬A, prokázali jsme současně i platnost
výroku k němu logicky ekvivalentńıho, tj. A⇒ B. 2

Typ d̊ukazu č́ıslo 03: Důkaz sporem.

Předpokládáme platnost negace daného tvrzeńı a logicky správně z této
negace pomoćı řetězce př́ımých implikaćı (jako u d̊ukazu př́ımého) od-
vozujeme daľśı věci, které zřejmě plat́ı, dokud nedojdeme k nesmyslu,
který neplat́ı. Protože jsme pracovali logicky naprosto správně, tak kořen
rozporu je ve startovaćım předpokladu – nyńı v́ıme, že předpoklad ¬A
neplat́ı, a tedy plat́ı výrok A.

Př́ıklad 3. Dokažte, že log2 3 neńı racionálńı č́ıslo.

1Obměna implikace je tedy výrok s touto implikaćı logicky ekvivalentńı, tj. provést nepř́ımý d̊ukaz
implikace A⇒ B vlastně znamená provést př́ımý d̊ukaz jej́ı obměny ¬B ⇒ ¬A.
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Důkaz: budeme předpokládat negaci zadaného výroku, tj. že log2 3 je racionálńı č́ıslo,
tj. lze tuto hodnotu vyjádřit zlomkem:

log2 3 =
m

n

pro m ∈ Z a n ∈ N .
Potom z definice logaritmu plyne

2
m
n = 3.

Z toho zřejmě plyne umocněńım vztahu na n-tou:

2m = 3n,

a na obou stranách této rovnosti se přitom vyskytuj́ı přirozená č́ısla.

Odtud zřejmě plyne: Protože č́ıslo 2 je dělitelem č́ısla 2m a plat́ı 2m = 3n, muśı být
č́ıslo 2 také dělitelem č́ısla 3n – ale to je spor se známým faktem, že č́ıslo 2 neńı dělitelem
žádného lichého č́ısla (a č́ıslo 3n jako násobek n lichých č́ısel je liché).

Naprosto korektńımi úvahami jsme přǐsli k nesmyslu, tj. nesprávný byl náš výchoźı
předpoklad – a tedy plat́ı jeho negace: log2 3 neńı racionálńı č́ıslo. 2

Typ d̊ukazu č́ıslo 04: Důkaz úplnou matematickou indukćı.

Při matematické indukci dokazujeme tzv. univerzálńı výrok, který plat́ı
většinou pro všechna přirozená č́ısla, která jsou větš́ı nebo rovna
přirozenému č́ıslu n0, tj. výroky typu

∀n ≥ n0 : V (n).

Platnost tohoto univerzálńıho výroku dokazujeme ve dvou kroćıch:

a) Dokážeme platnost výroku V (n0) pro nejmenš́ı možné přirozené č́ıslo,
pro které výrok plat́ı. Obvykle n0 = 1.

b) Dokážeme platnost implikace V (n)⇒ V (n + 1).

Pokud plat́ı obě tyto věci, bude t́ım dokázána platnost výroku V (n) pro
jakékoli přirozené č́ıslo n.

Př́ıklad 4. Dokažte indukćı: Pro každé přirozené č́ıslo n plat́ı: 3|(n3 + 2n) (č́ıslo 3 je
dělitelem č́ısla (n3 + 2n)).

Důkaz:

a) V (1): pro n = 1 ... 3|(13 + 2 · 1) ... tento výrok evidentně plat́ı.

b) Dokážeme platnost implikace V (n)⇒ V (n + 1). Pro výrok tohoto př́ıkladu implikace
nabývá tvar

3|(n3 + 2n) ⇒ 3|((n + 1)3 + 2(n + 1)).
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Dokažme tuto implikaci některým ze zp̊usob̊u d̊ukazu implikace, většinou to bude
d̊ukaz typu 1, tj. d̊ukaz př́ımý: Předpokládejme, že 3|(n3 + 2n) a chceme pomoćı
řetězce zřejmých implikaćı dokázat platnost výroku 3|((n + 1)3 + 2(n + 1)):

Prozkoumejme bĺıže č́ıslo ((n + 1)3 + 2(n + 1)):

((n + 1)3 + 2(n + 1) = n3 + 3n2 + 3n + 1 + 2n + 2 = (n3 + 2n) + (3n2 + 3n + 3).

A nyńı: prvńı z obou sč́ıtaných závorek je dělitelná třemi, na základě toho, že jsme
tuto skutečnost předpokládali na začátku tohoto d̊ukazu (jedná se o výrok V (n)).
Druhá z obou sč́ıtaných závorek je dělitelná třemi proto, že ji lze upravit do tvaru
3 · (n2 + n + 1). A tedy (podle tvrzeńı v př́ıkladu 1) i součet dvou těchto závorek je
dělitelný třemi.

Př́ıklad 5. Dokažte indukćı: Pro každé přirozené č́ıslo n plat́ı:

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n · (n + 1)

2
.

Důkaz:

i) n = 1 – dosad́ıme do obou stran rovnosti: 1 = 1·2
2

... plat́ı2

ii) Předpokládáme platnost indukčńıho předpokladu: Vzorec plat́ı pro n, tj.

1 + 2 + · · ·+ (n− 1) + n =
n · (n + 1)

2
.

A odtud nyńı dokážeme platnost vztahu (= chceme dokázat) pro (n + 1):

1 + 2 + · · ·+ n + (n + 1) =
(n + 1) · (n + 2)

2
.

Zkusme upravit levou stranu dokazované rovnosti s využit́ım pravé strany indukčńıho
předpokladu (a poté převedeme na společného jmenovatele a vytkneme člen (n + 1)
v čitateli):

1 + 2 + · · ·+ n︸ ︷︷ ︸
=

n(n+1)
2

+(n+1)
ind.p.
=

n · (n + 1)

2
+(n+1) =

n · (n + 1) + 2 · (n + 1)

2
=

(n + 1) · (n + 2)

2
.

A to jsme chtěli dokázat, d̊ukaz je hotov. S využit́ım platnosti vztahu pro n jsme jej
dokázali pro (n + 1).

2Při tomto prvńım kroku d̊ukazu indukćı stač́ı dokázat platnost pro n = 1; pod́ıvejme se ovšem nyńı
už

”
mimo plán“ na př́ıpady n = 2, n = 3, protože z nich bude zřejmé, jak se pak konstruuje rovnice pro

obecné n:

n = 2 – dosad́ıme do obou stran: 1 + 2 = 2·3
2 ... plat́ı.

n = 3 – dosad́ıme do obou stran: 1 + 2 + 3 = 3·4
2 ... plat́ı.


