6 KAPITOLA 4. NEKTERE DALSI GEOMETRICKE POJMY

4.3 Trojuhelnik, vztahy mezi stranami a
uhly trojahelnika, pricky trojihelnika

Trojahelnik jsme definovali v predchazejici ¢asti textu definicemi 7?7 a ??7. Nyni si
pripomeneme nékteré vlastnosti tykajici se jeho stran, thld a pricek.

Véta 4.4 (Trojihelnikovd nerovnost)
Soucet velikosti kterychkoliv dvou stran trojuhelnika je vetsi neZ velikost strana treti.

Véta 4.4 je jednou ze zakladnich vét elementarni geometrie. Je mozno ji formulovat
také uzitim pojmu graficky soucet stran trojuhelnika. Také véta o souctu velikosti
(resp. o grafickém souctu) vSech vnitinich Ghld trojihelnika patii mezi zékladni véty
elementarni geometrie — viz cviceni 4.2.

Definice 4.12 Vnéjsim dhlem trojuhelnika nazyvame uhel, ktery je vedlejsi k
jeho vnitfnimu thlu.

Obr. 4.5

Véta 4.5 Velikost vnejstho uhlu trojuhelnika je rovna souctu velikosti jeho vnitrnich
whli, k nimzZ tento uhel nent vedlejst.

jeho vnitini thel pfi zbyvajicim vrcholu.

Véta 4.6 (O strandch a protéjsich dhlech trojihelnika)

Proti shodnym strandam trojuhelnika lezi shodné vnitini uhly. Proti vétsi ze dvou stran
lezi vétsi vnitrni dhel.

Plati téz: Proti shodnym vnitrnim uhldim trojuhelnika leZi shodné strany, proti vetsimu
ze dvou vnitrnich uhli leZi vétsi strana.
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Duikaz: a) Nejdrive dokdzeme, Ze proti shodnym strandam trojihelnika leZi shodné
vniting thly. UvaZujme trojihelnik ABC a necht AC' = BC' (obr. 4.6). DokadzZeme, Ze
a =2 [. Sestrojme osu uhlu <ACB a jeji prusecik se stranou AB oznacme Cy. Plati
AC = BC, CCy, 2 CCy, «ACC, ZxBCCY, tj. NAC,C = ABC,C podle véty sus.
Plati tedy «CAC, =2 CBCY, tj. a = 5.
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Obr. 4.6

b) Nyni dokdzZeme tvrzeni obrdcené, tj. Ze proti shodnym vnitinim uhlim trojuhel-
nika leZi shodné strany. UvaZujme opét trojihelnik ABC a necht je o = 3. DokdZeme,
Ze BC = AC'. Sestrojime opét osu thlu <ACB a jeji prisecik se stranou AB oznacme
Cy (obr. 4.6). Plati < ACC, =xBCC) a a = (5. Trojuhelniky ACC, a BCCy se tedy
shoduji ve dvou thlech, z cehoZ vyplyva, Ze se shoduji ve vsech trech whlech a navic
maji stranu C'Cy spolecnou. Tj. podle véety usu plati NAC,C' = ABCC' a odtud jiz
plyne BC' = AC, coz jsme méli dokdzat.

C C

Obr. 4.7

Trojuhelnik ABC' je rovnoramenny s hlavnim vrcholem C'. Ze shodnosti ANACC =
ABC,C plyne, Ze Cy je stred strany AB a Ze ihly < AC,C, <« BC,C jsou pravé, nebot
se jedna o shodné vedlejsi uhly. Jako vedlejsi vysledek tedy dostavdme, Ze osa vnitrniho
thlu rovnoramenneho trojuhelnika pri jeho hlavnim vrcholu je kolmd na jeho zdkladnu
a prochdzi jejim stredem.
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¢) Nyni se zamérime na dikaz turzeni, Ze proti vetsi starné trojuhelnika leZi vétsi
vnitini thel. Necht je dan trojihelnik ABC a necht AC > BC' (obr. 4.7 a) ). Dokd-
Zeme, Ze S ABC >aCAB. Sestroyjme bod D € AC' tak, Ze je BC = DC'. Podle cdsti
a) dikazu véty 4.6 plati, e xCDB =4 CBD. Uhel xCDB je vnéjsim tihlem trojihel-
nika ABD, a je tedy vétsi nez < CAB. Uhel <« ABC je vsak vétsi nez < CBD, nebot je
roven grafickému souctu uhli < CBD, « ABD a thel < ABD neni nulovy (podle pred-
pokladu je AC' > BC, a tedy A # D). Z wvedenych vztahi plyne: <« ABC' > DBC,
< DBC =24CDB, <CDB >4CAB a tedy < ABC >3 CAB, coZ jsme méli dokdzat.

d) Zbyva dokdzat, Ze proti vétSimu dhlu trojihelnika lezi vétsi strana. Necht je dan
trojuhelnik ABC' a necht a < (3. Dokazeme, e AC' > BC' (obr. 4.7b) ). Sestrojme
tuhel «x ABX shodny s uhlem « tak, Ze poloprimka BX ndlezi polorovine ABC. Pro-
toze je a < B, je S ABX < B a f =xABX+4aXBC. Body A, C ndlezeji opacnym
polorovinam s hranicni primkou BX, a tedy existuje bod D tak, Ze D e—~ BX N AC.
Podle édsti b) dikazu véty 4.6 je AD = BD. Z véty 4.4 plyne pro trojihelnik BCD,
ze BD + DC > BC. Plati AD = BD, a tedy AD + DC > BC, tj. AC > BC, coz
jsme méli dokdzat. O

Definice 4.13 V trojuhelniku ABC oznaCme po fadé A, By, C; stiedy stran a, b, c.
Usecky Ay By, B1Cy, CiA; se nazjvaji stiedni pricky trojihelnika ABC piislusné
po fadé ke stranam c, a, b (obr. 4.8 a). Usecky AA;, BB;, CC| se nazyvaji téZnice
trojiuhelnika ABC (obr. 4.8 b).

Obr. 4.8

Véta 4.7 Stredni pricka trojuhelnika je rovnobézind se stranou tohoto trojuhelnika,
jejiz stred neobsahuje, a jeji velikost se rovna polovine velikosti této strany.

Véta 4.8 Téznice trojuhelnika ABC' prochdzeji tymz bodem T, zvanym téZisté troj-

vvev

vrchol trojuhelnika, je dvojndsobkem druhé cdsti (obr. 4.8 b).
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Definice 4.14 V trojuhelniku ABC' ozna¢me po fadé v,, vy, v. kolmice vedené vrcholy
A, B, C trojuhelnika ABC k primkam BC, AC, AB. Pfimky v,, vy, v. se nazyvaji
vysky trojihelnika ABC (obr. 4.9).
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Obr. 4.9

Poznamka 4.5 Vyskou téZ nazyvame usecku, jejimiz krajnimi body jsou vrchol troj-
thelnika a priisecik kolmice vedené timto vrcholem k pfimce, v niz lezi protéjsi strana,
s touto primkou. Také velikost této tisecky se nazyva vyska. Pojem wvyska trojuhelnika
ma tedy troji vyznam. Proto je tfeba, aby bylo vzdy alespon z kontextu ziejmé, o
ktery z vyznamii jde. Ve vété 4.9 je vyska chapana ve smyslu definice 4.14.

Véta 4.9 Vysky trojuhelnika ABC' prochazeji tymz bodem V', zvanym prusecik vysek
nebo téz ortocentrum trojuhelnika ABC' (obr. 4.9 a) ).

Definice 4.15 Osami stran trojihelnika ABC nazyvame osy usecek AB, BC a
AC.

Véta 4.10 Osy stran trojihelnika se protinagi v jediném bodé, ktery je stredem kruz-
nice trojihelniku opsané (obr. 4.9b) ).

Mezi pricky trojuhelnika fadime téz osy jeho vnitinich thli. Pro jejich vzajemnou
polohu plati véta 4.11.

Véta 4.11 Osy vnitrnich uhlu trojuhelnika se protinaji v jediném bodé, ktery je stre-
dem kruznice trojihelniku vepsané (obr. 4.10).



