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0.1 Axiomaticka vystavba geometrie

Pravdivost jisté geometrické véty ovétujeme obvykle pomoci jinych platnych vét. Po-
dobné nové geometrické pojmy definujeme pomoci jinych, jiz dfive zavedenych, pojmai.
Je zfejmé, ze takto neni mozno definovat vSechny geometrické pojmy a také nelze
vSechny geometrické véty dokazat pomoci vét diive dokazanych. Nékde je tieba zacit.
Proto byly v geometrii vysloveny jisté zakladni véty, jejichz pravdivost nedokazujeme,
ale uznavame je za pravdivé na zakladé nasich zkuSenosti. Tyto zakladni véty na-
zyvame axiomy. Podobné nékteré pojmy pokladame v geometrii za zcela zakladni.
Nedefinujeme je vySe uvedenym zptisobem, ale tyto zcela zakladni pojmy definujeme
tak, Ze ve vétach nazyvanych axiomy je zavadime soucasné s jejich vlastnostmi a vza-
jemnymi vztahy. Za zcela zékladni pojmy v geometrii pokladame pojmy bod, pfimka
a rovina. Pomoci zakladnich pojmi pak definujeme pojmy dalsi.

Axiomy jsou tedy nejen nejjednodussi véty, z nichz pak deduktivné odvozujeme
véty dalsi, ale slouzi i k zavedeni téch nejzakladnéjsich geometrickych pojmt, jejich
vlastnosti a vzajemnych vztahii. Rikdme také, Ze jednotlivé axiomy jsou ,,¢asti definic”
téchto pojmi. Pojmy definované pomoci axiomt, véetné jejich vlastnosti a vztahd,
nazyvame axiomatické. Pomoci téchto axiomatickych pojmi pak definujeme dalsi
pojmy. Postupujeme-li timto zptisobem, fikame, ze geometrii budujeme axiomaticky.

Priklad 0.1 Prikladem axiomu je véta: ,,Dvéma navzdjem riuznymi body prochdzi je-
dind primka.“ Prikladem zakladnich pojmu, které se v ni vyskytuji jsou: bod, primka.

Abychom hloubé&ji pochopili vyznam axiomatického budovéani geometrie, nahléd-
neme v nasledujicich odstavcich, jak tento dnes bézné uzivany axiomaticky systém
vznikal béhem historického vyvoje lidstva.

Shromazdovéani geometrickych poznatki ve starovéku iniciované potiebami praxe
na jedné strané (stavby, vyty¢ovani pozemku atd.) a mystickym zaujetim pro geome-
trii na strané druhé (malby v chramech, pyramidy, obfadni mista atd.) zaznamenalo
zlomovy pokrok od 6. stoleti pied Kr. Tehdy se poprvé u ionskych Reki objevuje
snaha podat novy vyklad svéta, spise prirodovédecky nez mysticky. Vyznamnou sou-
¢asti tohoto vykladu byla také geometrie, ktera zacala byt péstovana jako véda. My si
z tohoto obdobi starovékého Recka a Rima, které byva souhrné oznacovano jako an-
tika,! podrobnéji pov§imneme spisu Eukleida z Alexandrie? Zdklady (fecky Stoicheia,
latinsky FElementa) ze 3. stoleti pfed Kr. Eukleiduv spis Zdaklady byl preloZzen témér

'Historikové matematiky se vSeobecné shoduji na tom, Ze geometrické znalosti pfisly do Recka
z Egypta a prinesl je Thalés. Rané obdobi rozmachu feckého mysleni za¢ina skolou Milétskou - cca 600-
550 pfed Kr. (Thalés, Anaximandros, Anaximenes) a vrcholi v dobé rozkvétu Athén (Sokratés, Platdn,
Aristoteles). Toto vrcholné obdobi, nazyvané v literatute hrdinskym vékem, kon¢i Aristotelovou smrti
roku 322 pred Kr. Na poc¢éatku 3. stoleti pred Kr. se centrem ucenci tehdejsiho svéta stava Alexandrie,
shromazdili se sem i tak vyznamni matematici jako Eukleides, Eratostenos a Apollénios. Na zakladé
souhrnych praci, které v té dobé vznikaly, byva toto obdobi nazyvano historiky védy vékem ucebnic.
Postupné dochézelo ke zméné zaméreni matematiky od teoretické k aplikované. Kolem 3. stoleti po
Kr. pak nastava upadek nejen geometrie, ale védy vibec, jako nutny dtsledek tpadku zemi fimského
impéria. Podrobnéji napf. [5], [6].

2Eukleides z Alexandrie (cca 325 pied Kr. — asi 260 pied Kr.), fecky matematik a geometr - vedle



do vsech kulturnich jazykt svéta a zcela zasadnim zptsobem ovliviioval vyvoj nejen
geometrie, ale matematiky viibec, dalsich dva tisice let. V Eukleidovych Zdkladech
byla poprvé geometrie zpracovana axiomatickou metodou a az do 19. stoleti slouzily
nejruznéjsi preklady spisu Zaklady jako jedina ucebnice geometrie.

Eukleidovy Zaklady

Rozsahly Eukleidtv spis Zdklady je obsaZen ve 13 knihach.® Eukleides v ném shrnul
vSechny dilezité, do té doby ziskané geometrické poznatky, které utridil. Ve spise jsou
nejprve definovany pojmy, o nichz se mluvi, poté nasleduji postulaty (néco jako po-
zadavky) a véty, Eukleidem nazyvané axiomy. Eukleides v Zdkladech zformuloval pét
zékladnich postulati, ze kterych pozdéji odvozoval logickym uvazovanim dalsi geome-
trické véty. Spravnost péti postulatid vychazela z vlastnich zkusenosti a praxe, pfimo
je nedokazoval. Jednotlivé véty jsou nejdiive formulovany, potom se konstatuje, co je
déno a co je tfeba dokazat. Na zavér nasleduje diikaz se vSsemi odkazy na predchézejici
véty, postulaty a axiomy.

zékladl geometrie se vénoval i teorii Cisel, perspektivé, kuzeloseckdm a sférické geometrii. Mezi jeho
zaky snad pattil také Archimédés.

30bsahem prvni knihy jsou véty o vlastnostech trojihelniku, podminky shodnosti trojihelniki,
vlastnosti rovnobéznikti a mnohothelniki, véta Pythagorova. Druha kniha pojednava o proméné
mnohothelniku na ¢tverec stejného obsahu. Tteti kniha se zabyva vlastnostmi kruznice a vzajemnou
polohou dvou kruznic, ¢tvrta pojednava o mnohothelnicich kruznici opsanych a vepsanych. Pata
kniha obsahuje nauku o pomérech a mérnosti tsecek. Sestd kniha je pojednanim o podobnosti
mnohothelnik. Sedmé az devata kniha objasnuje prirozena c¢isla a prvocisla, desatd pak nauku o
souméritelnych a nesoumértitelnych veli¢inach (v podstaté zaklad teorie iraciondlnich éisel). Posledni
t1i knihy obsahuji zaklady stereometrie — poloha pfimek a rovin v prostoru, teorie objemt, mnohostént
a rotacnich téles. Podrobnéji viz nap¥. Cesky pieklad zakladi [7] nebo studie [8].
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Eukleidovy definice:
I. Bod je to, co nema cdsti.

II. Céra je délka bez 3irky.

III. Hranice cdary se nazyvaji body.

IV. Primkou se nazyvad cdra, jenZ je stejné poloZena ke vSem svym bodim.
V. Plocha je to, co ma délku a Sitku.

VI. Hranicemi plochy jsou cary.

VII. Rovinou se nazyvd plocha, jez je stejné poloZend vzhledem je vsem primkdm,
ktere v ni lezi.

VIII. Uhlem (rovinngm) se nazyvd vzdjemnd odchylka protinagicich se car, leZicich v
teze roviné, avsak neleZicich v téZe primce.

Kniha prvni uvadi pét postulata, kde se pozaduje:

I. Aby kazdy bod bylo mozné spojit s kazdym bodem primky,*
I1. aby kaZdou primku bylo mozZno neomezené prodlouZit,
III. aby z libovolného stredu bylo mozZno opsat kruznici libovolného poloméru,
IV. aby si vsechny pravé uhly byly rovny,

V. aby primka protatd dvéma dalSimi primkami tvotici s nimi po jedné své strané
prilehlé uhly o souctu mensim neZ 2R, (R je pravy thel), méla vidy prisecik
onéch dalsich primek na této strané.

Tento paty postulat tvori zaklad teorie o rovnobézkach. Pomoci ného dokazuje
Eukleides vétu, ze

Véta 0.1 K libovolné primce existuje pouze jedindg rovnobézka, ktera prochdzi bodem
neleZicim na této primce.

Az do 19. stoleti byl paty postulat predmétem mnoha diskuzi, protoze ve srovnani
se Ctyfmi pfedchazejicimi se zdal velmi slozity. Mnozi matematikové se snazili tento
postulat odvodit z ostatnich Eukleidovych postulatt a dokazat jeho nezavislost na
predchozich ¢tytech, ale jejich snahy byly marné. Teprve v poloviné 19. stoleti byla
otazka patého Eukleidova postulatu zodpovézana. Podrobnéji se k tomuto problému
jesté vratime.

4Jinak feceno: I. Kazdymi dvéma riznymi body lze vést jedinou p¥imku.



Obr. 1 Ukézka z feckého prepisu Eukleidovych Zdkladu z 9. stoleti

Eukleidovy axiomy:
1. Veliciny rovné treti veliciné jsou si rovny navzdjem.
II. Jestlize k rovnym velicinam pripocteme rovné veliciny, obdrZime opét rovné ve-
liciny.
II1. Jestlize od sobé rovngch velicin odecteme sobé rovné veliciny, obdrZime opét sobé
rovné veliciny.
IV. Jestlize k nerovnym velicindm pripocteme sobé rovnée veliciny, obdrZime nerovné
veliciny.
V. Jestlize zdvojndsobime sobé rovné veliciny, ziskané sobée rovné veliciny.
VI. Poloviny sobé rovnych velicin jsou si rovny.
VII. Spljvajici veliciny (obrazce) jsou si rovny.
VIII. Dve primky nemohou omezovat prostor.

Eukleidovy axiomy jsou obecnéjsi nez jeho postulaty. Jak je jiz zminéno z definic,
postulati a axiomt plynou pro Eukleida dalsi poucky. Ostatni poucky, na rozdil od
postulattt a axiomt, uz nevychézi z pfimych zkusSenosti a praxe, a proto je vSechny
precizné dokazuje. Kazdy novy pojem a termin definuje pomoci zakladnich definic.
Prave tady maji Eukleidovy Zaklady z matematického hlediska nemalé vady. Napriklad
nékteré zakladni definice nejsou vyhovujici — vyskytuji se v nich pojmy jako ,cast®,
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HSirka®, konec ¢ary* atd., které jsou také novymi avSak nedefinovanymi pojmy. Napf.
definuje bod jako ,to, co neméa ¢asti“, aniz by difive mluvil o tom, co znamena byt
¢asti néceho. Avsak o ¢asti néc¢eho mluvit nemuzeme, protoze ani netusime, co je to
bod. Z toho vyplyva, Zze nemtzeme definovat ani primku a rovinu. Dale také vycet
Eukleidovych axiémt a postulat neni zcela uplny. Eukleidovy Zdklady byly vsak, i
pres nékteré své vady a nedostatky, po dva tisice let vzorem ucebnice geometrie, kde
starofecké abstraktni matematické mysleni dosahlo svého vrcholu. Timto matematika
ziskala zvlastni postaveni mezi ostatnimi prfirodnimi védami. Pravé ona zacala abs-
trahovat od vlastnosti specifickych pro mnohé predméty a zacala studovat prostorové
formy a kvantitativni vztahy, které plati v nejriiznéjsich oblastech.

Hilbertovy Zaklady geometrie

Eukleidovy Zdklady byly prvnim piikladem pouziti axiomatického systému v matema-
tice. Jiz od pocatku se vSak objevovaly mnohé pokusy o vylepseni. Pivodni Eukleidovy
poucky a pojmy byly pozdéji podrobné prozkoumany matematiky, podle nichz bylo
vyhodnéjsi volit za axiomy jiné poucky, nez které pouzil Eukleides. V 19. stoleti pfe-
devsim Lobacevskij, Bolyai a Gauss zaujali kritické stanovisko k Zdkladum a budovani
jednotlivych matematickych disciplin. Podstatné pomohli k vyjasnéni otazky zaklad-
nich geometrickych pojmu jako jsou bod, pfimka a rovina.

Déle se jednalo o snahy dokazat paty postulat z prvnich ¢tyt, popt. alespon o snahy
nahradit jej jednoduseji formulovanym tvrzenim. Mnohokrat se zdalo, ze dikaz byl
objeven, ale nakonec se vzdy ukazalo, ze diikaz se opiral o néco, co mél dokazat. Teprve
Lobacevski, Bolyai a Gauss poprvé pripustili nezavislost V. postulatu a zacali uvazovat
o ,nové geometrii“, v niz misto V. postuldtu plati jeho negace.® Tyto kroky vedly
postupné k budovéni tzv. neeukleidovskych geometrii. Podrobnéji se k tématu
patého Eukleidova postulatu jesté vratime v kapitole 1.7.

Nejvétsi pfinos zaznamenaly prace D. Hilberta® v dile Grundlagen der Geometrie
(Zdklady geometrie) vydaném v roce 1899. V dile pojednéava o zakladech elementarni
geometrie. Systematicky vybudoval disciplinu v souc¢asnosti nazyvanou eukleidovska
geometrie. Hilbert vytvoril tzv. Systém axiomu eukleidovské geometrie, které
rozdélil do péti skupin podle toho, jakych vlastnosti a vztahii mezi body, primkami a
rovinami se tykaji.

Hilbertiv axiomaticky systém pro eukleidovskou geometrii je pouzivan dodnes. I
my budeme v textu budovat geometrii timto zptisobem” tak, abychom postupné dogli
ke vSem pojmiim a vztahlim, se kterymi se pracuje v geometrii na zakladni skole.

®Nikolaj Ivanovi¢ Lobadevski (1792 — 1856), rusky matematik, dokazal nezéavislost patého postuldtu
na pfedchozich ¢tyfech, tedy dokazal, Ze se z ostatnich Eukleidovych zékladnich vét odvodit neda. K
tomuto objevu dospéli nezdvisle na ném i madarsky matematik Janos Bolyai (1802 — 1860) a némecky
matematik Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855).

5David Hilbert (1862 — 1943), némecky matematik, vedouci katedry Univerzity v Gottingenu,
jeden z nejvétsich matematikt 20. stoleti.

"Pii¢em? ale nebudeme vie diisledné dokazovat, k podrobnéjsimu studiu odkazujeme na uvedenou
literaturu.



Axiémy popisujici eukleidovskou geometrii rozdélime v souladu s Hilbertem do péti
skupin.

e Axiémy incidence (I)

e Axiémy usporadani (U)

e Axiémy shodnosti (S)

e Axiémy spojitosti (D = A + C)
e Axiém rovnobéznosti (R)

Jednotlivym skupinam axiomi se postupné budeme vénovat v odstavcich 1.2, 1.3, 1.7,
2.1 a 7?7, pricemz k jejich oznacni budeme v souladu s literaturou uzivat pismena
uvedend v zavorkach.

0.2 Axiomy incidence

Do skupiny axiomil incidence fadime axiomy, které se tykaji bodt, piimek, rovin a
vztahtl mezi nimi. Vyjadifujeme je napt. slovy ,,bod lezi na primce®, ,,bod lezi v roviné“,
»piimka prochazi bodem“, ,pifimka p lezi v roviné p“ (kterému lze rozumét tak, ze
rovina p prochézi pfimkou p) a pod. VSechny uvedené vztahy vyjadiujeme stru¢éné
nazvem incidence (nebo-li spojovani).

Do skupiny axiomi incidence patii tyto axiomy:

I, : Kazdé dva navzajem rtzné body inciduji jedinou p¥imkou.®
I, : Kazda primka inciduje alespon se dvéma riuznymi body.

I3 : Existuje aspon jedna trojice bodu, ktera neinciduje se Zadnou prim-
kou.

I, : TTi body, které neinciduji se zadnou piimkou, inciduji s jedinou rovi-
nou.

I5 : Kazda rovina inciduje aspon s jednim bodem.

Ig : Jestlize dva navzajem razné body primky inciduji s rovinou, pak
s touto rovinou inciduji vSechny body této primky.

I7 : Inciduji-li dvé ruzné roviny s tymz bodem, pak existuje alespon jeden
dalsi bod, se kterym obé tyto roviny inciduji.

Is : Existuje aspon jedna ¢tverice bodu, ktera neinciduje v Zadnou rovinou.
Uvedené axiomy muzeme formulovat i takto:

I, : KaZdymi dvéma navzdjem riznymi body prochdzi jedind primka.

8Vsimnéme si, e axiom I; je shodny s prvnim postulatem v Eukleidovych zékladech, viz str. 12.
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I : Na kazZdé primce lezi aspon dva navzajem ruzné body.

I3 : Existuje aspon jedna trojice bodi, které melezi na Zadné primce.
1y : Tremi body, které nelezi v Zadné primce, prochdzi jedind rovina.
I5 1V kaZdé roviné lezi aspon jeden bod.

Ig : Jestlize dva navzajem ruzné body primky lezi v rovine, pak v této roviné leZi
vsechny body této primky.

I7 : Magi-li dvé rizné roviny spolecny bod, pak maji spolecny jesté aspon jeden dalsi
bod.

Ig : Ezistuje asporn jedna ctverice bodi, kterd nelezi v Zddné roviné.

Uzitim axiomil incidence muzeme dokazat nékteré jednoduché geometrické véty.
Ukazeme dvé z nich:

Véta 0.2 Primka a bod, ktery na ni nelezi inciduji prdve s jednou rovinou.

Uvédomme si, ze znéni véty 1.2 bézné vyjadiujeme a pouzivame na zakladni skole v
této podobé: Rovina je jednoznacné urcena primkou a bodem, ktery na ni neleZi.

Dtkaz: Oznacme danou primku p dany bod A. Podle Iy existuji na primce p dva
ruzn€ body. Oznacme je B, C'. Body A, B, C nelezi v primce a podle 1, jimi prochdzi
jedina rovina, které podle Ig obsahuje i primku p. Tim je véta 1.2 dokdazdna na zdkladée
axiomi Iy, Iy a Ig. O

Véta 0.3 Mayji-li dvé roviny spolecny bod, pak existuje primka patrici obéma témto
rovindm.

Dukaz: Oznacme uwvaZované roviny o, 3. Maji-li tyto roviny spolecny bod, oznacme
ho napr. A, pak maji podle axiomu I; jesté dalsi spolecny bod, oznacme ho napt. B.
Body A, B jsou tedy ruzn€ a podle Iy je jimi urcena jedind primka. Podle axiomu Ig
patri tato primka jak roviné «, tak roviné B. Tim je véta 1.8 dokdzdna. 0

Axiomy incidence zarucuji existenci nejvyse dvou raznych bodd na piimce. To ze
primka obsahuje vice nez dva rizné body, nelze dokazat pouze uzitim téchto axiomu.
K dokéazani tohoto tvrzeni je nutno uzit axiomy dalsi skupiny, axiomy usporadani.
0.3 Axiomy usporadani

Usporadani bodt na primce se zaklada na vztahu bod lezi mezi jinymi dvéma body.
Vlastnosti tohoto vztahu vyjadiuji nasledujici axiomy usporadini:



U, : Lezi-li bod B mezi body A, C, jsou A, B, C, tfi ruzné body primky
a plati téz, Ze bod B lezi mezi body C, A.

U, : Jsou-li A, B dva ruzné body, pak na pifimce prochazejici body A, B
existuje aspon jeden bod C takovy, Ze bod B lezi mezi body A, C.

Us; : Ze tFi riznych bodt na pfimce lezi nejvyse jeden mezi zbyvajicimi
dvéma.

U, : (Paschuv’ axiom) Jsou-li A, B, C t¥i body, které nelezi v pfimce, a p
primka roviny urc¢ené body A, B, C, ktera neprochazi zadnym z bodu
A, B, C a ktera obsahuje jisty bod D lezici mezi body A, B, potom
obsahuje pfimka p bud’ jisty bod F lezici mezi body B, C nebo jisty
bod F lezici mezi body C, A.

Z formulace axiomt usporadani je ziejmé, ze se jiz predpoklada zavedeni pojmu
incidence. Axiomy U; — Usj se tykaji usporadani bodi na pfimce. V axiomu Ujs se
netvrdi ,,pravé jeden“, nebot toto tvrzeni lze jiz odvodit.

Uzitim axiomi incidence a uspotadani lze jiz dokazat napt. tato tvrzeni:

Véta 0.4 Mezi kaZdymi dvema riznymi body leZi alespon jeden bod.

Dukaz: Necht A, B jsou dva rizné body (obr. 1.2). Podle I3 ezistuje bod D tak, Ze
body A, B, D nelezi v primce. Podle 14 prochdzi body A, B, D jedind rovina «. Body
A, D prochdzi podle I, jedind primka, kterd podle Ig lezi v roviné o. Primky AB a
AD jsou tedy rizné a maji jediny spolecny bod A.

Podle U, existuje na primce AD bod E tak, Ze D lezi mezi body A, E. Bod E lezi
v rovin€ «. Neni vsak bodem primky AB, nebot primky AB a AD maji spolecnyj pouze
bod A. Body E, B jsou tedy ruzné a podle Iy je jim urcena jedind primka. Podle Ig
lezi tato primka v téZe roviné a. Na primce EB existuje bod F tak, Ze bod B leZi mezi
body F, E (podle I5). Bod F lezi v roviné «, ale neleZi na primce AB. Snadno se
presvédcime, Ze primky EB, AB jsou ruzné a maji jeding spolecny bod B. Na body
A, B, E a primku DF uZijeme Paschuv aziom. Odtud vyplyvd: ProtoZe bod F primky
DF nelezi mezi body E, B a bod D lezi mezi body A, E, existuje takovy bod C' primky
DF, ktery lezi mezi body A, B. Tim je véeta 1.4 dokdzdnad. O

Veéta 0.5 Na kazdé primce lezi nekonecné mnoho bodii.
Véta 0.6 V kazdé roviné lezi nekonecné mnoho bodul.

Dukaz: Viz cvicent 1.1. O

9Moritz Pasch (1843 - 1930), némecky matematik specializujici se na zédklady geometrie. V Euk-
leidovych Zdkledech nasel fadu skrytych pfedpokladii, kterych si nikdo predtim nevsiml.
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Obr. 2

Zakladni pojmy bod, primka, rovina jsou reprezentovany jednotlivymi body, pfim-
kami, rovinami, pod nimiz rozumime objekty vyhovujici jednotlivym axiomtm. Tyto
objekty jsou mnozinami bodt. Mnozinu vSech bodi nazveme prostorem.

Geometrickym dutvarem budeme dale rozumét kazdou neprazdnou mnozinu
bodt prostoru. Pfitom bude-li podmnozinou jisté roviny, budeme ho nazyvat rovinny
geometricky trvar. Nebude-li podmnozinou zadné roviny, budeme ho nazyvat prosto-
rovy geometricky utvar.
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0.4 TUsecka, polopiimka, polorovina, poloprostor

Na zakladé axiomu incidence a usporadani je nyni mozno definovat tsecku, polo-
pfimku, polorovinu a poloprostor. Pro stru¢né zapisy téchto definic uzijeme geometric-
kou symboliku zavedenou na zakladni skole, mnozinovou symboliku a nékteré symboly
matematické logiky — viz prehled uzitych symbolt na strané 5. Nebude-li fec¢eno jinak,
budeme zékladni mnozinou Z rozumét prostor.

Definice 0.1 Usecka AB je mnozina viech bodt prostoru, kterad obsahuje body A,

B a dale vsechny body, které lezi mezi body A, B.
AB={Xe€eZ;X=AVX =BV XuAB}.

Zapis X uAB c¢teme ,bod X lezi mezi body A, B*.

Obr. 3

Definice 0.2 Poloprimka AB je mnozina vSech bodt prostoru, ktera obsahuje vSechny
body tusecky AB a dale vsechny takové body X, pro které plati, Ze bod B lezi mezi
body A, X.

— AB={X € Z;X € ABV BuAX}.

Bod A nazyvame pocatek poloptimky AB.

A B

Obr. 4

Definice 0.3 Poloprimka opacna k poloprimce AB je mnozina vsech bodu pro-
storu, ktera obsahuje bod A a dale vSechny takové body X, pro které plati, Ze bod A
lezi mezi body X, B.

— AB ={X € Z; X € ABV AuXB}.

Bod A nazyvame pocatek polopiimky opac¢né k polopfimce AB.

Definice 0.4 Necht p je pfimka a A bod, ktery na ni nelezi. Polorovinou pA na-
zyvame mnozinu vSech bodi X roviny pA, pro které plati, Ze mezi body A, X nelezi
zadny bod piimky p.

Ptrimku p nazyvame hranicni primka poloroviny pA, nékdy téz pocdtek poloroviny pA.
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Je-li X bod poloroviny
pA, je prunikem tsecky AX
a primky p bud mnozina
prazdna nebo mnozina o je-
diném prvku X, ktery je bo-
dem piimky p (obr. 1.5).
Této skutecnosti lze také
uzit k definici poloroviny
pA. Zapiseme ji symbolicky

A

X4

Obr. 5

—HpA={X € pAAXNp=0VAXNp={X}}.
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Definice 0.5 Necht « je rovina a A bod, ktery v ni nelezi. Poloprostorem oA
nazyvame mnozinu vSech bod X prostoru, pro které plati, ze mezi body A, X nelezi

zaddny bod roviny a.

Rovinu « nazyvame hranicni rovinou poloprostoru aA.

Z definice 1.5 je zfejmé,
7e prunikem tusecky AX,
kde X € — aA, s rovi-
nou « je bud prazdna mno-
Zina nebo mnozina X € «
(obr. 1.6).

Tuto skutec¢nost 1ze uzit
v definici poloprostoru aA
ekvivalentni s definici 1.5,
kterou symbolicky zapiSeme

A
X1

4,

Obr. 6

—aA={Xe Z;AXNa=0VAXNna={X}}.



0.1. KONVEXNI A NEKONVEXNI MNOZINY BODU 1

0.1 Konvexni a nekonvexni mnoZiny bodu

Definice 0.1 Mnozina bodu se nazyva konvexnt, jestlize pro kazdé dva jeji body X,
Y plati, Ze tsecka XY je jeji podmnozinou. Prazdnou mnozinu a jednobodové mnoziny
povazujeme také za konvexni.
Symbolicky zapséano:

M je konvexni mnozina < (VX,Y € M) XY C MV M=0vM={X}].

Mnozina bodi, ktera neni konvexni se nazyva nekonvexns.

Priklad 0.1 Priklady konvexnich mnozin bodt jsou znazornény na obrazku 1. Pfikladem

A

— ~
a) b) c)

Obr. 1

konvexni mnoziny bodi je také pfimka, rovina, uisecka, poloptimka, polorovina a po-
loprostor.
Priklady nekonvexnich mnozin bodt jsou znazornény na obrazku 2.

Obr. 2



Abychom dokazali, ze dany geometricky ttvar U je nekonvexni, sta¢i nalézt jedinou
jeho dvojici bodi X, Y takovych, ze tisecka XY neni podmnozinou utvaru U, tj.
symbolicky zapsano

U je nekonvexni mnozina bodi < (3 X,Y € U)[XY ¢ U].

Dokazat konvexnost utvaru byva obtiznéjsi. Nékdy lze s vyhodou uzit nasledujici vétu:

Véta 0.1 Prunik dvou konvexnich mnozin bodi je konvexni mnoZina bodi.

Dukaz: Oznac¢me uvaZované mnoziny My, My. Je-li My N My = 0 nebo je My N M,
jednoprvkovd mnoZina, je ziejmé, Ze véta plati. Necht tedy M, N My obsahuje alespori
dva rizné body (viz obr. 3). Pak pro kaZdé dva rizné body X,Y € M; N M,y plati:
XeM,YeM,XebM,Y e M. MnoZiny My, M, jsou konvexni a tedy XY C M,
a XY C M,. Odtud plyne, Ze usecka XY C My N Msy. MnoZina My N My je tedy
konvexni.

M1 M2

Obr. 3

Uzitim véty 0.1 Ize indukci snadno dokéazat, Ze priinik konec¢ného poctu konvexnich
mnozin je konvexni mnozina bodi.

0.2 Uhel, trojahelnik, ¢tyfstén

V souladu s axiomatickou vystavbou geometrie uzijeme dosud zavedenych pojmt k
definicim konvexniho a nekonvexniho thlu, trojuhelniku a ¢tyrsténu.

Na stiedni skole jsme tfidili ihly vétSinou podle jejich velikosti. Rozlisovali jsme
napt. uhly duté, jejichz velikost byla vétsi nez 0° a mensi nez 180°, thly primé, thly o
velikosti vétsi nez 180° a mensi nez 360°. Charakteristickymi pojmy spojenymi s thlem
byly vrchol thlu a ramena thlu, pomoci nichz se tihel obvykle intuitivné zavadi.

V dalsi textu budeme definovat konvexni a nekonvexni tthel a pozname, ze vSechny
thly patiici k nékterému diive poznanému typu lze zafadit bud mezi konvexni nebo
mezi nekonvexni thly.
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Definice 0.2 Necht A,V, B jsou tii libovolné navzdjem rtzné body. Konvexnim
thlem AVB pak nazyvame:

a. Prinik polorovnin AV B a BV A v piipadé, ze body A, V, B nelezi v pfimce (viz
obr. 4 a).!

b. Lezi-li body A, V', B v pfimce a bod V' lezi mezi body A, B, lze za mnozinu vSech
bodi konvexniho thlu AV B povazovat kazdou polorovinu s hrani¢ni primkou AB
(viz obr. 4 b).?

c. Lezi-li body A, V, B v pfimce a bod V nelelezi mezi body A, B, lze za mnozinu
vSech bodt konvexniho thlu AV B povazovat kazdou rovinu obsahujici pfimku
AB (viz obr. 4 c) i kazdou poloptimku V' A (viz obr. 4 d).

Vrcholem konvexniho thlu AV B nazyvame ve vSech pripadech bod V, rameny kon-
vexniho thlu nazyvame ve vSech pripadech poloptimky VA, V B.

A
A Vv B
a) B b)
- YR - YR
0 Q)

Obr. 4

Pro konvexni tthel AV B uzivame oznaceni <AV B.

Konvexni thly definované ve vSech pripadech jsou konvexnimi mnozinami bodi,
coz plyne z konvexnosti roviny, poloroviny, poloptimky a véty 0.1. Nazev konvexni tihel
tedy vyjadruje, ze se jedna o konvexni geometricky utvar.

Poznamka 0.1 Uvédomime si, Ze v definici konvexniho tihlu je obsazen whel duty —
viz ptipad a), dhel primy — viz piipad b), dhel plny — viz p¥ipad c) i thel nulovy — viz
ptipad d).

1Je zfejmé, Ze takto lze definovat ihly ostré, pravé a tupé.
2Je ziejmé, ze v tomto piipadé jde o p¥imy thel s vrcholem V a rameny VA, VB.



Poznamka 0.2 Konvexni thel AV B, ktery je definovan v pfipadé a) definice 0.2, tj.
thel duty, jehoz ramena lezi v riiznobéznych piimkach, 1ze definovat také takto:
Nelezi-li body A, V, B v pfimce, nazyvame konvexnim thlem AV B mnozinu vSech
bodu X roviny AV B, k nimz existuje bod Y tsecky AB takovy, ze X patii polopfimce
VY (viz obr. 5).

Obr. 5

Definice 0.3 Necht A, V, B jsou tfi body, které nelezi v pfimce. Potom sjednoceni
dopliiku konvexniho thlu AV B v roviné AV B a polopfimek VA a VB nazyvame
nekonvexnim uhlem AV B (viz obr. 6).

Obr. 6
Pro nekonvexni tthel AV B uZivdme oznadeni z AV B.

Poznamka 0.3 Nazev nekonvexni ihel AV B vyjadiuje, Ze jde o nekonvexni mno-
zinu bodt, coz vyplyva napt. z toho, ze A € AV B, B € &<AVB a AB ¢ <AV B.

Sjednocenim mnoziny vSech konvexnich a mnoziny vSech nekonvexnich thld je mno-
Zina vsech dhli.
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Definice 0.4 Uhly AV B, BV C nazjvame stycéné pravé tehdy, kdyz jejich prinikem
je polopfimka V' B a zéroven lezi oba v téze roviné (viz obr. 7).

Definice 0.5 Dva stycné tuhly, jejichz sjednocenim je pfimy thel, nazyvame vedlejsi
thly (viz obr. 8).

Obr. 7 Obr. 8

Definice 0.6 Necht A, B, C jsou tii libovolné body nelezici v ptimce. Trojuhelni-
kem ABC nazveme prunik polorovin ABC, ACB, BCA (viz obr. 9).
Symbolicky zapséano:

ANABC =+— ABC N— ACB N~ BCA.

C Body A, B, C' nazyvame vrcholy trojihelnika ABC),
usecky AB, BC, CA nazyvame strany trojuhel-
nika ABC auhly <BAC, <ABC, <AC B nazyvame
vnittnt whly trojihelnika ABC.

A Poznamka 0.4 7 definice 0.6 a véty 0.1 vyplyva,
7e trojuhelnik je konvexni ttvar, nebot je definovan
jako prunik polorovin, coz jsou konvexni mnoziny.

Obr. 9

------

zavedenych:



Definice 0.7 Necht A, B, C jsou t¥i libovolné navzajem rtizné body nelezici v pfimce.
Trojiuhelnikem ABC nazveme mnozinu vSech bodt X prostoru, které patii vSem
tseckdm AY, kde Y patii tseéce BC' (viz obr. 10).

Symbolicky zapsano:

AABC ={X € Z; X € AY Y € BC}.

Definice 0.6 a 0.7 jsou priklady ekvivalentnich de-
finic jednoho a téhoz pojmu. Pii zavedeni troj-
thelniku definici 0.7 je uzito pouze pojmi bod,
usecka a vztahu bod patrici tisecce. Tento princip
urceni bodu nalezicich trojuhelniku mutze byt uzit
k prohloubeni intuitivniho chapani trojihelniku na
B 1. stupni zakladnich skol.

Obr. 10

Trojthelnik je rovinny mnohothelnik s nejmensim poc¢tem vrcholi. V prostoru je
mnohostén s nejmensim poc¢tem vrchola ¢tyistén. Jde tu o jistou analogii mezi témito
dvéma tutvary, ktera je patrna i pti porovnani nasledujicich dvou definic s definicemi
0.6 a 0.7 trojuhelnika.

Definice 0.8 Necht A, B, C, D jsou ¢tyii body nelezici v jedné roviné. Ctyrsténem
ABCD nazveme prunik poloprostort ABCD, ABDC, ACDB, CDBA.
Symbolicky zapséano:

ctyisten ABCD = — ABCD N+— ABDC Nw— ACDB N+~ CDBA.

Body A, B, C, D nazyvame vrcholy ctyisténu ABCD), tsecky AB, BC, CA, AD,
BD, CD nazyvame hrany ¢tytsténu ABC'D a trojuhelniky AABC, ABCD, ACDA,
NABD nazyvame stény Ctytsténu ABCD.

Definice 0.9 Necht A, B, C, D jsou ¢tyii body nelezici v jedné roviné. Ctyrsténem
ABC'D nazveme mnozinu vSech bodt X prostoru, které patii vSsem tseckdm AY', kde
Y patii trojihelniku BC'D (viz obr. 11).

Symbolicky zapsano:

Ctyfstén ABCD ={X € Z; X € AY A\Y € ABCD}.
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Poznamka 0.5 Z definice 0.8 a véty 0.1 vyplyva,
Ze Ctyfstén je konvexni mnozina bodi, nebot je de-
finovan jako prinik poloprostori, coz jsou konvexni
mnoziny.

Princip urceni bodt nalezejicich ctyisténu v de-
finici 0.9 mize byt uzit k prohloubeni intuitiv-
niho chapani ¢tyrsténu na 1. stupni zakladnich skol
(podobné jako definice 0.7 k intuitivnimu chapéni
pojmu trojihelnik). Neznamenda to vsak, Zze by se
Obr. 11 zaci seznamovali s témito definicemi pravé v této
podobé.

Cviceni:
B 0.1 Srovnejte zavedenou definici tthlu s definici thlu z Eukleidovych zakladt na
strané 7?7, definice VIII. V ¢em se tyto definice 1isi?

B 0.2 Nacrtnéte dva konvexni rovinné utvary takové, ze jejich

a) sjednoceni je mnozina konvexni,

b) sjednoceni je mnozina nekonvexni,

¢) prinik je mnozina konvexni,

d) prinik je mnozina nekonvexni.

Totéz zadani a) — d) provedte pro dva nekonvexni rovinné atvary.

B 0.3 Nacrtnéte a rozhodnéte, zda se jedna o konvexni bodovou mnozinu:

a) trojuhelnik ABC' bez svych vrcholi,

b) trojuhelnik K LM bez jednoho vnitiniho bodu jedné své strany,

¢) sjednoceni vnitiku libovolného trojihelnika a dvou rtiznych bodi jeho obvodu,
d) rozdil konvexniho tthlu AV B a jeho ramene V' A,

e) rozdil ¢tverce ABC'D a sjednoceni dvou jeho stran,

f) sjednoceni vnitiku ¢tverce ABC'D a dvou jeho stran,

g) kruznice,
h) kruh.

B 0.4 Vysetiete vSechny geometrické utvary, které mohou vzniknout jako prinik dvou
trojuhelnikl. Znazornéte a popiste.

B 0.5 Volte dvojice konvexnich thla (nikoliv thly plné nebo nulové). Vysetiete, které
geometrické itvary mohou vzniknout jako prinik téchto thl4? vSechny pfipady zna-
zornete a popiste.

B 0.6 Zopakujte si definici nekonvexniho thlu AV B a nekonvexni tthel AV B defi-
nujte jesté jinym zpusobem (ekvivalentni definici). Lze definovat nekonvexni tihel jako
sjednoceni nebo prinik dvou polorovin? Odpovéd zdiavodnéte.



B 0.7 Definujte trojihelnik K'LM jako a) prunik t¥{ polorovin,
b) prinik konvexniho tihlu a poloroviny.
Zmazornéte a definice symbolicky zapiste.

B 0.8 V trojihelniku ABC vyznacte vnitini ihly. Ke kazdému z vnitinich thlt urcete
uhel vedlejsi, tzv. vnéjsi uhel trojuhelniku. Kolik existuje v kazdém trojihelniku jeho
vnéjsich thla?

B 0.9 Zvolte rtiznobézné piimky p, ¢, jejich prisecik oznacte V. Na pfimce p zvolte
bod P, na pfmce ¢, bod ). Kazdou z dvojic vrcholovych a vedlejsich thld uréenych
riznobézkami p, g definujte pomoci polorovin p@), ¢ P nebo polorovin k nim opac¢nych.
Zapiste symbolickym zapisem.

B 0.10 Na zakladé znalosti ze stfedni Skoly zobrazte: a) rovnoramenny trojthelnik,
b) rovnostranny trojihelnik, c¢) ¢tverec, d) pravidelny Sestitthelnik, e) pravidelny pé-
tithelnik.

B 0.11 Nacrtnéte pravidelny Sestitthelnik ABC'DEF se stfedem S a na obrazku vy-
znacte dvojice thlt a) styénych (nikoliv vedlejsich), b) vedlejsich, ¢) vrcholovych, d)
souhlasnych, e) st¥idavych, f) prilehlych.

B 0.12 Zobrazte ¢tytstén ABC'D a urcete jeho prinik s poloprostorem EFGH , jestlize
bod A lezi mezi body E, C, bod B mezi body F, C' a bod G mezi body D, C.
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0.1 Axiom rovnobéznosti
a neeukleidovské geometrie

Uvazujeme-li rovinu urcéenou piimkou p a bodem A ¢ p, vime, Ze v této roviné existuje
jedina primka prochézejici bodem A, ktera nemé s piimkou p zadny spolecny bod.

Tuto nam zifejmou skutecnost neni mozné odvodit z dosud zavedenych axiomi
incidence a uspotradani, a to ani tehdy, kdyz knim pfidame dalsi dvé skupiny axiomi —
axiomy shodnosti a axiomy spojitosti, se kterymi se seznamime v dalsim textu. Tuto
skutec¢nost je tfeba také zavést axiomaticky a vyjadiuje ji tzv. axiom rovnobéznosti
(znadmy také jako paty Eukleidav postulat), ktery oznacime R.

R: Necht p je pfimka a A bod, ktery na ni nelezi. Pak v rovin& urdéené
primkou p a bodem A existuje pravé jedna primka prochazejici bodem
A, ktera nema s pirimkou p Zadny spoleény bod.

A

|
T

Obr. 1

Pifimka prochéazejici bodem A, o niz se hovoii v axiomu R, se nazyva rovnobézka s
primkou p. Axiom R zavadi do geometrie vztah rovnobéznosti primek.

Definice 0.1 RovnobéZnymi nazyvame takové dveé primky, které lezi v jedné roviné a
nemaji spole¢ny bod, nebo dvé splyvajici primky.

Vztah rovnobéznosti primek je zfejmé reflexivni a symetricky a téz tranzitivni.

Véta 0.1 Necht p, q, v jsou tri libovolné primky. Plati-li Ze p || q a q || v, pak je téz
pllr

Dukaz: Veéta zrejmé plati, je-li ¢ = r nebo p = q nebo p = r. Predpokladejme tedy, Ze
primky p, q, v jsou po dvou ruzné€ a wvaZuyme dvé moznosti:

1) p, q, r lezi v jedné roving,
2) p, q, v neleZi v jedné roviné.

Ad 1) Primky p, r nemohou mit spoleény bod, nebot pak by timto bodem prochdzely
dvé rizné rovnobézky s primkou q. Je tedy p || q.

Ad 2) Rovinu, v niZ lezi primky p, q¢ oznacme « a rovinu, v niz lezi primky q, r,
oznacme (3. Protoze qNr =0 aanNpB =gq, jeanr=10. ProtofepNqg=0,pC a a



Obr. 2

anNp =gq, je také BNp=10. Zvolme na primce r bod R a rovinu uréenou primkou p
a bodem R oznacme vy (viz obr. 1.19).

Protoze R & «, je yNa = p. Vzhledem k tomu, Ze fNa=q, yNa=p apng =1,
jean BN~y =~0. ProtoZe p ¢ 3, je 3 # ~, ale bod R € fN~. To znamend, Ze eristuje
primka k = BN ~. ProtoZe plati a NN~y =0, jekNa =10 atéZknqg=10. ProtoZe
Rek,jer==k. Jetedyr C~ aplatirNa =0. ProtoZep C «, je téZr Np = 0.

Celkem tedy dostdavame: r C vy, p C v arNp=10. Odtud plyne, Ze p || r, coZ jsme
meli dokdzat. O

Geometrie vybudovana jen z uvedenych ¢tyt skupin axiomt (incidence, usporadani,
shodnosti a spojitosti) se nazjva geometrie absolutni.! P¥iddme-li k témto axiomim
jesté axiom rovnobéznosti, formulovany ptvodné jako V. Eukleidiv postulat, dosta-
vame tzv. eukleidovskou geometrii.? Eukleidovskd geometrie je pravé ta geometrie,
kterou jsme intuitivné zavedli na zakladni a stfedni Skole, v niz tvrzeni axiomu rov-
nobéznosti bereme jako ziejmou skutecnost. Jak jiz bylo naznaceno v historickych
souvislostech na strané 16, pravé fakt, ze tvrzeni axiomu rovnobéznosti neni mozno
odvodit z vyse uvedenych axiomi, patii v matematice k objeviim zasadniho vyznamu.

Dlouhé staleti se jej matematici beztispésné snazili dokazat z predchozich ¢tyt, coz
nakonec vedlo v 19. stoleti® k objevu neeukleidovské geometrie. Neeukleidovska
geometrie — nékdy také nazyvana Lobacevského geometrie — je tedy takova geometrie,
ktera k prvnim ¢tyfem skupindm axiomu pfidava negaci axiomu rovnobéznosti. (Tj. v
axiomu rovnobéznosti nahradi tvrzeni ,existuje pravé jedna“, bud tvrzenim ,neexistuje
zadna“ nebo ,existuji alespon dvé“.)

1V absolutni geometrii lze dokazat, Ze existuje v roviné uréené piimkou p a bodem A alespor
jedna primka, kterd prochdzi bodem A a nemad s pfimkou p zadny spoleény bod. Pak bychom axiom
rovnobéznosti mohli vyslovit se silnéjsim tvrzenim prdvé jedna na misto nejvyse jedna.

2Paty postulat formulovany Eukleidem ve spise Zdklady, viz strana 14, postulat V., obsahuje
tvrzeni ekvivalentni uvedenému axiomu R.

3Vice historickych pozndmek k objevu neeukleidovské geometrie na strané 16.
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Podle toho, jakym zpiisobem paty axiom popieme, rozlisujeme dva zakladni typy
neeukleidovské geometrie — sférickou geometrii a hyperbolickou geometrii.

Sféricky axiom: Nechf p je pfimka a A bod, ktery na ni nelezi. Pak v roviné
urcené primkou p a bodem A neexistuje zadna primka vedend bodem A, ktera
neprotind p.

Hyperbolicky axiom: Nechf p je pfimka a A bod, ktery na ni nelezi. Pak v
roviné urcené primkou p a bodem A existuji nejméné dveé rizné primky vedené
bodem A, které neprotinaji p.

Obr. 3 Sféra Obr. 4 Pseudosféra

Tyto geometrie si nelze snadno predstavit v roviné, ale mnoho vztaht a souvislosti
neeukleidovskych geometrii je mozné pochopit na modelech geometrii, kdy misto ro-
viny uvazujeme tzv. Lobadevského rovinu* nebo plochy, které jsou néjakym zptisobem
zakiivené. Nazvy eliptickd geometrie (resp. sférickd) a hyperbolickd geometrie vychazi
pravé z toho, jaky maji tyto geometrie model. Nejjednodussim modelem eliptické ge-
ometrie je povrch koule (sféra), kde ptimky jsou ,velké“ kruznice (priniky sféry s
rovinami, které prochéazeji jejim stfedem), viz obr. 1.20. Hyperbolickou geometrii 1ze
kreslit naptiklad na tzv. pseudosféru, viz obr. 1.21.

Poznamka 0.1 V neeukleidovskych geometriich plati néktera tvrzeni zcela odlisnéa
od tvrzeni, ktera zname v eukleidovské geometrii. Napr. uvedeme souvislost axiomu
rovnobéznosti, pripadné jeho negace, se souctem uhlt v trojihelniku. Jednou ze zéklad-
nich vét eukleidovské geometrie je ta, kterd tika, ze soucet velikosti vSech vnitinich

4Model Lobadevského roviny pochézi od matematikit E. Beltramiho (1835 — 1900) a F. Kleina
(1849 — 1925). Uvazujeme rovinu ve smyslu eukleidovské geometrie a necht je v této roviné dan kruh.
Lobagevského rovinou (tj. L-rovinou) rozumime mnozinu v8ech vnit¥nich bodt tohoto kruhu. Tyto
body jsou body Lobacevského roviny, tj. L-body. L-pfimkami rozumime vSechny tétivy uvazovaného
kruhu, ale bez jejich krajnich bodu. Napf. vztah L-bod lezi mezi jinymi dvéma L-body je stejny jako
pro tyto body v eukleidovské roviné a podobné v tomto modelu neni obtizné provérit, ze plati axiomy
incidence a usporadani. Shodnost je vSak definovand jinak nez v eukleidovské geometrii. Z tohoto
modelu je zfejmé, Ze bodem A prochézi dokonce nekoneéné mnoho ptrimek, které nemaji s primkou p
spole¢ny bod.



thlt v trojihelniku je roven 180°. Tato véta je ekvivalentni axiomu rovnobéznosti.
V neeukleidovské geometrii se tedy soucet thli v trojahelniku lisi od 180°:°

e Ve sférické geometrii je soucet velikosti vSech vnitinich thla v trojahelniku vétsi
nez 180°.

e V hyperbolické geometrii je soucet velikosti vSech vnitinich tthld v trojuhelniku
mensi nez 180°.

Pro predstavivost poslouzi modely na obrazcich 1.20, 1.21. Dtkazy pfesahuji ramec
tohoto textu a lze je nalézt napt. v [?].

Fakt, ze existuje vice geometrii, vede prirozené k otazkam, zda jsou vSechny tyto
geometrie odrazem urcité oblasti objektivni reality, jaké je jejich vyuziti a jaka je ge-
ometrie naseho vesmirného prostoru, nebot rozvijet tyto geometrie jen na modelech
by nemélo hlubsiho smyslu. Tyto otazky jiz znacné presahuji vymezeny ramec tohoto
textu. Poznamenejme tedy jen struc¢né, ze neeukleidovska geometrie méa skutecné odraz
i v nasi objektivni realité — napt. v Einsteinové obecné teorii relativity je ¢asoprostor
zaktiveny v disledku pritomnosti hmoty a hybnosti, tj. m& neeukleidovskou geome-
trii. V soucasnosti se geometrie pofad vyviji a to jak geometrie prakticka (napiiklad
vypocetni geometrie a pocitacova grafika), tak teoretickd, kterd ma tizkou souvislost
s teoretickou fyzikou.

5Tzv. thlovou v§chylku trojihelnika nezavisle studovali v obou zmitiovanych geometriich mate-
matici C. F. Gauss a J. H. Lambert.
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0.2 Polohové vlatnosti bodu, primek a rovin

Vlastnosti bodi, pfimek a rovin, které jsou zalozeny na vztazich incidence, usporadani
a rovnobéznosti nazyvame polohové viastnosti. Zakladni polohové vlastnosti bod, pri-
mek a rovin jsou vysloveny v axiomech incidence, usporadani a rovnobéznosti. Z nich
se pak odvozuji dalsi vlastnosti a vztahy (napt. véty 1.2, 1.3, 1.4, 1.8). V nésledujicim
textu uvedeme ve vétach 1.9 az 1.15 dalsi polohové vlastnosti tykajici se vzajemnych
poloh primek a rovin.

Véta 0.2 (O vzajemné poloze dvou primek)
Dvé primky v prostoru magi pravé jednu z téchto ctyr vzajemngych poloh:

A. primky splyvayt,
B. primky maji jeden spolecny bod,
C. primky nemaji spolecny bod a leZi v téZe roving,

D. primky nemaji spolecny bod a neleZi v Zadné roviné.

Piimky z ptipadi A. a C. nazyvame rovnobézné, z pripadu B. riznobézné a z pripadu
D. mimobézné.

Dukaz: Pri dikazu této véty je treba ukdzat, Ze moznosti A. - D. mohou nastat a Ze
nemuze nastat Zadny jiny pripad vzdajemné polohy dvou primek.

Pripad A. nastane tehdy, maji-li obé primky spoleéné dva rizné body, nebot témito
bodu je podle axiomu I, urcena jedind primka.

Pripad B. plyne z axiomu I3 a I;. Podle I3 existuji tri rizné body, které neleZi v téZe
primce. Oznacme je A, B, C. Pak je podle axiomu I, urcena body A, B jedind primka
a body A, C rovnéz jedind primka. Tyto primky maji jeding spolecny bod A.

Pripad C. plyne z axiomu I3, I; a axiomu rovnobéznosti. Podle I3 existuji tri riuzné
body, které nelezi v téze primce. Oznacme je opét A, B, C. Body A, B je podle I
urcena jedind primka a bod C' na ni nelezi. Z axiomu rovnobéznosti plyne, Ze bodem
C prochdzi pravé jedna rovnobézka s primkou AB, tj. primka, kterd nemd s primkou
AB Zadnyg spolecny bod a lezi s ni v jedné€ roviné, coZ je rovina ABC.

Pripad D.: Podle azxiomu Iy existuji ctyri rizné body, které nelezi v téZe roviné.
Oznacéme je A, B, C, D. Necht body A, B urcuji primku p, body C, D uréuji primku
q. Je zrejmé, Ze neexistuje rovina, v niz by leZely obé primky p, q. Pokud by tyto primky
mely spolecny bod P, pak by rovina APC obsahovala podle axiomu Ig obé primky a
tedy i body A, B, C, D, coz by byl spor s predpokledem, Ze body A, B, C, D nelezi v
teze rovine. Primky p, q tedy nemaji spolecny bod.

Tim je dokdzdno, Ze pripady A. — D. mohou nastat. Abychom ukdzali, Ze Zadny dalsi
pripad j7iZ nastat nemizZe, provedeme v ndsledujicim schematu dichotomické trident



dvojic primek.5

splyvaji, pripad A. rovnobézZné
o maji spolecny bod, pripad B. ruznobézné
dvé primky L o . s o
nesplyvagi B o, lezi v jedné rovine, C. rovnobézZné
nemagi spolecny bod T ) e
nelezi v jedné roviné, D. mimobézZné

Ze schematu je nyni zrejmé, Ze Zadny dalsi pripad kromé pripadi A. — D. vzdjemné
polohy dvou primek 71z nastat nemuze. Tim je véta dokdzdna. [

Dalsi véty o vzajemné poloze piimek a rovin uvadime bez dikazt. Pti jejich dika-
zech bychom postupovali obdobné jako v dikazy véty 1.9.

Véta 0.3 (O vzajemné poloze primky a roviny)
Primka a rovina magi prave jednu z téchto tri vzdajemnych poloh:

A. primka leZi v roving,
B. primka md s rovinou jeden spolecny bod,
C. primky nemd s rovinou Zddny spolecny bod.

V pripadé B. fikdme, ze piimka je rtiznobézna s rovinou, resp. ze rovina je rtiznobézna
s primkou, resp. ze primka a rovina jsou rtiznobézné. V pripadé C. fikdme, ze pfimka
a rovina jsou rovnobézné, resp. ze primka je rovnobézna s rovinou, resp. ze rovina je
rovnobézna s ptimkou. Také v ptipadé A. fikdme, ze pfimka a rovina jsou rovnobézné.

Véta 0.4 (O vzdajemné poloze dvou rovin)
Dvé roviny magi pravé jednu z téchto tri vzajemngych poloh:

A. obé roviny splyvaji,
B. roviny maji spolecnou pravé jednu primku,
C. roviny nemaji spolecny Zadny bod.

Dvé roviny v pripadech A. a C. nazyvame rovnobézné, v pripadé B. riuznobézné. Spo-
lecna primka v pripadé B. se nazyva prisecnice rovin.

Véta 0.5 (O vzajemné poloze tii ruznych rovin)
Tri ruzné roviny maji prave jednu z ndsledjicich péeti moznych vzajemngjch poloh:

s

A. kazdé dvé roviny z danych rovin jsou rovnobézné,

B. dvé z dangch rovin jsou rovnobéezné, treti je protind ve dvou rovnobéeZnych pri-
secnicich,

6Pro tplnost jesté poznamenejme, Ze dvé riizné piimky maji nejvyse jeden spoleény bod. Pokud
by totiz mély vic nez jeden spolecny bod, splynuly by.
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C. wvsechny tri roviny prochdzeji jednou primkou,
D. kazZdé dve roviny se protinaji, kazdé dvé prusecnice jsou ruzné rovnobezky,
E. vsechny tri roviny maji spolecny jediny bod.

Pro stru¢né vyjadrovani zavedeme nasledujici nazvy: v pfipadé C. budeme hovotit
o svazku rovin, v pripadé B. o dvojsvazku rovin, v pripadé D. o trojsvazku a v pripadé
E. o trsu rovin.

B 0.1 Jako cviceni si vzdjemné polohy tii rovin uvedené ve vété 1.12 nacértnéte a
vymodelujte.

Véta 0.6 (Kritétium rovnobézZnosti primky a roviny)
Je-li primka p rovnobéznd alespon s jednou primkou roviny p, je primka p s rovinou p
rovnobéznd.

Uzijeme-li stejné oznaceni jako v obr. 1.22, miizeme vétu 1.13 zapsat symbolicky takto:

(pllangCp)=plp.

Obr. 5
Obr. 6

Véta 0.7 (Kritétium rovnobéznosti dvou rovin)
Obsahugje-li rovina p dvé ruznobézky, z nichZ kazdd je rovnobéznd s rovinou o, je rovina
p rovnobézna s rovinou o.

Uzijeme-li stejné oznaceni jako v obr. 1.23, mizeme vétu 1.14 zapsat symbolicky
takto:
(affbhaCpAbCpAhallonb|o)=plo.

Véta 0.8 Primka p je rovnobézna se dvéma riznobéezZnymi rovinami prave tehdy, kdyZ
je rovnobéznd s jejich prusecnici.

Také v tomto pripadé je mozné uzitim stejného oznaceni jako v obr. 1.24 vétu 1.15
zapsat symbolicky takto:

(affSApllanp|pf)e(@ns=rAplr) .



Obr. 7

Vv ,
Cviceni:
B 0.2 Ovétte, ze relace ,,piimka x je rovnobézna s primkou y* v mnozin€ vsech piimek
prostoru je ekvivalence. Jak nazyvame tiidy rozkladu piislusné této ekvivalenci?

B 0.3 Jsou dény ¢tyfi navzajem ruzné piimky a, b, ¢, d téze roviny takové, ze a || b,
¢ || d. Jaky ttvar mize byt pranikem rovinnych past s hrani¢nimi pfimkami a, b, resp.
c, d.

B 0.4 Zvolte bod X uvnitt strany AB a bod Y uvnitf strany BC' trojihelniku ABS.
Usecky AY, CX maji spole¢ny bod. Zdtivodnéte.



Kapitola 1

Shodnost

V této kapitole zavedeme dalsi axiomaticky pojem — shodnost tsecek. Tento pojem
je zaveden axiomy shodnosti a jeho uzitim dale definujeme shodnost thl{, shodnost
trojuhelniki i pojem shodného zobrazeni v roviné a v prostoru. Shodné zobrazeni, pak
umozni definovat pojem shodnych geometrickych atvart.

1.1 Shodnost tsecek a axiomy shodnosti

Jak jiz bylo feceno, zavadéji axiomy shodnosti do geometrie vztah shodnosti tsecek.
Jsou-li AB, C'D tusecky, budeme jejich shodnost zapisovat AB = CD.

S1: Je-li AB = CD, je A # B a (C # D. Pro kazdé dva rizné body A, B plati
AB = BA.

S2: Necht AB je tisecka, CD polopfimka. Pak existuje jediny bod E poloptimky CD,
pro ktery plati AB = CFE.

S3: Je-li AB=CD aCD = EF, pak je AB= EF.

S4: Lezi-li bod C mezi body A, B, bod C’ mezi body A’, B’ a plati-li AC = A'C"
BC = B'CY, pak plati AB = A'B'.

Ss: Necht A, B, C' a A’, B’, K jsou dvé trojice bodu nelezicich v pfimce a necht
AB = A'B’. Pak existuje jediny bod C poloroviny A’B’K, pro ktery plati AC' =
A'C"a BC = B'C".

Se: Necht A, B, C a A', B’, (' jsou dvé trojice bodu nelezicich v pfimce a necht
plati AB= A'B’, BC =2 B'C" a CA= C'A’. Lezi-li bod P mezi body A, B, bod
P’' mezi body A’, B’ a plati-li, ze AP = AP’ je CP = (C'P'.

Axiom 5] vyjadfuje, ze shodnost se tyka jen dvojic rtiznych bodi. Pro tplnost nasich
uvah zavedme jesté tzv. nulovou usecku, coz bude tusecka, jejiz krajni body splyvaji.
Tato tsecka vyhovuje definici ?? v pripadé, ze A = B. Kazdé dvé nulové usecky
budeme také povazovat za shodné.
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Uzitim axiomt shodnosti se da vcelku snadno dokazat, ze relace shodnost dvou
usecek je reflexivni a symetrickd v mnoziné vSech tsecek. ProtoZze z axiomu S3 je
ziejma tranzitivnost tohoto vztahu, je relace shodnost dvou tsecek relaci ekvivalence
na mnoziné vsech tusecek.

Axiomu Sy vyuzivame pfi nanaseni tsecky na danou polopfimku. Axiom Sy je vy-
chodiskem k zavedené pojmi graficky soucet a graficky rozdil isecek a nasobek tisecky.
Jednoznacnost pfeneseni trojihelnika k dané poloptimce do dané poloroviny vyjadiuje
axiom Sy a axiom Sg pak vyjadiuje zakladni vlastnost preneseného trojihelnika.

1.2 Porovnavani usecek, graficky soucet a rozdil
dvou usecek, nasobek tusecky

Axiomy shodnosti ndm umoznuji zavést porovnavani usecek a pojmy graficky soucet,
graficky rozdil a graficky nasobek tsecky. Tyto pojmy patii mezi zakladni pojmy ele-
mentarni geometrie a jsou téz zarazeny do uciva matematiky na 1. stupni zakladni
skoly.

Porovnavani usecek

Pii porovnavani tsecek AB a C'D postupujeme takto: Na polopfimce C'D sestrojime
bod FE tak, ze CE = AB. Lezi-li bod E mezi body C, D, fikdme, Ze Usecka AB je
mensi nez tsecka C'D a pisSeme AB < C'D (viz obr. 1.1a).

Je-li E =D, je AB= CD (viz obr. 1.1b) a lezi-li bod D mezi body C, E, fikadme,
ze tseCka AB je vétsi nez tsecka C'D a pisSeme AB > C'D (viz obr. 1.1c).

A B A B A B
- % % e —
C FE D C D=F C D FE
a) b) c)

Obr. 1.1

Graficky soucet usecek

Necht jsou dany tsecky AB a C'D. Zvolme polopfimku K L a sestrojme na ni bod F
tak, ze AB = K FE. Pak sestrojime bod F' na polopfimce opac¢né k polopiimce F K tak,
aby EF = CD. Usec¢ka K F se nazyva graficky soucet tisecek AB a CD (viz obr. 1.2).
Zapisujeme: AB +CD = KF.
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D
N
X E F L

Obr. 1.2

Graficky rozdil usecek

Usecku C'D nazyvame graficky rozdil tseéek K F a AB pravé tehdy, kdyz tsecka K F
je grafickym souc¢tem tsecek AB a C'D (viz obr. 1.2).
Zapisujeme: CD = KF — AB.

Graficky nasobek usecky

Plati-li, ze KL = AB + AB, nazyva se usecka KL dvojnasobkem tsecky AB, coz
zapisujeme KL = 2AB. Daéle lze urcit soucet tseéek 2AB + AB = P(), kde tsecku
PQ nazyvame trojnasobkem usecky AB. Je tedy:

AB+ AB =2AB,
2AB + AB = 3AB,
3AB + AB = 4AB atd.
n-nasobek tusecky AB se pak pro kazdé n € N, n > 1 definuje jako graficky soucet
n — 1 nasobku tsecky AB a tsecky AB. pritom jednonasobkem tsecky AB je usecka

AB, tj. 1AB = AB.
Poznamka 1.1 Zavedeny pojem grafického souc¢tu dvou tsecek lze snadno rozsifit na
graficky soucet vice nez dvou tsecek. Napft. na obrazku 1.3 je tsecka AE = AB +
BC + CD + DE. Pak lze napt. pétinasobek tsecky AB vyjadiit takto: 5AB = AB +
AB + AB + AB + AB, coz odpovida nasi nazorné predstave.

A B C D E

Obr. 1.3

1.3 Shodnost thla

Uzitim shodnosti tise¢ek budeme nyni definovat shodnost thlu.
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Definice 1.1 Konvexni tthel AV B je shodny s konvexnim thlem CUD pravé tehdy,
kdyZ na polopfimkach UC, UD existuji takové body A’, B’, Ze plati

UA'~VA UB ~VBaADB = AB.

Obr. 1.4

Pro tplnost je tfeba jesté dokazat, ze shodnost konvexnich tthla AV B a C'UD ne-
zavisi na volbé bodu A, B na ramenech <AV B. Tento dikaz vSsak nebudeme provadét.

7 definice 1.1 a vlastnosti vztahu shodnosti usecek vyplyva, ze kazdé dva pfimé,
kazdé dva plné a kazdé dva nulové thly jsou shodné.

Definice 1.2 Nekonvexni tthel AV B je shodny s nekonvexnim thlem CUD praveé
tehdy, jsou-li shodné konvexni tthly AV B a CUD.

Cvideni:

B 1.1 Zduvodnéte, pro¢ nelze v definici 1.1 vynechat ptivlastek konvexni u thla AV B
a CDU.

B 1.2 Uvazujte o binarni relaci shodnost wuhli v mnoziné vSech thli a urcete jeji
vlastnosti.

1.4 Porovnavani dvou thla, graficky soucet a rozdil
dvou uhla
Mame-li zaveden pojem shodnych ihli, mizeme definovat porovnavani, graficky soucet

a graficky rozdil dvou thli. Tyto pojmy patii také k zakladnim pojmim elementarni
geometrie a jsou zafazeny do geometrie 5. ro¢niku zékladni skoly jako rozsitujici ucivo.
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Pii porovnavani dvou thlid a pfi urceni thlu, ktery je grafickjm souctem nebo
rozdilem dvou uhld, je zékladem tloha prenést dany tihel k dané poloptimce do dané
poloroviny. Pritom jde o nésledujici konstrukci tthlu shodného s danym konvexnim
thlem:

Necht je ddan <AV B a polorovina K LM . Na polopiimce K L sestrojime bod A’ tak,
7e KA' =2 VA. V poloroviné K LM sestrojime bod B’ tak, 7e KB' =2 VBa AB = A'B’
(viz obr. 1.5).

Obr. 1.5

Podle definice shodnosti dvou konvexnich thla je <A'K B’ = <AV B. Sestrojeni
<A’ K B’ nazyvame prenesenim <AV B k polopiimce K L do poloroviny K LM . Ptitom,
je-li thel AV B pfimy, splyva <A’K B’ s polorovinou K LM (viz obr. 1.6).

Obr. 1.6

Uvedena konstrukce nam umoznuje téz preneseni nekonvexniho tthlu. Na obrazku 1.5
je & A'K B" =z AV B. Konstrukce nekonvexniho tthlu A’K B’ je shodné s konstrukei
konvexniho tthlu A’ K B’. Pfenasime-li v8ak nekonvexni tihel, je tfeba formulovat tilohu
napi. takto: Pfenést dany thel k dané poloptimce K L tak, aby obé jeho ramena pat-
fila dané poloroviné K L M. Tato formulace tlohy vyhovuje i pro pfenaseni konvexnich
uhld. Pritom je vSak tfeba mit na zfeteli, Ze thel dany a preneseny museji byt shodné.
Prenést dany tihel tedy predevsim znamenéa sestrojit tthel shodny s danym tihlem.

Porovnavani uhla

Pti porovnavani dvou uhli vyuzivame prenaseni thli. Postupujeme pii tom takto:
Necht jsou dény dva thly <AV B a <CU D, které nejsou shodné. Je-li mozné prenést
dany thel CUD tak, ze rameno U’'C’ pfeneseného thlu C'U’D’ splyva s ramenem
VA thlu AV B a prinikem tohoto preneseného tihlu s danym thlem AV B je tento
preneseny thel, je dany thel CUD mensi nez dany thel AV B (viz obr. 1.7). Je-li
mozné thel CUD prenést tak, Ze rameno U'C’ thlu C'U’'D’ splyvéa s ramenem V A
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uhlu AV B tak, ze <AVB N <C'U'D" je <AV B, je tthel CUD vétsi nez dany thel
AV B.

Obr. 1.7

Graficky soucet dvou konvexnich ahlua

Necht jsou dany dva konvexni tthly <AV B a <CU D, z nichZ zadny neni plny. Sestro-
jime tthel <C'V D' =2 <CUD tak, ze <AV B a <C'V D' jsou thly sty¢né. Uhel, ktery
je sjednocenim téchto dvou styénych uhli nazyvame graficky soucet uhli <AV B a

<CUD.

D/ £

Obr. 1.8
V obréazku 1.8 je thel <AV D’ grafickym souétem <AV B a <CU D. Zapisujeme:
<JAVD' = <AVB+ <CUD.

Poznamka 1.2 Uvédomme si, Ze pii sestrojeni <C'V' D’ jde o pfeneseni <CUD k
poloptimce V' B do poloroviny opac¢né k poloroviné, v niz lezi <AV B.

Jsou-li oba thly <AV B, <CUD piimé, je jejich grafickym souctem thel plny. V
obrazku 1.9 je sou¢tem danych pfimych uhlt <AV B, <CUD plny thel <AV D'.
Je zfejmé, ze grafickym souctem dvou konvexnich thlid nemusi byt konvexni thel.
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Obr. 1.9

Graficky rozdil dvou konvexnich thla

Uhel <DUE nazyvame grafickiym rozdilem konvexnich whli 3, a pravé tehdy, kdyz
a+<DUE = 5.
Zapisujeme: <DUFE = 8 — a (viz obr. 1.10).

<CUD = «
<CUE =4
o <DUD = f - a

Obr. 1.10

Poznamka 1.3 Plati-li, Ze a + o = 3, nazyvame thel 5 dvojnasobkem thlu «, coz
zapisujeme 5 = 2a. Analogicky jako pifi nasobku tsecky definujeme trojnasobek thlu
a jako graficky soucet dvojnasobku thlu « a thlu a, tj. 3a = 2a + « atd.

Je zfejmé, Ze existence n-nasobku daného thlu neni zarucena ani pron = 2, n € N.

Cviceni:
B 1.3 Uvazujte o operaci grafické s¢itani dvou thlt v mnoziné vsech konvexnich tthli
a urcete jeji vlastnosti.

B 1.4 Uvazujte o operaci grafické s¢itani dvou thli v mnoziné vSech thli a urcete
zde jeji vlastnosti. Jak se budou lisit vzhledem k vlastnostem operace ze cviceni 7
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1.5 Shodnost trojahelniki

Shodnost tsecek umoznuje téz definovat shodnost trojuhelniki.

Definice 1.3 Trojuhelniky ABC, A’B’C’ se nazyvaji shodné (v tomto poradi vr-
chol), jestlize plati AB = A'B', BC' = B'C', CA=(C'A’.

Shodnost trojihelnikia ABC, A'B'C" zapisujeme AABC = AA'B’'C’. Dvojice vrcholu
A, A'; B, B'; C, C" nazyvame vrcholy k sobé prislusné. Termin k sobé prislusné pou-
zivame téz pro strany, vnitini thly, pricky atd. obou trojuhelnikii. Definice shodnosti
dvou trojuhelnikt vyzaduje shodnost vsech dvojic k sobé prislusnych stran.

7 definice 1.1 shodnosti konvexnich thld plyne, ze také dvojice k sobé prislusnych
vnitfnich thli obou trojihelniki jsou dvojice shodnych uhla, tj. <ABC = <A'B'C’,
IBCA = qB'C'A" a <BAC = qB'A'C".

V ucebnicich elementarni geometrie se nékdy v definici shodnjch trojuhelniki po-
zaduje shodnost vSech k sobé prislusnych stran i vnitinich thli. Pii nasem postupu
vSak je zfejmé, Ze by Slo o nadbytecnou definici.

Strany a vnitini ahly trojihelnika (pfipadné jejich velikosti) nazyvame zdkladni
pruky trojuhelnika. Ze stfedni skoly vime, Ze pro zjisténi shodnosti trojuhelniki staci
zjistit shodnost jen nékterych zakladnich prvka téchto trojihelniki. Tyto postacujici
podminky pro shodnost dvou trojuhelnikd vyjadiuji véty, které nazyvame véty o
shodnosti trojuhelnika. Stru¢né se oznacuji sss, sus, usu, Ssu, pricemz véta sss je
vlastné definici 1.3. V ramci cviceni 1.5 si vSechny véty disledné zopakujte.

Véty o shodnosti trojihelniki se v elementarni geometrii velmi casto vyuzivaji k
dikaztim a jsou zdkladem pro vétsinu metrickych vztaht elementarni geometrie (viz
napt. dikazy vét 1.1, 7?7, 77?).

1.6 Osa thlu, pravy uhel, stfed a osa usecky

Uzitim shodnosti tisecek a thli budeme nyni definovat dalsi geometrické pojmy: osu
uhlu, pravy thel, kolmost pfimek a rovin, stfed a osu tsecky. I kdyz nejsou tyto pojmy
pro absolventa stfedni skoly nové, jde o to, abychom vyslovili a osvojili si jejich presné
definice. Tyto definice jsou také ukazkou systematického budovani novych pojmi v
geometrii uzitim pojmu drive zavedenych.

Definice 1.4 Necht AV B je thel, ktery neni plny ani nulovy. Pak osou dhlu AV B
nazyvame primku V X pravé tehdy, kdyz bod X lezi v téze roviné jako ithel AV B a
plati, Ze konvexni ihel AV X je shodny s konvexnim tthlem BV X (viz obr. 1.11a). Osou
plného nebo nulového thlu AV B rozumime piimku V A, resp. V B (viz obr. 1.11b).
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Definice 1.5 (1.4*) Necht AV B je thel, ktery neni plny ani nulovy. Pak osou dhlu
AV B nazyvame polopiimku VX pravé tehdy, kdyz bod X je bodem thlu AV B a
plati, Ze konvexni thel AV X je shodny s konvexnim tthlem BV X. Osou nulového thlu
AV B je pak polo pfimka V' A, resp. V B, osou plného thlu je polopfimka opa¢né k
poloptimce V' A, resp. VB (viz obr. 1.11b).

Obr. 1.11

Poznamka 1.4 Piimka V X v definici 1.4 je osou jak konvexniho, tak i nekonvexniho
uhlu AV B.

Osy konvexniho a nekonvexniho thlu AV B jsou dle 1.5 navzajem opac¢né polo-
primky.

Definice 1.6 Uhel, ktery je shodny s tthlem k nému vedlejsim, nazjvame pravy dhel.

Uvédomme si, Ze k definici pravého tihlu neni tieba uzit jeho velikost. Je-li prfimka V' X
osou primého thlu AV B, jsou thly AV X a XV B shodné vedlejsi tihly a tedy jsou oba
pravé (viz obr. 1.12). Tato skute¢nost byva ¢asto vyjadfovana takto: Osa primého
uhlu déli tento uhel na dva uhly pravé.

Definice 1.7 Dvé riznobézné piimky AP a BP nazyvame kolmé pravé tehdy, kdyz
thel APB je pravy (viz obr. 1.13).

O dvou kolmych rtiznobéznych primkach rikame, Ze sviraji pravy thel. Vztah kol-
mosti je definovan i pro mimobézné primky.
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J(X B+
A v B P A
Obr. 1.12 Obr. 1.13

Definice 1.8 Mimobéznée primky a, b jsou kolmé pravé tehdy, kdyz existuje takova
pfimka d', a’' || a, Ze pfimky o, b jsou kolmé riznobézky.

Jsou-li a, b kolmé ptrimky, fikdme téz, ze primka a je kolma k primce b nebo ze piimka
b je kolma k piimce a. Jde o symetricky vztah, coz je patrno i z obvyklého vyjadreni:
primky a, b jsou k sobé kolmé nebo navzajem kolmeé.

Definice 1.9 Strredem S usecky AB nazyvame takovy bod tsecky AB, pro ktery
plati AS = SB.

Definice 1.10 Pfimku o nazyvame osa dsecky AB(A # B) pravé tehdy, kdyz jsou
piimky AB a o navzajem kolmé a pfimka o prochazi stifedem tsecky AB.
Symbolicky:

o je osa tGsecky AB < A# BNolABANoNAB={S} \NSA= BS.

Z definice 1.10 je zfejmé, ze osa usecky je definovana jen pro nenulové tsecky. (Zdu-
vodnéte pro¢!) V definici 1.9 stiedu tsecky toto omezeni neni. Ktery bod je stfedem
nulové tsecky?

Definicemi 1.7 a 1.8 jsme zavedli kolmost dvou piimek. Tento pojem je vychodiskem i
k zavedeni pojmu kolmost primky a roviny.

Definice 1.11 Primka p a rovina p se nazyvaji navzajem kolmé, jestlize je pfimka
p kolma ke vSem piimkam roviny p.

Termin navzajem kolmé znamenad, ze primka p je kolma k roviné p a také, ze rovina
p je kolma k pfimce p. Pii zjistovani kolmosti pfimky p a roviny p nelze prakticky
provérit kolmost primky p ke vSem primkam roviny p. Ke zjisténi kolmosti primky p
a roviny p, pripadné k urceni roviny kolmé k primce p, uzivame kritérium kolmosti
primky a roviny uvedené ve vété 1.1.
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Véta 1.1 (Kriterium kolmosti primky a roviny)
Je-li primka p kolmd ke dvéma riznobézkam a, b roviny p, pak je kolmd k roviné p.

Dukaz: Oznacme P priasecik primky p s rovinou p. Bodem P vedme primky o' || a,
b || b. Primky o', b zrejmé lezi v roviné p a pLa’, p LV . Zvolme ddle libovolnou primku
r C p a ukaZme, Ze pLr. Sestrojime primku r' tak, Ze P € v’ a r' || r a necht r' # o,
r’ £ b (viz obr. 1.14). Na primce p zvolme body C, D tak, Ze P je stred CD. Na primce
a’ zvolme bod A, na primce V' bod B tak, aby body A, B byly oddéleny primkou r'.
Oznacme R € ABNr'.

Plati: CB= DB, CA= AD = NCBA = ADBA podle véty sss. Ze shodnosti téchto

Obr. 1.14

trojuhelniki plyne shodnost jejich pricek RD, RC, tj. RD = RC'. Vzhledem k tomu, Ze
CP=DP, RD=RC a RP= RP, je APDR = ANPCR podle véty sss. Ze shodnosti
téchto trojuhelniki plyne, Ze <CPR = <DPR. ProtoZe se jednd o vedlejsi uhly, jsou
oba pravé. Z toho plyne, Ze primka p je kolma k primce ', a tedy také k primce r. O

Uzitim vztahu kolmosti pfimky a roviny je mozné téz definovat kolmost dvou rovin.

Definice 1.12 Dvé roviny jsou k sob€ kolmé pravé tehdy, kdyz v jedné z téchto
dvou rovin existuje piimka, ktera je kolméa ke druhé z téchto rovin.

Cviceni:
B 1.5 Zopakujte si véty o shodnosti trojuhelniki, disledné je sformulujte a pokuste

se je symbolicky zapsat.

B 1.6 Uvazujte relaci primka x je kolma k primce y v mnoziné vsech pfimek a urcete
vlastnosti této relace.

B 1.7 Nad stranami ostrotthlého trojihelniku ABC' jsou setrojeny rovnostranné troj-
uhelniky ABH a ACK. Dokozte shodnost tsecek CH a BK.
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B 1.8 Je dan trojuhelnik ABC. Nad jeho stranami AB, AC' jsou vné setrojeny ¢tverce
ABGF a ACDE. Dokozte shodnost tisecek EB a C'F'.

B 1.9 Uvnitf trojahelniku ABC' zvolte bod S. Dokazte, ze soucet tsecek SA, SB,
SC' je vétsi nez polovicni soucet stran daného trojuhelniku, tj. ze

SA+SB+ 5C > %(AB+BC+CA).

B 1.10 Dakazte, Ze soucet tisecek, které spojuji vnitini bod P trojuhelniku s krajnimi
body jedné jeho strany, je mensi nez soucet zbyvajicich dvou stran daného trojuhelniku.

B 1.11 Piimka o je osou usecky AB. Bod X je libovolny vnitini bod poloroviny oA.
Dokazte, ze plati: AX < BX.

B 1.12 Bod U je vnitinim bodem trojihelniku ABC.
Dokazte, ze plati: <AUB > <ACB, <BUC > <BAC a <AUC > <ABC.



Kapitola 1

Délka tsecky, velikost tihlu

1.1 Délka tsecky a axiomy spojitosti

V predchézejici kapitole jsme zavedli pojem shodnosti tiseCek a seznamili jsme se s
tim, Ze tento pojem ndm umoznuje porovnavat tsecky, definonovat graficky soucet
a rozdil usecek a nasobek tusecky. Tyto pojmy jsou vychodiskem pro meéreni tsecky.
Cilem meéfeni tsecky je urceni jeji délky, tj. stanoveni ¢isla, které vyjadiuje, kolikrat
je dand tsecka vétsi (nebo mensi) nez jistd, pevné zvolend, tzv. jednotkovd usecka.
Délkou jednotkové isecky pritom rozumime ¢islo 1. P¥i méfeni usecky tedy zjistujeme,
jakym nasobkem jednotkové tsecky je dana tsecka. Je zfejmé, ze tento nasobek nemusi
byt celociselny.

P1i mérené tsecky v praxi postupujeme zpravidla tak, ze na méfenou tisecku na-
nasime postupné od jednoho jejiho krajniho bodu tsecku jednotkovou. Miuze se stat,
Ze mérend usecka je celociselnym nasobkem jednotkové tisecky.

Na obr. 1.1 je délka tsecky AB = 5cm pri jednotkové tsecce o délce lem.

e —
A B

Obr. 1.1

Neni-li mérena tsecka celo¢iselnym nasobkem tsecky jednotkové, mtzeme jeji délku
vyjadiit bud p¥iblizné nebo postupovat dal tak, abychom jeji délku uréili pfesné nebo
alespon presnéji. Ozna¢me délu tisecky AB symbolem |AB|.! Pak pro tisecku AB na
obr. 1.2 plati: 5 < |AB| < 6¢m. Délka 5cm se nazyva dolni mez, délka 6cm se nazyva

S — = =
A B

Obr. 1.2

horni mez délky usecky AB. Délku usecky AB na obr. 1.2 mizeme vyjadfit priblizné
takto |AB| = 5em.

Ve stargf literatufe se uziva pro oznaceni délky tsecky zépis d(AB).
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Chceme-li délku tsecky vyjadrit presnéji, uzijeme misto jednotkové tsecky lcm
1

tsecku o délce rovné 15 ptivodni jednotkové usecky, tj. lmm. Zjistime naptiklad, ze
|AB| = 5,3 nebo 5,3 < |AB| < 5, 4cm.

Nastane-li druhy piipad, miizeme opét pouzit tisecku o délce rovné % jednotkové
usecky 1mm, tj. 0, 1mm a cely postup opakovat. Teoreticky je mozné tento postup dale
opakovat ve snaze docilit toho, aby bod B splynul presné s nékterym koncovym bodem
nanasené jednotkové tusecky. Podafi-li se to, pak je tsecka AB urcitym r-nasobkem
jednotkové tisecky, pricemz r je racionalni ¢islo.

Jak vime, nemusi byt délka tsecky AB vyjadiena pii dané jednotkové tisecce ra-
cionalnim ¢islem. Naptiklad uhlopiicka ¢tverce s jednotkovou délkou lem ma délku
V2em. V takovém piipadé nelze pii urcovani délky tsecky AB docilit toho, aby bod
B splynul pii nanaseni libovolné malého dilu jednotkové tsecky s nékterym jejim kon-
covym bodem. Rikdme, ze tisecku AB nelze beze zbytku pokrgt nanisenim jednotkové
usecky a jejich diléi. V téchto ptipadech je délka tisecky vyjadiena ¢islem iracionalnim.

Je-li délka tisecky AB vyjadiena pii dané jednotkové tisecce racionalnim ¢islem, fi-
kame, Ze usecka AB a dana jednotkova tsecka jsou soumeéritelné. Neni-li délka tsecky
AB vyjadrena racionalnim cislem, nazyvame tyto dvé tsecky nesouméritelné. Z hle-
diska matematické teorie je dtilezitd odpoveéd na otazku, zda je mozno p¥i pevné zvolené
jednotkové tsecce priradit kazdé tisecce jisté nezaporné cislo, které vyjadiuje jeji délku
presné, a naopak, zda je kazdé nezaporné realné ¢islo délkou nékteré tsecky. Odpoved
na tuto otazku je kladna. K ditkazu tohoto tvrzeni je vsSak tieba zavést dalsi skupinu
axiomu axiomy spojitosti. Axiomy spojitosti jsou dva, prvni se nazyva Archimediv
axiom a druhy Cantoriv axiom.

A: (Archimeduv axiom:) Necht jsou dany dvé tsetky AB, C'D. Na polo-
primce AB sestrojime navzajem ruzné body P, P, Ps, ... tak, ze AP =
PP = PP~ ... = (CD. Potom existuje takové prirozené ¢éislo n, Ze
bod P, uz nepatri tseéce AB. Obr. 1.3.

—_—
C D
Obr. 1.3

Dtive nez uvedeme druhy axiom spojitosti, je tfeba se seznamit s pojmem po-
sloupnost usecek do sebe zarazenych, ktery se v tomto axiomu vyskytuje.

Posloupnost tsecek P,Q, (n =1,2,3,...), z nichz kazda nasledujici je ¢asti pred-
chézejici, se nazyva posloupnost isecek do sebe zarazenych.

Na obr. 1.4 je znazornéna posloupnost ¢ty takovy tsecek P1Q1, PoQa, P3Q3, PyQy.
Plati P4Q4 C P3Q3 C PQQQ C PlQl‘

C: (Cantoruv axiom:) Prunik posloupnosti tsecek do sebe zafazenych je
neprazdny.
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Py Pz Ps P4 Q4 Qs Q2 1

Obr. 1.4

Uzitim Archimédova axiomu se da dokazat, ze kazdé tisecce se da pii dané jednotkové
usecce priradit jisté nezaporné realné ¢islo jako jeji délka. A uzitim Cantorova axiomu
lze dokazat, ze kazdé nezaporné realné cislo je pii dané jednotkové tsecce délkou
nékteré usecky. Dukazy téchto tvrzeni pro svoji rozsahlost presahuji ramec tohoto textu
a nebudeme je zde uvadét, budeme vsak dale pocitat s jejich platnosti. Zvolime-li tedy
pevné jednotkovou tisecku a kazdé tiseCce prifadime jisté nezaporné ¢islo jako jeji délku,
je toto pritazeni zobrazenim mmnoZiny vsech usecek na mmnozZinu vsech nezdpornych
redalngch cisel. Toto zobrazeni je funkci a nazyva se mira usecky. Oborem funkce
mira Gsecky je mnozina vSech tsecek, oborem hodnot této funkce je mnozina vsech
nezapornych realnych cisel.

Ozna¢me M mnozinu vSech tsecek a f funkci mira tsecky. Tato funkce ma nasle-
dujici vlastnosti:

1. Pro kazdou usecku z € M je f(z) > 0.
2. Jsou-li z,y € M shodné usecky, je f(z) = f(y).
3. Je-li z 4 y graficky soucet usecek z, y, kde z,y € M, je F(x+y) = f(x) + f(y).

Funkéni hodnoty uvedené funkce nazyvame délky nebo téz velikosti jednotlivych tsecek
a jak jiz bylo uvedeno misto f(AB) piSeme |AB| pro oznaceni délky usecky AB.
1.2 Vzdalenost bodu, primek a rovin

Délka tisecky nam umoznuje definovat vzdalenost dvou bodii.

Definice 1.1 Vzdalenosti dvou bodu X, Y nazyvame délku (velikost) tsecky XY

Vzdalenost dvou bodii je zakladem pro urceni vzdalenosti libovolnych dvou geometric-
kych atvart. Nasledujici definici zavedeme pojem vzdéalenosti bodu od pfimky, pojem
vzdalenosti bodu od roviny, vzdalenosti dvou primek, vzdalenosti piimky a roviny a
vzdalenosti dvou rovin. V definici 1.2 je zahrnuta j vzdalenost dvou bodi.

Definice 1.2 Vzdalenosti geometrickych utvard Uy, Uy € M rozumime délku
(velikost) nejmensi usecky XY, kde X € U; a Y € Us. Znacime |U,Us|.

7 definice 1.2 je ziejmé, ze vzdéalenost dvou utvart Uy, Us € M, které maji neprazdny
prinik, je rovna 0.



Kapitola 4
Neékteré dalsi geometrické pojmy

V nasledujicim textu uvedeme definice a zakladni vlastnosti nékterych dalsich geomet-
rickych pojmi. U vybranych vlastnosti predkladame i dlikazy, dalsi diikazy nechavame
na Ctenafi. Uvedené pojmy a jejich vlastnosti jsou vyuzity ve cviceni pii reSeni dika-
zovych a konstrukcénich tloh.

4.1 Kruh, kruznice, kulova plocha, koule

Seznamime se s definici kruznice, kruhu, kulové plochy a koule pomoci shodnosti tse-
cek. Tento zptisob odpovida zavedeni téchto pojmi v ucivu geometrie na 1. stupni
zékladni skoly. Soucasné si pfipomeneme definici téchto pojmi pomoci vzdalenosti
bod, které jsme poznali také jiz na zakladni skole.

Definice 4.1 Necht je dan bod S lezici v roviné p a tsecka r. Kruznict k o stiedu
S a poloméru r se nazyva mnozina vsech takovych bodid X roviny p, pro které plati,
ze tsecka SX je shodna s tiseckou 7.
Symbolicky:

k(S,r)={X €p; SX =r}.

Definice 4.2 Necht je dan bod S lezici v roviné p a realné ¢islo r > 0. KruZnict k
o stfedu S a poloméru r se nazyva mnozina vsech takovych bodt X roviny p, které
maji od stiedu S vzdalenost 7.
Symbolicky:

k(S,r) ={X €p; |SX|=r}, r e RT.

Poznamka 4.1 Je t¥eba si uvédomit, ze v definici 4.1 je r usecka, zatimco v definici
4.2 je r kladné realné cislo. Z toho je patrny dvoji vyznam pojmu polomér kruznice -
jednak jim rozumime tusecku, jednak kladné realné cislo.
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Definice 4.3 Necht je dan bod S lezici v roviné p a tsecka r. Kruhem K o stfedu
S a poloméru r se nazyvame sjednoceni vSech usecek SX, pro které plati SX = r a
SX Cp.

Oznac¢ujeme: kruh K(S,r).

a) kruznice k(S,r) b) kruh K(S,r)

Obr. 4.1

Definice 4.4 Necht je dan bod S lezici v roviné p a realné ¢islo r > 0. Kruhem K
o stfedu S a polomeéru r se nazyva mnozina vSech takovych bodi X roviny p, jejichz
vzdalenost od stredu S je nejvyse rovna 7.
Symbolicky:

kruh K(S,r) ={X € p; |SX|<r}, r e R™.

Poznamka 4.2 Podobné jako polomér kruznice ma i polomér kruhu dvoji vyznam,
jak je patrno z definic 4.3 a 4.4. Rovnéz termin polomér koule nebo kulové plochy
mé tentyz dvoji vyznam, jak pozname v nasledujicich definicich. Navic si uvédomme
analogii definic kruznice a kulové plochy, kruhu a koule.

Definice 4.5 Nechf je dan bod S a tsecka r. Mnozina vSech bodi X prostoru, pro
které plati, ze tisecka S X je shodna s iseckou r, se nazyva kulova plocha k se stfedem
S a polomérem r.
Symbolicky:

k(S,r)={X € Z; SX =r}.
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Definice 4.6 Nechf je ddn bod S a realné ¢islo r» > 0. Mnozina vSech bodi X prostoru,
jejichz vzdalenost od stfedu S je rovna r, se nazyvéa kulovd plocha k se stfedem S a
polomérem 7.
Symbolicky:

k(S,r)={X € Z; |SX|=r}, re R".

Definice 4.7 Necht je dan bod S a tusecka r. Kouli k o stfedu S a poloméru r se
nazyvame sjednoceni vSech tisecek SX v prostoru, které jsou shodné s tiseckou SX.
Oznacujeme: koule x(S, 7).

Definice 4.8 Necht je ddn bod S a realné ¢islo r > 0. Kouli k o stfedu S a poloméru
r se nazyva mnozina vSech bodi X v prostoru, jejichz vzdalenost od stfedu S je nejvyse
rovna 7.
Symbolicky:

koule k(S,r) ={X € Z; |SX|=r}, r e RT.

4.2 Kruznice, thly stfedové a obvodové

Kruznici jsme definovali definicemi 4.1 a 4.2. V tomto odstavci si pfipomeneme nékteré
dalsi pojmy vztahujici se ke kruznici a vztahy mezi nimi. Tyto pojmy, jejich vlastnosti
a vztahy pak vyuzijeme pii feSeni konstrukénich tloh v zavéru kapitoly 4.

Jsou-li A, B dva rtizné body kruznice k, pak tsecka AB se nazyva tétiva kruznice
k. Jestlize tétiva AB obsahuje stied kruznice k, nazyvame ji prameér kruznice k. Cast
kruZnice k, ktera lezi v jedné z polorovin s hrani¢ni pfimkou AB se nazyva oblouk
kruznice k, body A, B jsou kragni body oblouku. Je-li AB prumeér, nazyvame oblouky
s krajnimi body A, B polokruzZnice. Neni-li AB prumér, pak oblouk, ktery lezi v
poloroviné ABS nazyvame vétsi oblouk a oblouk v poloroviné opacné k poloroviné
ABS nazyvame mensi oblouk s krajnimi body A, B.

Definice 4.9 Necht S je stfed kruznice k a AB jeji tétiva, kterd neni primérem. Pak
uhel < ASB nazyvame stredovy tdhel prislusny mensimu oblouku kruznice k s
krajnimi body A, B (obr. 4.2 a). Uhel < ASB nazyvame stiedovy tdhel prislusng
vétsimu oblouku kruznice k s krajnimi body A, B (obr. 4.2 b). Je-li tsecka AB pru-
mérem kruznice k, vzniknou dva primé thly ASB, které téz nazyvame tuhly stiedové,
z nichz kazdy prislusi té polokruznici s krajnimi body A, B, ktera je jeho podmnozinou
(obr. 4.2 ¢).
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a) b) c)
Obr. 4.2

Poznamka 4.3 Strucné je mozno ¥ici, ze stiedovy thel ASB prislusi vzdy tomu ob-
louku kruznice s krajnimi body A, B, ktery je jeho podmnozinou. Ziejmé plati, Ze
shodnym obloukim pfisluseji v téze kruznici shodné stredové thly a naopak.

Definice 4.10 Necht je dana kruZznice k£ a na ni t¥i rtizné body A, B, X. Konvexni
uhel < AX B se nazyva obvodovy tdhel prislusny tomu oblouku kruznice k, ktery lezi
v poloroviné opacné k poloroviné ABX. Stfedovy thel ASB, ktery pfislusi k tomuto
oblouku AB se nazyva stredovy uhel prislusny k obvodovému dhlu < AX B.

Poznamka 4.4 Struéné je mozno fici, Ze obvodovy thel < AX B piislusi tomu ob-
louku kruznice s krajnimi body A, B, ktery je jeho podmnozinou. Obvodovy a k nému
prislusny stfedovy thel prisluseji témuz oblouku (obr. 4.3 a — ¢).

X X X

a) b) c)
Obr. 4.3

Vztah mezi obvodovym a k nému prislusnym stfedovym thlem vyjadiuje nasledujici
veta:
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Veéta 4.1 Velikost stredového uhlu v kruznici k je rovna dvojndsobku velikosti obvo-
dového uhlu prislusného k témuz oblouku kruznice k jako dany stredovy uhel.

Dtikaz véty 4.1 pfesahuje ramec tohoto textu a lze jej najit v uvedené literature. Uzitim
véty 4.1 lze dokazat vétu 4.2:

Veéta 4.2 Vsechny obvodove uhly prislusne k téemuz oblouku kruZnice jsou navzdjem
shodne.

Definice 4.11 Necht je dana kruznice k(S,7) a dva jeji rizné body A, B. V bodé
A je sestrojena tecna AC' kruznice k. Potom thel < BAC nazyvame usekovy thel
prislusny k tomu oblouku AB kruznice k, ktery v tomto thlu lezi. Stfedovy thel
4 AS B, ktery k tomuto oblouku pfislusi, se nazyva stfedovy tihel pfislusny k tsekovému
thlu <« BAC (obr. 4.4).

Obr. 4.4

Véta 4.3 Velikost usekového tuhlu v kruZnict k je rovna polovinée velikosti k nému
prislusného stredového thlu.

B 4.1 Dukaz véty 4.3 provedte jako cviceni. VyuZijte pii tom trojihelnika AOS, kde
O je stied tétivy AB (obr. 4.4).

Usekovy tthel < BAC znézornény na obrazku 4.4 piislusi menzimu z obloukt s
krajnimi body A, B. Uvazujte i o tsekovych tihlech pfislusnych k polokruznici a k
vétsimu z oblouki s krajnimi body A, B a dokazte vétu i pro tyto pripady.

7 predchazejicich vét je zfejmé, ze tsekovy thel a obvodovy thel, které prisluseji k
témuz oblouku kruznice, maji stejné velikosti. Toho vyuzivame pii feSeni tlohy urcit
mnozinu vrcholi vSech konvexnich 1hli o dané velikosti «, které prochéazeji danymi
riznymi body A, B (viz cviceni 4.4).
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4.3 Trojahelnik, vztahy mezi stranami a
uhly trojuhelnika, pricky trojuhelnika

Trojthelnik jsme definovali v pfedchazejici ¢asti textu definicemi 7?7 a ?7. Nyni si
pripomeneme nékteré vlastnosti tykajici se jeho stran, thld a pricek.

Véta 4.4 (Trojihelnikovd nerovnost)
Soucet velikosti kterychkoliv dvou stran trojuhelnika je véetsi neZ velikost strana treti.

Véta 4.4 je jednou ze zékladnich vét elementarni geometrie. Je mozno ji formulovat
také uzitim pojmt graficky soucet stran trojuhelnika. Také véta o souctu velikosti
(resp. o grafickém souctu) vSech vnit¥nich hla trojthelnika patii mezi zékladni véty
elementarni geometrie — viz cviceni 4.2.

Definice 4.12 Vnéjsim dhlem trojuhelnika nazyvame uhel, ktery je vedlejsi k
jeho vnitfnimu thlu.

Obr. 4.5

Veéta 4.5 Velikost vnejsiho uhlu trojuhelnika je rovna souctu velikosti jeho vnitrnich
whli, k nimz tento uhel nent vedlejst.

Dusledek véty 4.5: Vnéjsi tihel trojihelnika pii daném vrcholu je vétsi nez kterykoliv
jeho vnitini thel pfi zbyvajicim vrcholu.

Véta 4.6 (O strandch a protéjsich dhlech trojihelnika)
Proti shodnym stranam trojuhelnika lezi shodné vnitini uhly. Proti vétsi ze dvou stran
lezi vétsi vnitrni uhel.

Plati téz: Proti shodnym vnitrnim uhlum trojuhelnika leZi shodné strany, proti vétsimu
ze dvou vnitrnich uhli leZi vétsi strana.



4.3. TROJUHELNIK — VLASTNOSTI 7

Dukaz: a) Nejdrive dokdzeme, Ze proti shodnym strandm trojihelnika leZi shodné
vniting thly. UvaZugme trojihelnik ABC a necht AC' = BC' (obr. 4.6). DokazZeme, Ze
a = B. Sestrojme osu uhlu <ACB a jeji prusecik se stranou AB oznacme Cy. Plati
AC =2 BC, CCy, = CCy, «ACC, =24 BCCY, tj. ANACC = ABCLC podle véty sus.
Plati tedy «CAC, =xCBCY, tj. a = 5.

Obr. 4.6

b) Nyni dokdzeme turzeni obrdcené, tj. Ze proti shodnym vnitinim uhlim trojihel-
nika lezi shodné strany. UvaZujme opét trojuhelnik ABC' a necht je o = . DokdzZeme,
ze BC = AC. Sestrojime opét osu uhlu <ACB a jeji prisecik se stranou AB oznacme
Cy (obr. 4.6). Plati <« ACC, =4 BCCy a a = 5. Trojuhelniky ACCy a BCCy se tedy
shoduji ve dvou tuhlech, z ¢ehoZ vyplyvd, Ze se shoduji ve vSech trech whlech a navic
magi stranu C'Cy spolecnou. TYj. podle véty usu plati ANAC,C = ABCC' a odtud jiz
plyne BC' = AC, coz jsme méli dokdzat.

C C

Obr. 4.7

Trojuhelnik ABC' je rovnoramenny s hlavnim vrcholem C. Ze shodnosti ANAC,C' =
ABC:C plyne, ze Cy je stred strany AB a Ze ihly < AC,C, <« BC1C jsou pravé, nebot
se jednd o shodné vedlejsi uhly. Jako vedlejsi vysledek tedy dostavame, Ze osa vnitiniho
tuhlu rovnoramenného trojuhelnika pri jeho hlavnim vrcholu je kolmd na jeho zdkladnu
a prochadzi jejim stredem.
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¢) Nyni se zamérime na dikaz turzeni, Ze proti vetsi starné trojuhelnika lezi vétsi
vnitini thel. Necht je ddn trojihelnik ABC a necht AC > BC' (obr. 4.7 a) ). Dokd-
Zeme, Ze X ABC >aCAB. Sestrojme bod D € AC' tak, Ze je BC = DC. Podle ¢dsti
a) dikazu véty 4.6 plati, 26 xCDB =4 CBD. Uhel xCDB je vnéjsim tihlem trojihel-
nika ABD, a je tedy vétsi nez < CAB. Uhel x ABC' je vsak vétsi neZ <CBD, nebot je
roven grafickému souctu uhli <« CBD, « ABD a thel x ABD neni nulovy (podle pred-
pokladu je AC' > BC, a tedy A # D). Z wvedengch vztahi plyne: <« ABC > DBC,
< DBC =4CDB, «CDB >4 CAB a tedy <« ABC >xCAB, coZ jsme méli dokdzat.

d) Zbyvd dokazat, Ze proti vétsimu uhlu trojihelnika lezi vétsi strana. Necht je dan
trojihelnik ABC' a necht o < (. Dokazeme, Ze AC' > BC' (obr. 4.7 b) ). Sestrojme
thel <« ABX shodny s ihlem « tak, Ze poloprimka BX ndlezi poloroviné ABC. Pro-
toze je a < B, je < ABX < B a f =xABX+xXBC'. Body A, C ndleZeji opacnym
polorovindm s hranicni primkou BX, a tedy existuje bod D tak, Ze D e— BX N AC.
Podle ¢asti b) dikazu vety 4.6 je AD = BD. Z véty 4.4 plyne pro trojihelnik BC'D,
ze BD + DC > BC. Plati AD = BD, a tedy AD + DC > BC, tj. AC > BC, coz
jsme méli dokdzat. O

Definice 4.13 V trojuhelniku ABC ozna¢me po radé A,, By, C; stiedy stran a, b, c.
Usecky Ay By, B1Cy, C1A; se nazyvaji stiedni pricky trojihelnika ABC piislusné
po fadé ke stranam ¢, a, b (obr. 4.8 a). Usecky AA;, BB;, CC| se nazyvaji téZnice
trojuhelnika ABC (obr. 4.8 b).

Obr. 4.8

Véta 4.7 Stredni pricka trojuhelnika je rovnobézind se stranou tohoto trojuhelnika,
jejiz stred neobsahuje, a jeji velikost se rovna polovine velikosti této strany.

Véta 4.8 Teznice trojuhelnika ABC prochdzeji tymz bodem T, zvanym téZisté troj-

Vvoev

vrchol trojuhelnika, je dvojndsobkem druhé casti (obr. 4.8 b).
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Definice 4.14 V trojuhelniku ABC' oznac¢me po fadé v,, vy, v. kolmice vedené vrcholy
A, B, C trojuhelnika ABC k pfimkam BC, AC, AB. Pifimky v,, vy, v. se nazyvaji
vysky trojihelnika ABC (obr. 4.9).

Uy O

Va

Obr. 4.9

Poznamka 4.5 Vyskou téZ nazyvame usecku, jejimiz krajnimi body jsou vrchol troj-
thelnika a prisecik kolmice vedené timto vrcholem k pfimce, v niz lezi protéjsi strana,
s touto primkou. Také velikost této tisecky se nazyva vyska. Pojem vyska trojuhelnika
ma tedy troji vyznam. Proto je tfeba, aby bylo vzdy alespon z kontextu ziejmé, o
ktery z vyznamu jde. Ve vété 4.9 je vyska chapana ve smyslu definice 4.14.

Véta 4.9 Vysky trojiuhelnika ABC' prochazeji tymz bodem V', zvanym prusecik vijsek
nebo téz ortocentrum trojuhelnika ABC (obr. 4.9 a) ).

Definice 4.15 Osamsi stran trojuhelnika ABC' nazyvame osy tsecek AB, BC a
AC.

Véta 4.10 Osy stran trojuhelnika se protinaji v jediném bode, ktery je stredem kruz-
nice trojihelniku opsané (obr. 4.9b) ).

Mezi pricky trojuhelnika fadime téz osy jeho vnitinich Ghld. Pro jejich vzajemnou
polohu plati véta 4.11.

Véta 4.11 Osy vnitrnich uhli trojuhelnika se protinaji v jediném bode, ktery je stie-
dem kruznice trojuhelniku vepsané (obr. 4.10).
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Obr. 4.10

4.4 Ctyiahelnik, t¥idéni ¢tyithelnikt

Definice 4.16 Necht A, B, C, D jsou ¢tyfi body v téZe roviné, z nichz zadné tii nelezi
v pfimce. Sjednoceni trojuhelniki ABD a BDC nazveme ctyruhelnikem ABCD
pravé tehdy, kdyz prunikem téchto trojuhelniki je usecka BD (obr. 4.4).

A A
D
D
B B
C C
a) b)
Obr. 4.11

Ctyfthelnik na obrazku a) je konvexni, na obrazku b) je nekonvexni. Konvexni &tyi-
thelnik ABC'D je mozno definovat také jako prinik polorovin:
Konvexni c¢tyruhelnik ABCD = — ABC N— BCD Nw+— CDB N+~ ADB, pficemz
ovsem predpokladame, ze body A, B, C', D lezi v téze roviné a zadné tii z nich nelezi
v piimce.

Body A, B, C, D nazyvame vrcholy ctyriuhelnika ABCD, tusecky AB, BC, CD,
DA jeho strany a tsecky AC, BD jeho dhlopricky. Vnitrnimi uhly ctyiuhelnika z
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definice 4.16 nazyvame tyto uhly: <BAD, <BCD, <ABC = <ABD U <DBC(C' a
<IADC = <ADB U <BDC. Pro soucet vnitinich uhli ¢tyftahelnika plati véta 4.12.

Véta 4.12 Soucet velikosti vsech vnitrnich uhli ctyrihelnika je roven 360°.

Ctyithelniky miizeme t¥idit podle riznych hledisek, napt. podle toho, zda maji nékteré
dvojice stran rovnobézné, pripadné shodné, zda jsou nékteré strany na sebe kolmé
apod. Pro zopakovani uvadime nasledujici tridéni ¢tyruhelnik:

] , (lichob&zniky
riznobézniky o
i i obdélniky
i i pravouhelniky <
Ctyfthelniky ¢ = , o Ctverce
¢tyruhelniky s rovno- rovnobézniky o
o, . o kosodélniky
béZnymi stranami kosodélniky .
| kosoctverce

Jiné tiidéni ¢tyituhelnikt lze provadét napt. vzhledem k vlastnostem uhlopiicek
¢tyrihelnika:

( 017 b4
, | ptli se — ¢tverce
shodné .
, nepili se
kolmé

, | pili se — kosoc¢tverce
neshodné .
nepuli se

Uhlopricky c¢tytuhelnika
, | pili se — obdélniky
shodné o
nepuli se

kosé o
puli se — kosodélniky

nepuli se

neshodné {

\

V zavéru odstavce o Ctyrihelnicich zavedeme jesté dva nové pojmy, a to pojem
tétivového a pojem tecnového ctyituhelnika.

Definice 4.17 Necht ABCD je ¢tyiahelnik. Existuje-1i kruznice, ktera prochézi body
A, B, C, D nazyvame tento ¢tyiuhelnik tétivovy.

Véta 4.13 Soucet velikosti kaZdych dvou protéjsich vnitrnich uhli tétivoveho ctyrihel-
nika je roven 180°.

Dutkaz: Vyjdeme-li z oznaceni v obrazku 4.12, je treba dokdzat, Ze o +~v = 4+ 0 =
180°. Plati w + w' = 360°. Podle véty 4.1 plati, Ze w = 2a, W' = 27. Tedy 2a + 2y =
w+ w' = 360° toho bezprostredné plyne, zZe o+ = 180°. Odtud z véty 4.12 pak plyne
tez, Ze B+ 0 = 180°.
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C

Obr. 4.12

Definice 4.18 Necht ABCD je ¢tyfuhelnik. Existuje-li kruznice, kterd se dotyka
vsech jeho stran, nazyvame tento ¢tyruhelnik tec¢nowvy.

Véta 4.14 Soucty velikosti protéjsich stran tecnového ctyrihelnika jsou si rovny.

Dukaz: Vyjdeme-li z oznaceni v obrazku 4.13, je treba dokdzat, Ze |AB| + |CD| =
|AD| + |BC|. Trojihelniky SBP a SBQ jsou shodné podle véty Ssu (SB je spolecnd
strana , SP = SQ, «SPB =aSQB). Ze shodnosti téchto trojuhelniki vyplyvd, Ze
BP = BQ. Podobné se ukdze, 2e CQ = CR, DR = DT a AT = AP. Necht |AP| = p,
|BP| =1, |CQ| =s a |DR| = q. Pak je

|AD| +|BC|=p+q+7+s,

|AB|+ |DC| =p+r+s+q.
Plati tedy |AD| + |BC| = |AB| + |CD|, coz jsme méli dokazat.

Definice 4.19 Ctyiuhelnik, jemuZ lze opsat i vepsat kruznici, se nazyva étyfthelnik
dvojstredovy.
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Obr. 4.13

Cvicenti:
B 4.2 Analogicky k vété 4.4 vyslovte vétu o souctu velikosti (resp. o grafickém souctu)
vSech vnitinich Ghla trojuhelnika a dokazte ji.

B 4.3 Zduvodnéte vétu 4.12.

B 4.4 Je dana tsecka AB.

a) Sestrojte mnozinu vSech vrcholt konvexniho thlu < ACB = 7, jehoz ramena pro-
chazeji krajnimi body tsecky AB.

b) Sestrojte AABC, je-li |AB| =6, v = 60°, v¢ = 4.

B 4.5 Je-li v rovnoramenném trojihelniku ABC' thel pii zakladné AB roven troj-
nasobku thlu pfi vrcholu C' a rozdéli-li se tthel <BAC' pfi zékladné na t¥i shodné
uhly (tak, ze M, N jsou takové body strany BC, pro néz plati <NAB = <M AN =
<CAM), pak plati AB =~ AN = BM, AM = CM. Dokazte.

B 4.6 Bodem A lezicim vné kruznice k(S,7) je vedena se¢na C'D tak, ze AC' < AD
a |AC| = r. Dokazte, 7Ze

JASC = %<IBSD,
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kde bod B je prisecik pfimky AS s kruznici k takovy, ze S lezi mezi body A, B.

B 4.7 Uvnitf trojuhelniku ABC' zvolte bod S. Dokazte, ze soucet tsecek SA, SB,
SC' je vétsi nez polovicni soucet stran daného trojuhelniku, tj. ze

SA+ SB+ SC > ~(AB + BC + CA).

1
2
B 4.8 Dakazte, ze soucet tsecek, které spojuji vnitini bod P trojuhelniku s krajnimi
body jedné jeho strany, je mensi nez soucet zbyvajicich dvou stran daného trojuhelniku.

B 4.9 Piimka o je osou usecky AB. Bod X je libovolny vnitini bod poloroviny oA.
Dokazte, ze plati: AX < BX.

B 4.10 Bod U je vnitinim bodem trojuhelniku ABC.
Dokazte, ze plati: <AUB > <ACB, <BUC > <BAC a <AUC > <ABC.

B 4.11 Lezi-li bod X na ose daného konvexniho tthlu AV B, pak méa od jeho ramen
stejné vzdalenosti. Dokazte.

M 4.12 Splyva-li téznice trojuhelnika s jeho vyskou, je tento trojuhelnik rovnora-
menny. Dokazte.

B 4.13 V trojuhelniku ABC je <BAC = o = 50°, <ABC = = 60°, osa <ABC
protind stranu AC v bodé D. Sefadte usecky AB, BC, CD, AD, AC, BD podle
velikosti.

B 4.14 Urcete velikost vnitfnich thla trojahelnika Ay B;C, jehoz vrcholy jsou pri-
seciky os vnéjsich thlt daného trojihelnika ABC'.

B 4.15 Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC a bod D, ktery je stfedem jeho za-
kladny AB. Bodem D jsou vedeny kolmice k ramentim AC, BC trojuhelnika ABC'.
Jejich paty jsou oznaceny M, N. Dokazte, ze ADMC = ADNC.

B 4.16 Sestrojte trojihelnik ABC' je-li déno:

a) ¢b,t. b) a,ct. c)  a,vgb
d)  a,a,v e) b, £) v,y
g) by, v h) 7, 04,0 1) ¢, 04,0
j) a, Vg, Up k) 9, V4,0 ) 7y, Ut
m) a,b,t. n) o, B,r, o) B,
p) b7ﬁ>vb q) aaﬂarv I‘) C, taatb
s) b, 3, t, t)  a,ta,ty u)  a,v,,ty
V)  ta,ty, te W) e, ty,y z)  tla,Va, Up

kde 7, je polomér kruznice opsané a r, je polomér kruznice vepsané trojuhelniku ABC'.

B 4.17 Sestrojte rovnobéznik ABC D, jsou-li dany velikosti uhlopticek e, f a velikost
vysky v,.
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B 4.18 Sestrojte lichobéznik ABCD, AB || CD, jsou-li dany velikosti uhlopticek e,
f, velikost tthlu DAB = « a velikost thlu AEB = w, kde F je prusecik uhlopricek.

B 4.19 Sestrojte trojuhelnik ABC' je-li dano:

a) ¢b,t. b) ¢t c)  a,v,,b
d)  a,a,v e) by v, £)  a, v,y
g) ba Y, Ve h) Y5 Va, Vb 1) C, Vg, Up

B 4.20 Sestrojte riznobéznik ABC D, je-li dano: velikost strany AB, velikost strany
BC, velikosti obou uhlopricek AC', BD a velikost thlu AEB = w, kde E je prusecik
uhlopricek.

B 4.21 Sestrojte kruznici k, je-li dana jeji tecna ¢t s bodem dotyku 7" a dalsi jeji tecna
q.

B 4.22 Nejvétsi strana konvexniho ¢tyithelnika ABCD je AB, nejmensi C'D. Do-
kazte, ze <ABC < <ADC.

B 4.23 Uvazujte mnozinu vSech ¢tyruhelnikt a ¢tyfi jeji podmnoziny A, B, C, D.
Pritom:

A je mnozina vSech ¢tyftuhelniki s alespon jednou dvojici rovnobéznych stran,
B je mnozina vsech ¢tyrtuhelniki, jejichz uhlopricky se pili,

C' je mnozina vsech ¢tyttuhelnikd, jejichz uhlopticky jsou shodné,

D je mnozina vsech ¢tytuhelniki, jejichz uhlopricky jsou kolmé.

Nakreslete Venniiv diagram pro tyto mnoziny a urcete vlastnosti ¢tyiuhelniki, které by
byly znazornény v jednotlivych elentarnich polich diagramu. Pro kazdé pole znazornéte
alespon jeden c¢tyrtuhelnik prislusnych vlastnosti.

B 4.24 Ctyithelnik, jemuz lze opsat i vepsat kruznici, tj. ¢tyithelnik, ktery je sou-
Casné tétivovy i te¢novy (viz definice 4.17 a 4.18), se nazyva dvojstredovy. Dovedete
urcit alespon jeden dvojstiedovy ¢tyfuhelnik, ktery neni ¢tvercem?
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4.5 QOkoli bodu

Definice 4.20 Necht M je bodova mnozina (rovina, prostor, popf. jind bodovd mno-
zina), A je bod, A € M, 6 € R*. Mnozina bodi Oy (A,d) = {X € M : |JAX]| < 0} se
nazyva sférické okoli bodu A v mnozZiné M.

Priklad 4.1 Mnozina M, ve které definujeme okoli daného bodu je podstatna, nebot
v riznych mnozinach potom muze okoli stejného bodu vypadat naprosto odlisné. Na
obrazku 4.14 je znazornéno sférické okoli bodu A v mnoziné:

a) M; = p, kde p je rovina, O,(4,0) ={X € p: |[AX]| < 4},
b) My = Z, kde Z je prostor, Oz(A,0) ={X € Z : |AX| < d}.

Zatimco v ptipadé a) je sférickym okolim bodu A vnitini oblast kruznice o poloméru
J, tak v pripadé b) se jedné o vnitini oblast kulové plochy o poloméru .

Obr. 4.14

Definice 4.21 Utvar U se nazjva omezeny v mnoziné M pravé tehdy, kdyz exis-
tuje takovy bod A, A € M a takové okoli Oy,(A, ), ze atvar U je podmnozinou tohoto
okoli.

Utvar, ktery neni omezeny se nazyva neomezeny.

Definice 4.22

Bod A se nazyva vnitrni bod utvaru U v mnoziné M pravé tehdy, kdyz existuje
alespon jedno jeho okoli v mnoziné M, jehoz kazdy bod je bodem ttvaru U.

Bod B se nazyva vnéjsi bod utvaru U v mnoziné M pravé tehdy, kdyz existuje
alespon jedno jeho okoli v mnoziné M, jehoz zadny bod nepatii atvaru U.

Bod C se nazyva hraniéni bod tvaru U v mnoziné M pravé tehdy, kdyz kazdé jeho
okoli v mnoziné M obsahuje jak body, které patii atvaru U, tak body, které nepatti
utvaru U.

Obr. 4.15
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Definice 4.23 Mnozina vsech hrani¢nich bodi Gtvaru U se nazyva hranice utvaru
U. Mnozina vSech vnitinich boda Gtvaru U se nazyva vnitrek utvaru U. Mnozina
vsech vnéjsich boda utvaru U se nazyva vnéjsek utvaru U.

Piiklad 4.2 Necht mnozinou M je roviina p a Gtvarem U je tsecka AB (obr. 4.16).
Pak kazdy bod tsecky AB je hrani¢nim bodem této tsecky vzhledem k roviné p. V
roviné p je tedy hranici Gtvaru, kterym je tsecka AB, pravé tato tsecka. Bod C je
vnéjsi bod tsecky AB vzhledem k roviné p. Vnéjsek uvazovaného ttvaru, tsecky AB,
je tedy mnozina M = p — AB.

Obr. 4.16

Poznamka 4.6 Casto se setkdvame s nespravnym uzitim terminu ,vnitiek kruinice“.
Chapeme-li kruznici jako podmnozinu roviny. Kazdy bod kruznice vzhledem k roviné,
v niz kruznice lezi, je totiz hrani¢nim bodem kruznice a vnitfek kruznice je prazdna
mnozina. Terminologicky spravné je uzivat pojmy vnitrni oblast kruznice a vnéjsi oblast
kruznice.

Definice 4.24 Utvar U se nazjva uzavreny v mnoziné M pravé tehdy, kdyz obsahuje
v8echny své hrani¢ni body (vzhledem k mnoziné M).

Utvar U se nazjvé otevieny v mnoziné M pravé tehdy, kdyZ neobsahuje zadny sviij
hranic¢ni bod.

Definice 4.25 Rikame, ze utvary Ui, U, se nepiekryvaji v mnoziné M pravé tehdy,
kdyz prunik utvara Uy, Uy je podmnozinou priniku jejich hranic.

Jinak: Utvary U;, U, se nepfekryvaji v mnoziné M pravé tehdy, kdyz jejich priinik
neobsahuje zadny bod, ktery je vnitfnim bodem alespon jednoho z utvara U, U,
(vzhledem k mnoziné M).

Priklad 4.3 Jsou dany trojuhelniky ABC a K LM, které lezi v roviné p. Trojuhelniky
ABC a KLM na obrazku 4.17 a), b), c¢) se neptekryvaji v roviné p, trojiuhelniky ABC
a K LM na obrazku 4.17 d), e) se v roviné p prekryvaji.

Obr. 4.17
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4.6 Mnohouhelnik

Definice 4.26 Lomenou éarou AgA;As ... A,, (n > 1), rozumime sjednoceni vsech
usecek AgAq, A1As, ..., A,_1A, konecéné posloupnosti tisecek, z nichz zadna nelezi v
ptimce, kterd obsahuje pfedchazejici (nasledujici) tsecku této posloupnosti (obr. 4.18).

Obr. 4.18

Lomenou ¢arou tedy rozumime sjednoceni konec¢ného poctu tisecek AgA1, A1As, ..., A_1A4,,
z nichz kazdé dvé sousedici maji spoleény pouze jeden (krajni) bod a nelezi v téze
primce.

Body AgA;As,... nazyvame vrcholy lomené cary, tsecky AgA;, Ai1As, ... nazy-
vame strany lomené ¢ary, strany tseéek Ap_ 1A, AxAri1, k=1,...,n—1, nazyvame
sousedni strany lomené cary.

Definice 4.27 Jednoduchou lomenou éarou rozumime lomenou ¢aru, jejiz kazdé
dvé nesousedici strany jsou disjunktni — tzn. zadné dvé nesousedici strany nemaji
spole¢ny bod (obr. 4.19).

Obr. 4.19

Definice 4.28 Jednoduchou uzavrenou lomenou éarourozumime jednoduchou
lomenou ¢aru AgA;As ... Ay, kde Ag = A, (obr. 4.20).

Obr. 4.20

Jednoducha uzaviend lomené c¢ara méa dutlezité vlastnosti. Rozdé€luje totiz vsechny
body roviny, které ji nepatii, do dvou neprazdnych podmnozin takovych, ze mezi
kazdymi dvéma body patficimi riiznym podmnozinam lezi alespon jeden bod lomené
cary. Pro kazdé dva rtizné body téze podmnoziny pak plati, Ze je l1ze spojit tiseCkou
nebo jednoduchou lomenou ¢arou, pricemz tyto utvary lezi v této podmnoziné. Tyto
dvé podmnoziny nazveme vnitrni a vnéjst oblast jednoduché lomené cary.

Ptesnéji: Nechf L je jednoduché uzaviena lomena ¢ara AgA1As ... Ay, (Ao = 4A,).
Ozna¢me M mnozinu vSech bodid roviny, které nepatii jednoduché care L a dale
ozna¢me R relaci definovanou takto: X, Y jsou v relaci R, pravé tehdy, kdyz exis-
tuje takova lomena c¢ara obsahujici body X, Y, kterd neméa s jednoduchou uzavienou
lomenou ¢arou L zadny spoleény bod.



