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Pavel Miskovsky Dakazy
Uvod

V matematice je zavedeno mnoho odbornych teimitame-li je UspsSne uzivat i
feSeni praktickych i teoretickych uloh, musime Zapth presny vyznam. Jeden pojem musi
byt vyswtlen pojmy, které jsou fesré uréeny, a ty spdivaji opst na dalSich fesré
vymezenych pojmech. Toho vSak docilime jen tehdgtlize zaklad celé soustavy pdjm
spaiva na utité zvolené skupiaslov, ktera jsouedefinovana(to znamena, Zze nejsou blize
vys\wtlena a jejich obsah je chapan ,intuité/h Tim se podstathliSi tento tzv.deduktivni
systémod vyswtlovani vyznamu slov v dZném Zzivot. Jen timto zfisobem se vyhneme
vyswtlovani slov kruhem. St zvolit nékolik malo slov jako nedefinovana, abychom se
vyhnuli definicim v kruhu. Jsou to napslova bod, fimka, mnoZzina apod. Volb&dhto slov
zavisi na utité deduktivni soustay kterd ma byt vybudovana. Pomoci nedefinovanyoh sl
definujeme odborné terminy a pomoci nich #tvée terminy dalSi. Kromnedefinovanych
slov predpokladame, Ze mame k dispozici neodborna sleského jazyka.

Za predpokladu, Ze je zvolenoékolik slov jako slova nedefinovana a Zze mame k
dispozici neodbornyesky jazyk, Mizeme se vyja@vat o utitych matematickych pojmech.
Nap. v planimetrii by se&asto vyskytovala tato posloupnost slov: "mnozind#jici se ze
dvou bodi A, B a ze vSech bddg které jsou meziémito body”. Vyjadovani by bylo
neobratné, zdlouhavé a maldepledné, zvlast kdyz by dalSi pojmy byly ozgany
obdobnymi sloZzenymi vyrazy. Vzhledem kileZitosti tohoto pojmu a k jehgéastému
vyskytu, vede nas praxe k tomu, Ze je vhodné nilsthitého slovniho vyrazu zaveést jedno
slovo -odborny termin "Usetka”. Slovo "Uséka” je pouhé zkracené vyj&ehi Keni, které
bylo uvedeno jako prvni. V textu Ize oba vyrazy 2aavat, protoZze maji stejny vyznam (jsou
ekvivalentni).

Pomoci nedefinovanych slov a pomoci definovanéhuitel "Us€ka” miZzeme zavest
dalSi odborné nazvy. Vyznam kazdého z novych tarrjénucen definici pomoci termiti
piedchazejicich. Definice je &8dni (resp. vyrok, ktery povazujeme za pravdivy)xmz se
vyslovuji charakteristické vlastnosti daného pojrkteré jej odliSuji od ostatnich. Aby se
odliSila definice odmatematické wty, kterd se musi dokazovat, vkldda se obvykle do
definice slovo "nazyvame”, a tim setzdziuje, Ze definice zrid v podstat jen pojmenovani
matematického objektu. Definice je v podétedvnost dvou ekvivalentnich vynazpro réz
tedy plati oboustranna implikace. NapA. Jestlize se s@éin dvoucisel rovna jedné, pak tato
¢isla jsou reciproka. B. Jestlize jsowdvsla reciprokd, pak se jejich sinirovna jedné.

Definice hraji v matematice vyznamnou Uulohu. Zjetlmuji vyjadovani (misto
komplikovaného #tného vyrazu se zavede zpravidla jedno slovo nebobesl s tymz
vyznamem) a zavedeni nového terminu ma direkirysham. Upozatuje se, Ze pojem je
tak dilezity, Ze stoji za to zavest pr¢jisamostatny termin.

VSechny definice Ize v podstatozdlit do dvou skupin. Definice analytické zawfid
pro ukité spojeni znamych pojimpojem novy (MnoZzina vSech bodv v roving, které maji
od daného bodu S této roviny vzdalenostQ, se nazyva kruznice sé¢extem S a polotnem
r.). Nazev nového pojmu zavadi definice nominabivova. Konstruktivni definice novy
pojem "konstruuje” a rekurentni definici zname hapdefinic posloupnosti.

Definice analytickd vychazi z definovaného pojmuwlgasiuje jej pomoci pojm
znamych (Kruznice o #&du S a polo®ru r> 0 je mnozina vSech badV v roving, které maji
od daného bodu S této roviny vzdalenost r.). Do té&tegorie pdt rekurentni definice,
definice abstrakci, souvislostni definicgikladem analytické definice je definiétverce -
¢tverec je pravouhly rovnostranny rovidhik.

Priklady definic: - Sudéislo jecislo clitelné dwma.

- Kruznice je mnozina bdg které maji od daného bodu konstantni
vzdalenost.

Pri definovani pojni je mozné se dopustit mnoha chyb - definice nadbgtedefinice
Siroka (obsahuje i objekty nezadouci: pravidelrstigbelnik je rovinny obrazec ohraany
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Sesti shodnymi ug&ami), definice Uzkd (mnohé objekty neobsahujecitnaalni ¢isla jsou
druhé odmocninyisel, ktera nejsou druhymi mocninami racionalnéésel. - chybi ej),
definice kruhem (d¥ piimky jsou kolmé tehdy, kdyz sviraji pravy Uhel) aebefinice
neznameého neznamym (lat. ignotum per ignonum, &ipeliptické kivka).

Kdyz jsme vytvaili dostat&nou zasobu odbornych ndzv termiri, & definovanych
nebo nedefinovanych, jsme schopni vyet&alSi vyroky, ve kterych pouzijeme tyto odborné
nazvy a slovni zasobu¢ného ceského jazyka. O vytwenych vyrocich pak fizeme
uvazovat, zda jsou nebo nejsou pravdivé. V matemgbravdivost vyroku nespiva v
souhlase se skuteosti, ale v logické zavislosti na vyrocich jiny¢llyznam tohoto stleni
pochopime ve chvili, kdy budeme studovatinégv. neeuklidovské geometrie.) Vyroky jisté
matematické teorie jsou navzajem vazany jeden ndyd@a tvdi uzawenou logickou
soustavu. Ufity pravdivy vyrok se stavaipdpokladem a implikaci dostaneme tvrzeni, toto
tvrzeni se stanerpdpokladem pro dalSi implikaci atd. Ziskame taklgagenost implikaci,
kde pravdivost vyrokuigchazi z jednoho na druhy. Jakoiippc definic, tak i zde je nutno
zait nekde od pevného zakladu. Musime zvokkaolik malo zakladnich vyrak o kterych
prohlasime, Ze jsou "pravdivé” a z pravdivosithto vyroki odvodime pravdivost vSech
vyroka dalSich.

Zakladni vyrok, o kterém prohlasime, Ze je pravdivy se nazyva axiom.

Axiom je jednoduché zakladni tvrzeni, které je povazoudar dkazu za pravdivé. Na
stredni Skole se s axiomy nebo s tvrzenimi za axioemg@né nesetkame. Pro Uplnost vSak
dodejme, Ze bez tzv. Peanovych axidny neexistovala teoriefipozenychéisel a bez jinych
axiomi bychom nemohli pouZivatébné konstruéni postupy v ramci tzv. euklidovské
geometrie. Tyto zmimé axiomy tvei tzv. axiomaticky systém, ktery je zdkladem prorbu
definic v dané oblasti matematiky (axiomy v axioitlkm systému musi byt nezavislé, upiné
a bezesporné).

Vyrok s matematickym obsahem, jehoZz pravdivost je okdzana pomoci axioni
nebo pomoci dive dokadzanych vyroli, se nazyva matematicka &ta.

Matematicka véta je vyrok, kterym charakterizujeme, vymezujeme n@ognatek o
vlastnosti matematického pojmu. Pravdivost tohojooku se dokazuje pomoci axiém
definic nebo jiz dive dokdzanych &. Matematicka ¥ta mizZe byt vyslovena v podéb
jednoduchého-atomarniho vyrokdiglo 7 je prv@islo.) nebo v podabvyroku slozeného
(neicastji implikace, je-li ve tvaru ekvivalence, je nutdékazovat ob implikace).

Podminka nutna a postgici ve &té - oboji setasto nazyva kriterium.

Diikaz je prowtenim pravdivosti (platnosti) matematickéyw Dokazovani je zaloZzeno
na usuzovani. Kazdyilaz se sklada rady Usudi nebo je (v nejjednodussichiipadech)
usudkem jednim.

Vybrana skupina nedefinovanych slov a dalSi sl&tera jsou pomoci nich definovana,
skupina axiom, o nichz se fedpoklada, Ze jsou pravdiveé, a skupina vyreknatematickych
vét, jejichz pravdivost se dokaze na zakladxiomi a logickych pravidel, se nazyva
deduktivni systém urité matematické teorie

Dikaz v matematice je logické odvozeni pravdivého vgku z jinych pravdivych
vyroka. Vyroky, z nichz pi dtkazu vychazime, se nazyvajiedpoklady - premisy, a
vyrok, ke kterému se nakonec dostaneme, se naAmwa - tvrzeni dikazu. Za gedpoklad
dukazu miZze byt pouZzit kterykoli axiom nebo matematickdavjiz diive dokadzana. tikaz se
sklada z posloupnosti vyrakkde néasledujici logicky plyne z vyrokitguichazejiciho a kde
odvozovani je zagteno k dok&zani pravdivosti vyroku, ktery ma byt&éwm celého dkazu.

Jednotlivy krok, ve kterém se jeden vyrok odvozuje druhého, se nazyva Usudek.

Pri dokazovani ¥ty je nutné rozliSovat, co jegdpokladem, tedy geho vychazime, a
co je za¥rem. Pravdivost z&vu zavisi na pravdivostifpdpoklad a také na tom, zda jsme
spravré usuzovali. Spravny Usudek je takovy Gsudek, v &mZ neni moZzné dostat z
pravdivych vyroka nepravdivy zawr. (Pravdivostni tabulka implikace: "LZi nelze dosici
pravdy.”)
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Pojem dikazu je v matematice jeden ze zakladnich pojmeduktivnim Usudkem
odvozujeme z jedné platnéty véty dalSi, a tak vytvidme a upeiiujeme vzajemé vztahy
mezi tiznymi pojmy, definicemi a&tami.

Neexistuje Zadn& snadnd jedina metoda, jak seitn@movadit dikazy. Existuji tizné
metody dikazi a pro kazdou ulohu je vhodny jiny.

Typy dikazi: - vyétem vSech moznych pipada
- pEimy
- neprimy
- sporem
- kombinovany
- matematickou indukci
- jiné (napF. geometricky, odvozenim)

Nelze jednoznin¢ stanovit, kdy ktery ikaz pouzit. Zadny obecny "poznavaci” znak
neexistuje. B volbé "spravného” typu dkazu je nutné s&dit zkuSenosti, citem, intuici. To
v3e lze ziskat jedinou cestou - provedenim mndazaych dikazi, absolvovanim mnoha
slepych cest a nalezenim alespdiléich znak ukazujicich, ktery typ ikazu bude
pravdpodobré tim "pravym”.

V popisech jednotlivych tylpdikazl se vychazi z toho, Z&tgina matematickychst je
vyslovena ve tvaru implikace.

Poznamka 1: Vzhledem k omezenosti nabidky @nekv dalSim textu uzito pro operaci
"neckli” znaku "#’.

Poznamka 2.: Kazdyittaz ukortime konstatovanim "chd.” (coz bylo dokazat, latodjerat
demonstrandum - ged.)



Pavel Miskovsky Dakazy

A. Dikaz vyétem vSech moznych pipadi

Tohoto typu dkazu nizeme uzit jen tehdy, je-li moznychipadi kongny paiet, a to
rozumré maly. Ri vétSim p@tu moznych pipadi se dikaz stane $liS pracny. B usuzovani
musime byt zvlagtopatrni na to, abychom &grpali vSechny mozn&ipady.

Priklad A.1: \eéta: Druhd mocnina kteréhokoli lichélitsla je lichégislo.

dikaz: kterékoli lich&islo miZze kortit pouze jednou Zislic 1, 3,5, 7, 9

je tedy teba vySait téchto gt pripadi

a) korgi-li ¢islo ¢islici 1, pak jeho druhd mocnina kKonakécislici 1

dikaz: totocislo se da napsat ve tvaru: a.10 + 1
pak (a.10 + )= £.100 + 2a.10 +4

b-e) dikaz probiha analogicky

druh& mocnina lib. lichéhtisla mize korit jen jednou zislic 1, 5, 9
cbd.

Priklad A.2:  We&ta: @0 nON) 3| (n* + 2n)

dikaz: vztahtisla n k @litelnosti¢islem 3 Ize vyjatit témito vztahy:

a) n =3k
b)n=3k+1
c)n=3k+2

pro vSechny fipady je nutné dokazatlitelnost vyrazu A+ 2n temi
a) n = 3k= n° + 2n = (3k§ + 2(3k) = 27R + 6k = 3(9R + 2k) = 3| (n® + 2n)
b) n = 3k + 1= n® + 2n = (3k+1§ + 2(3k+1) =
= 27R + 27K + 9k + 1 + 6k + 2 = 3(Fk+ 9% + 5k + 1)= 3| (n® + 2n)
c) n =3k + 2= n®+ 2n = (3k+2J + 2(3k+2) = 27k + 54K + 36k + 8 +6k+4 =
= 3(9R + 18K + 14k + 4)= 3| (n® + 2n)
cbd.
Poznamka k fikladu A.2: \&tu Ize dokazovat i matematickou indukci.

Ulohy:
A.1. Dokaz ¥tu: (O nON) 3| (n? + 3n)= 3|n
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B. PFimy dikaz

Tento typ dkazu vyuZiva toho, Ze z pravdivéhtegpokladu na zakladpravdivych
odvozeni nuté plyne (na zaklatl pravdivostni tabulky implikace) pravdivé tvrzeni.
Samozejmé je, Ze tato "cesta” existuje argSitelem nalezitelna - a nalezena.

Dukaz vychazi z fedpokladu, na jehoZz zakkagsou odvozovana dil tvrzeni tak
dlouho, aZz se dosje k dokazovanému tvrzeni. VSechny kroky jsou "spéd, tedy pravdivé,
a tedy i odvozovand tvrzeni jsou spravna-pravdiva.

Schema dkazu: P> Ti=>Th=>Ta= ..=>T
Piiklad B.1: \&ta: 0 nON) 3/n = 3|n?

dikaz: 3n = n=3x= M=@Bxf = =9¢ = =3.(3%) = 3In’
chd.

Priklad B.2: \&ta: (O nON) 6/ (n*- n)

dikaz: It - n = n(n-1)(n+1) = (n-1)n(n+1) ... coZ je soutif po sols jdoucich
pirozenychéisel= je nutreé délitelny dvéma a temi zarové =
= ¢&islo ve tvaru i- n je dlitelné Sesti
cbd.
Poznamka k fikladu B.2: Tuto ¥tu Ize dokazat i matematickou indukci.

Priklad B.3:  \&ta: (O rOR{0}) r* + 1/7 > 2

dikaz: F+ 1/F22=r*-2 + 1/f 2 0= (r - 1/rf = 0= druh& mocnina
jakéhokolicisla je nezaporné véta plati
chd.

Priklad B.4: \&ta (sowtovy vzorec pro kombirai ¢isla):

n n-1
Pro vSechna n[kN takov4, Ze k¥ k < n plati: (kJ = [k :J +

dﬁkaz:(n_lj{n_lJ— (n-1)! . (n-D)!

n-1
)
k-1) | k ) [(n-D-(k-Dik-1] (n-1-K)kl
_ (n-1)! N (n=1)! _ (n-1)! N (n-1)! _
(n-K)!(k-1)! (n-k-1)k (n-k)(n-k-1!(k-1)! (n—k-1)k!(k-1)!
_ k(n-D)+(n-k)(n-1)! _(k+n-kK)(n-)! _ n (N
T (n-K)(n-k-Dk(k-1)!  (n—K)K _(n—k)!k!_(kj
cbd.

Ulohy:

B.1. Dokaz ¥tu: (Ja,dIN) 30a030b = 3ab

B.2. Dokaz ¥tu: (Ha,dIN)(0KCN) k(a O kb = kJ(a+b)

B.3. Dokaz ¥tu: Sokinem dvou libovolnych lichyckisel je lichéislo.
B.4. Dokaz ¥tu: Soktem dvou libovolnych lichyckiisel je sudéislo.
B.5. DokaZ vtu: (Oa,b0N) alb = ab?

B.6. Dokaz ¥tu: ((a,b,clON) (alb Oblk) = a

B.7. Dokaz ¥tu: Druh&a mocnina lichéhgisla je lichégislo.
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n n
B.8. Dokaz ¥tu: Nech’ 0< k< n, kde k, mINo. Pak plati{ j:(n—k]
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C. Neprimy dikaz

Tento typ dkazu se pouZziva tehdy, kdyZz uZzitirpého dikazu je pilis komplikované
nebo nelze fimy dikaz provést.

Vyuziva se toho, Ze obiména Wta k Wt¢ v podokk implikace ma stejnou
pravdivostni hodnotu. Z toho plyne, Ze kdyZ se del@ravdivost obgnéné \&ty, plati i Wta
pavodni.

ObnmeEnéna wta se dokazujeipmo.

Schema dkazu: P=T ... obrinéna \ta: -T = =P

Priklad C.1: \&ta: (0 nON) 3|n?> = 3|n
piimy dikaz nelze v tomtoffipac pouzit
obreénena wta: ¥n = 3Hn’
dikaz: 3n = a)n=3k+1
= n? = 9K + 6k + 1 = 3(3k + 2k) + 1 = 3tn®
b)n=3k+2
=’ = 9K + 12k + 4 = 3(3k+ 4k + 1) + 1= 3#n’
z obouzasti plyne= 3#n?
cbd.

Ulohy:
C.1. Dokaz ¥tu: (OnON) 30(n® + 3n)=> 30n
C.2. Dokaz ¥tu: (Oa,IN) 30ab= 3a3b
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D. Dikaz sporem(lat. reductio ad absurdum, dovedeni k nesmyslu)

Tento typ dkazu se pouziva vijpadech, kdy nelze pouZittquichozi dva typy.
Vychézi z principu, Ze ma-li platit vysloven&ta, nuté neplati ¥ta ve tvaru negace. V
dukazu se tedy za¥hujeme na tlkaz neplatnosti negovanéty. Pokud se ikaz zdai, plyne
z toho, Ze pivodni Wta plati. (Princip tlkazu se da také popsat jako ekvivalensmhtb
vyroka: - (P=T) aR+T.)

Schema dkazu: P= T ... negace ..... P-T

Piiklad 7:  Wta: (0 nON) 2#n° = 4#n
negace &ty: 2#n° 040n
dikaz (nepravdivosti negovanéty): 2#n° = n* # 2k a zarove 40n = n = 4k
>n’=64R=>n’=2.32R= 20n°
- spor - AnemiZe byteislo sowasre liché i sudé
plati givodni tvrzeni
chd.

Priklad 8: \&ta: V2 je iracionalngislo.
(tento dikaz je vice nez 2000 let stary)
negace &ty: V2 je racionalnéislo
dikaz (nepravdivosti negovanésty): V2 O Q = V2 = p/g (p, q jsou
nesoudind)= 2 = f/ip’= 2pf = = 20p° = 20p = p = 2k
z toho, Ze 2p=of a p = 2k plyne, 7e (2kF 2 = 4k = 2¢f = f =
2k* = 2[0q ... coZ je spor, protoZe p, g jsou nesdud a sovasrs
jsou olz délitelnd dwma = negovand &a neplati= plati wta
pavodni
cbd.
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E. Dikaz kombinovany

Nejedna se o principianjiny typ dikazu. Nekteré matematickééty jsou vysloveny
ve tvaru ekvivalence a je tedy nutné dokazat prenatikonjunkce obou implikaci, ze kterych
je tato ekvivalence slozena. Znai@ implikace sed&tSinou dokazuji jinym postupem.

Priklad E.1:  \&ta: (0 nON) 3Ch < 30n°

dikaz: a) pimo 3h = 30n?
b) nepimo 3n* = 30
(oba tyto dkazy jiz byly provedeny vigdchozich oddilech)
cbd.
Poznamka k fikladu E.1:Cast b) je mozné dokazovat i sporem.

Priklad E.2: \&ta: V oboru realnycliisel mé& rovnice ax = b #£8) jednoieSeni.

dikaz: a) dkaz existenceifmo: ax=b=x=a"b
b) dikaz jednoznénosti sporem: existuji @dwtznaieseni x # X
S ax=b0ax=b=
S axg=—a =>X1 =X
spor, ze kterého plyne, iaSeni existuje
jen jedno
cbd.
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F. Matematickd indukce

Vznik matematické indukce saha do daleké minuldsiisté podols se s ni lze setkat
jiz u staroekych filosofi. UZival ji Maurolies ze Sicilie (1494-1575), odho ji piejal
francouzsky matematik a filozof Blaise Pascal (:6882) a podrobh se ji zabyval.
Nezavisle na &m se zabyval matematickou indukci Svycarsky matdémkgtcob Bernoulli
(1654-1705). Hlavéajeho zasluhou se stala tato metodkadu znamou.

Véty ve tvaru OnON) P(n) jsou v podstatkvantifikovanymi vyrokovymi formami,
jejichZ platnost ma byt dokazana pro v3echtieopenacisla. Zadnou zéchto Wt nelze
dokazat tak, Zze bychom ji postupmwrovali na konéném mnozstvi fipadi, protoze
piirozenych ¢isel je nekongné mnoho. Je proto nutné pouzit jinou metodikatu -
matematickou indukci.

Princip matematické indukce vychézi z PA7, kt&éia, Ze pro libovolnou formul
popisujici kjakou vlastnost firozenychcisel plati:

[9(no) XENON) (¢ (n)=¢(n+1))]=(UnLN)$(n)
Z tohoto principu vyplyvajiit kroky dikazu:
a) dokazeme, Zedta platipron=1,resp.nsh 1
b) predpokladame pravdivostty pro libovolné pirozené k= 1, resp. k2 ng
c) dokadzeme na zaklagredpokladu pravdivostéty pro k + 1
a z toho plyne, Ze&ta plati pro vSechnaipozenégisla, resp. proijfrozena re ng

Priklad F.1: MWta: OnON)1+2+3+ ... +n

dikaz:a)pron=1 L=1
P=1
L=P
byprok>1 1+2+3+ ... +k = 0,5k(k+1)
predpokladame platnost
c)prok+1 1+2+3+... +k+ (k+1)G5(Kk+ 1)k +2)
na zaklad predpokladu dokéazeme platnost tohoto tvrzeni
L=(1+2+3+... +k)+ (k+1)=0,5k(kr+ (k + 1) =
=0,5(k + 1)(k + 2)
P=0,5k+ 1)k +2)
L=P
cbd.

Piiklad F.2:  \ta: OnON) 1 +3 +5 + ... + (2n-1) ="n

dikaz:a)pron=1 L=1
P=1
L=P
b)prok>1 1+3+5+ ...+ (2k-1) =2k
predpokladame platnost

c)prok+1 1+3+5+...+(2k-1)+ (2Ky= (k + 1F
na zaklad predpokladu dokdzeme platnost tohoto tvrzeni
L=(1+3+5+....+(2k-1)+@2k+1) 2k (2k+ 1) =
=K+2k+1
P=K+2k+1
L=P
11
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cbd.

Matematickou indukci |ze dokazovat i sl@igt dlohy, které se tykaji&ttelnosti a
které se "klasicky” dokazujiffmo, nepimo nebo sporem.

Piiklad F.3:  \&ta: (OnON) 40(n* + 3rf)

dikaz: a)pron=1 "+ 3rf=1+3=4
414
b) prok>1 4k* + 3K
predpokladame platnost
c)prok+1 &((k+1)* + 3(k+1Y)
na zaklad predpokladu dokdZzeme platnost tohoto tvrzeni
(k+1f + 3(k+1f =K + 43 + 616 + 4k + 1 + 3k + 6k + 3 =
=K+ 413+ 9K + 10k + 4 = (R+ 3I8) + (4K + 6K + 10k + 4)
sowet dvou gitanadl je cklitelny 4 pra¢ tehdy, kdyz je 4
delitelny kazdy ze &tandi, "staci” tedy dokézat, Ze je 4
delitelny styiclen (4K + 6K + 10k + 4), protoze dvdlen (K
+ 3I) je 4 dilitelny na zaklad predpokladu
4K + 6 + 10k + 4 = (4R + 4) + (6K + 10K)
na zéklad stejného principu sta dokazat, Ze je 4 d&ltelny
dvojclen (6K + 10Kk)
dikaz provedeme indukci:
a) pron=1 6k+10k=6+10=16
47116
b) prok>1 40(6K* + 10K)
predpokladame platnost
c)prok+1 HA(6(k+1) + 10(k+1))
na zaklad predpokladu dokadZzeme platnost tohoto
tvrzeni
(6(k+1¥ + 10(k+1)) = 6k + 12 k + 6 + 10k + 10 =
= 6K + 22k + 16 = (6k+ 10k) + (12k + 16)
sowet dvou gitandl je cklitelny 4 pra¢ tehdy, kdyz je 4
delitelny kazdy ze &tandi, "staci” tedy dokézat, Ze je 4
delitelny dvojclen (12k + 16), protoZe dvidgn 6K + 10k je 4
délitelny na zaklad predpokladu
12k + 16 = 4(3k + 4)
= vSechny mnoh@eny jsou paad klitelné 4, diti dikazy jsou
provedeny, a tim jedta dokazana

chd.

Poznamka k fskladu F.3: Tuto ¥tu Ize dokazovat iifmo - vztahcisla n k @litelnosti cislem
4
Ize vyjadtit ctyimi vztahy: a) n =4k
byn=4k +1
c)n=4k+2
dn=4k+3
Pro kazdy fipad zvIas se dokaze, z&slo n je v daném tvaru
c&litelné ¢tyrmi.

Piiklad F.4:  \&ta: (OnON-{1}) 70(n° - 1)

12
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dikaz: zde zatim neni

Priklad F.5: \&ta: (OnON) 90(10" - 1)

dilkaz: a) prop=2 10 -1 =99= 9[99
b) prok>2 9¥10¢-1)= 10°-1=9a=10=9a+1
predpokladame platnost
c)prok+1 9(10-1)=10"-1=10.16-1=100Qa+1)-1=
= 90a+10-1=90a + 9 = 9(10a +21)9(10" - 1)
cbd.

Priklad F.6: \&ta: (OnON-{1}) 30(10" + 4" - 2)

dikaz: a) prop=2..10+4'-2=100+ 16 - 2 = 114> 301114
b) prok>2 .. 310 + 4 - 2)= 10 + 4- 2 = 3a= 10 = 3a - 4 +2
predpokladame platnost
cyprok +1 .. 8(10% + 4" -2)= 10" + 4 - 2=10.16+ 41 -2
=10(Ba-4+2)+ £ 2=30a-104+20+4.4-2=30a-64=
= 3(10a - 2.% = tento sotin je clitelny ttemi = véta byla
dokéazana
cbhd.

Piiklad F.7:  \&ta: (OnON) 310(5™* + 6"

dikaz: a) prop=1 5"+ 6"1=25+6 =31 3111

b)prok>1 3105+ 61 = 51 + 1= 318>
— 5.5+ 366 = 31a= 30.5 + 36 = 186a=
— 36°=186a- 305
predpokladame platnost

c)prok+1 3M(5E2+ KDY o 542 @l 25K + 6.64=
=255+ 6.36 = 25.% + 6(186a - 30/ =
=25.% + 1116a - 180'5= -155.% + 1116a = 31(36a - 5=
= 315" + 681

cbd.

Priklad F.8: \&ta: (OnON-{1;2}) 2">2n + 1

dikaz: a) prop=3 8>7
b)prok>3 Z>2k+1
predpokladame platnost
c)prok+1 ¥'>2(k+1) + 1= 2> 2k + 3
z redpokladu 9> 2k + 1 dostaneme po vynasobensra
F*1> 4k + 2= P = 4k + 2 = 2k + 2k + 2 2k + 3, protoZe
k>1=2“">2k+3
chd.

Ulohy:

F1. DokaZ vtu: (ONON) 1.2.3 + 2.3.4 + 345 + . + n(n+1)(n+2) " +1)(”: A(n+3)

13
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F.2. Dokaz#tu: (JNON) 12+ @ + 8 + ... (2n-1§ = NN - D@n+1)

3
1 1 1 1 n
F.3. Dokazwtu: (OnON)OO +00 +00 +....+000 =000
1.2 2.3 3.4 n(n+1) n+1

F.4. DokaZz ¥tu: (OnCON) 1.1'+ 221+ 33!+ ...+ n.nl = (n+1)! - 1
F.5. Dokaz wtu: (OnCON) 2 +4 + 6 + .... + 2n = n(n+1)

F.6. Dokaz ¥tu: (OnON) 150(n° - 5 + 4n)

F.7. Dokaz ¥tu: (OnON) 60(2n° + 3rf + n)

F.8. DokaZ ¥tu: (OnON) 1.2 + 2.3 + ... + n(n+1) __n_(n+1;(n+ 2)
F.9. DokaZ wtu: (ONON) 12+ 2+ 2+ ... + A= ”(”+1)6(2n +1)

. ny (n) (n n
F.10. Dokaz ¥tu: (DnDNO)[ j+( ]+[ j+...+( j:zn
0) (1) (2 n

F.11. Dokaz, Ze pro get Uhlogicek p, v konvexnim n-Uhelniku ¢8) plati vzorec p=

% n(n-3).

F.12. Dokaz ¥tu: (OnCN) (gj + [2} + {2} + ... +(:j =2

14
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G. Jiné dikazové postupy

Do této kapitoly Ize zadit dikazové postupy, které jsou netradi netypické, které
se nepoddlo "zaradit” do rekterého z pedeslych oddil.

Piiklad G.1: \&ta: (OnON) 30(n° + 2)= 3#n
obménéna wta: In = 3# (n° + 2)
jejf negace:Bn 030 (n* + 2)

dikaz: dokazujeme ob¥nénou Wtu sporem
In=n=3k=> =9 =n*+2=9K + 2= 3#(n°+ 2) ... coZ je
spor, protoZe atsasti konjunkce maji platit, tedy maB(n® + 2)=
= neplati negovan&ta = plati wta obnénénd= plati wta pivodni
cbd.

Priklad G.2: \&ta: Cislo je dlitelné étyimi tehdy, kdyZ jestyimi dglitelné ,posledni*
dvogisli.

dikaz: k dikazu &ty vyuzZijeme ¥tu, o jejiz platnosti se tdtipny étend

téchto
radka mize s&dm peswdéit (viz uloha 2):
(Oa,b,iIN) nCaldn b = nJa + b)
libovolné girozenégislo Ize zapsat ve tvarya.1an-2 ....... aaqy, kde a
zn&i jednotlivé cifrycisla
AnBn-18n-2 «evnee. aaa = 100 . @an1802 ....... a+ay=
=4 . (25 . @n-1802 eeeeee a) +taa=494.25. @182 ....... a) ak
tomu, abycislo aar1an2 -...... aa bylo clitelné ¢tyimi je treba,
aby icislo aap bylo cElitelné ¢tyifmi, cozZ je ovSem vysloveny znak
delitelnosti
cbd.
Ulohy:

G.1. Dokaz Pythagoroviustu.

G.2. Dokaz Eukleidovydty.

G.3. Dokaz vtu: Souet vnittnich Ghti v trojuhelniku je rovenifmému Ghlu.

G.4. Dokaz Thaletovugu.

G.5. Dokaz vtu o stedovém a obvodovém uhlu. (Zvol "nejjednodussi” amatu.)

G.6. DokaZ wtu: Kvadratick& rovnice &x+ bx + ¢ = 0 ma dvaizné realné kieny tehdy,
kdyZ Kf-4ac> 0.

G.7. DokaZlim X

x-0 X
G.8. Dokaz: [{r,sOR")(0adR™{1}) logy(r.s) = logr + logs
G.9. Dokaz ¥tu: Cislo je @litelné osmi tehdy, kdyZ je osmélitelné ,posledni* tro§isli.
G.10. Dokaz ¥tu: Cislo je dlitelné temi tehdy, kdyz jeremi dilitelny ciferny sowet tohoto
¢isla. (Zvol ,dikaz" pro gticifernécislo.)

G.11. Dokaz, z&islo a =\ 7y W7\ 7V... OZ

G.12. Dokaz, Ze prywisel je nekongn¢ mnoho (tzv. Eukleitlv dikaz existence nekoteé
fady prvaisel).

G.13. Dokaz, Ze s@at prvnich rtlena aritmetické posloupnosti jg s g(al + a)

15
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1-q"

G.14. Dokaz, ze s@et prvnich ntleni geometrické posloupnosti jgs &
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