
Domáćı úkol 2

Upozorněńı: př́ıklady byly náhodně vygenerovány odpovědńıkem
”
Domáćı

úkol 2“. Nab́ızené řešeńı bylo zpracováno Lukášem Másilkem.

Př́ıklad 1: Ve vektorovém prostoru R4 je podprostor W zadán následuj́ıćı
množinou generátor̊u.
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1. Určete dimenzi podprostoru W .

2. Vaš́ım daľśım úkolem je nalézt bázi αW podprostoruW . Předpokládejme,
že ~a ∈ αM . Vyberte daľśı vektory, které patř́ı do báze αM :

a) ~b

b) ~c

c) ~d

d) Žádný daľśı vektor do báze αW nepřidáme.

Řešeńı:
Vlož́ıme všechny čtyři vektory do matice, např́ıklad do řádk̊u, a spoč́ıtáme
hodnost matice:
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1 2 4 2
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−1 1 −1 1

1 −1 2 −2

 −2r1
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∼


1 2 4 2
0 −2 −11 −3
0 3 3 3
0 −3 −2 −4

 +r3

+r3

∼


1 2 4 2
0 1 −8 0
0 3 3 3
0 0 1 −1

 −3r2
∼


1 2 4 2
0 1 −8 0
0 0 27 3
0 0 1 −1

 ↓1
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∼


1 2 4 2
0 1 −8 0
0 0 1 −1
0 0 27 3


−27r3

∼


1 2 4 2
0 1 −8 0
0 0 1 −1
0 0 0 30


Matice je ve schodovém tvaru a žádný ze čtyř řádk̊u neńı nulový. Jej́ı hodnost
je tedy 4, stejně tak dimW = 4.
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Báze αW podprostoru W tedy bude kromě vektoru ~a obsahovat i vektory
~b,~c, ~d.

αW = (~a,~b,~c, ~d)

Množina čtyř zadaných generátor̊u je lineárně nezávislá, jak jsme ověřili
výpočtem hodnosti matice z nich složených.

Př́ıklad 2: Je dán následuj́ıćı systém lineárńıch rovnic:

−x1 + 3x2 + x4 = −4
2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 7
−3x1 − 4x2 − 2x3 + x4 = −3
4x1 + 10x2 + 3x3 + 2x4 = 1

Úkoly:

1. Kolik řešeńı má výše zadaný systém?

2. Má-li systém řešeńı, zapǐste jej.

Řešeńı:
Koeficienty a pravou stranu rovnic vlož́ıme do rozš́ı̌rené matice, kterou uprav́ıme
na schodový tvar:
−1 3 0 1 −4
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 +2r1
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∼


−1 3 0 1 −4
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0 −13 −2 −2 9
0 22 3 6 −15

 3r2 + 2r3 ∼


−1 3 0 1 −4

0 1 −1 8 15
0 −13 −2 −2 9
0 22 3 6 −15

 +13r2
−22r2

∼


−1 3 0 1 −4

0 1 −1 8 15
0 0 −15 102 204
0 0 25 −170 −345

 : 3
: 5

∼


−1 3 0 1 −4

0 1 −1 8 15
0 0 −5 34 68
0 0 5 −34 −69


+r3

∼


−1 3 0 1 −4

0 1 −1 8 15
0 0 −5 34 68
0 0 0 0 −1


Z posledńı matice, která již je ve schodovém tvaru, je patrné, že hodnost
matice systému je 3, zat́ımco hodnost rozš́ı̌rené matice systému 4. Plat́ı tedy
h(A) = 3 < 4 = h(A|b), což znamená, že systém nemá řešeńı.

Př́ıklad 3: Ve vektorovém prostoru R3 jsou zadány dva podprostory W1 =
L( ~u1, ~u2, ~u3), W2 = L(~v1, ~v2, ~v3), přičemž:
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1. Určete dimenzi součtu podprostor̊u W1,W2:
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2. Vaš́ım daľśım úkolem je nalézt bázi αs podprostoruW1+W2. Předpokládejme,
že ~u1, ~v1 ∈ αs. Vyberte daľśı vektor či vektory, které patř́ı do báze αs.

a) ~u2

b) ~u3

c) ~v2

d) ~v3

e) Žádný daľśı vektor do báze αs nepřidáme.

f) dim(W1 +W2) = 1, takže do báze αs vybereme pouze jeden z vek-
tor̊u ~u1, ~v1.

3. Určete dimenzi pr̊uniku podprostor̊u W1,W2.

4. Najděte vektory báze αp podprostoru W1 ∩W2.

Řešeńı:
Nejprve si spoč́ıtáme dimenzi jednotlivých podprostor̊u (urč́ıme hodnosti ma-
tic složených z vektor̊u obou podprostor̊u):

dimW1 :

 1 1 0
3 −2 1
−2 3 −1

 −3r1
+2r1

∼

 1 1 0
0 −5 1
0 5 −1


+r2

∼

 1 1 0
0 −5 1
0 0 0


dimW2 :

 0 −3 1
3 4 −1
3 1 0

 ↓1
↑1 ∼

 3 4 −1
0 −3 1
3 1 0


−r1

∼

 3 4 −1
0 −3 1
0 −3 1


−r2

∼

 3 4 −1
0 −3 1
0 0 0

 =⇒ dimW1 = dimW2 = 2

Pro spoč́ıtáńı dim (W1 +W2) použijeme pouze prvńı dva vektory z obou pod-
prostor̊u, které vlož́ıme do matice a spoč́ıtáme jej́ı hodnost:

dim (W1 +W2) :


1 1 0
3 −2 1
0 −3 1
3 4 −1

 −3r1

−3r1

∼


1 1 0
0 −5 1
0 −3 1
0 1 −1

 ↓2

↑2

∼


1 1 0
0 1 −1
0 −3 1
0 −5 1

 +3r2
+5r2

∼


1 1 0
0 1 −1
0 0 −2
0 0 −4


−2r3

∼


1 1 0
0 1 −1
0 0 −2
0 0 0


Součet W1+W2 má dimenzi 3. Do jeho báze αS můžeme kromě vektor̊u ~u1, ~v1
vybrat kterýkoliv jiný vektor nab́ızený ve variantách a)–d), tedy např. ~u2:

αS = ( ~u1, ~v1, ~u2)

Dle vzorce pro součet a pr̊unik podprostor̊u

dim(W1 +W2) = dimW1 + dimW2 − dim(W1 ∩W2)
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je dim (W1 ∩W2) = 1, pr̊unikem W1,W2 je př́ımka procházej́ıćı počátkem.
Hledáme tedy jej́ı směrový vektor ~x, který lze vyjádřit lineárńı kombinaćı
vektor̊u generuj́ıćıch W1 i W2. To lze symbolicky zapsat takto:

~x = α1 · ~u1 + α2 · ~u2 = α1 ·

 1
1
0

+ α2 ·

 3
−1

1

 (1)

~x = β1 · ~v1 + β2 · ~v2 = β1 ·

 0
−3

1

+ β2 ·

 3
4
−1

 (2)

Z obou pravých stran předchoźıch rovnic můžeme vytvořit novou rovnici,
v ńıž všechny výrazy převedeme na levou stranu:

α1 ·

 1
1
0

+ α2 ·

 3
−1

1

− β1 ·
 0
−3

1

− β2 ·
 3

4
−1

 =

 0
0
0


Źıskáváme homogenńı systém. Znaménko − u koeficient̊u β1, β2 roznásob́ıme
do vektor̊u a sestav́ıme matici (bez nul napravo), kterou převedeme na scho-
dový tvar: 1 3 0 −3

1 −1 3 −4
0 1 −1 1

 −r1 ∼

 1 3 0 −3
0 −4 3 −1
0 1 −1 1

 ↓1
↑1
∼

 1 3 0 −3
0 1 −1 1
0 −4 3 −1


+4r2

∼

 1 3 0 −3
0 1 −1 1
0 0 −1 3


Zpětným chodem zjǐst’ujeme:

• Posledńı řádek matice je rovnice −β1 +3β2 = 0. Zvoĺıme β2 = t, t ∈ R.
Následně −β1 + 3t = 0, z čehož β1 = 3t.

• Prostředńı řádek znamená rovnici α1−β1+β2 = 0. Dosad́ıme vyjádřeńı
β1, β2 z předchoźıho řádku a máme α2 = 2t.

• Z prvńıho řádku α1+3α2−3β2 = 0 d́ıky již dř́ıve vypočteným hodnotám
α2, β2 źıskáváme α1 = −3t.

Vypočtené koeficienty dosad́ıme do rovnic (1, 2) a měli bychom dostat stejný
výsledek:

~x = −3t ·

 1
1
0

+ 2t ·

 3
−1

1

 = t ·

 3
−5

2


~x = 3t ·

 0
−3

1

+ t ·

 3
4
−1

 = t ·

 3
−5

2
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Báźı pr̊uniku W1 ∩W2 je tedy

αP =

 3
−5

2

 .

Př́ıklad 4: Jsou dány matice

A =

 −2 −1
2 0
0 1

 , B =

(
1 −2 −2 2
2 3 0 −1

)
, C =

 1 −2 4
2 3 0
−1 −3 0

 .

1. Pro které dvojice vyb́ırané z matic A,B,C je možné provést násobeńı?
Najděte všechny možnosti.

2. Je dána matice

X =

(
1 0
2 −2

)
.

Nalezněte matici Y = A ·X a zapǐste počet všech jej́ıch prvk̊u, jejichž
hodnota je větš́ı nebo rovna nule.

Řešeńı:
Aby bylo možné uskutečnit součin matic K ·L, muśı být počet sloupc̊u matice
K stejný jako počet řádk̊u matice L. Dle tohoto kritéria je možné provést
součiny A ·B, C · A.

Ověřme, zda lze provést součin matic A·X. Matice A je typu 3×2, matice
X je typu 2× 2. Součin tedy je možné uskutečnit:

Y = A ·X =

 −2 −1
2 0
0 1

 · ( 1 0
2 −2

)
=

 −2 · 1− 1 · 2 −2 · 0− 1 · (−2)
2 · 1 + 0 · 2 2 · 0 + 0 · (−2)
0 · 1 + 1 · 2 0 · 0 + 1 · (−2)



=

 −4 2
2 0
2 −2


Kolik prvk̊u matice Y má hodnotu větš́ı nebo rovnu nule? Celkem 4.
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