
Domáćı úkol 3

Upozorněńı: př́ıklady byly náhodně vygenerovány odpovědńıkem
”
Domáćı

úkol 3“. Nab́ızené řešeńı bylo zpracováno Petrou Buškovou a Lukášem Másilkem.

Př́ıklad 1: Je dán sloupcový vektor ~b = (3, 2, 1)T a matice

A =

 2 1 1
2 1 2
1 1 0

 .

1. Nalezněte inverzńı matici A−1 k matici A.

2. S pomoćı inverzńı matice A−1 vyřešte systém A · ~x = ~b, je-li
~x = (x1, x2, x3)

T .

Řešeńı: Gauss-Jordanovou metodou urč́ıme inverzńı matici: 2 1 1 1 0 0
2 1 2 0 1 0
1 1 0 0 0 1

 ↓2

↑2
∼

 1 1 0 0 0 1
2 1 2 0 1 0
2 1 1 1 0 0

 −2r1
−2r1

∼

 1 1 0 0 0 1
0 −1 2 0 1 −2
0 −1 1 1 0 −2

 +r2

−r2
∼

 1 0 2 0 1 −1
0 −1 2 0 1 −2
0 0 −1 1 −1 0

 +2r3
+2r3 ∼

 1 0 0 2 −1 −1
0 −1 0 2 −1 −2
0 0 −1 1 −1 0

 ·(−1)
·(−1)

∼

 1 0 0 2 −1 −1
0 1 0 −2 1 2
0 0 1 −1 1 0


V posledńı rozš́ı̌rené matici napravo už je inverzńı matice A−1, kterou nyńı
použijeme k řešeńı systému A · ~x = ~b. Vynásob́ıme obě strany této rovnice
zleva inverzńı matićı A−1 a uprav́ıme na tvar ~x = A−1 ·~b: x1

x2
x3

 =

 2 −1 −1
2 −1 −2
1 −1 0

 ·
 3

2
1


 x1

x2
x3

 =

 3
−2
−1
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Př́ıklad 2: Lineárńı zobrazeńı ϕ : R2 → R3 je zadáno matićı AS vzhledem
ke standardńı bázi:

AS =

 2 3
2 1
1 0


1. Nalezněte jádro lineárńıho zobrazeńı ϕ. Určete jeho dimenzi a bázi.

2. Nalezněte obor hodnot lineárńıho zobrazeńı ϕ. Určete jeho dimenzi a
bázi.

Řešeńı:
1. hledáme vektory ~x = (x1;x2)

T tak, že AS ·~x = (0; 0)T , což vede k převodu
matice AS na schodový tvar: 2 3

2 1
1 0

 ↓2

↑2
∼

 1 0
2 1
2 3

 −2r1
−2r1

∼

 1 0
0 1
0 3


−3r2

∼

 1 0
0 1
0 0


Odstrańıme nulový řádek a zpětným chodem zjist́ıme, že x2 = x1 = 0. Plat́ı

tedy: dim Kerϕ = 0 a jádro Kerϕ =

{(
0
0

)}
nemá bázi.

2. Dosazeńım do vzorce dimV = dim Kerϕ+dim Imϕ, kde V = R2 je vstupńı
prostor, dostáváme:

2 = 0 + dim Imϕ

2 = dim Imϕ

Zobraźıme-li vektory standardńı báze vektorového prostoru R2 pomoćı ma-
tice AS, dostáváme:

ϕ

(
1
0

)
=

 2 3
2 1
1 0

 · ( 1
0

)
=

 2
2
1


ϕ

(
0
1

)
=

 2 3
2 1
1 0

 · ( 0
1

)
=

 3
1
0


Oba sloupce matice AS tedy tvoř́ı bázi oboru hodnot ϕ:

Imϕ =

 2
2
1

 ,

 3
1
0

 .

Př́ıklad 3: Lineárńı zobrazeńı ϕ : R3 → R4 je zadáno svým jádrem a oborem
hodnot.

Kerϕ =

 −1
1
0

 ,

 −2
0
1

 , Imϕ =




4
−1

2
1


 .
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Nalezněte matici Mϕ zobrazeńı ϕ částečně zadané ńıže.

Mϕ =


4 u1 v1
−1 u2 v2

2 u3 v3
1 u4 v4


Řešeńı: Použijeme oba vektory jádra, které by se měly zobrazit na nulový
vektor:

ϕ

 −1
1
0

 =


4 u1 v1
−1 u2 v2

2 u3 v3
1 u4 v4

 ·
 −1

1
0

 =


0
0
0
0

 (1)

ϕ

 −2
0
1

 =


4 u1 v1
−1 u2 v2

2 u3 v3
1 u4 v4

 ·
 −2

0
1

 =


0
0
0
0

 (2)

Ze systému (1) dostáváme rovnice:

−4 + u1 = 0 ⇒ u1 = 4

1 + u2 = 0 ⇒ u2 = −1

−2 + u3 = 0 ⇒ u3 = 2

−1 + u4 = 0 ⇒ u4 = 1

Ze systému (2) dostáváme rovnice:

−8 + v1 = 0 ⇒ v1 = 8

2 + v2 = 0 ⇒ v2 = −2

−4 + v3 = 0 ⇒ v3 = 4

−2 + v4 = 0 ⇒ v4 = 2

Výsledná matice lineárńıho zobrazeńı ϕ:

Mϕ =


4 4 8
−1 −1 −2

2 2 4
1 1 2



Př́ıklad 4: Jsou dány báze α, β vektorového prostoru R3.

α =

 1
0
1

 ,

 1
−1

0

 ,

 0
1
−1

 , β =

 2
0
0

 ,

 1
1
−2

 ,

 0
−3
−1


1. Nalezněte matici přechodu Pα→β od báze α k bázi β.
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2. S pomoćı matice přechodu Pα→β vyjádřete vektor ~uβ =

 −2
−1

0

 v souřadnićıch

báze α.

Řešeńı: Z vektor̊u obou báźı vytvoř́ıme rozš́ı̌renou matici (α|β) a matici vlevo
převedeme na jednotkovou: 1 1 0 2 1 0

0 −1 1 0 1 −3
1 0 −1 0 −2 −1


−r1

∼

 1 1 0 2 1 0
0 −1 1 0 1 −3
0 −1 −1 −2 −3 −1

 +r2

−r2
∼

 1 0 1 2 2 −3
0 −1 1 0 1 −3
0 0 −2 −2 −4 2

 ·(−1)
: (−2)

∼

 1 0 1 2 2 −3
0 1 −1 0 −1 3
0 0 1 1 2 −1

 −r3
+r3 ∼

 1 0 0 1 0 −2
0 1 0 1 1 2
0 0 1 1 2 −1

 → Pα→β =

 1 0 −2
1 1 2
1 2 −1


S pomoćı spoč́ıtané matice přechodu převedeme vektor ~uβ do souřadnic báze
α:

~uα = Pα→β · ~uβ =

 1 0 −2
1 1 2
1 2 −1

 ·
 −2
−1

0

 =

 −2
−3
−4
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