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Mé&jme &tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.
Co je to determinant matice M?
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Determinant

Mé&jme &tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.
Co je to determinant matice M?

Determinant

Determinant ¢tvercové matice M ¥adu n X n je &islo, které je dano vzorcem
_ E N(j1:j25---4jn) . . .
’M’— (_1) "ary @y e dng,
(714f2,---1jn)

kde (j1,/2,---,Jn) je libovolnd permutace sloupcovych indexi z mnoZiny
{1,2,...,n} a N(j1,J2,--.,Jn) je polet inverzi v dané permutaci.
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Determinant

Mé&jme &tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.
Co je to determinant matice M?

Determinant
Determinant ¢tvercové matice M ¥adu n X n je &islo, které je dano vzorcem

M= > (VBRI gy a g an,
(J1:/2,-++udn)

kde (j1,/2,---,Jn) je libovolnd permutace sloupcovych indexi z mnoZiny
{1,2,...,n} a N(j1,J2,--.,Jn) je polet inverzi v dané permutaci.

DiileZité otazky:
Co je to permutace kone&né mnoziny {1,2,...,n}?
Co je to inverze v dané permutaci?
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In v permutaci

Pt¥iklad: M&me matici

a11

a
M— 21
a31

daq1
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Inverze v permutaci

Pt¥iklad: M&me matici

a11

a
M— 21
a31

daq1

ai2
azo
as2
as

ai3
as3
as3
a43

di4
ana
daz4
daq

Vezméme v kaZzdém ¥adku a kazdém sloupci matice M jeden prvek, nap¥.
ai3, az4, a32, as1. Sloupcové indexy prvki se prohodily dle permutace

p=1(3,4,21).
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Inverze v permutaci

Pt¥iklad: M&me matici

a11

a
M— 21
a31

daq1

ai2
azo
as2
as

ai3
as3
as3
a43

di4
ana
daz4
daq

Vezméme v kaZzdém ¥adku a kazdém sloupci matice M jeden prvek, nap¥.
ai3, az4, a32, as1. Sloupcové indexy prvki se prohodily dle permutace

p=1(3,4,21).

Inverze permutace

Inverze v permutaci p je dvojice prvki a, b takova, Ze a < b a zaroveii

p(a) > p(b)-
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Inverze v permutaci

Pt¥iklad: M&me matici

a11

a
M— 21
a31

daq1

ai2
azo
as2
as

ai3
as3
as3
a43

di4
ana
daz4
daq

Vezméme v kaZzdém ¥adku a kazdém sloupci matice M jeden prvek, nap¥.
ai3, az4, a32, as1. Sloupcové indexy prvki se prohodily dle permutace

p=1(3,4,21).

Inverze permutace

Inverze v permutaci p je dvojice prvki a, b takova, Ze a < b a zaroveii

p(a) > p(b)-

Kolik inverzi najdete v permutaci p = (3,4,2,1)?
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Inverze v permutaci

Pt¥iklad: M&me matici

a11

a
M— 21
a31

daq1

ai2
azo
as2
as

ai3
as3
as3
a43

di4
ana
daz4
daq

Vezméme v kaZzdém ¥adku a kazdém sloupci matice M jeden prvek, nap¥.
ai3, az4, a32, as1. Sloupcové indexy prvki se prohodily dle permutace

p=1(3,4,21).

Inverze permutace

Inverze v permutaci p je dvojice prvki a, b takova, Ze a < b a zaroveii

p(a) > p(b)-

Kolik inverzi najdete v permutaci p = (3,4,2,1)?
Celkem 5, napt. p(1) =3 > 2 = p(3).
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Geometricky vyznam inverze

Ptiklad: M&me matici

di1 412 413 di4
a a a a
M — 21 d22 a3 az
d31 432 4a33 4as
d41 442 a43 444
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Geometricky vyznam inverze

Ptiklad: M&me matici

a1 a1
a a
M — 21 a2
a31  4as2
dql 442

a13
az3
as33
a43

aia
a4
as4
a4

Které prvky uréuji hlavni diagondlu? A které vedlejsi diagonalu?
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Geometricky vyznam inverze

Ptiklad: M&me matici

a1 a1
a a
M — 21 a2
a31  4as2
dql 442

a13
az3
as33
a43

aia
a4
as4
a4

Které prvky uréuji hlavni diagondlu? A které vedlejsi diagonalu?

Vezméme opét v kaZzdém ¥adku a kazdém sloupci matice M jeden prvek,
znovu napr. ais, ana, asz, as1. Propojte tyto prvky &arou, kazdy s kaZzdym.
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Geometricky vyznam inverze

Ptiklad: M&me matici

a1 a1
a a
M — 21 a2
a31  4as2
dql 442

a13
az3
as33
a43

aia
a4
as4
a4

Které prvky uréuji hlavni diagondlu? A které vedlejsi diagonalu?

Vezméme opét v kaZzdém ¥adku a kazdém sloupci matice M jeden prvek,
znovu napr. ais, ana, asz, as1. Propojte tyto prvky &arou, kazdy s kaZzdym.

Otazka: Kolik hran ma sklon “p¥ibuzny” s vedlejsi diagonalou?
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Priklad 4.2.B5

UZitim pouze definice determinantu spoctéte:

(a)
ail ap a3 a4
ani 0 djn3 0
0 0 a3 axn
azy1 0 a3 O
(b)

a11 412 4d13 di4 dis
dp1 a2 423 da24 as

da31 dads2 0 0 0
d4q1  d42 0 0 0
ds1 ds2 0 0 0
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Priklad 4.2.B5

UZitim pouze definice determinantu spoctéte:

(a)
ail ap a3 a4
ani 0 djn3 0
0 0 a3 axn
azy1 0 a3 O
(b)

a11 412 4d13 di4 dis
dp1 a2 423 da24 as

da31 dads2 0 0 0
d4q1  d42 0 0 0
ds1 ds2 0 0 0

Vysledky: (a) a12 - a21 - a34 - 243 — a12 - a23 - 334 - A41,
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Priklad 4.2.B5

UZitim pouze definice determinantu spoctéte:

(a)
ail ap a3 a4
ani 0 djn3 0
0 0 a3 axn
azy1 0 a3 O
(b)

a11 412 4d13 di4 dis
dp1 a2 423 da24 as

da31 dads2 0 0 0
d4q1  d42 0 0 0
ds1 ds2 0 0 0

Vysledky: (a) a12 - a21 - a34 - @43 — a12 - a23 - @34 - as1, (b) 0.

Lukas Masilko 1. cviéeni 5. 10. 2023



Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥izové pravidlo: Determinant ¢tvercové matice (¥adu 2)

ajp a
A— 11 a1
ar  ax
je roven &islu ajg - axp — a12 - an1
(tj. soutin prvkii na hlavni diagondle — sou&in prvki na vedlejsi diagondle).
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Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥izové pravidlo: Determinant ¢tvercové matice (¥adu 2)

ajp a
A— 11 a1
ar  ax
je roven &islu ajg - axp — a12 - an1
(tj. soutin prvkii na hlavni diagondle — sou&in prvki na vedlejsi diagondle).

Sarusovo pravidlo: slouZi pro vypocet determinantu matice ¥adu 3.
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Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥izové pravidlo: Determinant ¢tvercové matice (¥adu 2)

a a
A= 11 a12
a1 a2

je roven &islu agg - axp — a12 - an1
(tj. soucin prvki na hlavni diagondle — sou&in prvki na vedlejsi diagondle).

Sarusovo pravidlo: slouZi pro vypocet determinantu matice ¥adu 3.

a1l d12 a3
dp1 a2 a3 | =
a3l 4a32 ass
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Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥iZzové pravidlo: Determinant &tvercové matice (¥adu 2)

ail a2
A=
a  ax
je roven &islu arp - axp — a2 - a1

(tj. sou&in prvki na hlavni diagondle — soutin prvki na vedlejsi diagondle).

Sarusovo pravidlo: slouZi pro vypolet determinantu matice ¥adu 3.

dilr 412 4a13
ap1 dx a3 | =
d31 432 433

= a11a22a33+
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Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥iZzové pravidlo: Determinant &tvercové matice (¥adu 2)

air a2
A=
a1 ax
je roven &islu dil - azp — di2 - aoi
(tj. sou&in prvki na hlavni diagondle — soutin prvki na vedlejsi diagondle).
Sarusovo pravidlo: slouZi pro vypolet determinantu matice ¥adu 3.

di1 412 413
dp1 4822 a3 | =
d31 432 4a33

= a11a22a33 + a13a21432
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Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥iZzové pravidlo: Determinant &tvercové matice (¥adu 2)

air a2
A=
a1 ax
je roven &islu dil - azp — di2 - aoi
(tj. sou&in prvki na hlavni diagondle — soutin prvki na vedlejsi diagondle).
Sarusovo pravidlo: slouZi pro vypolet determinantu matice ¥adu 3.

di1 412 4a13
ap1 dx azz | =
d31 432 4a33

= 211822333 + a13a21a32 + 312323331
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Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥iZzové pravidlo: Determinant &tvercové matice (¥adu 2)

air a2
A=
a1 ax
je roven &islu dil - azp — di2 - aoi
(tj. sou&in prvki na hlavni diagondle — soutin prvki na vedlejsi diagondle).
Sarusovo pravidlo: slouZi pro vypolet determinantu matice ¥adu 3.

dil1 412 4a13
ap1 dx a3 | =
a31 432 4a33

= 211822833 + a13a21432 + 312323331 — a134a22a31
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Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥iZzové pravidlo: Determinant &tvercové matice (¥adu 2)

air a2
A=
a1 ax
je roven &islu dil - azp — di2 - aoi
(tj. sou&in prvki na hlavni diagondle — soutin prvki na vedlejsi diagondle).
Sarusovo pravidlo: slouZi pro vypolet determinantu matice ¥adu 3.

di1 412 4a13
ap1 dx az | =
d31 432 4a33

= 211822833 + a13a21a32 + 312823431 — a134822a31 — 311323432
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Vypolet determinantu matice ¥adu 2 a 3

K¥iZzové pravidlo: Determinant &tvercové matice (¥adu 2)

air a2
A=
a1 ax
je roven &islu dil - azp — di2 - aoi
(tj. sou&in prvki na hlavni diagondle — soutin prvki na vedlejsi diagondle).
Sarusovo pravidlo: slouZi pro vypolet determinantu matice ¥adu 3.

di1 412 413
ap1 dx a3 | =
d31 432 4a33

= 311822333 + 313321832 + 3123233831 — 313322831 — 11323432 — 312321433

Lukas Masilko 1. cviéeni 5. 10. 2023 7/16



Priklad 4.2.B7

Spottéte determinant

3 -2 4
(ay|] 1 3 2
-2 -4 6
-2 1 -3
)| 3 2 -1
4 3 -1
4 -3 5
| -3 2 -8
1 -7 -5
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Priklad 4.2.B7

Spottéte determinant

3 -2 4
@y 1 3 2
2 -4 6
-2 1 -3
(b) | 3 2 -1
4 3 -1
4 -3 5
| -3 2 -8
1 -7 -5

Vysledky: (a) 106, (b) —46, (c) —100
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 2 rovnic o 2 nezndmych

Mé&jme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych:
a11xq + aexe = by
axx1 + axnxa = b

Cramerovo pravidlo pro soustavy 2 rovnic o 2 neznamych

Redenf této soustavy lze vypoditat takto:

Al Al

kde ndsledujici determinanty spocitdme kFizovym pravidlem:

ain b

a1 b

ai1  di12

A= 2
21 a2

|Az| =

b1 a2
Al =
Ay ‘ by ax

Poznamka: Matici A koeficientli prom&nnych nazyvdme matici systému.
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznamy

Mé&jme soustavu tfi rovnic o tfech nezndmych:
aiixi + apxe + aizxz = by
a2 X1 + axnxo + axnx3 = by
as1xi + axe + azxz = bs

Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 nezndmych

Redeni této soustavy lze vypoditat takto:

N YR 1
Al Al |A|

kde nasledujici determinanty spo&itdme Sarusovym pravidlem:

b1 ap a3 air b1 a3 a1l an
|A1l =| b2 ax ax3 |, |A2] =] ax b ax |, |A3] =] a1 ax
b3 a3 a3z a1 b3 ass a3 a3

by
by
bs

Lukas Masilko 1. cvigeni 5. 10. 2023




Cramerovo pravidlo pro soustavy 2 rovnic o 2 nezndmych

Pomoci Cramerova pravidla feste nasledujici soustavy rovnic ([Petdkova,
2.16.30]:
(a) 7x—3y =15

5x 4+ 6y = 27
(b) 3x+2y =20
2x 43y =20

(€) 3(x—2)+2y =x+y
4x +5(y +x) =3x—6

5. 10. 2023 11/16
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 2 rovnic o 2 nezndmych

Pomoci Cramerova pravidla feste nasledujici soustavy rovnic ([Petdkova,
2.16.30]:
(a) 7x—3y =15

5x 4+ 6y = 27
(b) 3x+2y =20
2x 43y =20

() 3(x—2)+2y =x+y
4x +5(y+x)=3x—6
Vysledky: (a) [3;2], (b) [4;4], (¢) [9; —12],

5. 10. 2023 11/16
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznamych

Pomoci Cramerova pravidla ¥eSte nésledujici soustavy rovnic ([Petakova,
2.16.31]:

(@) x+y+2z=-1
2x —y+2z=—-4
Ax+y+4z=-2

(b) 2x 43y +2z=15
xX—y+z=9
X+2y+z=9

(c)2x+y—z=0
dx +2y +2z=0
x—y+3z=0

Lukas Masilko 1. cviéeni 5. 10. 2023 12/16



Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznamych

Pomoci Cramerova pravidla ¥eSte nésledujici soustavy rovnic ([Petakova,
2.16.31]:

(@) x+y+2z=-1
2x —y+2z=—-4
Ax+y+4z=-2
(b) 2x 43y +2z=15
xX—y+z=9
X+2y+z=9
(c)2x+y—z=0
4x4+2y4+2z=0
x—y+3z=0
Vysledky: (a) [1;2; —2], (b) [2;4; —1], (c) [0;0;0].
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Cramerovo pravidlo a jeho dalsi pouZiti

Poznamka: Cramerovo pravidlo Ize pouZit i v p¥ipadg, Ze
je determinant matice systému roven 0 a zaroveii

ma systém nekonecné mnoho ¥eseni.
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Cramerovo pravidlo a jeho dalsi pouZiti

Poznamka: Cramerovo pravidlo Ize pouZit i v pfipadg, Ze
je determinant matice systému roven 0 a zaroveii

ma systém nekonecné mnoho ¥eseni.

P¥iklad 6.3 (DaneSova, str. 64—65): Determinant matice systému

xX—2y+z =
2x+3y—z = 3
dx—y+z = 11

je roven 0.
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Cramerovo pravidlo a jeho dalsi pouZiti

Poznamka: Cramerovo pravidlo Ize pouZit i v pfipadg, Ze
je determinant matice systému roven 0 a zaroveii

ma systém nekonecné mnoho ¥eseni.

P¥iklad 6.3 (DaneSova, str. 64—65): Determinant matice systému

xX—2y+z =
2x+3y—z = 3
dx—y+z = 11

je roven 0. Zdrovefi plati, Ze 2- 1 + o = r3 (r1, r2, r3 oznaluji ¥adky
systému), coZ znamen3 zavislost 3. ¥adku na prvnich dvou a nekone&ny
polet Feseni systému.
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Cramerovo pravidlo a jeho dalsi pouZiti (2)

Ze systému
xX—2y+z =
2x+3y—z = 3
4x—-—y+z = 11

vybereme libovolnou submatici ¥adu 2, jejiz determinant neni roven O,
nap¥. submatici Asz k prvku ass:

1 -2
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Cramerovo pravidlo a jeho dalsi pouZiti (2)

Ze systému

xX—=2y+z =
2x+3y — z 3
4x—-—y+z = 11

vybereme libovolnou submatici ¥adu 2, jejiz determinant neni roven O,
nap¥. submatici Asz k prvku ass:

1 -2
A33—<2 3>

Oba ¥adky rovnic pfislunych submatici As3 upravime tak, Ze na pravou
stranu pfesuneme ¢&leny s 3. proménnou:

x—2y = 4—z
2x+3y = 34z
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Cramerovo pravidlo a jeho dalsi pouZiti (3)

Na vznikly systém

x—2y = 4—~z
2x+3y = 34z

pouzijeme Cramerovo pravidlo, pfi¢emZ 3. proménna je parametr, na némz
nekonetné mnoho ¥eseni zavisi.
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Cramerovo pravidlo a jeho dalsi pouZiti (3)

Na vznikly systém

x—2y = 4—~z
2x+3y = 34z

pouzijeme Cramerovo pravidlo, pfi¢emZ 3. proménna je parametr, na némz
nekonetné mnoho ¥eseni zavisi.

1 -2
o e e R
Ad=|%72 230 2)-(3+2) = 18+5 =185
A= 5,, 3 |=3(G-2)-(-2)(B+2) =18+5z = x = T +3z
1 4—=2
’Ay’:‘z 34 |=3F2-2:(4-2)=-5+37 = y=—7+73z
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Cramerovo pravidlo a jeho dalsi pouZiti (3)

Na vznikly systém

x—2y = 4—~z
2x+3y = 34z

pouzijeme Cramerovo pravidlo, pfi¢emZ 3. proménna je parametr, na némz
nekonetné mnoho ¥eseni zavisi.

1 -2
o e e R
Ad=|%72 230 2)-(3+2) = 18+5 =185
A= 5,, 3 |=3(G-2)-(-2)(B+2) =18+5z = x = T +3z
1 4—=2
’Ay’:‘z 34 |=3F2-2:(4-2)=-5+37 = y=—7+73z

K={[2+322,-2+322,zeR}
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznamych

Pomoci Cramerova pravidla YeSte nésledujici soustavy rovnic ([Petakova,
2.16.31]:

(d)2x—y =6
y+4z=238
x—z=1

() 2x+y—z=0
X+y+2z=4

4x+3y+3z=18
(f) 3x+2y+2z=3

X+y+z=2

4x+3y+2z=38
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Cramerovo pravidlo pro soustavy 3 rovnic o 3 neznamych

Pomoci Cramerova pravidla YeSte nésledujici soustavy rovnic ([Petakova,
2.16.31]:

(d)2x—y =6
y+4z=238
X—z=

() 2x+y—z=0
xX+y+2z=4

4x+3y+3z=18
(f) 3x+2y+2z=3
X+y+z=2
4x+3y+2z=38
Vysledky: (d) [3;0;2],
(e) nekone&n& mnoho Yeleni, napt. {[4 + 32,8 — 5z,z],z € R},
(f) nema ¥edeni.
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