MAOOO5 Algebra 2, 2. semindf

12. 10. 2023

Lukas Masilko 2. cvitenfi 12. 10. 2023 1/11



Napli cviceni

Determinant matice
m Dilezitd pravidla pro vypoclet determinantu
m Laplacellv rozvoj determinantu
m P¥iklady na vypoclet determinantu
m Vypolet determinantu pfevodem na schodovy tvar
m Linearita p¥i vypoltu determinantu
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DileZitad pravidla pro vypolet determinantu

Mé&jme &tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.
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DileZitad pravidla pro vypolet determinantu

Mé&jme &tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.

D1 |M|=|MT|, kde MT je transponovand matice M.

D2 Jestlize matice M’ vznikne z matice M vym&nou dvou ¥adki, pak
M| = —|M'|.

D3 Jestlize matice M’ vznikne z matice M vyndsobenim n&kterého ¥adku
nenulovym &islem k € R — {0}, pak |[M| = % - |M'|.2

D4 Determinant matice M se nezméni, pfi¢teme-li k nékterému ¥adku
nenulovy k-nasobek jiného ¥adku (k € R — {0}).

D6 Je-li néktery Yadek matice M linedrni kombinaci ostatnich, pak
|M| = 0.

?Jednd se o disledek vlastnosti D3.
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DileZitad pravidla pro vypolet determinantu

Mé&jme &tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.

D1 |M|=|MT|, kde MT je transponovand matice M.

D2 Jestlize matice M’ vznikne z matice M vymé&nou dvou ¥adki, pak
M| = —|M'|.

D3 Jestlize matice M’ vznikne z matice M vyndsobenim n&kterého ¥adku
nenulovym &islem k € R — {0}, pak |[M| = % - |M'|.2

D4 Determinant matice M se nezméni, pfi¢teme-li k nékterému ¥adku
nenulovy k-nasobek jiného ¥adku (k € R — {0}).

D6 Je-li néktery ¥adek matice M linedrni kombinaci ostatnich, pak
|M| = 0.

?Jednd se o disledek vlastnosti D3.

Dalezity dasledek: Determinant matice M obsahujici nulovy ¥adek je
roven 0.
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D5 Laplaceilv rozvoj determinantu

Mé&jme ¢&tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.
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D5 Laplaceilv rozvoj determinantu

Mé&jme ¢&tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.

Rozvoj podle k-tého ¥adku:

M| = (—1)*H - - | My],
j=1

kde M,; jsou matice vzniklé z M vypusténim k-tého ¥adku a j-tého
sloupce.
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D5 Laplaceilv rozvoj determinantu

Mé&jme ¢&tvercovou matici M ¥adu n x n, kde n € N.

Rozvoj podle k-tého ¥adku:

M| = (—1)*H - - | My],
j=1

kde M,; jsou matice vzniklé z M vypusténim k-tého ¥adku a j-tého
sloupce.

Rozvoj podle /-tého sloupce:

M= (1) a5 - | My,

i=1

|
A

kde M jsou matice vzniklé z M vypusténim i-tého ¥adku a /-tého sloupce.
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Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant (Laplaceovym rozvojem dle vybraného ¥adku &
sloupce)

(a)
3 2 1 -2
-3 -5 2 0
2 1 -2 —4
-1 0 3 1
(b)
-3 9 3 6
-5 8 2 7
4 -5 -3 -2
7 -8 —4 -5
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Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant (Laplaceovym rozvojem dle vybraného ¥adku &
sloupce)

(a)
3 2 1 -2
-3 -5 2 0
2 1 -2 —4
-1 0 3 1
(b)
-3 9 3 6
-5 8 2 7
4 -5 -3 -2
7 -8 —4 -5

Vysledky: (a) —195,
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Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant (Laplaceovym rozvojem dle vybraného ¥adku &
sloupce)

(a)
3 2 1 -2
-3 -5 2 0
2 1 -2 —4
-1 0 3 1
(b)
-3 9 3 6
-5 8 2 7
4 -5 -3 -2
7 -8 —4 -5

Vysledky: (a) —195, (b) 18.
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Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant (s vyuZitim pravidel D2, D3, D4)

()
2 1 -1 2 -1
43 2 -1 1
3 5 2 1 -2
2 2 -1 3 -1
-12 3 1 3
(d)
21021
10212
1210 2
02211
21120
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Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant (s vyuZitim pravidel D2, D3, D4)

()
2 1 -1 2 -1
43 2 -1 1
3 5 2 1 -2
2 2 -1 3 -1
-12 3 1 3
(d)
21021
10212
1210 2
02211
21120

Vysledky: (c) —28,
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Priklad 4.2.B11

Spottéte determinant (s vyuZitim pravidel D2, D3, D4)

()
2 1 -1 2 -1
43 2 -1 1
3 5 2 1 -2
2 2 -1 3 -1
-12 3 1 3
(d)
21021
10212
1210 2
02211
21120

Vysledky: (c) —28, (d) 30.
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Priklad 4.2.B12

Pouze uZitim Laplaceova rozvoje a definice determinantu spoctéte:

(a)
1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 21
1 2 3 4 00
4 3 2100
1 20 0 0O
21 00 00

(b)
1 02 0 30
51 4 2 7 3
1 04 090
8 1 5 3 7 6
9 1 5 4 3 8
1 07 0 9 0
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Priklad 4.2.B12

Pouze uZitim Laplaceova rozvoje a definice determinantu spoctéte:

(a)
1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 21
1 2 3 4 00
4 3 2100
1 20 0 0O
21 00 00

(b)
1 02 0 30
51 4 2 7 3
1 04 090
8 1 5 3 7 6
9 1 5 4 3 8
1 07 0 9 0

Vysledky: (a) —105,
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Priklad 4.2.B12

Pouze uZitim Laplaceova rozvoje a definice determinantu spoctéte:

(a)
1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 21
1 2 3 4 00
4 3 2100
1 20 0 0O
21 00 00

(b)
1 02 0 30
51 4 2 7 3
1 04 090
8 1 5 3 7 6
9 1 5 4 3 8
1 07 0 9 0

Vysledky: (a) —105, (b) —18.
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Hodnost matice a elementdrni ¥adkové tpravy

Hodnost matice
Hodnosti matice A (typu m x n) rozumime pocet linedrn& nezavislych
tadkd matice A. Piseme h(A).

Otazka: Kdy jsou dva ¥adky matice linedrn& zavislé?

Lukag Masilko 2. cvitenfi 12. 10. 2023 8/11



Hodnost matice a elementdrni ¥adkové tpravy

Hodnost matice

Hodnosti matice A (typu m x n) rozumime pocet linedrn& nezavislych
tadkd matice A. Piseme h(A).

Otazka: Kdy jsou dva ¥adky matice linedrn& zavislé?

Elementarni fadkové Gpravy

Elementarnimi ¥adkovymi dpravami matice, resp. samotného SLR jsou:
vyndsobeni ¥adku (rovnice) nenulovym redlnym &islem,
vyména poradi dvou ¥adki (rovnic),

pri¢teni nasobku jiného ¥adku (rovnice) k danému ¥adku (rovnici).
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Hodnost matice a elementdrni ¥adkové tpravy

Hodnost matice

Hodnosti matice A (typu m x n) rozumime pocet linedrn& nezavislych
tadkd matice A. Piseme h(A).

Otazka: Kdy jsou dva ¥adky matice linedrn& zavislé?

Elementarni fadkové Gpravy

Elementarnimi ¥adkovymi dpravami matice, resp. samotného SLR jsou:
vyndsobeni ¥adku (rovnice) nenulovym redlnym &islem,
vyména poradi dvou ¥adki (rovnic),

pri¢teni nasobku jiného ¥adku (rovnice) k danému ¥adku (rovnici).

Dalezita poznamka: Elementarni Fadkové Gpravy nezméni hodnot matice,
resp. nezpusobi zmé&nu ¥eSeni SLR.
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Schodovy tvar matice

Schodovy tvar matice

V kaZzdém dalsim ¥adku je zleva vice nul nez v tom ptredchozim, p¥ipadné
je cely dalsi Fadek nulovy.
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Schodovy tvar matice

Schodovy tvar matice

V kaZzdém dalsim ¥adku je zleva vice nul nez v tom ptredchozim, p¥ipadné
je cely dalsi Fadek nulovy.

Poznamka: prevodem na schodovy tvar pomoci elementarnich ¥adkovych
Uprav zjistime hodnost zadané matice. Hodnost matice je pocet
nenulovych ¥adkd ve schodovém tvaru, ktery vznikne ze zadané matice
elementarnimi ¥adkovymi tpravami.
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Schodovy tvar matice

Schodovy tvar matice

V kaZzdém dalsim ¥adku je zleva vice nul nez v tom ptredchozim, p¥ipadné
je cely dalsi Fadek nulovy.

Poznamka: prevodem na schodovy tvar pomoci elementarnich ¥adkovych
Uprav zjistime hodnost zadané matice. Hodnost matice je pocet
nenulovych ¥adkd ve schodovém tvaru, ktery vznikne ze zadané matice
elementarnimi ¥adkovymi tpravami.

P¥iklad 1: rozhodné&te, zda jsou ndsledujici matice ve schodovém tvaru.
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Priklad

Vypocitejte determinanty matic A, B dpravou na schodovy tvar, je-li

-1 2 0 3

3 -4 1 =2

A= 2 -3 -5 0
o 1 2 3

2 0 4 -2

-1 1 -3 0

B= 0 -2 3 1
3 -1 5 =2
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Priklad

Vypocitejte determinanty matic A, B dpravou na schodovy tvar, je-li

-1 2 0 3

3 -4 1 =2

A= 2 -3 -5 0
o 1 2 3

2 0 4 -2

-1 1 -3 0

B= 0 -2 3 1
3 -1 5 =2

Vysledky: |A| = 2,
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Priklad

Vypocitejte determinanty matic A, B dpravou na schodovy tvar, je-li

-1 2 0 3

3 -4 1 =2

A= 2 -3 -5 0
o 1 2 3

2 0 4 -2

-1 1 -3 0

B= 0 -2 3 1
3 -1 5 =2

Vysledky: |A| =2, [B| = —4.
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Determinant jako zobrazeni linearni v kazdé sloZce

Vlastnost D3 (linearita p¥i vypo&tu determinantu)

Determinant det(ai1, a3, ..., 4dn) je zobrazeni R” x R" x - -+ x R" — R”"
(ai jsou ¥adky matice), které je linedrni v kazdé své slozce, tj. pokud pokud
se na k-tém ¥adku vyskytuje linedrni kombinace dvou vektorti o - 7+ 3 - V,
tak determinant lze upravit na linedrni kombinaci dvou determinanti:

—
il

det(ai,...,a -0+ f[-V,...,ap) = «-det(ai,...,0,...
+ [-det(ai,...,v,...

P¥iklad: Proved'te Laplaceliv rozvoj matice M podle 5. sloupce a vyuZijte
linearity determinantu, abyste redukovali polet determinantl 4. ¥adu.

210 21
10 21 2
M=]12 10 2
02211
21120
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