
MA0005 Algebra 2, 4. seminá̌r
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Vektorový prostor

Definice vektorového podprostoru

Vektorový podprostor prostoru (V ,+, ·) nad tělesem (T ,+, ·) je taková
podmnožina W prostoru V , která je uzav̌rená vzhledem k operaci +
(sč́ıtáńı vektor̊u) a · (násobeńı vektoru skalárem):

1 ∀~u, ~v ∈W : ~u + ~v ∈W

”1” ∀~u ∈W , ∀t ∈ T : t · ~u ∈W

Poznámka: Vektorový podprostor je tedy uzav̌rený na lineárńı kombinaci
svých vektor̊u, plat́ı však pro něj všechny podḿınky jako pro vektorový
prostor!
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Ově̌reńı podḿınek vektorového podprostoru

Př́ıklad 3.2.B3: Rozhodněte, zda podmnožina W ⊆ Q4 je podprostorem
vektorového prostoru Q4, je-li:

(a) W =




0
0
0
0

 ,


1
1
1
1

 ,


−1
−1
−1
−1




(b) W =




x1

x2

x3

x4

 , x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 0


(c) W =




x1

x2

x3

x4

 , x2 = x3 = x4


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Ově̌reńı podḿınek vektorového podprostoru

Př́ıklad 3.2.B3: Rozhodněte, zda podmnožina W ⊆ Q4 je podprostorem
vektorového prostoru Q4, je-li:

(d) W =




2s + t
s − t

t
s

 , t, s ∈ Q libovolné



Výsledky: 3.2.B3.(a) ne, (b) ne, (c) ano, (d) ano.
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Ově̌reńı podḿınek vektorového podprostoru

Př́ıklad z ṕısemky: Rozhodněte, zda rovina % je vektorovým
podprostorem aritmetického vektorového prostoru R3, je-li:

(a) % : 2x + y − 3z + 6 = 0

(b) % : 2x + y − z = 0

(c) % : x − 2y + 3z − 6 = 0

(d) % : x + 4y − 2z = 0

Př́ıklad z ṕısemky: (a) ne, (b) ano, (c) ne, (d) ano.

Vysvětleńı: roviny jsou podprostorem R3, právě když v nich lež́ı počátek
(tedy obsahuj́ı nulový vektor ~o). Stejně tak to plat́ı i pro p̌ŕımky ve
vektorovém prostoru R3, p̌ŕıpadně R2.
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Lukáš Másilko 4. cvičeńı 26. 10. 2023 6 / 10



Lineárńı obal množiny vektor̊u

Lineárńı obal množiny vektor̊u

Lineárńım obalem množiny (ne nutně nezávislých) vektor̊u {~v1, ~v2, . . . , ~vk}
z vektorového prostoru V nad tělesem (T ,+, ·) rozuḿıme množinu
{α1 · ~v1 + α2 · ~v2 + · · ·+ αk · ~vk | α1, α2, . . . αk ∈ T} vzniklou jakoukoli
lineárńı kombinaćı vektor̊u {~v1, ~v2, . . . , ~vk}.

Znač́ıme jej L(~v1, ~v2, . . . , ~vk) nebo 〈{~v1, ~v2, . . . , ~vk}〉.

Alternativně ř́ıkáme, že L(~v1, ~v2, . . . , ~vk) je podprostor generovaný vektory
~v1, ~v2, . . . , ~vk .
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Součet a pr̊unik vektorových podprostor̊u

Součet a pr̊unik vektorových podprostor̊u

Součtem W1 + W2 vektorových podprostor̊u W1,W2 prostoru V nad
tělesem (T ,+, ·) rozuḿıme lineárńı obal jejich sjednoceńı, tj.

W1 + W2 = L(W1 ∪W2) = {α · ~u + β · ~v | α, β ∈ T , ~u ∈W1, ~v ∈W2}

Pr̊unikem W1 ∩W2 vektorových podprostor̊u W1,W2 prostoru V nad
tělesem (T ,+, ·) rozuḿıme množinu vektor̊u, které lež́ı ve W1 i W2

zároveň, tj.
W1 ∩W2 = {~u ∈ V | ~u ∈W1 ∧ ~u ∈W2}

Věta: Jsou-li W1,W2 podprostory s konečnou dimenźı, pak plat́ı

dim (W1 + W2) = dimW1 + dimW2 − dim (W1 ∩W2).
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Dimenze a báze součtu a pr̊uniku podprostor̊u

Př́ıklad 3.4.B17: Ve vektorovém prostoru V jsou zadány podprostory
W1,W2. Určete dimenzi a bázi podprostor̊u W1 + W2,W1 ∩W2, je-li:

(a) V = R3,W1 = L(~u1, ~u2),W2 = L(~v1, ~v2, ~v3),

~u1 =

 1
1
−3

 , ~u2 =

 1
2
2

,

~v1 =

 1
1
−1

 , ~v2 =

 1
2
1

 , ~v3 =

 1
3
3

;

Výsledek:
dim (W1 + W2) = 3, p̌ŕıklad báze: αW1+W2 = (~u1, ~u2, ~v1),

dim (W1 ∩W2) = 1, p̌ŕıklad báze: αW1∩W2 =

 3
5
1


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2
1
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Dimenze a báze součtu a pr̊uniku podprostor̊u

Př́ıklad 3.4.B17: Ve vektorovém prostoru V jsou zadány podprostory
W1,W2. Určete dimenzi a bázi podprostor̊u W1 + W2,W1 ∩W2, je-li:

(b) V = R4,W1 = 〈{~u1, ~u2, ~u3}〉,W2 = 〈{~v1, ~v2, ~v3}〉,

~u1 =


1
2
0
2

 , ~u2 =


1
2
1
2

 , ~u3 =


3
1
3
1

,

~v1 =


1
1
1
1

 , ~v2 =


1
−1

1
−1

 , ~v3 =


1
3
1
3

.

Výsledek:

dim (W1 + W2) = 3, p̌ŕıklad báze: αW1+W2 = (~u1, ~u2, ~v1),
dim (W1 ∩W2) = 2, p̌ŕıklad báze: αW1∩W2 = (~u2; ~u3).
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Dimenze a báze součtu a pr̊uniku podprostor̊u

Př́ıklad 3.4.B17: Ve vektorovém prostoru V jsou zadány podprostory
W1,W2. Určete dimenzi a bázi podprostor̊u W1 + W2,W1 ∩W2, je-li:

(b) V = R4,W1 = 〈{~u1, ~u2, ~u3}〉,W2 = 〈{~v1, ~v2, ~v3}〉,

~u1 =


1
2
0
2

 , ~u2 =


1
2
1
2

 , ~u3 =


3
1
3
1

,

~v1 =


1
1
1
1

 , ~v2 =


1
−1

1
−1

 , ~v3 =


1
3
1
3

.

Výsledek:
dim (W1 + W2) = 3, p̌ŕıklad báze: αW1+W2 = (~u1, ~u2, ~v1),
dim (W1 ∩W2) = 2, p̌ŕıklad báze: αW1∩W2 = (~u2; ~u3).
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Dimenze a báze součtu a pr̊uniku podprostor̊u

Př́ıklad 3.4.B17: Ve vektorovém prostoru V jsou zadány podprostory
W1,W2. Určete dimenzi a bázi podprostor̊u W1 + W2,W1 ∩W2, je-li:

(c) V = R4,W1 = L(~u1, ~u2),W2 = L(~v1, ~v2),

~u1 =


1
1
1
1

 , ~u2 =


1
0
1
0

 , ~v1 =


1
1
1
0

 , ~v2 =


1
2
0
1

.

Výsledek:
dim (W1 + W2) = 4, p̌ŕıklad báze: αW1+W2 = (~u1, ~u2, ~v1, ~v2),
dim (W1 ∩W2) = 0, báze tedy neexistuje.
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Dimenze a báze součtu a pr̊uniku podprostor̊u

Př́ıklad 3.4.B17: Ve vektorovém prostoru V jsou zadány podprostory
W1,W2. Určete dimenzi a bázi podprostor̊u W1 + W2,W1 ∩W2, je-li:

(c) V = R4,W1 = L(~u1, ~u2),W2 = L(~v1, ~v2),

~u1 =


1
1
1
1

 , ~u2 =


1
0
1
0

 , ~v1 =


1
1
1
0

 , ~v2 =


1
2
0
1

.

Výsledek:
dim (W1 + W2) = 4, p̌ŕıklad báze: αW1+W2 = (~u1, ~u2, ~v1, ~v2),
dim (W1 ∩W2) = 0, báze tedy neexistuje.
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