Kapitoela IV

ghxrapyf aprIEscE URCITENO INTEGRAT .

Ty

Pebulka urditych integrsld,jimiz se taBi zékladni geometrické a fyzikdini

aplikace,je ne konci této kepitoly.Fro sestaveni piisludnych vzorcl je zaveden

pojen s diferenciél (element}”geometrickéha Gtoary, piipadné fyzikalni veliliny.

§ 42. GECMETRICKE APLIKACE URSITERO  INTEGRALU.

I.0Obsah rovinné Dplochye.

Z%8kladni Gloha:
Obsah P plochy omezené kFivkou y_=_£L{x)_,080u X a pPimkami x_=_8y ¥ _=_Db

s e e

Elementem 4P uvedené rovinné plochy obsahu F Jje obdélnik, jenoz jednim roz-
méren Jje y,drubym diferencial dx v jibovoiném bodé intervalu (& , B> e

PRSPPI SIS S 4 .a'o--ooeoucu.naoovwaoeuo:-uaon-nmoe:ata-a‘aaaa:snngaonano

cewncee

P = Je. = £(x).dx
b b

Fedx
P = fy.dx = ff(x).d‘x , jestliZe v intervalu <z, b Jest £{x) > O
a

b = 5 (155)
P =—'/:;*.dx =~ {2(x).dx , jestlize v intervalu <e , by jest £(x) <0
a a
(je-1i déna k¥ivka implicitni rovnici F(x,y)= O,vyjadfime z ni y jako

coLntaRreseOCLERERIOOT

%24 ,cvideni.Obsah plochy omezené obloukem kiivky,csou X a phimkami X=a , x=b 3
a) y= =" 1055+ 24x , x:l,x.—:};[‘??%‘_? L) y= ;L-[ , x=1, x=3 ; [1n 3 7
¢) y= 1o x , x=8,x=b , (1< e<b ) 3 [ b.(lmb = 1) = a.(ina = 1) _7

d) y= X.sin x ,x=k7 ,x=(k+L)T; [N eR+L)T 7
x =X ‘ i
e)yzga(ea+ea),a>0,x=-—a,x=a£ [aza(e-e'*)j

Obsah plcchy omezené kiiviou v=f(x) . pripadné F(x,7)=0, os0u y_ 8 piimkami

v =8,y =D .{a < b)

EC.'.......I...'Q-.l..a.'.."}.c09!6..0"‘..6.....9 E

. dP= X.dy =v§0(y),dy ; P= fx.dy = /?(y).dy , Je-1i x>0 5(156)
: a " a s

.:, (x =?(y) updime z rovnice kiivky y=f£(x) nebo F(x,y)=0 ) :
325.cviéeni.

g) xy=4,5=217="4 [8.1m27 b)y=1lox, y= ln a,y= lnb; [Tb-a 7

Obsah plochy omezené cbloukem kfiviky y = £(x) a_osou X.

(Meze integrélu tvoii soubadnice prisediki kfivky y= £(x) s osou X)
3260 CViéani ®

a)y:#-xz, ['%_7: b) y:6x-x2, 73673 ¢) ¥= £+ 2x-3, ['[-2%\_7;
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PP P —

A y=x= x?V; g £ §£¥7; e) y=sinx , /2 _7; £)y = o™%,sinx, x> 0,/8,52%.7

Obssh plochy omezené obloukem kiivky a osou y .

327.cvideni.
a) X = ya(ywl}, - I% 73 b) o= 2x + 4, é» Z, ¢)yf= (a=x)’ 25,6

Protind-11 k¥ivka osu soufadnic ve vice bodech,napf. osu x v badsch Xy 4, X, o Xs
tak,Ze Xy Xy Xy ,pak nejprve vydetiime,ve kterém intervalu jsou funkéni hodno-
ty £{x)< 0. Je-li napf. £(x) > 0 v inﬁ.(xl,xg) a fx)<0 ¥ int.(xz,xa),

urdime soulet obsahd ploch soulten integralld

;2 o 2 ;F
ij(x)dx + J/f{x)&x nebo phime P = i.jf J/t(x) §
Xy x> t |

Z28.cvideni.el) 7 = % / /

- 7%°+ 10x, f?lrgm?; b) ¥ = w0 SO0+ bx , [ 63 m7,

Obgsh plochy omezené kFivkou,0s0u X & primkou X=a 3

"

{Jednu mez urditého integréliu tvoii > mova soufadnice pridsedilku k¥ivky s osou x|

329.cvideni.a) y = aresin x ,x= 1,/ = -l 7ib)y=lnx, x=e, /1 7.

Ohgah plochy omezené kfivkou,osou y & gfimkou;y = 8 .
/
R

€4

fednu mez tvoPi y-uvé soufadnice priseéiku kiivky s osou ¥. J
§§Decv1cenl.
s
) 7 = 4x, 7= 2, (37107 = 2, y=8 , [[12_7; ¢) yo= 2, 3= 8, [ 19,27,
Upseh plochy omezené kiivkou a piimkou.
(Meze tvoPi x-ové soufadnice priselikd kifivky s primkou. )
331.cvilent.
a) ¥ = ;2+ 4x, ¥ = X + 4, f‘zog 7 e)ys=ex- x?, x+3 =0, [ 2 " B
v)yPe2x ¢ 1, x =3 -1=0, 738 75 @) x5 = 6, x + 7 = 7=0,/17,5~ 6.1n6_7.

Obsab_plochy omezené dvéma kiivkami

332.cvidend.
a) 3 B(x - 10x + 34 ) , § = 5(;0 + ‘81 -3 ), 5‘ 153 :

b y = 2pX x2 2Py ,4’%9 Jie)y= ”“fg s ¥ = gx ¢ Z-(E - 6)%7

a) 4 VQ 16, ; - 6X’£*%\V3+4‘T) 7i @)y = X y= e"%a primkou x=1,é€+ehl—2_7.

Obaah plochy omezené kiivkou soumérnou podle 08y X ¢

¥ovnice takové kiivky obsahuje y v druhé mocnind ,takie kafdému x z definiZniho
oboru odpovidaji dvé y navzéjem opadné.Poditéme obsah polovicy plochy lefici
nad coou X.(N8kdy se vyskytuou i vySsi sudé mecniny Te)

533, cvident.

’ - «e
)+ =T, e 7 b) i? b i; =1 , [Fab 7

Y =% %, [ g Z % ) aF-¥)+ex =0, [ I%ag o

Desitku aloh pro domici préce moino sestavit z poslednich Uloh ka%dého cvi&eni,
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Obsah plochy prfi paremetrickém vyjddPeni rovnicemi x = P (t), v = Y (%) .

Do zékladnibo integralu pro obsah plochy dosadime z danych parametrickich
rovaic y = YW(t) a ’vypoé‘ceﬁg dx = @ {t).a% ¢
2] g
2
P = ~/:Ynd§
|

f?;it;iu P{t)at
M?ze tyot, urdine z rovnice ¥ = ;fzj {t} po dosazeni Xy 4 X, , mejsou-li dény.
A2h.cvideni,
8) x = 2t - t° ¥ = 2t° - 19 ¢ intervylu (0, 2) pro t; [1%—_77

b} x = a{t~- sint) ; y = a(l- cost} v intervalu (0, 27 ) pro t; ['37/'9.2_7
(Piocha omezend osou x a obloukem ¢ykloidy.)

Obsah plochy v polérnich soubadnicich se urduje bud pFevedenim na parametric-
ké vyjbdd¥ensi(u¥itim transformadnich rovuic xX=r.cos Py y=r.sin @,kde za r do-
gadime z polirni rovnice k¥ivky »r = jo (50} J nebe vyhodndii vzorcem

9

1 L5 ]
P = zj rde , = zjv(go)
%
335.cvicent. . 5
a) Obsah plochy kvadrantu lemniskaty ° = a°.cos2 P, (0 ﬁ?fg);[" E 7
b} Obsak plechy omezené prvnim zévitem Archimedovy spirdly r = a? 8 080U X,
(0spg2?); [ 3 7
¢) Obsah plochy omezsné kardioidou r = a(l+ cos ?) 3 éaaf S
II. Objsem rotadniho té&lesa.

Zékladni vloha 3
Objem télesa,je? vznikne rotaci plochy P (omezené kiivkou y=f(x),0s0u x a
pfimk&mi X=8 '] x:b ) Eg&ggmggz_z =

Element objemu dV tvoii vélec,jehoZ zédkladna m& polomér y a jehoZ vyska je
diferencial dx.

O P OSOINIODOPDEGOEIUSEODSOGO ST PEOESODIEIONCICEIOGOVEGISOLEDISIIONES

& = TPudx = T/ e(x) 7Pax 3 V= gffu - /[f(x)_?zdx

P C PO IICELORTEPPDOOOGEO ENDI SO EONLIOPOEDEGEIOOOLIIOENINEONNINNLEEVEDNLZOROORTD

P¥i rotaci plochy P kolem osy y mé element objemu polomér zékladny x a vys-

-

(157)

seeesecovde
ssecaseccce

)
P OO0 OO OFSLENEEPELEOEO8 VS PHD OO0 IS CBEEIBCIIISOIIOCONGIOCEEOECCEIDOEROIICGOIOOE

d d
& TPy = Tp@) Pax s V=7 /xady . :r/ GoFe
' [ [+

fECTEPNOEDOCRO0
seceovevenesece

“5.5‘?@) vypoéteme z explicitni nebo implicitni rovnice /

2000 P VTSP POPCDISOEOEOCOIEOEA0BLO020E0RIEN0000000000000 0000

326.cvileni.Vypoditati objem t&lesa vytvofeného rotaci obrazce,omezeného Zarami:
a)72=apx,x=a,kolemoayx;[fpa2_7
b) x.y.—.l&,x-.:l,x=4,y.—.0,kolemosyx;[12.7'_7
e) y = %( e~ + e ), x=a, x=b,y=0, kolem osy x;/” 'gtezb-e'eb-eaa-fe'za)-%(b-ay

) ¥

sin x , osou x pro 0 <x <7, kolem osy X; L %”2_7
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e) x = a(t- sint) , y = a(l- cost) a osou x,kolem osy x; / 572a5_7
337 .cviZeni.Objenm télesa vytvoreného rotaci plochy,omezené k¥ivkou

a) ¥ + ya = 25 , kolem osy x ; é’%‘gl"_7

b} S5+ % = 1, kolem osy x ; /~ 33?'&’02_7 ; kolem csy y , [ %Taa‘b 7
&

-4 2 2
c) * + 73 5% kolam o8y X ;3 5'18%-7&3 A
228.0bjem t&lesa vytvofeného rotaci plochy,omezené kiivkami
a) ¥ +3° = 16 y Xy = VJS s kolem osy x ;/~ 8arcsin % - %g.}.nvg 7
b) ¥° + 4y° = 20, ¥ = %‘x‘? a osou x, kolem osy y ; / -7;?;7"_,?
c) y2=x,y=x2 s kolem osy x3 [ﬁﬂﬁ? "
IIT.Dé1ka oblouku rovianné ki¥ivky.

Jako element oblouku kiivky,tzv.diferencial oblouku,zevddime vyraz

ds = V’(dx)é + (@),
jeho? geometricky vyznam urdéime snadno z geometrického znizornini difersn-—
siélu funkce.Pro riznd vyjadfeni rovnice kifivky diavame mu rizny tvar @

%% 69 POOBOIGISECEOEDEEO B0
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Pri explicitnim tvaru rovnice k¥ivky y = f(x) :

Xo
ds:V1+(g)2dx=VI+y'2dx;' s:/Vl+y'2dx

: E (159
: Ty :
+ P¥i parametrickém vyjédfeni x= ?(t), y=Y (¢} 2 :
M 2 .
P ds = V?E + y}z as 8 =‘j/ﬁl/§°a2 + 9';&‘-% (160)
: 5y :
: PFi vyjédfeni poléarni rovnici r = ?(‘5’) s % :
R P L'rz'-r »’ d? 8 =J/\Vr2 P d? § (161}
: 7, :

339.cvidéeni. Vypolitejte délku oblouku kiivky ¢
&) ¥ = ax v intervalu <O y XD 3 [ %V'(‘W - 2-% 7
b) y2 (x+1)° ,vytaténo pfimkou x=4 ; /7 -6-;(7)_7
¢) § = 1n sinx v intervalu <‘g,%7), in3 7

H

%( e + e * ) v intervalu <=1,2y , [ %(e2 Y 327
t6
e) X =g‘ s J

£} kardiocidy =

) vy

4
2 = %- mezi priseiky s osami soufadnic ; /~ 4% 7
2a(l- cos @) 5 [ 16a 7

) i
pEsfrRA GroH &is, 70 J: Vypoditejte délku oblouku kiivky 3

1) ¥ = (ex - 1) v intervalu <1, 2> ; [?g(za\/'} - sV10) 7
2) f 3(2 - x)° vytatého pPimkou x= -l; [/ ég 7
3) ¥y = %(1-5).‘1; mezi prisefiky s osou x; [ 2.V3- v

v intervalu <0,a) ;[‘2%.\132,,, pz % gln a+ VSEQZ 7

4) y =

ot
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5) ¥

]

In(l - x°) v intervalu <0 , %); /” 1n3 - % 7
X ~-X
6) y 5( e® + e ®) v intervalu <O, a>; L E(e - e"'l)_7

2
7) +y3
2

8) x=t°,y5y= z(t - 3) mezi prusediky s osou X3/ 4 V- 7

]

\,qm

, interval <0, & v 1. kvadr.; (" 48 7

It

9) x = a(t- sint) , y = all- cost) v int.{0,27) ;/~ 8a _7

10)  jednoho zévitu Archimedovy spirély r =a.® ;/EVleTRs Bin(2TV1uaP) 7

IV.Obsah rotadni plochy.

Element obsahu rotadni plochy se vyjadfuje jako plast valce o polomdru y
a vysce ds.

POE VL BB 0000400000200 06000080CeS000I0906000000606000E0CG6EPLOCCTLLACESIGCESEOIOESEBOOGES S S

: dS = 2Ty.ds pii rotaci kiivky ds=27xds p¥i rotaci kolem :
: kolem osy x; b osy y -
: 8= 2T [y.ds S = 27 [x.ds : (162)

® 50 4000000000008 86000000060°0668006006068860e
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Za diferenciadl ds dosadime jeden z vyrazi (159),(160),(161) podle toho,jakou
rovnici je Pidiei kiivka vyjaddfena(explicitné,parametricky nebo v polérnich
soufadnicich.)
Meze a,b se vztahuji k proménné,jejis diferencial obsahuje prislusny diferen-
cidlni vyraz pro ds.
340.cvileni. Vypotitati obsah plochy vytvoiené otadenim oblouku kiivky
a) y = -?2 v intervalu <0, 2) ; [/ zls.(l? V_ =1)T _7,(kolen osy x)
b) y2= 4 + x vybatého pfimkou x= 2; £ .77 (kolem osy x)
¢) y =sin x v intervalu <0 , 7); A ZF(V— + ]_n(l+ V' ))J,(kolem x)
d) x2= 2y vytatého pPimkou ¥y= g skolem osy y; [ —3-
e) x°+ y°= r* kolem 05y X ; g 4-77'1'2 7
£) ¥+ y2= r° v intervalu <a,b> ,kolem osy x; [/~ 2T r(b-a) _7
g) x = t2, y = 137(1:2-- 3) mezi pruseliky s osou x,kolem osy x; / 377
2
h) x = ;—, Y = 4- 5— mezi priseliky s osami souf.,kolem osy x;/ 24,67 7
k) lemniskaty °= 26° cos2¢ ,kolem oSy y ; [477&2V’2_ 7

1

o = —

DEsiTka OLOH &is. 71 Obsah plochy vytvorené ot4denim oblouku kiivky

t
i
o

x
1) y= %( e® + e 2 ) v intervalu <0, a) ,kolem osy x [.7/'— (e -e f‘f)/

2) 9ay2 = x(38 - x)2 mezi prusediky s osou x,kolem osy x; [J W’az]

3) y = ts X v interv. <O' g} 1k°lem o8y !'[-ﬂ'(v- V_ + ln—-MLE)J
4) 4:24. y2 =4 kolem osy y ; vl _2T (1 + Tz)J

2 2 2
5) 2 + ;73 = & kolen o8y X ; . —1%778.2 7

6) x = a(t- sint), y= a(l~- cost) v int. <0,27) ,kolem osy x; a %W&a 4
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7) X = 8.c087t , ¥ = a.sin’t , kolem 05y X 3 VA -1%732_7
8) x =el.sint , y = e.cost y int, (O,?) ,kolem o8y x;/” %VZf(e’:- 2) 7
9) lemniskaty * = 2a2<30329 kolem polérni osy ; 4 Te2(2 - VE) 7
10) kerdioidy r = a(l+ cosy kolem polérni osy j s }%78.2 o

§ 43, FYZIKALN APLIKACE URSITEHO INTEGRATU.

Staticky moment a té&Zisté

Staticky moment hmotného uUtveru U (pPedpokléadéme konstantni specifickou
bmotu 1 ) vzhledem k ose p nebo k roviné f) vyjadfujeme za jistych podminek uréi-
tjm integralem.Pro jeho sestaveni uZijeme opét s sdiferencidlu stat.momentu’ 'dM
nebo dMg ,ktery bude stat.momentem elementu vitvaru vzhledem k ose p nebo k rovi-
né 9 Pritom si uvédomujeme,?e tE€Zi¥ti Gtvaeru U prisuzujeme hmotu celého utvaru
a ¥e stat.moment utvaru U se rovnid stat.momentu jeho t&Zisté,

Dovedeme~1i urdit vzdélenost v t€2i8té elementu utvaru U od osy p nebo od roviny
? ,bude T _

b = oV nebo dtatl“° = dU.v
kde dU pPi konstantni speciﬁické hmoté 1 zastupuje hmotu glementu utvaru. Pak

Mp = /dU.v nebo M, =
¥
8 a
(Z geometrickych aplikaci vime,%e AU je vyjaédieno diferencidlem integralni pro-
ménné.)
Vyjédiime-li rovnost statickych momentl utvaru U a jeho t&%2i8t8 T rovnici

dU.v

Mp = U.v nebo Mf = U.v
obdr¥ime pro vzdalenost ¥V t&%i5té od osy p nebo od rovinyu f rovaice
M
v = 'TJB nebo v = --UP N

kde Mp nebo Mp a velikost utvaru U nahradime urditym integralem.

JestliZe osa p je totoina se soufadnicovou osou x,pripadné y, nebo rovina P se
goutadnicovou rovinou v prostorové analytické geometrii,pak vzdalenost ¥ Je Jed-
nou ze soufadnic t&zidté.V dalsim budeme uvaiovati jen takové pfipady.

Staticky moment plochy omezené kiivkou y=f(x),y20,0s0u x & pfimkami x=a,x=b:

00.-0ll.l'...'luo.t'o.c.n.toin.c.a..o-o.cln-nll.tn.ooldl‘olocltollllocci.u
. °

"

xz
a) vzhledem k ose x3 M= %/yzdx , coZ plyne z  AM
% x5

xy dx, coZ plyne z d.my

%.ydx
(163)

b) vzhledem k ose y? My= X, ydx
X

na.uomoo'tncttconanon-oooccna-l--.ao ..... e 8 60000000 ROEINBO0CO0000OE0MSD

5900080000350 00CPE
seoees000s000OOOETS

Steticky moment soudtu (rozdilu) ploch se rovné souttu (rozdilu) stat.momentil.
Soufadnice t8%isté T(§,7 ) rovimné plochy _ 3

T S o R M
v {7 o BT
f= - I g P ures me—
/e [

cooooooolooo.utoocaOcnto--o.n'c.a-oo-o-.'-onoc-ot-ou.'oclloctoooooon..u.

(1s4)

YT LR EETERL X 2 22
00 r00000C000CVOCEY
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34l .cvideni. Vypodtéte souradunice t&31558 plochy omezensé

a) k¥ivkou ¥ = _2_1},2 y C80u % a plimkou Xz a £} &3 . I‘é Yy 7
a -

b) &tvrtkrufnici (v l.kvadrsntd ) e iy v
: Ll o)

) phlkru¥nict (v l.a 2.kvadranti) ; Lo, %%) 7
4) xPiviaud yﬁ =4y , & = by g L g ; g ¥7
@) obloukenm cykloidy x=a(t- sintl), ¥ = a(l~ cost) ; [ Ta, za) 7

£) obloukenr Archimedovy spirély r = a,(f) & pruvodidem /-(63(4- 73) g_g_garz »62)7
’ 2

v intervala <0, 723 h ar Z’rz

Papp——
3

pesirks droE &is. 72

Vypodtdte soufsdnice t3%1i3t& plochy omezené

Fsiimed

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)

9

10)

k¥ivkou ;fz = X, 080U X a pfimkou X = &

™.
AN S0
fo
OO
o
-

oblouken elipsy & osami scufednic {v l.kvadrenté);/  ( Wu& s 3‘“"' -7

KFivkou ¥ = 4 - ¥° a osou x ; d(o,?)_?
kFivkou Vx = %I; «¥a o osami soubadnic; R % v B8) 7
kfivkami 7 =% , ¥y = % ; [(%,;)m;?

. 4g 4{a+b
oblouken elipsy,krufnice a osou y (v l.kvadrantd);/” ( T 7 y 7
kfivkou y = sin x a osou X 3 VARt Fg ’ g ) 7
vbloukem astercidy x = 8,c08°% . ¥ o= a.sindt © ( 236a 256a ) 7

s m ? 7 -
a osami scubednic v l.kvadranté ”
kardicidou r = a(l + cos S&); £t §a » 0 7 %j{ g
=2) 2(%e” +1

~ 2
oblouksm zpirdly © = e a pimkami ¢ =0, ‘fg%; r léze 1) 15(e% 1)

Poznémka .PFi parametrickém vyjédfeni kFivky dosadime do vzored (163),(164) za
X,y a dx 2z paramebrickych rovuic.

PFi vyjédfeni polarnimi soufadnicemi dosazujeme do téchie vzorel za x,y 2z rov-
ni¢ transformadunich z=r.cos gv,yzrssin go,kde za r dosadime z polérni rovnice.
Nékdy jsou vynodn&jsi pi¥imé vzorce prc polérni soutfadnice s

ple 2
= %/ra.sinqvti .yag My = %/ P.cosydjo (165)

Staticky momeont ro*aéuich téles (pfi rotaci kolem osy x)vzhledem k roving P Lx

otcotloeiioco-ooap»c-e-neboo-owsaoosqa-nowoeeaooocaov-oanotaoooottooco

20 THB2BIBORUD OGO

PO 6T O0CSS OO EIELPPEOSIZITOO )OO0 ODI LSS I HB 0P YIO0O0DSESEES60e0E003USINEIOEONSD

(166)

ﬂfz Sg/.wzdx s COZ plyne z de.-.- .Tyzdx.x : Mx = 0

M
Sourfadnice téZiltés f: T 3 ?: 0 , kde V je objem.

343 ,cvideni. Vypoltéte soufadnice t&8zistd

a) polokoule ,/ ( gr, 0 )_7 ; b) rotainiho kuZele o poloméru T avysce ¥ ;

¢) useée paraboloidu o vysce v,vzniklého rotaci{ paraboly

Z(EV,O)
['(%\r,o)_?

= 2px kolem 03y X .
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