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Objemy, determinanty apod.

® obsahy rovnobézniku, objemy rovnovnobéznostenu
® vymezeni elementarné, vektorove
® determinanty, vnejsi a vektorové souciny

® poznamky a souvislosti




Opakovani

® Rovnobézniky(-ostény) se stejnymi zakladnami a stejnymi vySkami maji stejny

obsah.

® Pomér obsahu(-jemu) rovnobézniku(-osténu) se stejnou vyskou je stejny jako
pomer délek(obsahu) jejich zakladen.

& e

® QOdtud poucka

,obsah(objem) = zakladna x vyska®“.

93



Obecné pomoci vektoru

Cislo, ozn. V(vy,Vva,...), takové, ze

V(vq) = lIv4ll,

V(vi,V2) = V(vi,W2) = Ivy]] - [[Wa]],
kde w, = kolmy primeét vektoru v, do vy,

V(V1,V2,V3) := V(Vq, Vo, W3) = V(Vq, V) - |lw3]],
kde w; = kolmy prameét vektoru vs do (vy, vo)~*

atd. ..

2%



(@]

—

® Pro k = 2 napf.:

V(V4,Vz) = V]l - IIVall- sin @,

kde @ = 4(vq,V2), ...... (umime)
’ v P Eatl [ . lfvt/h/‘c/
®* Pro obecné k napr.: A
— podle definice, tj. pomoci kolmého pramétu, (umime)

— podle vlastnosti, tj. pomoci determinantu, vektorového soucinu, apod.

§ (nraucime)
)K // PrI-

/t

le vVior e c {&j
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Uvod (naivné)

Obsah rovnobézniku ur¢eného vektory u = (uy, ) av = (vy,v2) ...

g6



Uvod (koncepéné)

Vxy\Vx o ’_>’/Q+ Vx Vx .. ’_>’/Q

! /

Vlastnosti obsahu/objemu se ndpadné podobaji vlastnostem determinantu:

o7 — = 0 V(V1,aV1):O

V(vy,V2) = V(vq, Vo + avy)

V(V1,bV2) - |b| . V(V1,V2)
/

Aby . hoy{ma'ém




Determinant

Determinant chgpeme

+ 2
® bud jako Mat(n x n) — R, /
— soucet soucinu prvku typu , jeden z kazdého fadku/sloupce®. . .,

= ® nebojako Vx---x V — R, kde V = R", které je

*E-)'.

n
a) anti-symetricke
det(V1 ,Vo,... ) = — det(Vg,V1 e ),

b) multi-linearni
mure

R / det(V1,bV2,...):b-det(V1,V2,...),
e VvSEOH

det(V1,V2 —+ Wo, .. ) = det(V1,V2, .. ) + det(V1,W2, ..

507 lew ¢t

Dulezité (odvozené) vlastnosti:

hamenla odp.

Pavete vy bere

det(vy,Vo + avy,...) = det(vq,Vva,...),
det(v{,Vo,...) =0 & v4,V,,... jsou linearné zavislé.




Vnéjsi soucin

Uvazme dim V = n a pfirazeni Vx --- x V — R:

(V1,..

Zavisi na volbé baze. ..

n

.,Vp) — soufadnice — determinant.

[V1,..

Vnéjsi soucin = predchozi pfifazeni vzhledem k néjaké ortonormalni béazi;

., Vp] :=det(vy,...,Vp).

Vnéjsi soucin je anti-symetrické n-linearni zobrazeni, které az na znaménko

souhlasi objemem...

Mezishrnuti:

0 prok > n

+[vq,. .., V] prok =n

? prok <n
\5

VI-L 0&-6\{’&;|!

... viz pfechodové matice a Cauchyovu vétu o soucinu determinantd.




Kouzlo (k = 2) 700

Vime, ze
V(v1,V2) = lIvill-IVall - sina,
pricemz
. Vi.Vo
sina = \/1 — Cos? a, CoOsS @ = C
IVl - flvall -
Odtud Ej
Vi.Vy V{i.Vo
V(vy,V :--.:\/vzvz—V-V ° = ’
(V1,V>) Vi l2lIvall? = (V1 . V2) Vo.Vi Vo.Vs

zase jakysi determinant, . ..
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Kouzlo (obecne)

... tzv. Gramuv determinant, ozn.

Vi.Vq4 V. Vg

Vi . V4 Vi . Vg

Véta

Pro libovolnou k-tici vektortl v eukleidovském prostoru plati

V(Vi,...,Vk) = \/G(v1,...,vk).

Dukaz.
Plyne z vlastnosti determinantu a skalarniho soucinu. .. ,/ O




Detaily k dukazu

1) Pro navzajem kolmé vektory (kvadr):

V4. Vq 0 0
G(vy,wo,w3)=| O W5 . Wo 0 =
0 0 W3 . W3

2 2 2 2 'nn < e
= V112 Wl (W = V(v W, W), e (e

2) Pro lib. nasikmené vektory

Vi.Vy Vy.Vo Vy.V3
G(V1,V2,V3) = [Vo.Vy Vo.Vo Vy.V3| =
V3 . V;4 V3.Vo V3.V3

V4 . Vq Vqi.Vo Vi.V3| ¢

= V4 . Vo V3
\'A . Vo V3
V4 . Vq V4 V1
= (Wo.Vy W>o W»o = G(V1,W2,W3). O
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Vektorovy soucin (n = 3)

Od maturity zname jako operaci V x V — V s nékolika uziteCnymi vlastnostmi:

V{,({'/c_os +
uxv 4

P
Orieantace

§=fluxvl]

/)

ko(viog €

U maturity zpravidla nevime proc, ale pro u = (uy, Us, Uz) a Vv = (Vvq, Vo, V3)
pocitame takto:
./

sovr. vabhledem & OM ba'v(

U4 V4
Us V3

U+ V4
U Vo

U, Vo
Us V3

b b

UXV:(



Vektorovy soucin (obecne)

Navod k predchozimu souf. vyjadreni — Laplaceuv rozvoj determinantu:

U X1
Uo Xo| = X4 Xo X3
Us X3
(/=" Dulezita (bezsoufadnicovd) interpretace: vt tovory s
£
[u,v,x] = . X,
7 Q §|cu[a:"lﬂ//5'

L,.V/ < -
\/V\CJSI Soucl |

Obecna definice:

Vektorovym soucinem (n — 1)-tice vektord (v4,...,Vy_1) vV n-rozmérném

eukleidovském prostoru je vektor w := vy X - - - X V,_4 splnujici
[Vi,...,Vh 1, X =W.X

pro vSechna x € V.

()
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Vektorovy soucin (vlastnosti) WA s

Vv

Véta

Ozn.W :=Vy X - XV, n=dim V.
a) Toto je anti-symetrické multi-linearni zobrazeni Vx ---x V — V.

n—1
b) w=0 &= V4,...,V,_4 jSoOU linearné zavislé.

Vi,...,Vn_y jSOU linearné nezavislé — (v, ...,Vn_1,W) je kladna baze.

@)

)
)
d) w je kolmy ke vSem vektorimvy,...,V,_4.
e) ||W|| — V(V1 5o o5 Vi )

Dukaz. »
v (s)
a) Viz def. rovnost a vlastnosti vneJS|ho a skalarmho soucinu.

v)
b) [Vi,...,Vn-1, x]_OVxe vV &5 Vi,...,Vp_q lin. zavislé;

W.Xx=0VxeV & w=o.
: Y *) (s)
C) Vi,.. vn1I|n.nezaV|sIe::w¢o::>[v1,.. ,Vn-1,W] =w.w>0.
(r/)
d) w. Vl—[V1,-~ ,Vn-1,Vj] =

() cd)
e) ||w||2:w.w=[v1,.. vn1,w]_VV(v1,.. N1, W) = V(Vy,...,Vh_1) - |IW]l. O



Poznamky rog

K vektorovému soucinu pro n = 3:

® Binarni operace V x V — V, ktera neni asociativni (pfesto uzitecna).
® Pro velikost plati

luXxv|| =|lul|-|Iv]|- sina, kdea = «(u,v).
K aplikacim:

® Qrientace a kolmosti vektord.

tndulce

e Objemy rovnobéznosténu, simplext atd., pficemz: / (+ “:;f;‘;)

’
Objem k-dim simplexu = A objemu opsaného rovnobéznosténu.

® Vzdalenosti podprostor bez feSeni soustav rovnic:

_)
V(U1,U2, cee BC)
V(U1,U2,...) ’

v(8B,C) =

R
kde Be B,CeCa(uy,uy, ...)jebaze 8+ C.
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