Aproximace ve fyzikalnich alohach
Studijni text pro Fesitele FO a ostatni zajemce o fyziku
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Uvod

Pfi kvantitativnim popisu prirodnich déji se Casto setkdvame s mnoha vlivy
a ruznou Sitkou Skaly jejich zavaznosti. Chceme-li se dopracovat k vysledku,
jsme nuceni nékteré jevy zanedbat a vliv jinych zahrnout do tivah jen ve zjed-
nodusené, modelové podobé. Tuto skutecnost si nékdy ani neuvédomujeme, viz.
linearni vztah

1(t) = lo[1 + a(t — to)]

pro délku tyce v zavislosti na jeji teploté. Zde totiz mlcky pfedpoklddame,
ze soucinitel teplotni délkové roztaznosti a se s teplotou neméni, coz je vSak
pravda jen pro ,mensi“ teplotni intervaly. Pii vét§im rozdilu teplot uz tato
zavislost lineadrni neni.

Je vsak tfeba zaroven podotknout, Ze linearni priblizeni, se kterym bézné
pracujeme, je pro nase uvahy na trovni stredoskolské fyziky vétSinou postacu-
jici.

Jindy o pouzitém piiblizeni vime a radi je pfijimadme. Napfiklad trojroz-
mérné téleso méni své rozméry podle vztahu

V() = Vo[l + 3a(t — )] = Vo[l + B(t — to)].
Ukazuje se totiz, ze vyéislovat soudin!
ao[l 4 at —to)] - bo[l + a(t — to)] - co[l + a(t — to)] = aoboco[l + a(t — to)]*
je zbytecné zdlouhavé a vede prakticky ke stejnému vysledku.

Nakonec si jesté ukazme, jak se pfiblizeni muze stat pomtickou nejen rutinni,
ale i objevnou. Kdyz ke zdroji o elektromotorickém napéti U, a vnitinim odporu

R; pfipojime spotfebic¢ o odporu R, projde obvodem proud I = R [_ie &2 vykon
na spotiebici bude roven
R
P=RP=U}———.
°(R+ Ri)2

Ne vzdy nés vSak zajim4 cely rozsah funkéni zavislosti P = P(R) (vykon na
spottebidi jako funkce odporu spotiebice); ¢asto se omezujeme jen na konkrétni
obor hodnot R.

1Vyse uvedené ptiblizeni je opét mozno pouzit v situacich, kdy teplotni rozdily nejsou
ptilis velké. Toto ptiblizeni se opira o aproximaci, ze (1 + )3 ~ 1+ 3z pro z < 1, a to je
splnéno pravé pro malé teplotni rozdily, jak si jesté dale ukézeme.



1. Ve zkratovém rezimu, tj. pro velmi malé hodnoty odporu spotiebice vzhle-
dem k vnitfnimu odporu zdroje R < R;, zlstane ve jmenovateli pfiblizné

jen vyraz R?, spotiebi¢em bude prochézet proud nakratko I, = Fe a
1

2
vykon pak bude pifimo tmeérny odporu spotiebice, tj. P = %R (viz
1

primkové ¢ast zacinajici v bodé O na obr. 1a). Tuto aproximaci b&zné
pouzivame ve tvaru P ~ RI&.
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Obr. 1a) Zévislost vykonu na spottebici na odporu R spottebice pro R < R;

2. Naopak pri velké zatézi R > R; lze zanedbat R; vzhledem k R. Vykon na
2
spotfebi¢i pak bude dan piibliznym vztahem P ~ U—é’ V tomto piipadé

pak muzeme Fici, ze vykon na spotrebici je od jisté hodnoty odporu R
nepfimo tmeérny odporu R spotiebife (viz obr. 1b).

P

Pmax’

0 R

Obr. 1b) Zévislost vykonu na spotiebi¢i na odporu R spotiebide pro R >> R;



Toto jsou vsak pouze vztahy ziskané na zékladé aproximaci. Ty nam do-
voluji pfiblizné odhadnout tvary kfivek vybranych ¢asti v obr. la a obr. 1b,
a tim ndm pomohou odtvodnit, Ze pivodni vztah pro vypocet vykonu P ma
také néjaké maximum a popf. urcit jeho pfibliznou polohu. Pomoci odhadi
vsak nezjistime, kde pfesné se toto maximum nachdzi. Odvozené vztahy nam
nicméné umoziuji provadét rizné odhady, které v praxi v fadé situaci nejvice
potfebujeme.

Aproximace jsou nedilnou sou¢ésti naseho Zivota, a tedy i fyziky. Aby vsak
splnily svdj ucel, je tfeba védét, v jakych situacich je mozno je pouzit. To
bude cilem tohoto textu — naucit se vytvaret fyzikalni modely situaci za pouZziti
vhodnych aproximaci. Nejéastéji pouzivané aproximace a jejich uziti probereme
nyni podrobnéji na ptikladech.



1 Aproximace mocninné funkce

Velmi ¢asto se setkdvame s potfebou zjednodusit vyraz (1+z)™, v némz jednicka
odpovida zakladni hodnoté fyzikalni veli¢iny a velmi malé x predstavuje slaby
vliv & opravu, n je pfirozené ¢islo. Pokud tedy |z| < 1, lze v rozvoji podle
binomické véty
1
1+2)"= 1—|—m:+§n(n— Da® 4 ... +nz" "t 2"

ponechat jen zéklad 1 a prvni opravny ¢len nz, nebot vyssi mocniny &ini jiz
tak malé = zanedbatelnymi. Plati tedy

‘(1+x)"%1+nx.‘ (1)
Ukazme si pouziti tohoto vztahu na nékolika prikladech.

Priiklad 1 — teplotni objemova roztaznost

Odvodte vztah pro teplotni objemovou roztaznost ve tvaru, jak ho znéte z uéiva
molekulové fyziky:
V = V(1 + BA0),

kde 8 = 3a, pomoci vztahu pro teplotni délkovou roztaznost | = lp(1 + aAt),
ktery plati pro neprilis velké teplotni rozdily.

Reseni
Budeme uvazovat, Ze mame téleso tvaru kvadru o rozmérech ag, by, co pfi
teploté ty. Po zahtati kvadru na teplotu ¢ se jeho rozméry zméni na a, b,
c. Kazdy z rozméra kvadru zméni svou hodnotu podle vztahu pro teplotni
délkovou roztaznost, tedy plati
a=ao(l+ aAt), b=bo(1+ aAt), c=co(l+ aAt).
Oznacéme Vy = agbgcg, At =t —ty. Pro objem V kvadru pfi teploté ¢ pak plati
V = abc = agboco(l + aAt)® = Vo[l +3-12 - aAt +3 -1+ (aAt)? + (aAt)?].
V tomto vztahu mutzeme ¢leny s vySsimi mocninami zanedbat, pak dostaneme
V = Vo(1 + 3aAt) = Vo(1 + BAL).
Ke stejnému vysledku bychom dospéli pfimym uzitim vztahu (1).

Na velmi podobné tuvaze je také zalozeno pravidlo o velikosti maximalni
relativni chyby? soudinu dvou méfenjch veli¢in. Ukazme si to na dalsich pii-
kladech.

20dchylky charakterizujici nepfesnost mézeni nazyvame chyby mérent.



Priklad 2 — chyba méfeni
Uvazujme, Ze mame valcovy vzorek o prumeéru d a vysce h. Pramér d valce na-
méfime s absolutni chybou Ad, vysku vélce s absolutni chybou Ah. Odhadnéte
maximalni relativni chybu méfeni objemu.
Reseni
Pro objem valce plati vztah

T

V==d* h

4

V nejméné priznivém piipadé plati

2
V’:g(d—i—Ad)Q-(h—i—Ah):%dQ-h(l—kﬁ) -<1+ﬁ>.

d h
Potom
Ad Ah Ad Ah
! [~ —_— . [ ~ _ [
V~V(l+2d> <1+h> V(1+2d+h),
kde ¢len % . % jako ¢len druhého fadu malosti jiz zanedbavame.

/ J—
Vidime, ze relativni chyba objemu v %4 v bude rovna souctu 2% + %,

coz potvrzuje poucku, ze maximalni relativni chyba souc¢inu nékolika veli¢in je
rovna souctu jejich relativnich chyb.

Opacny piipad, Ze totiz valec miZe mit rozméry d — Ad, h — Ah, da stejny
vysledek.

Priklad 3 — tolerance vyrobku

Uvazujme kulovou nddobu o priméru d. Budeme hledat maximalni chybu Ad,
které se pri konstrukci nadoby mizeme dopustit, nemé-li se jeji objem lisit od
planovaného objemu o vice nez AV.

Reseni

Pfi feSeni budeme uvazovat, Ze pokud v dusledku chyby Ad sestrojime nadobu
o pruméru d — Ad, bude mit nddoba objem

T T Ad\® = 3Ad
“d—AdP==B(1-=—=) ~=d®(1-—
6(d 9) 6d ( d > 6d ( d ) ’
tj. mensi o gdZAd. Tento rozdil nesmi pfesdhnout mez AV, odkud vychézi
2AV
Ad < —-.
= nd?



Ciselné vychézi napiiklad pro d = 1,0 m a AV = 10 litr# tolerance Ad < 7 mm,
tedy necely centimetr.

Stejné feseni by méla i situace, pokud bychom uvazovali nddobu o praméru
d+ Ad.

Priklad 4 — objem kulové slupky

Vypoctéte objem tenké kulové slupky mezi vnéjsi kouli o poloméru r a vnitini
soustfednou kouli o poloméru (r — Ar).

Reseni
Objem prostoru mezi vnéjsi kouli o poloméru r a vnitini soustfednou kouli

o poloméru r — Ar lze pocitat ptimo jako rozdil

4 3 3
AV = gn[r —(r—Ar)°].

Ar 1(Ar>2
- 20 (25
r

AV = gn[?)r?Ar —3r(Ar)? + (Ar)3] = 4nr?Ar 3
r

Je-li v8ak slupka tenka, tj. je-li Ar < r, pak

AV = 4nr?Ar.
Vidime, Ze objem slupky lze pohodlné vyjadit jako soucin povrchu 4nr? slupky
a jeji tloustky Ar.

Platnost vztahu (1) nyn{ rozsifime na celd ¢&isla. Vzhledem k tomu, Ze pro
mald x zanedbavame é&leny 2 a vyssi, lze psat
1 1—=x 1—x

= = ~ 1 -
1tz (Q+a)(l-2) 1-22 v
tedy
1
Toto je ovSem vztah (1) pro n = —1. Stejné uziteény je i odhad pfevraceny, tj.
1 +a (3)
1-2z '




Priklad 5 — podélné zvétseni tenké ¢ocky

Meéjme tenkou spojku o ohniskové vzdalenosti f. Ve vzdalenosti a od tenké

¢ocky umistime podél optické osy predmét malé délky d, oznac¢ime d’ délku
/

obrazu pfedmétu (obr. 2). Odvodte vztah pro podélné zvétSeni L = g %

predpokladu, ze d < a.

1,.d 2 1 d 2

a a +d

Obr. 2 Zobrazeni tenkou spojkou

Reseni
Napiseme zobrazovaci rovnici tenké cocky pro body 1 a 2 na obr. 2. Plati

1,111
a d a—-d d+d f

1 1 1 1 1 d 1 d
PR q N S\ttt \lta)
(1-8) «(+7)
a
Porovnanim ziskame
d d/ dl CLI2

?—Wzo,atedyL:E—F:Zz,

!
Qe Lo . . PR .
kde Z = —, Je pricné zvétSeni, jak je zndme z odvozeni u tenké ¢ocky, at uz

spojky ¢i rozptylky.



Priklad 6 — bimetalovy teplomér

Uvazujme dva tenké pasky stejné
tloustky d z rfiznych kovli pevné
spojené po celé plose, v niz se doty-
kaji. Pfi teploté to maji oba pasky
stejnou délku [y a jsou rovné. Tep- <
lotni soucinitele délkové roztaznosti
materidld jsou i, @z, a1 > .
Nestejna teplotni roztaznost obou
material zpiisobi, Zze se pasky bu-
dou se zménou teploty deformovat
(obr. 3). Odvodte zdvislost polo-
méru kiivosti bimetalového pasku r
na teploté t vzorku.

Obr. 3 Bimetalovy pasek

Reseni
Pro délky Iy, l2 os paski po zahtati na teplotu ¢ plati

ll = l()(l + OélAt), 12 = l()(]. + OéQAt),
kde At =t — ty. Zaroven také z obr. 3 vidime, ze

h=(r+d b=(r-2
1=\T 2 ®, 2=1|T 2 P-

Porovnanim vztaht pro [, lo dostaneme

1—|—051At_r+

1+ agAt

(4)

[\CIESH RIS

S ohledem na hodnotu ¢lentt At vzhledem k jednicce Ize levou stranu upravit
na tvar (1 + a1 At)(1 — asAt) = 1+ (a1 — az)At. Podobné dovoluje srovnani

d < r upravit pravou stranu na tvar (1 + %) ~1+ C—:

Po dosazeni do rovnice (4) dostaneme
d
1+(041—042)Atﬁl+—,
r

z ¢ehoz

10



Poznamka:

V tomto pripadé lze tlohu fesit také bez pouziti aproximaci. Pokud bychom
neprovadéli zddnou aproximaci a vyjadiili » pfimo ze vztahu (4), dostaneme
pro r vztah

- d o toay d
o (al — Oéz)At a1 — Q9 2.

V tomto vztahu je druhy c¢len teplotné nezavisly a urcuje chybu aproximace.
Pak se nabizi otdzka o oprdvnénosti pouzit odhad (abychom si uSet¥ili praci
s Gpravami), zda vznikl4 chyba nebude pfili§ velika.
Pokud bychom uvazovali napf. tepelnou bimetalovou pojistku o tloustce
d = 1,0 mm, slozenou ze zinkového péasku as = 0,029 - 1073 K—! a médéného
pasku a; = 0,017-1072 K—1, a zahiali ji z teploty 20 °C na 400 °C, dostaneme
r=2193 mm + 1,9 mm,
coz potvrzuje opravnénost odhadu pro tuto situaci.

Priklad 7 — gravitaéni pole Zemé

Odvodte pomoci Newtonova gravitacniho zdkona vztah pro vypocet intenzity
gravita¢niho pole® Zemé ve vyskach h < Ry nad povrchem Zemé.

Reseni

Ozna¢me Mz hmotnost Zemé, Rz jeji polomér, a, gravitacni zrychleni nad
povrchem Zemé. Pokles intenzity gravitacniho pole s rostouci vyskou A nad
povrchem Zemé lze vyjadrit z Newtonova gravitacniho zédkona:

F mMZ
= x——"— = Mma,,
£ (Rz + h)2 g
z ¢ehoz
My,
g = H———.
g (RZ + h)2
Tento vztah muZeme upravit na tvar
My R 1 h\ "
— 4. = = 1+ — .
e %R% (Rz + h)? g0 ( h )2 a0 |\ L+ Ry
14+ 5=
Rz

Pokud bychom uvazovali vysky v atmosféie, kdy je h < Ry, pak miZeme pséat

h
ag & g (I—ZR—Z>.

37 definice intenzity gravita¢niho pole K = % plyne rovnost K = a;.

11



Z tohoto vztahu vidime, Ze pokles intenzity gravita¢niho pole Zemé lze v rela-
tivné malych vyskach nad povrchem Zemé povazovat za linearni.*

Toto by pro nas bylo zajimavé napf. pri studiu dé&ji, které s velikosti in-
tenzity gravitacniho pole souviseji, napi. kmitt t€les. Ve vztazich pro periodu
kmitavych pohybi se vSak g vyskytuje pod odmocninou. Musime proto pfi-
blizné vztahy (1), (2) a (3) rozsifit i na racionalni mocnitele.

Necht tedy je opét |x| < 1 a zkoumejme, jak lze upravit napf. vyraz /1 + x.
Budeme uvazovat, ze podle pfedchoziho textu plati

vVi+zx=1+ax,

kde « bude hledany koeficient. Po umocnéni dostaneme

142 =14 20z + o?22.
Vzhledem k tomu, Ze |z| < 1, zanedbame vy$$i mocniny x a porovname ko-
eficienty v rovnosti 1 + = =~ 1 4+ 2ax, z ¢ehoz dostaneme o = % Pak muzeme
psat

Vl—i—x%l—i—g. (5)

Tento postup lze zobecnit i pro libovolnou n-tou odmocninu. Pak tedy

bychom pro « odvodili o = % Obecné plati

VTHoml+-. (6)

Vzhledem k tomu, ze pro m-tou mocninu plati obdobny vztah
(14+x)™~1+mz,

lze psat

m

v ™ ) ~124™
~ (V1+a) ~<1+n> ~1+ o (7)

m
n

(1+2)

Proces, pfi némz obecné iracionalni ¢islo vyjadiime jako limitu posloupnosti
¢isel raciondlnich, pak dovoluje rozsifeni pfiblizného vztahu (7), resp. ivodniho
vztahu (1) i na vSechna ¢isla redlna:

‘(l—l—x)“ ~1+ax,
pro libovolné « realné, pokud |z| < 1.

(®)

4V dalsim textu pfi studiu kmitavych pohybti budeme povazovat veli¢inu ag = g, coz
prakticky bude znamenat, ze nebudeme uvazovat rotaci Zemé.

12



Priklad 8 — matematické kyvadlo

Odvodte vztah pro vypocet periody matematického kyvadla délky I, bude-li
se kyvadlo nachazet ve vysce h < Ry nad hladinou mote. Odvozeny vztah
pak pouzijte k vypoctu relativni chyby periody kmitu ve Vysokych Tatrach
na Lomnickém stitu. O kolik sekund se zpozdi pohyb matematického kyvadla
a) za kazdou hodinu, b) za jeden den?

Reseni
Pro periodu matematického kyvadla umisténého na povrchu Zemé plati vztah

Ty =2m gL Ve vysce h nad povrchem Zemé se perioda prodlouzi na
V 90

l h
T=2n-~2t | —————— ~ Ty (1+— ).
\/; o O( RZ)
R

Relativni chyba AT? periody kmitu pak bude ¢init

AT ~h 2632
To Rz 6371-10°
Stejna relativni chyba vznikne i v delsim ¢asovém intervalu.
a) Kazdou hodinu se tedy kyvadlo zpozdi o At; = 4,1-107%.3600s = 1,5 s.
b) Za jeden den by tato chyba ¢inila Aty = 4,1-107%-86400 s = 35,4 s,
tedy jiz vice nez pil minuty.

=41-10"%

Velmi casto se aproximace pouzivaji ve specialni teorii relativity. Zde vystu-
puje znamy ¢len g = % jako podil rychlosti predmétu vzhledem k pozorovateli

a rychlosti svétla ve vakuu. Znamy vztah pro vypocet kinetické energie télesa
jako rozdilu celkové energie E = mc? a klidové energie Fy = moc? lze pfi zna-

2

losti zavislosti hmotnosti télesa na jeho rychlosti m = % prepsat do
/ v
1Y
c

tvaru

Mo
FEy=F— Ey= ———c* — moc>.

Pro v <« ¢ bude



Priklad 9 — elektrické pole dipélu

Elektrickym dipdlem rozumime soustavu dvou né-
boju +@Q a —@Q umisténych ve vzdalenosti [ od sebe.
Odvodte piiblizny vztah pro vypocet a) intenzity
elektrického pole v bodé A na spojnici obou naboju
(obr. 4 a)), b) intenzity elektrického pole v bodé
B v roviné soumérnosti dipdlu ve vzdalenosti d od
stfedu dipélu (obr. 4 b)), pficemz d > I.

+Q 1 —Q A L] -
ffffff — +Q JE Q
Y !
Obr. 4 a) Elektricky dipdl Obr. 4 b) Elektricky

dipdl

Reseni
a) Jak vidime z obr. 4 a), plati pro velikost intenzity elektrického pole od
néboje +Q vatah E; = — 2 4 od naboje —Q vatah Ey — — 9
(1+4) (1-4)
kde k = Flso' Néaboje maji opacnd znaménka, vektory intenzity lezi v téze

pfimce, ale maji opa¢ny smér, a proto mizeme pro velikost vysledné intenzity
psat E = E5 — E1. Po dosazeni dostaneme

B k0 1 kQ 1 1

(-8 (e8] “l0a) (ed)

Vzhledem k tomu, ze | < d, lze vySe uvedeny vyraz pomoci aproximaci upravit

na tvar kQ 21 9 20!
o (e m) - (- 3)] -

Soucin QI se nazyva dipdlovy moment a je charakteristikou daného dipdlu.
Vysledek 1iké, ze intenzita elektrického pole dipdlu klesa v dostateénych vzda-
lenostech od dipdlu se tfeti mocninou vzdalenosti.

14



b) Podle obr. 4 b) plati 2 = ——L_, gehoy

E1 I 2
B
l l kQ
Ezil 5 Elz l 5 ) l 2:
[0 @)

Pro d > | mizeme psat

2
E = FQL z@ll—§<i)]zkd—?

1t (%ﬂ

Velikost intenzity je v tomto pfipadé dvakrat mensi nez v pfipadé a).

d3

Priklad 10 — kmity m¥izky

Kmity krystalové miizky a studium vlastnosti pevnych latek obecné piedsta-
vuji slozitou a pritazlivou problematiku. Urcitou pfedstavu o povaze téchto
kmith si ovSem lze udélat i na podkladé studia velmi hrubého modelu napf.
kovové miizky. Pti zkouméni pohybu iontu se z trojrozmérné struktury nejprve
omezime na tzv. linedrni Tetizek a posléze si z této soustavy na pfimce a ve
stejnych vzdalenostech od sebe lezicich iontti vybereme jen nejblizsi sousedy
zkoumaného iontu (obr. 5). Odvodte vzorec pro vypocet frekvence kmitt iontu
v krystalové miizce.

O OO

Obr. 5 Kmity v atomu

ResSeni

Je-li iont vychylen z rovnovazné polohy o x smérem, napi. k pravému sousedovi,
zméni se velikosti odpudivych elektrostatickych sil od kazdého souseda tak, ze
vysledna sila bude mit velikost

1, 1 1

~ dneo (d—xz)* (d+x)?
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a bude iont vracet zpét do rovnovazné polohy.”

Pokud se omezime na malé vychylky x, coz prakticky znamena snizit teplotu
krystalu, tj. x < d, pak muzeme uplatnit priblizné vzorce jako v prikladu 9.
Po upravach vyjde
B 1 4Q2 - Q2

a 4TI€0 d3 v TEE()d3
coz je vynikajici zavér: sila vraci iont proti sméru vychylky a je pfimo imérna
velikosti vychylky, coz znamend, ze iont v krystalu kond harmonicky kmitavy
pohyb.

Jenom pro predstavu se nyni pokusme vy¢islit tuhost této ,krystalové pru-
ziny“. Pro jednomocné ionty je Q = e = 1,6 -1071° C, d = 3,0 - 107 m. Pak
dostaneme pro tuhost krystalové pruziny k£ hodnotu

Q2

need®’

€,

b~ (1,6 - 10719)2
© m-8,854-10712-(3,0-10719)
Frekvenci kmitt pak uréime ze znamého vztahu

f- 1 |k 1 34
N N 9,3.10~2%¢

=N-m ' =34N-m". )"

Hz=3-10"2 H
on\l m 2n 2=3-10 %

5V nasich tivahach budeme ptedpokladat, e elektrostatické sily jsou mnohem vétsi nez
sily gravitacniho ptsobeni mezi ionty, coz pro nas znamena, ze gravitacni silu nebudeme
v nasich vypoctech uvazovat.

6Takovy vysledek oviem problematizuje nasi kazdodenni zkusenost s kovy jako pevnymi,
nesnadno deformovatelnymi materidly. Nas model proto stoji za chvilku pozornosti a za pokus
hledat cestu od poddajné makroskopické pruzinky k tvrdému makroskopickému kusu zZeleza.

Priedstavme si blok oceli o priifezu S a délce [, vnitiné sloZeny ze sério — paralelni kombinace

pruzinek o tuhosti k. Téch je po délce vzorku sériové (za sebou) zapojeno Fadoveé é, coz ve

vysledku predstavuje jednu dlouhou podélnou pruzinu tuhosti # Vedle sebe (paralelné)

je ovSem v prifezu S takovych pruzin radoveé d%’ takze vysledna tuhost soustavy pruzinek
. kd S kS .. (s Cevr s . .
¢ini B = T EZ = a Pokud tuto makropruzinu naméahame vnéjsi silou o velikosti F,
i 1 Fdl Vil s .y L . .
prodlouzi se o Al = 5 F= %5 Toto vsak je Hookuv zakon, v némz zavedeme-li pomérné
prodlouzeni € = T @ napéti vyvozené ze vzorku namahanim o = g, dostaneme srovnanim
s makroskopickym znénim zakona £ = %a pro hodnotu Youngova modulu pruznosti v tahu
2
E vztah E = %2—4. Ciselné pro d = 2,87 - 10719 m vychazi E = 140 GPa. To se sice
0

od hodnoty 220 GPa dost 1isi, ale fadova shoda je i tak pro na$ jednoduchy model spise
aspéchem.
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kde za m jsme dosadili hmotnost atomu Zeleza, tj. m = 56 - 1,67 - 10727 kg =
= 9,3- 10726 kg. Kmity mfiZe tedy naptiklad probihaji hluboko (2 ¥ady) pod
frekvencnim oborem viditelného svétla. Necekejme proto, ze kov bude citlivy
,ha barvu“, jak je tomu napf. u molekul organickych barviv, ktera vykazuji
krasné, pestré, syté barvy. Nezapominejme vSak na pouzitou aproximaci. Toto
je modelovy priklad, jak lze soustavu, jejiz kmity jisté nejsou harmonické, stu-
dovat v sice zjednodusujicim, ale uzite¢ném pftiblizeni.
Poznamka

Uloha fesici problém podélnych kmitti fetézce molekul byla zadana jako
jedna ze soutéznich tloh (2. iloha) na XXIII. MFO (1992) ve Finsku. Na zadani
a FeSeni je mozno nahlédnout na strankach

http://www.jyu.fi/tdk/kastdk/olympiads/

Priklad 11 — duté zrcadlo

O dutém zrcadle vime, Ze pokud se omezime na paprsky rovnobézné s optickou
osou v blizkosti optické osy, tzv. paraxidini paprsky, odrazeji se na kulové plose
zrcadla do jednoho bodu, tzv. ohniska, jez lezi v poloviné vzdalenosti mezi
stfedem ktivosti S a vrcholem V' kulové plochy. Prozkoumejte chod paprski
rovnobéznych s optickou osou mimo paraxialni prostor.

ResSeni

Necht paprsek rovnobézny s optickou osou ve vzdalenosti p dopadé na kulovou
plochu v bodé D a odrazi se od ni do ,,ohniska®, které ozna¢ime F'(p) (obr. 6).

Obr. 6 Duté zrcadlo
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Z rovnobéznosti paprsku s optickou osou a ze zadkona odrazu plyne, Ze troj-
thelnik SFD je rovnoramenny, tj. Ze |SF| = |FD|. Pfitom délku |F D| uré¢ime

L Dale plati, 7e sina = 2,
sin 2« r

takze nakonec dostaneme s pouzitim souctového vzorce sin2a = 2sin a cos «
vztah

snadno z pravothlého trojahelniku: |[FD| =

1
ISF| = p -

2 2
b b b
2 r\/l o2 \/1 7z

Vysledek jednak potvrzuje, ze v priblizeni p — 0 ¢ini ohniskova vzdalenost

N3

zrcadla skutecné f = a také je dobfe vidét, ze korekce neni radu g, ale

r
57
a7 kvadraticka, tedy slabsi, tj. Ze také pro neparaxidlni paprsky je bod F(0)
,dobrym¢* ohniskem. Upravou vychazi

r 1p?
SFl~—-(14+-—=).
| | 2( +27‘2>

Priklad 12 — adiabatické kmity

Uvazujme komoru tvaru véalce o pfiéném prufezu S a délce L na obou kon-
cich uzavienou. Uprostied komory je vzduchotésny pist o hmotnosti m, ktery
rozdéluje valec na dvé ¢asti o stejném objemu. Na pocatku je v obou ¢astech
komory stejny tlak o velikosti pg.

Pist mirné vychylime z rovnovazné polohy
o z < L a uvolnime tak, ze zacne konat kmi- :
tavy pohyb. Pfi feseni tlohy predpokladejte, m |
N (e PR . S Do |
ze nedochazi k tepelné vymeéné mezi plynem |

|

|

Po

a okolim, tj. ze d&j je adiabaticky. Odvodte
vztah pro vypocet periody T kmitavého po-

. . .. x
hybu. Ttfeni mezi pistem a valcem neuvazujte. I
Reste nejprve obecné, potom pro hodnoty:
m = 0,50 kg, L = 0,50 m, po = 1,0 - 10° Pa,
S = 1,0 dm?, s = 1,40.

Obr. 7 Adiabatické kmity

ResSeni

Stlacenim pistu o = vzroste tlak plynu v pravé ¢asti komory z hodnoty pg na
hodnotu p; dle rovnice

(68 o))
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z ¢ehoz
P1 = Do T

Pro x < L muzZeme psat

- 1+2x %N 1+2%x
P1 = Po I ~ Po I .

Obdobnou tvahou bychom zjistili, ze tlak v levé komote bude mit hodnotu

2:x
p2~po|l— N
Proto sila vracejici prepazku zpét do rovnovazné polohy bude dana vztahem
4pSs
F=S8(ps—p1)=— T

coz dokazuje, Ze malé kmity pistu jsou harmonické. Opét nas tedy vhodna

aproximace privedla k harmonickym kmitim. ,Plynova pruzina“ ma tuhost

b — 4po S
- L

. Perioda kmiti je pak dana vztahem
m mL
T=2mn|—= \/ = 0,042 s.
M =T "< ,042 s

Typickou oblasti technické praxe, v niz se bézné uchylujeme k aproximacim,
je pruzné deformace vzorku pfi silovém namahéani. Linedrni vztah mezi pomér-
nou deformaci (zkrdcenim ¢i prodlouzenim) ¢ drétu a vyvolanym napétim o
popisuje velmi dobfe Hookuv zakon:

kde E je tzv. Youngtuv modul pruznosti v tahu a tlaku. Pro ocelovy drat napti-
klad ¢ini mez jeho platnosti, tzv. mez umérnosti o, = 600 MPa, coz pii hodnoté
E = 220 GPa odpovida nepatrnému pomérnému prodlouzeni e = 2,7-1073 < 1.

Priklad 13 — protaZeni dratu

(tloha z FO46B1)

Ocelovy drat s obsahem S pri¢ného fezu je vodorovné upevnén mezi dvéma
svorkami tuhého ramu, jejichz vzdalenost je lg. Pocateéni normalové napéti
dratu je zanedbatelné.

a) Jakou hmotnost m; musi mit zavazi, které zavésime uprostied dratu
(obr. 8), aby normalové napéti v dratu dosdhlo meze imérnosti o, ? Jaka bude
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v tomto pripadé vychylka y; stfedu dratu? Modul pruznosti v tahu pro dany
drat je E.

b) Jak se bude ménit vychylka y stfedu drétu v zavislosti na hmotnosti
zavazi v intervalu 0 < m < my? Sestrojte graf této zavislosti.
Reste nejprve obecné, pak pro hodnoty S = 1,00 mm?, £ = 2,2 - 10! Pa,
0w =6,0-108 Pa, [y = 2,0 m.

Pri feSeni muzete pouzit priblizny vztah /1 +x ~ 1+ % pro z < 1.

Obr. 8 Protazeni dratu

Reseni

a) Z Hookova zdkona a z Pythagorovy véty pro AABC (obr. 9) plyne

o I\ l 201\
ll—lozful():Q (50) +y%_50 Zl() 1+<f> —ZO%

7 toho

Fc Obr. 9 Sily ptisobici na drat
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Z podobnosti trojihelniki ABC a A’BC’ dostaneme

&:ﬂmﬂ F :mgm4—F1ym40“S-l Ou
28 I l_o’ G 1 o 1 o 0\ 5F
2 2
803
~— U= kg.
my p 5 9,03 kg

b) Obdobné jako v asti a) dostaneme

4F
ngmgml—y prokazdé 0<y <
0

a také
o CES’ TR

4-2y°ES 5 mgld g
~N N — ~ly === Im.
mg 5V YV 3pse Y=bilsgs Vm

Po dosazeni ¢iselnych hodnot
{y} =~ 0,0355y/{m} (viz graf na obr. 10).

Proto

Yy
cm

8

/
/
6
/
4
=
/]
: //
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 m

Obr. 10 Graf zavislosti y = f(m)

Cviceni 1

1. Uvazujme, Zze mame tenkou homogenni ty¢ o hmotnosti m, kterda méa pii
teploté to délku lp. Béhem dne se zméni teplota okoli, a tim vzroste také teplota
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tyce na hodnotu t, ty¢ pak bude mit délku /. Tuto ty¢ zavésime na jednom
jejim konci a nepatrné vychylime. Pri teploté ¢y kmita ty¢ s dobou kmitu Tp,
po zahfati na teplotu t se doba kmitu ty¢e zméni na T. Odvodte pfiblizny
vztah pro zménu doby kmitu tyce AT v zavislosti na zméné teploty At. Ty¢
povazujte za fyzické kyvadlo, pro jehoZ dobu kmitu plati vztah

1ml2
T =2n L=2n 3—:27t El
mgd mgl 3g

2

Odvozeny vztah pouzijte pro pripad ocelové tyce o délce 10 metrq,
a = 1,1-107° K~! pii odchylce teploty o 10 °C. Odhadnéte, jak se zméni
pocet kmitt pti této zméné teploty za jeden den.

2. Téleso pada volnym padem z vysky h. Odvodte vztah pro zménu doby padu,
pokud vysku padu nepatrné zkratime o Ah < h.

3. Odhadnéte, o jakou délku Ad je v heliocentrické soustavé zkracen pramér
Marsu rovnobézny s vektorem okamzité rychlosti této planety v dtisledku re-
lativistické kontrakce délky. Mars povazujte v jeho klidové soustavé za kouli
o priaméru 6790 km. K tomu, abyste lohu vyfesili, je tfeba nejprve vypoci-

tat rychlost Marsu v heliocentrické soustavé. Potfebné tdaje vyhledejte v ta-
p)
bulkich. Pak pouzijte vztah pro kontrakci délek | = lpy/1 — Z—Q a provedte

aproximaci tohoto vztahu pro v < c.

4. Uméla druzice Zemé s obéznou dobou 7Ty se pohybuje kolem Zemé po eliptické
trajektorii s hlavni poloosou o délce a. Odhadnéte, jak vzroste obézna doba
druzice, pokud se energie druzice zvétsi (napf. pomoci piidavného pohonu), a
tedy druzice bude kolem Zemé obihat ve vétsi vzdalenosti (a + Aa), bude-li
Aa < a.

5. Jakou tloustku stény by musela mit dutd krychle o hrané a vyrobend z
materidlu o hustoté g, aby se v kapaliné o hustoté gy < ¢ nepotopila?

6. Urcete, pri jaké rychlosti v télesa vede klasicky vztah pro kinetickou energii,

FEy = %mmﬂ k chybé& 1 % oproti vztahu relativistickému.

7. Jednou z omezujicich podminek klasického urychlovace — cyklotronu — je
relativisticky nartist hmotnosti ¢astic, v jehoz disledku dochézi k jejich zao-
stavani za fazi st¥idavého urychlujiciho napéti.

Jakou nejvyssi rychlost muze ziskat ¢astice v cyklotronu, nemé-li relativni
piiristek hmotnosti piekro¢it hodnotu dm = 1,00 %?
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2 Aproximace exponencialni a logaritmické
funkce

2.1 Aproximace exponencialni funkce

Hodnota exponencialni funkce e® se pro = v okoli nuly blizi k 1. Jestlize chceme,
podobné jako u funkci mocninnych, zachytit i jeji prubéh, je tfeba nahlédnout
do této problemtiky hloubéji. Eulerovo ¢islo e Ize napsat jako limitu posloup-
nosti ¢isel e, = [ 1+ % ; zaklad se pro n — oo blizi k 1, ale o to Castéji je
opakovan. Posloupnost je rostouci a omezena, jeji limita e = 2,71828 .. ..
Kdyz nyni misto samotné limity e budeme pro z v okoli nuly zkoumat cho-

nx
IV . ” . 1 .
vani ,nahradnika“ ¢isla e, pak vyraz el = (1 + o Ize aproximovat vztahem

(8) a dostéavame ptiblizny vztah

(9)
coz je velmi vyznamny vysledek: graf exponencialni funkce y = e* se v okoli
x = 0 chovéa jako pfimka se smérnici jedna, viz obr. 11.

e ~er ~14x,

To nam dovoluje — pokud nejsme daleko od po- Y .
¢atku — zjednodusit obtiznéjsi vyrazy tim, ze y=¢
exponecialni funkci linearizujeme. Tuto mys- y=1+zx
lenku lze pouzit napf. u popula¢niho rustu, //

ktery se ve svych pocatcich, kdy byl dostatek v

obzivy a nizka vnitrodruhova kompetice, 1idil

1
tzv. Malthusovou rovnict /
N(t) = Noe”, /

kde Ny je pocateéni pocet jedincl a r tzv. [9)
rychlost reprodukce.

Obr. 11 Exponenciélni funkce

Pro malé hodnoty rt, |rt| < 1, 1ze rovnici linearizovat, tj.
N(t) = No(1+rt)
a prirustek populace AN za dobu At pocitat obycejné jako AN = NorAt.

Jednoduchou tvahou odvodime také pfiblizny vztah

BRI IPURE PSS R (10)

€ e’ 1+

23



Radioaktivni pfeména

Dalsi situaci, kdy je mozno se ve fyzice setkat s exponencidlni funkci, je po-
uziti tzv. radiouhlikové metody pii zjistovani stafi objektt. Tato metoda byla
uspésné pouzita napi. pri datovani dfevénych predmétti ze staroegyptskych
hrobii.

Metoda je zalozena na tom, ze uhlik v pfirodé je smési t¥i izotoptu. Dva
z nich jsou stabilni: 12C a 12C a ten, ktery je pro nds dilezity, je radioaktivni
izotop 14C. Pomér téchto t¥{ izotopt se neméni, pokud je organismus nazivu,
protoze '4C je v atmosfére stéle doplitovan srdzkami neutronti kosmického z4-
feni s atmosférickym dusikem. Béhem Zivota organismu je ptijiman izotop 14 C
do organismu dychanim, potravou a jinou formou. Kdyz organismus odumfe,
prisun tohoto izotopu ustava. Pivodni pomér mezi tfemi izotopy uhliku v orga-
nickych zbytcich se za¢inad ménit a béhem ¢asu dochéazi k preméné uhliku 1¢C.
Radioaktivni uhlik m4 polocas pfemény 5730 let (doba, za kterou se rozpadne
préavé polovina jader). Méfeni radioaktivity uhliku je vhodné pro uréovani doby
vzniku nélezl starych stovky az desetitisice let.

Za dobu T = 5730 let poklesne relativni obsah 14 C ve vzorku na polovinu.
Zjisténim jeho obsahu v poméru k obsahu stabilniho 12C je pak mozné vypocitat
dobu, kdy byl vzorek vyrazen z kolobéhu v piirodé.

7Z fyziky vime, ze mnozstvi pfeménujicicho se radioaktivniho nuklidu klesa
exponencialné s ¢asem podle vztahu

N(t) = Noe_)\t,
kde N je pocdet nuklidd (nerozpadlych jader), A = % je tzv. pfeménovd

konstanta, Ny je pocet jader na pocatku. Za kratkou dobu ¢, tj. kdyz bude

splnéna podminka At < 1 (coz lze upravit na podminku %t < 1, z ¢ehoz

t < T') 1ze zakon radioaktivni pfemény pfevést na tvar
N(t) = No(1 — \t).

Priklad 14 — Tutanchaménova hrobka

Pii zjistovani starf Tutanchamdénovy hrobky zjistili archeologové, Ze koncent-
race '¢C v predmétech ze dieva je 0,67 No. Odhadnéte stéii dievénych pied-
métl a tim i dobu, pfed kterou Tutanchamén zemftel. P¥i feSeni pouzijte vztah
pro vypocet radioaktivni pfemény a) v ptvodnim tvaru, b) po aproximaci.
Rozhodnéte, zda je v tomto pripadé vhodné aproximaci pouzit.
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ResSeni

a) Ze vztahu N(t) = Noe™*, vyjadiime ¢:

N(t) N(t)
In—+ In
o N() - N() - In 0,67 _
t= \ = o T = 02 5730 let = 3300 let.

V tomto piipad€ neplati, ze t < T, a proto neni vhodné tuto tlohu fesit pomoci
aproximace. Pokud bychom to pfesto udélali a z rovnice N(t) = No(1 — A¢)
bychom vyjadrili ¢, dostali bychom

-5 -0
0 0 — Y,
' - — 2 5730 let = 2700 let,

coz potvrzuje nas odhad, Ze se pouziti aproximace v tomto pfipadé skutecné
nehodi.

Poznamka

Radiouhlikova metoda urcovani stafi byla objevena roku 1940 a vychézela
z piedpokladu, Ze se koncentrace '¢C neméni. Ve skutecnosti vsak jeho kon-
centrace kolisa, proto byla tato metoda s vyuzitim datovani letokruhti stromi
upravena, nicméné stale zlistava jen metodou pfibliznou.

Vybijeni kondenzatoru

Strukturalné shodné rovnice, maji také tvarové shodna reseni. Nechame-li kon-
denzator o kapacité C, puvodné nabity na napéti Uy, vybijet pres rezistor
o odporu R (viz obr. 12), bude napéti na kondenzéatoru klesat podle vztahu

t

U(t) = Upe EC,
Za kratkou dobu t <« RC na pocatku —
déje (t = 0) lze opét ptiblizné psét —o
t
U(t) ~ U (1 - _) .
RC Uy — O —= R

Zména napéti na kondenzatoru bude

t
AUZU—U()%—UQ—

RC
a naboj na kondenzéitoru se zméni Obr. 12 Vybijeni kondenzitoru
t Uy . . , . Uy .
o AQ = CAU = —C’Uom = —?t, coZ je v souladu s tvahou, Ze T e

proud I, ktery prochéazi obvodem na pocatku. Soucin It predstavuje ndboj,
ktery prosel za dobu ¢ rezistorem.
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Priklad 15 — balén

Balén o hmotnosti M = 3400 kg a objemu V = 2800 m® naplnény vodikem je
vypustén ve vzduchu hustoty o tak, ze vystoupa atmosférou az do vysky h, kde
se jeho tiha vyrovnava se vztlakovou silou, protoze hustota vzduchu s vyskou
klesa. Tento pokles hustoty vzduchu s vyskou lze dostatecné presné popsat tzv.

barometrickou formuli
Mmgh

o(h) = gpe BT |

kde M), je molarni hmotnost vzduchu, R je molarni plynova konstanta, g je
tthové zrychleni a T je teplota vzduchu. Uvazujme pfitom jednoduchy model
atmosféry, v némz se s vyskou nemeéni ani teplota vzduchu 290 K ani tihové
zrychleni. Balén nezaujme rovnovaznou polohu okamzité, ale bude kolem ni
néjakou dobu kmitat.

Reseni

Mmgh
Ve visce h je vatlakovd sila Fiuo = goe T Vg = o(h)Vg v rovnovéze s ti-
hovou silou Fg = Mg, tj. plati

Vo(h)g = My,
z ¢ehoz hustota vzduchu ve vysce h je
o(h) =1,21 kg - m™3. (11)

Uvazujme, ze balén vychylime smérem dold, do vysky h—y, kde y < h. V mensi
vysce vSak bude vzduch hustsi a vztlakova sila bude mit velikost
_ Mumg(h—y) Mmg(y)
Fop=0e R Vg=o(hle T Vg
Tim dojde k poruseni rovnovihy. Vysledna sila ptisobici na balén bude mit
velikost

,w Mmgy
F(h—y)=F,—Fc=0o(he R Vg—oh)Vg=Mg|e BT —1

a bude sméfovat svisle vzhiru. Vzhledem k tomu, ze y je velmi malé, bude

]\%13 Y < 1 amizeme provést aproximaci vztahu pro vyslednici sil. Dostaneme
Mung?

Fh—y)~M ~ ky. 12

(h—y) 7 Y~ kY (12)

Pro dané hodnoty vychazi k = 3,9 N-m~!. Z toho miizeme hned ur¢it tihlo-
vou frekvenci a periodu kmiti balénu 7 pred ustalenim ve vysce h, ovSem za
predpokladu malého tlumeni:

k M.g? 21

== = = 457! =" 2 185s.
w i BT 0,034s™, T " 85 s
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Pokud chceme posoudit tlumeni kmitd pfi redlném déji, pouzijeme numericky
model. Predpokldadame, ze odpor vzduchu vznikd virovym obtékanim a plati
Newtonav vzorec

1
F, = 505@1}2 = b,

Pro dané hodnoty je b = 0,5-0,48-240-1,21 N-s? - m™2 = 70 N-s? - m~2.
Kmity popisuje pohybova rovnice
k b
= —— _ — 2.
a 7Y ]VIVU v.
Pouzijeme jednoduchy numericky model ve Famulu, kde pfedpokladame, ze
rovnovazna poloha je ve vysce 100 m:

Kmity balonu
- - - - proménné, konstanty, procedury a funkce - - - -
m=3400; k=3.9; b=70; h=10;
-------- pocate¢ni hodnoty - - ----- - - -
y=-100; v=0; t=0

DISP
——————————— model - -----------=
y=y+v*h
a=-k*y/m-b*sqrt (v*v) *v/m
v=v+axh
t=t+h
20 |-
—z0}
T -40 -
o
| ol
—so}
-1o00 L L L L L L
o * 200 * 400 t * 600 * 800

7 modelu je patrné, ze kmity jsou, zvlasté pii mensich rychlostech, tlumené
malo a maji vySe stanovenou periodu.
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2.2 Aproximace logaritmické funkce

Stejné uZite¢nou aproximaci jako (9) je yly=z //
také aproximace funkce inverzni k funkci /
exponencialni. Zlogaritmovanim vztahu 2y =Mz +1)
1+~ e o
+r e, z
dostaneme aproximaci //
In(l+z) =~ z. (13)

Obr. 13 Logaritmickd funkce

Pouziti aproximace logaritmické funkce si mizeme ukazat napf. pii vypoctu
prace vykonané plynem pfti izotermickém déji, pokud je zména objemu jen velmi
mala. Préace se stanovi dle vztahu

W' =nRT -In E,
Vi
kde V1 je pocatecéni objem plynu, V5 je koneény objem plynu, n latkové mnoz-
stvi, T je teplota a R je molarni plynova konstanta. Ozna¢ime AV =V, — V7,
kde AV <« V;. Po dosazeni do vztahu pro praci dostaneme

A A A
W’anT-lnM =nRTIn <1+—V) ~nRT - —V
1 Vi Vi
Vysledek mizeme déle upravit uzitim stavové rovnice, odkud p; = % Vztah

pro praci pak prejde na ocekavany tvar
WI ~ D1 AV.

Valcovy kondenzator

Nez napiSeme vztah pro vypocet napéti mezi deskami valcového kondenzatoru,
feknémé si nékolik informaci o elektrickém poli vélce.” Mé&jme vélcovou plochu
o poloméru R a délce L, na jejimz povrchu je rovnomérné rozlozen naboj Q.
V okoli vélce vznikne radidlni elektrické pole (obr. 14). Velikost vektoru in-
tenzity elektrického pole vné této valcové plochy klesa s radidlni vzdalenosti r
podle vztahu

Q 1

E(r) = Lz
(r) 2nel 71’

kde € = ege; je permitivita prostiedi.

"Podrobnéjsi informace k tomuto problému lze nalézt napt. v publikaci Vybiral, B.: Elek-
trostatika, str. 25. Tento text je mozno stdhnout na internetu ze stranek fyzikalni olympiady
hitp://fyzikalniolympiada.cz.
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Obr. 14 Elektrické pole valce Obr. 15 Vélcovy kondenzator

Zkonstruujeme-li elektricky valcovy kondenzator ze dvou souosych valco-
vych ploch o polomérech 71 a ry (obr. 15), vznikne mezi deskami kondenzéatoru
napéti, které je rovno rozdilu elektrickych potencialti na deskach. Tedy plati

Q "

T el nrl'

Priklad 16 — kondenzator

Uvazujte situaci, ze oba vélce vyse popsaného kondenzéatoru budou velmi blizko
sebe. Pomoci aproximace ukazte, Ze vztah pro vypocet napéti mezi deskami
vélcového kondenzatoru prejde ve vztah pro vypocet napéti mezi deskami des-
kového kondenzatoru.

Reseni
Oznacéme d = 19 —r1 vzdalenost mezi valcovymi plochami kondenzatoru. Podle
zadani by mélo byt d < r1, takze vyraz
r r+d d
In—=2 zlni :ln<1+—)
1 T1 T1
nahradime niZze uvedenou aproximaci

d d
In (1 + —) ~—.
1 1
Déle polozime r; =~ r9 =~ r. Vztah pro napéti pak pfejde na tvar

L Qd _Qd
T onrLe ~ Se’

29



protoze S = 2nrL je obsah valcové plochy kondenzatoru. Pokud bychom dale

%, dostaneme pro kapacitu

tohoto kondenzatoru vztah C' = e%, coz je nam jiz dobfe znadmy vztah pro
vypocet kapacity deskového kondenzdtoru. Vztah (14), ke kterému jsme do-
spéli pomoci aproximace, je formalné stejny jako vztah pro vypocet napéti na
deskovém kondenzétoru.

uzili zédkladni definiéni vztah pro kapacitu C =

Cviceni 2
8. Uvazujme jednoduchy model atmosféry Zemé, podle néhoz se s vyskou ne-
bude ménit ani teplota ani tithové zrychleni. Za téchto podminek je tlak vzduchu

M,
_Mm g

uréen rovnici p = poe FL ", kde vyznam veliéin jsme si jiz popsali v pii-
kladu 15. Provedte aproximaci barometrické formule z pfikladu 15 pro malé
vyskové rozdily h (h je fddové 10 m) pii teploté 20 °C. DokaZzte, Ze pro malé
vysky h 1ze pokles atmosférického tlaku s vyskou pocitat stejné jako v homo-
gennim tihovém poli.

9. V termistoru NTC vyjadfujeme zavislost odporu na teploté vztahem R =

B B

= R25e(T 208,15 K> , kde Ras, B jsou konstanty (Rgs = 220 2 je odpor termis-
toru pii teploté 25 °C, tj. pfi absolutni teploté To5 = 298,15 K). Odhadnéte re-

lativni zménu odporu % pro velmi malou odchylku od teploty 25 °C. Zménu
25

vyjadiete nejdiive obecné a potom pro hodnoty Res = 220 2, B = 2700 K
pri zahtati z 25 °C na 26 °C. Dale pak urcete, jak se zméni ptivodni odpor
termistoru Ros po zahfati na teplotu 26 °C.
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3 Aproximace goniometrickych funkci

S aproximacemi goniometrickych funkci se mizeme setkat v geometrické optice,
kde pfi se studiu zobrazovacich soustav s dostatecnou presnosti omezujeme na
rovnobézné paprsky v blizkosti optické osy, tzv. paraxidlni paprsky, ale i v as-
tronomii, kde pozorované objekty vidime pod malym zornym tthlem vzhledem
k jejich velké vzdalenosti, a obecné vSude tam, kde pracujeme s malymi thly.
Tuto situaci popisuje obr. 16.

> /]

Obr. 16 Aproximace tthlu

Pro velmi malé thly ¢ — 0 pracujeme s trojthelniky, v nichz jeden thel je
témér nulovy a zbylé dva témér pravé. Tehdy protilehld odvésna témér splyva
s Casti opsaného oblouku a lze velmi dobfe psat

sin p = ¢,
coz je také pékné vidét v grafu funkce sinus (obr. 17), kdy pro velmi malé ahly =
(v radidnech)® graf funkce y = sinx splyvé s grafem funkce y = x.

Yy Yy
Yy==1x 1
y =sinz Y =cosx
O T O T
/y . % 22 \
Obr. 17 Funkce sinus Obr. 18 Funkce kosinus

Uvédomme si pfitom, Ze pozadavek ¢ ~ 0 nemusi byt splnén nijak drasticky.

Jesté pro tficet stupnd, tedy pro ¢ = g = 0,524 ¢ini sin ¢ = 0,500, tj. odchylka

priblizného vysledku nepiesahuje 5 %.

8Pokud bychom tihel v radidnech prevedli na stupné, zpravidla uvazujeme platnost nasich
avah pro —5° < x < 5°.
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Pti malych thlech ¢ také splyva prilehla odvésna s preponou, takze cosp ~ 1.
Chceme-li vliv ¢ na hodnotu kosinu v okoli nuly zapocitat, staci zvazit, ze

cosx:\/l—sianm\/l—xzzl—l

2
ix .
Obrézek 18 parabolickou povahu kosinového oblouku doklada. Nakonec lze
také z obr. 16 vycist a z pribliznych vztaht vyvodit, Ze pro malé thly je také
tg o ~ p.

Pouziti vysSe zminénych aproximaci lze nejlépe ukazat na odvozeni vztahu
pro periodu matematického kyvadla. Jak vidime z obr. 19, lze pro nevelké
vychylky ¢ psat:

1
Ty =lsing = lp, h=11-cosy)r 51(,02, Um = WTm = wl,
kde xy, je vodorovné mérend amplituda vychylky kyvadla, [ délka kyvadla, h
svisle mérend amplituda vychylky, vy, maximalni rychlost kyvadla, w kruhova

frekvence kmitt. V krajni poloze E, = mgh =~ %mglgpz, pfi prichodu rovno-

vaznou polohou By = %mvfn ~ %mw2l2g02.

Vyuzitim zakona zachovani mechanické energie, tj. z rovnosti
E, = Ex

dostaneme pro kruhovou frekvenci w vztah w? ~ %, odkud

l
T =2my/—.
g

Obr. 19 Matematické kyvadlo
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Dosavadni poznatky si shrneme do t¥i vztahd, se kterymi budeme pracovat.
Goniometrickou funkci sinus 1ze v okoli nuly aproximovat jako

sing ~ o,

zatimco funkci kosinus pomoci vztahu

cos p ~

1
-3

()02

a funkci tangens podobné jako funkci s

inus

Priklad 17 — mince ve vodé

(15)

(16)

(17)

Na dné néadoby lezi mince. Odvodte vztah pro zdanlivou hloubku v niz se
pozorovateli nad vodni hladinou obraz mince jevi.

Reseni

Z obr. 20 vidime, ze pro hloubku A,

v niz bude pod hladinou lezet obraz

mince, plati tgfg = H;Lgoz

, kde « je

thel dopadu, (3 je tthel lomu nami zvole-
ného paprsku (vybrali jsme pro zjedno-
duseni obrazku ten, ktery opousti pro-
stfedi vody pfesné nad stfedem mince).

Uvazime-li, ze oko vnima jen pa-
prsky, pro néz je a (a tim i 3) malé,
lze s dobrou presnosti pouzit priblizné
vztahy (15), (17). Pfedchozi vztah se

zjednodusi na = %a. Dale pouzijeme

zékon lomu nsin « = sin 3, ktery opét

muzeme zjednodusit na tvar 3= %
Odtud nalezneme polohu obrazu
H
h=—,
n

napf. pro vodu h = 0,65 H.

Priklad 18 — rozloha tizemi

\

}\ \

RN

| \

: \'|3

| \ H
B/____\’_ JA/

| o
B 1 A )

Obr. 20 Mince ve vodé

Urcete rozlohu tzemi, které ¢lovek obhlédne z mista o vysce h, kde stoji, az po
obzor. Reste nejprve obecné, potom pro hodnoty R = 6371 km, h = 170 cm.

3
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Reseni
Vzhledem k tomu, ze h < R mizZeme oblouk
na obr. 21 nahradit se¢nou a provést nize uve-
dené vypocty.
Ptiblizné plati

(R+h)? — R =~ h? + ¢,
z ¢ehoz o?> = 2Rh. Hledana plocha pak m4
obsah

S = np? = 2nRh = 68 km?.

Obr. 21 Uzemi

Poznamka

Pokud bychom provedli pfesny vypocet pomoci vzorce pro kulovy vrchlik
a pouzili Euklidovu vétu o vysce, dostali bychom vztah S = 2nRh RR X
h < R plati ~ 1, pak bychom dostali opét jiz dfive uvedeny vztah

S = 2nRh.

R
R+h

Cviceni 3

10. Odvodte vztah pro vypocet ohniskové vzdalenosti tenké ploskovypuklé
¢ocky o poloméru R vyrobené ze skla o indexu lomu n. Odvozeni provedte
pro situaci, ze na ¢ocku dopada laserovy paprsek rovnobézny s optickou osou

v blizkosti optické osy (obr. 23). Zvolte Vhodnou aproximaci. Pfi odvozeni po-
sin v

uzijte Snelliv zédkon lomu ve tvaru smp — ny (obr 22).
o
n
n2 S
B
Obr. 22 Zékon lomu Obr. 23 Ploskovypukla ¢ocka
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11. Odvodte vztah pro vypodet vzdale- ‘
nosti d ohniska od stfedu valcové c¢ocky
o poloméru R a indexu lomu n. Odvo-

zeni provedte pro paprsky v blizkosti ‘
optické osy za pomoci vhodnych apro-

ximaci (obr. 24).
( ) Obr. 24 Valcova ¢ocka
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4 Dalsi aproximace

V této casti se podivame na dalsi aproximace v situacich, kdy jiz nevystacime
s aproximacemi dfive uvedenymi. Zacneme jednoduchym piikladem.

Priklad 19 — Stola

Do hluboké $toly nechdme padat volnym paddem kdmen (odpor vzduchu zane-
dbame). Zvuk k ndm ode dna $toly dorazi za dobu ¢ od vypusSténi kamene.
Rychlost zvuku ve vzduchu je v. Urcete hloubku A stoly.

Reseni
Kéamen pada volnym padem po dobu t; = P kde g je tithové zrychleni, zvuk

se §ifi po dobu ty = % Pro dobu ¢ tedy plati

2h h
t=t1+tao=4/— +—.
g v

Tuto rovnici umocnime a vyfesime jako kvadratickou v proménné h. Dostaneme

2h ( h)2
S ,
g v
gh? — 2hv(gt +v) +v2gt? = 0.

Fyzikalni smysl ma pouze jeden kofen (sami zvazte proc¢), ktery napiseme ve

tvaru
2 t 2¢t
h:”—<1+g—— ).
q v v

Zavedenim substituce 7 = %t mizeme vztah pro h napsat ve tvaru

2
h:%(1+7—\/1+27).

Jak samotny postup feseni ukazuje, jedna se o tlohu, ktera je obecné slozena
z Casti akustické a gravitacni, pricemz pro extrémni hodnoty 7 se pak projevi
bud akusticka nebo gravitacni ¢ast.

Dosadime-li pfimo 7 = 0, vychazi h = 0, coz je pravda, ale ne uzitecna —
vyska je mald. Zkusime tedy problém vyfesit pomoci aproximace (5). AvSak
pfi tomto priblizeni bude v/1 + 27 = 1 4+ 7 a zavorka se znovu anuluje.

Dostali jsme se do situace, kdy ani pfiblizeni (5) nestac¢i a budeme muset
najit zpfesiiujici odhad, ktery by vzal v avahu i kvadratické ¢leny fadu 72.
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Uvazujme pfiblizeni ve tvaru
1
Vid+zrzx1l+ 53;4—6332,

pricemz hledame takové 3, aby priblizeni platilo az do kvadratickych c¢lent
véetné. Po umocnéni dostaneme

1
l+z~1+z+ (Z+26> 2?2 + a3 + [t
Zanedbame-li vys$si mocniny x, musi byt % + 23 =0, z ¢ehoz B = —é. Pak

muzeme provést zpresnéni jiz dfive pouzivané aproximace, tj.

11
Vitr~l4 o — =2’ (18)

2 8
Kdyz se s timto odhadem vratime ke Stole, vyjde
v? 1 1
h~ — . =472 = Zgt?
g 8 g 29

a vse je v poradku.

Selhani linedrni aproximace je nicméné varovné: zkoumana zéavislost muze
byt komplikovanéjsi a ne vzdy si mazeme poradit tak snadno jako u mocniny,
kde staci ptribrat dalsi, zprvu zanedbany, ale zndmy ¢len, nebo u odmocniny, kde
dalsi ¢len sikovné dopoc¢teme. Kromé toho, viz obr. 18, vidime, Ze v nékterych
pripadech, napt. u sudych funkci, linearni ¢len chybét musi.
7Z predchozich tvah je zfejmé,
ze linearni ¢len bude chybét
v bodech minima ¢i maxima
funkce, viz napf. obr. 25.
Bude-li E potencialni energie
soustavy (napf. pruzné kon-
strukce, interagujicich atomn,
molekul apod.) jako funkce !
jeji konfigurace (napt. vzdale- 1) .
nosti  atomt) mit v bodé z 0
minimum, lze v okoli bodu Obr. 25 Potencialni energie
xo ocekavat platnost pribliZzeni

E(z) ~ E(xo) + oz — 20) + Bz — 20)?,
dalsi ¢leny prozatim zanedbavame. Pfitom zfejmé o = 0 a konstantu [ zapisme

E

ve tvaru 8 = g

Priblizny vztah pro energii soustavy vychylenou z rovnovazného stavu v bo-
dé x¢ s nejmensi energii, o nevelkou vychylku x — x¢ pak vypada

E(z) ~ E(z0) + %k‘(a: —20)?,
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coz je vztah pro potencialni energii napjaté pruziny. Budeme-li tedy znat kon-
stantu ( v rozvoji energie v blizkosti rovnovazného stavu, zjistime ,tuhost
pruziny k“ a mizeme pocitat frekvenci harmonickych (pfesnéji spise kvazihar-
monickych) kmitd soustavy tohoto stavu.

Pokusime se tedy pokrocit a do rozvojiu, které jsme dosud vyvodili, zapo¢i-
tat dalsi Clen, tj. rozsitit je o dalsi, ,,vyssi fad malosti®.

To jde celkem snadno u rozvoje mocninné funkce s prirozenym mocnitelem
— jednoduse pridame kvadraticky clen:

1
1+z)"=1+nx+ in(n —1)a?, (19)
kde stale plati |z| < 1.

V prikladu 19 jsme si ukézali, jak postupovat u odmocniny; tuto myslenku
nyni zobecnime.

Bud V1+z~1+ % +ax?, kde o hleddme. Po umocnéni (uzitim vztahu (19))

dostaneme
T 9 1 T 9 2
14z = l4n|=—+4az’|+=-nn—-1)(=+ax
n 2 n
In-1
~ 1+x+omx2+—n—x2.
2 n
(. . In—1 n—1 .
Porovnanim s levou stranou vyjde an+ i 0, odkud o = — vl neboli
n 1 n—1 4
Vite=1+ -2 — ——2° (20)
n 2n

Spojenim obou predchozich zavéri ziskdme vztah pro rozvoj do 2. fadu i pro
P oom o, - . ) _
racionalni mocninu E (viz oha 12). K zobecnéni pro libovolné (3 piejdeme

podobné jako u (8) limitnim procesem posloupnosti mocnin racionédlnich:

(1+x)5%1+6x+%6(ﬁ—1)x2. (21)

P1i rozvoji funkce sin x vyuzijeme goniometrickou identitu
. LT x
sinx = 2sin — cos —.
2 2

Piedpokladejme, 7e sinz ~ x + az® (kvadratické a obecné sudé ¢leny musi
v rozvoji chybét — sinus je licha funkce). Pak zfejmé

a;_|_ax3~2 E_FO(_JZB 1_.23_2 N$+Oé_333_$_3
To\2 "8 8 )" 8’
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pricemz Cleny s vysSsi mocninou jsme zanedbali. Porovnanim mame
a1 .1 o z3
a—z—g, tJ.a——g, potom s1nx~x—€.
Zapornou hodnotu « jsme ¢ekali — funkce sinus se pro x vzdélenéjsi od nuly
zakiivuje od pfimky y = x smérem ,,dola* (viz obr. 17), sinz < x.
Vysledek ihned pouzijeme pro rozvoj funkce tgx:
1

13
sinz 7T 6" < x?’) < xz) 1,
tgx = ~ ~|lr—— 14+ — ) ~=zx+ -z°.
cosz 4 _ 1o 6 2 3

V rozvoji funkce cos z staci pocitat s kvadratickym c¢lenem — dalsi ¢len by byl
s ohledem na sudost funkce az bikvadraticky (viz Glohu 13) a k relevantnim
hodnotam fadu 3 by neprispival.

Shrnuto:

3 2 3

. x x x
sinz & x — &, cosz~1—Z, tgr~z+ 5. (22)

Funkci e” rozvineme tak, ze vylepsime rozvoj ¢isla e,:

1\"™ 1 1 1\?
S ei:(l—l——) %1+nx-—+—nx(m:—l)<—) =
' n n 2

n
>+ )

= l+z+-z|lz——),
2 n

coz pro n — oo prejde v priblizny vztah

1 o
§x.

Pomoci tohoto vysledku pak nalezneme i rozsifeny rozvoj funkce In(1 + z).

e ~1+z+ (23)

Zlogaritmovanim vztahu €Y ~ 1 + y + %yz ziskame In (1 +y+ %y2> = .

Polozime-li z = y + %yz méme In(1 + z) = y, pficemz y vyjadiime zpétné

pomoci x: ziejmé y = —1 + /1 + 2z (zdporny kofen nas nezajima). Pak tedy
In(1+4 z) = -1+ /1 + 2z a vyuzitim zlepSeného pfiblizeni (18) vyjde
In(l+z)~z— %xz. (24)

Prestoze se ndm dosud dafi rozvoje takto rozsifovat, citime, Ze principielné
je tato cesta obtizna. Jednak kazda individudlni funkce vyzaduje osobity pfistup
a napad, jak v rozvoji pokrocit, jednak je patrné, ze s rostoucim radem rostou i
vypocetni obtize. Nabizi se proto otazka, zda illoha nedovoluje obecné uchopeni
a zpracovani.
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Doplnék pro pokrodilejsi ...

Tento doplnék je urcen pro ¢tenafe, ktefi jiz ovladaji zaklady diferencialniho
poctu.

V roce 1712 publikoval anglicky matematik Brook Taylor (1685 — 1731)
praci, v niz podal obecny navod?, jak v blizkosti bodu zy rozvinout funkci
f(z), ma-li tato funkce v bodé z dostateény pocet derivaci, tj. je-li dostatecéné
,hladka“. Mocninna fada byla pojmenovana po Taylorovi a tzv. Tayloriv rozvoj
milzeme vyjadrit ve tvaru

F(&) = F(@o) + F(z0)-(a—20) + & " (z0)-(a—0)? 4.+ £ (o) (o) +
+Ryq1(z). (25)

Pfi pouziti Taylorova rozvoje pro aproximaci funkce vyuzijeme pouze prvni

¢leny. Cleny vyssich ¥adi a zbytek R, 41(z) mizeme zanedbat.

Priklad 20 — Taylortuv rozvoj funkce

Vypoététe Taylortiv rozvoj funkce f(z) = v/1+ x v bodé z = 0.

Reseni

Pii feSeni pouZijeme vztah (25) a vypocteme jednotlivé koeficienty Taylorova
rozvoje. Dostaneme

f0)=1,

3
r@=g(o3) e o=
1

(
[y =1 (—§> : (—%) (1403 7(0)= 3.

Pokud bychom pokracovali dal, zjistili bychom, zZe souhrnné lze psat

n=1

2™ . !

9Neni bez zajimavosti, Ze metodu aproximace funkce mocninnou fadou objevil jiz roku
1671 James Gregory.
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Elegantnéji vychazi rozvoj funkei e”, In(1 + ), sinz a cosz, tedy téch funkci,
které maji pro fyziku znacny, téméf zivotni vyznam:

r Lo, 13, 14

e’ = 1+x+ix —i—ix —I—Zx +... (26)
1 1 1
In(l+2z) = x—§x2+§x3—1x4+...—... (27)
. _ L 3, 15 28
sing = 7@ —l—ﬁx -t (28)
= 1 1 2 1 4 29
cosz = 1- —I—Zx — et (29)
Pozndmka:

Na samy zaveér jesté pripominka, Ze ani ve stfedoskolskych hodinidch mate-
matiky se s 300 let starym rozvojem nemijime tak docela: funkci T2 Ci 1 i g
nemusime v okoli nuly rozvijet pracné podle (28). Staci si jen uvédomit, ze jde
o soucet geometrické fady s prvnim ¢lenem a; = 1 a s kvocientem ¢ = —x resp.

q=+x.

Cviceni 4
m

13. Naleznéte rozvoj racionalni lomené funkce (14+) ” do druhého Fadu véetns.

Uvazujte, ze |z| < 1, m, n jsou ptirozend &isla.

2 X

. xT
5 — SlIl2 Y

5 5 naleznéte dal$i ¢len rozvoje funkce

14. Uzitim identity cosx = cos
CoS .
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Zavér

Predchozi tivahy a fesené priklady nabizeji fesitelim pomérné silny nastroj jak
zjednodusit, ¢asto dokonce linearizovat zkoumané zavislosti a jejich kvantita-
tivni feseni.

Proto pokazdé, kdyz vas reseni tlohy privede k néjakému vztahu nebo zavis-
losti, doporucujeme vam zkoumat zjednoduseni, kterd by do problému vnesla
uvaha o velmi malé ¢i velmi velké hodnoté ztcastnéné veli¢iny. Ucite se tim
dilezité casti fyzikalniho femesla: uméni vystihnout podstatny jev, jiny jev
zanedbat a vliv dalsiho zapocitat jen jako opravu jednodussi situace.

Obecnéjsi podobou tohoto zpisobu uvazovani je schopnost abstrakce, vy-
tvoreni modelu a jednoduchého schématu, tedy nastroj nazirani, jimiz se kdysi
zapadni mysleni odlisilo od vychodniho nahledu celostniho a diky némuz se jesté
pozdéji emancipovala fyzika z prostiedi filozofie ve védu, ktera ,,nepfesné* méri
a ,,priblizné“ pocita.

Velmi rad bych podékoval PaedDr. P¥emyslu Sedivému a PhDr. Miroslavé
Jaresové, Ph.D. za peclivou recenzi textu a dlezitd upozornéni na chyby a
nepfesnosti. Je-li duchem textu myslenka fyzikalniho zjednodusSeni a modelo-
vani reality, pak sotva najdeme jeji nazornéjsi vyjadieni, nez jakym je fyzikalni
schéma nebo obrazek. Za kvalitu a vystiznost této nedilné ¢asti textu také
dékuji PhDr. Miroslavé Jaresové, Ph.D. a PaedDr. Pfemyslu Sedivému.
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Reseni cviceni

V uvedenych navodech a feSeni tloh se vzhledem k tomu, Ze jde o tlohy z riz-
nych oblasti fyziky, velmi ¢asto vyskytuji stejna pismena pro oznaceni ruznych
fyzikalnich veli¢in. Toto by mohlo ptsobit na ¢tenafe ponékud zmatenym do-
jmem, pokud se toto stejné oznaceni vyskytuje dokonce i na stejné strané v ¢asti
Reseni cvideni v nékolika tilohach (z rfiznych oblasti fyziky) nasledujicich bez-
prostfedné za sebou (jde pfedevsim o pismeno T, které je zde pouzito pro

rtizné fyzikalni veli¢iny). Proto je tfeba na oznaceni veli¢in nahliZet z hlediska
kontextu zadani tloh.

Cvicdeni 1
1. Po zahfati tyce vzroste jeji délka z hodnoty Iy na I dle vztahu | = lo(1+aAt),

kde At =t — ty. Doba kmitu vzroste z Ty = 21 %lgo = 5,18 s na

2] 1
T =2r 530(1 + aAt) ~ Ty (1 + §ozAt> :
Doba kmitu priblizng vzroste o AT = T — Ty = Tp - %aAt — 285104 s.

Oznacme Ny = TL = 16 680 pocet kmitd za dobu 7. Po zahtati tyce o tep-
0

lotu At se zméni pocet kmiti za dobu 7 na

T T T 1
N===—r——=~_—|1-—-aAt].
T Tov1+aAt To< 2 )
Pocet kmit za dobu 7 = 1 den = 86400 s se pak zméni o AN = N — Ny =

= —%aAt -No = —0,92 = —1. Pocet kmitt se tedy za dobu 1 den snizi o jeden.

2. Doba padu télesa z vysky h je To = 4/ % Pokud vysku nepatrné zkratime,

bude zmensena doba padu

o B 1),

Doba padu se zkrati o

1AR 1 [2hAL Ah
At=T-—Ty=Ty="— ==, |Z==2 = .
07 % T2\l g h T 2Ry

Vysledek souhlasi s prostou ivahou, ze totiz kraticky chybéjici posledni tsek

by téleso prolétavalo padovou rychlosti v = v/2hg, pad je o dobu % kratsi.
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3. Rychlost Marsu v heliocentrické soustavé ur¢ime pomoci vztahu
\/%MSI 6,67-10711.1,99 - 1030
UM — =

1 =924000m-s !

ro 1,52 - 150 - 10°
Vypocet ukazuje, ze vy < ¢, takze je mozno provést aproximaci. Plati

V2 10?2
= Ul——z 1—--——.
d=dy 2 do( 202)

Potom Ad = do—d = L 2dg — 1% 6790 km = 2,2-10~° km = 2,2 cm.
2 ¢ 2 (3-10%)
2 2 ;
T T Aa .
+4o 4 v > — =2d _
4. Plati e CEY) z ¢ehoz T =T) (1 + ) Bude-li Aa < a, pak
muzeme psat: T = Ty <1 + %%> z Cehoz AT =T — Ty = %&To

5. Oznacime-li délku hrany vnitini krychle b, pak na odleh¢enou krychli bude
piisobit tihové sila Fg = (a®—b?)og, zatimco vztlakova sila Fy, = a3gog ziistane
stejné velka. Porovnanim dostaneme Fg > F,,, po dosazeni

a®00 > (a® — b%)g, odkud

%

b>aill—=—.
0

V priblizeni g > pp, tedy pro materidl s velmi velkou hustotou, vychazi

b>a <1 — 3—9 , tedy cely vnitfek krychle. Zbyde jen ,tenky plech“ stén,

jejich tloustka bude v krajnim pripadé a_—b’ tedy g—Za, jejich plocha je a?,

takze kazda sténa bude mit hmotnost m; = g—ga a’- o= %GBQQ. Vzhledem

k tomu, Ze stén je 6, bude hmotnost skofepiny m = 6m; = a®gg. Vztlakova sila
F,, = a®00g bude nyni tuto skofepinu pravé dostateéné nadlehéovat.

6. Plati

m 1 m
0 = — o | ¢ imov =0,01 0 = — Mo 2
1Y 1Y
c? c?
Tuto rovnici upravime na tvar
1 102 1
1-22 —001 1|,

2 2 2 2
1Y 1Y
c? c?
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o v? L . .
pak zavedeme substituci + = —. Postupnymi Gpravami pfevedeme rovnici na
c

tvar

z3 + 2,962 — 0,03962 = 0.

Uloze bude vyhovovat kofen = = 0,013318, tedy v = 0,1154 ¢ = 35000 km - s~ 1,
coz je necelych 12 % c.

7. Ze vztahu m = &2 vychézi pro relativni narast hmotnosti m defino-
/ v
1Y
2

vany pomérem dm = W funkce rychlosti

= ——— —1a -

z Gehoz v ~ ¢v/20m = 42000 km - s, tedy 14 % c.
Cviceni 2

8. Vyjdeme z barometrické rovnice

_Mmg, M
p=poe T ~po (1— —mgh) ;

RT
Ap=p—po = po—2Zh = —gogh,
RT
nebot ze stavové rovnice plyne
_m_pMn tedy 00 = pOMm.
Vv RT’ RT

9. Zména odporu bude ¢init
(L_£>
AR = R25e Tos+AT Tos ) _ R25.
Postupnymi tipravami dostaneme
B B
ﬁ:e<T25+AT7T_25) — 1= B B ~ ATE

_ " —

Ros T Tos + AT Tos

Pro zadané hodnoty ¢ini pokles é—R asi 3 %. Aproximaci tedy lze pouzit. Potom
25

pokles odporu termistoru bude AR = —6,7 Q.
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Cviéeni 3

10. Podle obr. 26 plati:

y=Rtga = f'tg(8 — ).

Vzhledem g
k tomu, Ze paprsek dopada
na ¢ocku v blizkosti optické 7
osy muzeme psat
Ra = f'(B — a). Obr. 26 Ploskovypukld ¢ocka
Tuto rovnici dale upravime uzitim zakona lomu
sina 1
sin n’

po aproximaci vyjadiime thel § = na a dosadime do vyse uvedeného vztahu.
Dostaneme
Ra = f'(na — a),
R
v v ! _
z Cehoz f' = o1
11. Chod paprski ¢oc¢kou je znazornén na obr. 27.

d

Obr. 27 Valcova ¢ocka

Podle obr. 27 platie =2(a— ), y=28—«a a
Rsiny = (d — R)sine.
Pro malé ihly mtzeme po dosazeni za e, v tento vztah piepsat na tvar
R(2f — a) = 2(d — R)(a — ),
po upraveé
Ra = 2d(a — ().
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Tento vztah dale upravime uzitim zakona lomu pro malé thly § = %. Potom

n

Cviéeni 4

12. Vyuzijeme postupné rozvoj (19) a (20):

m -

m 1 n 1 1
(14z) " =~ 1+mx+§m(m—1)x2 ~ 1+me+%m(m—1)x2— o

pficemz élen fadu z* jiz zanedbame. Upravou vyjde na pravé strané vyraz

n—1

5 (ma)?,

m m m . m Yt .
1+ P %xz + F:ﬁ a po zavedeni o = E dostaneme oc¢ekavany rozvoj:
n

1
I+2)*~14az+ 504(0( —1)2?

—cos2 ¥ _sin2% = 1_-24n2%
13.cosx—cos2 sm2—1 2sin 5
z 123\’ 1 1
~1—-2(=-—-— ~1— Za? 4+ —at
cosx <2 68) 2x +24x,

kde ¢len fadu z® zanedbame.
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Priloha — souhrnny pirehled aproximaci
Tento prehled je ¢astecné prevzat ze str. 44 publikace:

Mikuléak, J. a kol: Matematické, fyzikdlni a chemické tabulky € vzorce pro
stredni skoly. Praha: Prometheus, 2003.

Mocninné funkce

1+2)?~1+2x 1+2)3~1+32
14+2)"=1+nz (1+x)"z1+nm+n(n—l)%2

H%ml—x ﬁ%l—i—x
VITZ~145a YTTam1+ga

1 ml—lx 1 ml—lx

1+ 2 Vit 3

V tabulkach jsou také uvedeny meze platnosti jednotlivych aproximaci, my se
zde spokojime s pouhym konstatovanim, ze x < 1.

Goniometrické funkce

. . 1

sinx ~ x smx%x—gaﬁ
1 5

cosr ~ 1 Cosle—ix

tgrx ~x tgx%x—i—%x?’

Pod proménnou z < 1 je tfeba v tomto pripadé chapat velikost tthlu v radia-
nech.

Exponencialni a logaritmicka funkce

e’ =1+ e ’rl—-2x
ewml—l—x—l—%x? efmml—x—i—%x?

In(l+z)~zx In(l —z)~ —=z Plati pro -1 <z <1
In(l+z) ~z— %x2 In(l—z)~ —z— %x2 Plati pro -1 <z <1

Pii pouziti téchto aproximaci opét nesmime zapomenout, ze |z| < 1.
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