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Text je psan pomoci nékolika zvlastnich styli:

Bézny text, odvozovani vztaht, vysledné vztahy, ...
DEFINICE DULEZITYCH FYZIKALNICH POJMU, ZAKONU, ROVNIC, ...

Komentaf, ktery probiranou latku rozsifuje, upfesnuje ¢i dopliuje.

Zjednodusena tvrzeni pro lepsi pochopeni, ktera jsou tedy z fyzikalniho hlediska nepfesna, ale ktera
mohou napomoci k leps§imu pochopeni probirané latky.

H Zadani a feseni uloh zafazenych piimo do prednasky.




1. Uvop
1.1 Zakladni pojmy

Mechanika se zabyva popisem objektti v urCitém stavu, které se pohybuji v prostoru a case. Proto je
nutné tyto pojmy vymezit:

1. prostor - je spojity, trojdimenzionalni, euklidovsky, homogenni a izotropni. Homogenni prostor
znamend, ze je vSech bodech stejny, izotropni je takovy prostor, jehoZz vlastnosti se neméni
v zéavislosti na sméru (je tedy ve vSech smérech stejny).

Misto toho, Ze prostor je spojity, muzeme fict, Ze se jedna o diferencovatelnou varietu.

2. &as - je spojity, jednorozmérny, rovnomérny, jednosmérny, synchronizovany a absolutni;
3. objekty - jsou idealizovany soustavou rozliSitelnych hmotnych bodi;

Hmotné body maji tedy svoji identitu - 1ze je ocislovat, pojmenovat, ...

4. stav hmotného bodu - je plné a jednoznacné popsan polohovym vektorem 7 a vektorem hybnosti

; (viz obr. 1). Na zakladé¢ tohoto popisu Ize jednoznaéné zkonstruovat trajektorii pohybu

hmotného bodu a tim je zaruéena rozliSitelnost jednotlivych hmotnych bodt.
¥

-
4
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obr. 1

Z4dna z vyse uvedenych charakteristik prostoru, ¢asu, objektii nebo stavii hmotnych bodt neplati obecng:

1. Prostor z hlediska teorie relativity sdm o sobé nema smysl - je soucasti obecnéjsiho prostorocasu.
Ten je v okoli velmi hmotnych téles neeuklidovsky - tj. je zakiiveny. Téleso se pak pohybuje
v tomto zakfiveném prostorocasu bez pasobeni vnéjsi sily po geodetice. Ale napt. ve Sluneéni
soustave je toto zakiiveni malé - proto lze napf. k vypoctim trajektorii kosmickych sond pouzit
klasickou mechaniku.

Pohyb bez ptisobeni vnéjsi sily je dan prave zakiivenim prostorocasu - téleso se pohybuje v doliku, ktery
prostorocas vytvari.

2. Zhlediska teorie relativity je Cas kazdého pozorovatele jiny - zavisi na pohybovém stavu
pozorovatele, na tom, v jakém gravitacnim poli se nachazi, ... Pfi pohybu rychlosti, jejiz velikost
je zanedbatelnd vzhledem k velikosti rychlosti svétla ve vakuu, a ve velkych vzdalenostech od
hmotnych objektt Ize opét pouzit klasickou mechaniku.

3. Z hlediska kvantové mechaniky jsou objekty, které zkouma (elektrony, atomy, ...), navzajem
nerozliSitelné.

4. Stav hmotného bodu (tj. jeho polohu a hybnost) lze méfit jen s urcitou nepfesnosti, jak vyplyva
z Heisenbergovych relaci neurditosti. Stav objekti (elektrony, atomy, ...) je popsan pomoci
pravdépodobnosti a pomoci vlnové funkce.

Newtonova mechanika je tedy pouze modelem reality, ale ukazuje se, Ze v fad¢ pfipadl se jedna o model
velmi dobry a pro vétSinu vypocti i dostatecné piesny. Ackoliv vyvoj fyziky béhem 20. stoleti otfasl zaklady
Newtonovské mechaniky a ukazal, ze je vlastné ,,jen” jakymsi meznim pfipadem pro pohyby, jejichz velikosti
rychlosti jsou zanedbatelné ve srovnani s velikosti rychlosti svétla ve vakuu, pro pohyby, které se déji velmi
daleko od velmi hmotnych objektq, ..., zistava Newtonovska mechanika oborem, ktery je pro moderni obory
(teorie relativity, kvantova mechanika, ...) zakladem.

Zakladatelem klasické mechaniky je sir Isaac Newton (1643 - 1727), ktery v roce v roce 1686 publikoval
Philosophie naturalis principia mathematica (Matematicke principy prirodnich ved). V tomto dile polozil
zaklady nejen mechaniky, ale i jejiho matematického popisu zalozeného na diferencialnim poctu a integralnim
poctu. Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze mechanika je v souc¢asné dob¢ piekonanym oborem a ze problémy,
kterymi se zabyva, jiz byly vyfeSeny. Ve skuteCnosti se ale fada fyzikt k mechanice v souc¢asné dobé vraci,
nebot’ s rozvojem vypocetni techniky a matematickych programt lze simulovat a propoc¢itavat ty jevy, které neni
mozné analyticky vyftesit, nebo zahrnovat do jednodussich jevli komplikovanéjsi podminky (tfeni, odporové
sily, nelinearitu, ...).
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1.2 Newtonovy zdakony

Newtonovy zakony lze kromé klasické formulace formulovat i jinak.

PRVNI NEWTONUV ZAKON: EXISTUJE SOURADNY SYSTEM (NAZYVANY
INERCIALNI), VUCI NEMUZ SE KAZDY IZOLOVANY HMOTNY BOD POHYBUJE
ROVNOMERNE PRIMOCARE.

IZOLOVANY HMOTNY BOD JE PRITOM BOD, NA KTERY NEPUSOBI ZADNE SiLY.

Izolovany bod je tedy odstinén od vSech ,,pravych® sil - tj. vzdy lze provést experiment tak, abychom
dané rusivé silové pisobeni odstranili. Jedinou silou, kterou odstinit nelze, je gravitace - i to lze ovSem
experimentalné provést: budeme experimentovat ve velkych vzdalenostech od hmotnych téles.

Bude-li foukat vitr, budeme experimentovat v zaviené mistnosti, bude-li experiment rusit elektrostatické
pole, provedeme experiment ve Faradayové kleci, ...

Tato formulace je silngj$i nez bézna formulace prvniho Newtonova zakona, protoze je vlastné existencni
vétou pro inercialni systém. Z této formulace také vyplyva fakt, Ze inercialnich systému existuje cela fada a jsou
navzajem propojeny Galileovou transformaci. V téchto systémech pak lze dobfe formulovat druhy Newtontv
zékon.

DRUHY NEWTONUV ZAKON: PRO KAZDY HMOTNY BOD EXISTUJE KONSTANTA m A
VEKTOROVA FUNKCE F TAKOVA, ZE JEHO POHYB VUCI DANEMU INERCIALNIMU

SYSTEMU JE POPSAN DIFERENCIALNI ROVNICI F=mr.
Tato formulace druhého Newtonova zdkona je vlastn¢ implicitni definice setrvacné hmotnosti a sily.
Mechanika se nezabyva pivodem sil - pracuje s nimi obecné. Hledat pivody a pficiny pusobeni sil je
predmétem zajmu jinych obort fyziky:

mmy —
CE
p

1. teorie gravitace popisuje gravitacni silu £, : F, =G

2. teorie elektromagnetického pole popisuje silu plsobici na nabitou Castici, ktera se pohybuje
v magnetickém poli: F= q(E‘ +Vx E) ;

3.
Pfi popisu sil je rozumné klast jisté pozadavky na jejich charakter. Sily by mély:
1. spliovat princip akce a reakce;
2. byt zavislé na okamzitém stavu pohybujiciho se télesa (resp. hmotného bodu);
3. spliiovat princip superpozice.
Kazda z vySe uvedenych charakteristik je splnéna pouze v ramci klasické mechaniky (Newtonovské
mechaniky).

Princip akce a reakce spolu se zavislosti na aktudlnim stavu mtize byt problematicky v nestacionarnich

polich, princip superpozice neplati v silnych gravitacnich polich (popsanych obecnou teorii relativity).

1.3 Zdkladni piistupy mechaniky
Mechanika pti matematicko - fyzikalnim popisu jevl a d&ju, kterymi se zabyva, uplatiiuje dva zakladni
pristupy:

1. vektorova mechanika - vyucuje se na zékladnich Skolach a stfednich $kolach a pii tomto popisu se
vyuzivaji vektory, s nimiz pracoval uz Newton, ackoliv nebyly tehdy popsany matematicky;

2. analytickd mechanika - zakladnimi veli¢inami, kterymi se mechanika popisuje, jsou prace,
kineticka energie, ...obecné tedy skalary. Pohybové rovnice ziskame derivovanim skalard podle
vhodnych soutadnic. Tento pfistup uplatiiovali Leibnitz, Euler, Lagrange, Hamilton a dalsi.

1.3.1 Popis gravitace
Ruzné ptistupy k popisu fyzikalnich jevi a déju Ize ilustrovat na popisu gravitace. Tu Ize popsat pomoci:

1. gravitacni sily - popis provedl Newton a vychazi z faktu, Zze na téleso o hmotnosti m, které se
nachazi ve vzdalenosti r od silového centra o hmotnosti M pisobi gravitacni sila F, dana

— Mm— .
vztahem F, = Gr—zr0 (viz obr. 2);

2. pole potencialu - pomoci pole potencialu ¢ popsal gravitaci poprvé Poisson na zakladé hustoty
hmoty o (viz obr. 3), pro kterou plati: Ap =4zGp ;

Symbol A@ znamena operator /aplace aplikovany na potencial ¢ .
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3. pole metriky - timto zplsobem popsal gravitaci Einstein svymi tenzorovymi rovnicemi:
87G .
Gy ( 8ap ) = C—4T w (viz obr. 4).
Prirozeny prechod mezi uvedenymi pfistupy k popisu gravitace pfitom lze udélat mezi piistupem
Poissonovym a Einsteinovym, nebot’ oba tyto pfistupy maji spoleénou koncepci. Poissonovu rovnici a
Einsteinovy rovnice lze chapat tak, Ze urcCity operator aplikovan na veliCinu popisujici v daném piistupu

gravitaci (tj. Ag resp. G, ( Zop ) ) je roven zdrojum gravitace (tj. 47Gp resp. @Tw ).
¢

Newtontv piistup a Einsteindv piistup jsou od sebe koncepcné velmi daleko.
m

obr. 2

obr. 3

1.3.2 Vyznam alternativnich popisi
Alternativni popisy mechaniky (tj. ty, které nevychazeji z Newtonova popisu) maji vyznam pro dalsi
studium fyziky:
1. otviraji cestu k popisu nemechanickych obord fyziky, protoze tyto alternativni pfistupy lze
zobecnit snaze nez klasické pristupy;
2. jsou mohutngj§imi nastroji pro feSeni problémi - lze na zakladé nich odvodit rychlejsi a
efektivnéjsi postupy;
3. vyuzivaji metody pokrocilé matematiky;
4. jsou krasné a elegantni.
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2. POHYB HMOTNYCH BODU PODROBENYCH VAZBAM
2.1 Uvodni uvahy

Podle druhého Newtonova zdkona (viz odstavec 1.2) lze psat
F=mr, (D

kde F predstavuje vtisténou silu (pravou silu).
Sily definované vztahem (1) se vétSinou nazyvaji inercialni sily.
Touto silou mize byt:

. oy o , oy, = Mm —
1. sila gravitaéni popisujici homogenni gravitacni pole: F, =G—-r; ;
r

2. sila elektrostaticka popisujici homogenni elektrostatické pole: 17; = qE‘ ;
3. sila magneticka popisujici homogenni magnetické pole: E = q; xB;

4. sila modelujici treni: F, = —av;

5.

V rovnici (1) zatim neni 74dna omezujici podminka, a proto ji fe§ime obecnd v R* .

Neznamymi jsou slozky polohového vektoru zavislé na ¢ase, tj. 7(¢) = (x(1), (1), (1)) .

Gravitacni sila popisuje volny pad. Pokud pfiddme vhodnou vazbu, ziskame popis napt. matematického
kyvadla. Hmotny bod se uz nebude pohybovat po trajektorii ve tvaru secky, ale jeho pohyb bude né¢jak omezen
- v tomto piipadé na ¢ast kruznice.

Ptiklad: Matematické kyvadlo
Na obr. 5 je zobrazeno matematické kyvadlo. Na hmotny bod piisobi gravitacni sila Fg . Podminka, kterd omezi

pohyb hmotného bodu tak, aby pohyb odpovidal pohybu matematického kyvadla, je: hmotny bod ma konstantni
vzdalenost od mista upevnéni zavésu délky a. Tedy vazba ¢(x, y,z) je @(x, y,z)=x>+y* +z° —a* =0.

|
b =
z
m
FE
it ct
. Z 0
F z obr. 6
obr. 5

Priklad: Naklonéna rovina
Pohyb télesa po naklonéné rovin€ je zplsoben také gravitacni silou (viz obr. 6). Omezeni pouze na trajektorii ve
tvaru usecky po naklonéné roving, Ize provést zavedenim vazby go(x, z) =z—-xtga=0.

Obecné lze kazdou plochu popsat implicitni funkci go(x, v, z)= go(?) =0. Tato rovnice plochy pak
pfedstavuje vazbu, ktera muze byt zavisla na riznych parametrech (viz odstavec 2.2).

2.2 Klasifikace vazeb

Vazby lze rozdé&lit do tfi zakladnich skupin, které 1ze dale jesté délit:
1.

a) vazba oboustrannd - popsand rovnici go(r) =0;

b) vazba jednostranna - popsana nerovnici go(;) >0;

2.
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a) vazba skleronomni - je vazba, ktera nezavisi na Case: ¢ = (p(;) ;
b) vazba reonomni - je vazba, ktera zavisi na Case: ¢ = (p(;, t) ;
3.

a) vazba holonomni - je vazba, ktera nezavisi na rychlosti: ¢ = (p(;) ;

b) vazba neholonomni - je vazba, kterd zavisi na rychlosti: ¢ = (p(;, \7) .

Tuhé téleso je soustava hmotnych bodi s dostate¢nym poctem vazeb typu (p(;) =0.

Jednotlivé typy vazeb lze navzajem kombinovat - napi. vazba popisujici matematické kyvadlo (viz
odstavec 2.1) je vazba oboustranna, skleronomni, holonomni.

Pozor! Ne kazda vazba zavisla na rychlosti je vazba neholonomni. Neholonomni je jen takova vazba,
v niz nelze rychlost vyintegrovat.

Pokud se lze tedy rychlosti v predpisu vazby zbavit, jedna se o vazbu holonomni.

Piiklad: Naklonéna rovina s obruci

Po naklonéné roving se vali bez podkluzovani obru¢ o poloméru a (viz obr. 7). V urCitém case se odvalila o
drahu s a obru¢ se tedy otocila o uhel ¢ . Vazba je tedy ¢ =s—aa =0 . Tato podminka je ov§em ekvivalentni

podmince @ =s—aa =0 (druha podminka vznikne integraci prvni podminky).
Prvni podminka vyplyva z tivah o rovnosti rychlosti, kterou se posouva po naklonéné roviné bod dotyku obruce

s naklonénou rovinou, a obvodové rychlosti obruce. Druha podminka (zitegrovand) vyplyva z tivah o rovnosti
drahy, kterou opsala obru¢ na naklonéné roving, a drahy, o kterou se obru¢ pootocila.

obr. 7

Vazba, ktera je neholonomni (tj. zavisi na rychlosti), je vazba popisujici napf. valeni mince bez
podkluzovani na vodorovné podlozce.

2.3 Lagrangeovy rovnice I. druhu

Na zaklad¢ praxe lze vyslovit axiom:

VAZBOVE SiLY R HOLONOMNICH VAZEB (/;(F,t):o PUSOBI VZDY KOLMO NA

PLOCHU POPSANOU ROVNICI ¢=0.

o
=

Ru

obr. 8

obr. 9
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Pokud by vazbové sily plisobily na plochu jinak, nez kolmo (viz obr. 8), zahrneme do vazbovych sil
pouze slozky kolmé na danou plochu. Ostatni slozky vazbovych sil zahrneme do vtisténych sil (pravych sil).

Tento poznatek je plné ve shod¢ s praxi: budeme-li uvazovat idedlni situace bez trecich sil, bude mit
vazbova sila vzdy smér kolmy k dané plose.

Rovnici (1) miizeme tedy piepsat ve tvaru
F=mi+R. 2
Na zaklad¢ obr. 9 lze psat
R=An, 3)

kde 7 je normalovy vektor plochy dané rovnici ¢ =0 a A eR.

Vztah (3) tika, ze vektor vazbové sily R je nasobkem normalového vektoru n plochy, coz znamena, Ze
tyto dva vektory jsou vzdjemné rovnobézné. Vzhledem k tomu, ze vektor n je kolmy k tecné roviné sestrojené

k dané plose v uvazovaném bode¢ (tj. ,,je kolmy k plose®), ,,je kolmy k plose* i vektor R (coz pozadujeme).

Dalsi z matematickych vlastnosti plochy dané rovnici ¢ =0 lze zapsat ve tvaru
n= grade . “4)

Vlastnost (4) 1ze dokazat matematicky jednoduchou tivahou. Piedpokladejme, Ze na plose jsou dany dva
body A=[x,x,,x;] a B=[x +dx, x, +dx,, x; +dx;] (viz obr. 10). Oba tyto body leZi na plose popsané

rovnici (p(;):O. Proto plati ¢(a):0 a ¢(g)=¢(a+$):o, pfi¢emz a:(xl,xz,)@) a

ry =ry +dr= (x; +dx, x, +dx,, x5 +dry). Rozdil (/)(a +5) —(p(a) =0 lze rozepsat podle Taylorova

L &0o(n, —
rozvoje: ¢(VA)+Z%¢Q +...—(/)(rA)=0. Zanedbame-li  cleny vySSich fadd, dostaneme:
i=1 i

3 dp(ry —_ —

ZGL)dxi =0, coz lze piepsat ve formé skalarniho soucinu gradgo(rA).dr =0. Skalarni soucin dvou
A X

i=1 1

nenulovych vektort je nulovy tehdy, jsou-li uvazované nenulové vektory na sebe kolmé. Vzhledem k tomu, ze

pii uvazovanych vzdalenostech bodid 4 a B od sebe, lezi vektor dr v plose popsané rovnici ¢)(;) =0, ma

vektor gradgp(a) smér normaly k dané plose v bod¢ 4. Proto obecné plati, ze n= grade .

—

B
obr. 10

Dosadime-li vztahy (3) a (4) postupn¢ do vztahu (2), dostaneme: F=mr+R=mr+An=mr+ Agrade .
LAGRANGEOVY ROVNICE I. DRUHU JSOU ROVNICE VE TVARU

— = )
F=mr+ Agrade
o[7.1)=0. ©

Koeficient A vystupujici v Lagrangeovych rovnicich, které francouzsky fyzik Joseph Louis Lagrange
(1736 - 1813) publikoval v roce 1775, se vétSinou nazyva Lagrangetv multiplikator.

Lagrangeovy rovnice jsou vlastné 4 rovnice (rovnici (5) lze rozepsat ve tfech soufadnicich) o ¢tyfech
nezndmych: 7(¢) :(x(t), y(1), z(t)) al.

Lagrangeovy rovnice lze aplikovat pfi feseni fady uloh.
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Piiklad: Odtrzeni hmotného bodu do balonu

Na povrchu balonu o poloméru a, ktery se nachdzi v homogennim gravitaénim poli, je v jeho nejvySsim bodée
hmotny bod o hmotnosti m. Hmotny bod se zacne bez tfeni pohybovat po povrchu balonu. V jaké vysce nad
povrchem podlozky, na niz je balon poloZen, se hmotny bod od balonu odtrhne?

Regeni: Situace je zobrazena na obr. 11. Vazbu, kterd popisuje danou plochu, by bylo mozné definovat jako
jednostrannou, ale 1épe je vazba oboustranna: lze vyjit z analogie, v niz se hmotny bod pohybuje v trubicce
(ktera je na povrchu balonu). Hmotny bod se odtrhne praveé tehdy, kdyz bude velikost vazbové sily nulova, tj.
R=0.

¥
m
_'
g
=
i
obr. 11
Na zaklade rovnic (5) a (6) a obr. 11 lze psat:
mx = /18—¢
Ox 5 mx =2Ax
my =—-mg + Aa—w Tyto rovnice lze s vyuzitim rovnice vazby ptepsat: my = —mg +21y
vV

2,.2 2

x,y)=x"+y"—a" =0
(/)(x,y):x2+y2—a2:0 (0( y) 4
Dalsi postup feSeni provedeme pomoci dvou ,,trikti“. Prvnim z nich je vyjadrit prvni derivaci a druhou derivaci
rovnice vazby ¢ podle Casu: @ =2xx+2yp=0 a ¢ =2xx+2xX+2yy+2yy. Upravou druhé derivace postupné
dostavdme: ¢ = 2(xjc'+yj})+2()'c2 +y2) = 2(xit+)7)+ 2% =0. Tedy xi+yj=—v’.

) . miix = 2Ax° . v 2, .2
Lagrangeovy rovnice upravime na tvar , @ secteme: m(¥x+yy)= —mgy+2/1(x +y ) . Do
myy = —mgy +24y
levé strany dosadime vyraz, ktery jsme ziskali Gpravou druhé casové derivace vazby, do pravé strany rovnice

2

dosadime z rovnice vazby. Tak ziskdme: —mv? = —mgy+24a*. Z této rovnice by bylo mozné vyjadiit A

v zavislosti na y a v a dosadit do Lagrangeovych rovnic. Integrovanim bychom ziskali x(¢) a y(¢).
Lze ovSsem postupovat i jinak. Potiebujeme mit ovSem dalsi vztah, ktery bude svazovat polohu a rychlosti - a to
je druhy ,.trik. Timto vztahem je zdkon zachovani mechanické energie ve tvaru: £ = Emv2 +mgy =mga ,kde y

je vzdalenost podlozky od mista odtrzeni hmotného bodu od balonu.

Do rovnice —mv? = —mgy+2/1a2 dosadime ze zakona zachovani mechanické energie a ziskame:

3y-2 L

—(2mga—2mgy)=-mgy +24a* . Odtud lze psat: A= yz > 4 mg . Hmotny bod se od balonu odtrhne, je-li
a

R=0,zc¢hoz vyplyva 4 =0. Tedy yzga.

2
Hmotny bod se tedy od balonu odtrhne ve vysce y = ga nad podlozkou, na niz balon lezi.

Zakon zachovani mechanické energie pouzity pii feSeni pfedchozi tlohy vyplyva z pohybovych rovnic,
tj. z Lagrangeovych rovnic I. druhu pouzitych pfi feSeni tlohy.
mx =2Ax mxx = 2Axx

Rovnice lze piepsat do tvaru . . . a secist je. Tak ziskame rovnici
my =-mg+21y myy = —mgy +21yy

m(X%x+ yy) = —mgy+2A(xxi+yy), kterou lze prepsat ve tvaru {%m(xz + 57 )} = —(mgy) +/1(x2 4y —d? )

10
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yir rox . . . . 1 2.2 ’ . . . fy
S vyuZzitim prvni ¢asové derivace rovnice vazby lze psat Em X+ =—(mgy) +0 a po integrovani

1 1 .. . . Lo .
Emv2 = —mgy + konst . Tedy Emv2 +mgy = konst , coz je formulace zakona zachovani mechanické energie.

Analogicky lze zédkon zachovani mechanické energie z Lagrangeovych rovnic 1. druhu odvodit vzdy,
kdyz tyto rovnice budou obsahovat skleronomni holonomni vazby (viz odstavec 2.2). Pokud by rovnice vazby
@ byla zavisla na Case, jeji prvni derivace podle ¢asu nebude nulova. To by znamenalo, Ze energii je nutné
béhem uvazovaného déje dodavat nebo odebirat. Zakon zachovani mechanické energie by jiz neplatil.

Vazbové sily jsou kolmé k vazbe (viz vztahy (3) a (4)) a hmotny bod se pohybuje po vazbé. To znamena,
ze vazbové sily jsou kolmé ke sméru pohybu hmotného bodu, a tedy prace, kterou vazbové sily vykonaji, je
nulova.

2.4 Zobecnéni Lagrangeovych rovnic na N hmotnych bodu a v vazeb
V odstavci 2.3 byly odvozeny Lagrangeovy rovnice 1. druhu popisujici pohyb jednoho hmotného bodu.
Nyni tyto rovnice zobecnime na pohyb N hmotnych bodi a v vazeb.

LAGRANGOVY ROVNICE I. DRUHU PRO N HMOTNYCH BODU A v VAZEB JSOU
ROVNICE VE TVARU

. S 0, (7
A
(pk(xi,t)zo pro k=1,2,...,v, ®)

KDE x, x?, 23, x*, x°,x%, .., x®™ JSOU KARTEZSKE SOURADNICE N HMOTNYCH BODU.

Rovnice (7) a (8) tvofi soustavu 3N + v rovnic o stejném poctu neznamych: x pro i=1,2,..,3N a A
pro k=1,2,...,v. Tyto rovnice by bylo mozné zobecnit i na neholonomni vazby (viz odstavec 2.2), ale pouze
takové, které zavisi na rychlosti linearné.

Psani indexi nahoru nebo doli za pfislusSnou proménnou vyzaduje hlubsi studium diferencialni

geometrie, béhem kterého se ukaze rozdil mezi varietou, formou, vektorem, ... Na trovni teoretické mechaniky
a v euklidovském prostoru by bylo mozné psat vsechny indexy dole.

Soutadnice x', x%, x>, x*, x>, %%, ., N jsou fazeny tak, ze soufadnice xx% X0 urcuji polohu prvniho

. ¥ : 4 Y r ’ o o o P
hmotného bodu, soutadnice x*, x*, x® uréuji polohu druhého hmotného bodu, ... Analogicky jsou indexovény
slozky vektoru sily.

V uvedeném systému indexovani pak plati my = My = My = Mg hmotného bodu »

My = Ms = Mg = Mgryhého hmotného bodu > * - *

Analogicky popis soustavy hmotnych bodu, jejichZ pohyb je omezen vazbami, lze udé€lat i pomoci jedné
rovnice. Tim ovSem prechazime od vektorové mechanice k analytické mechanice (viz odstavec 1.3).

2.5 d’Alembertuy princip

Autorem tohoto principu je Jean Le Rond d’Alembert (1717 - 1783), ktery tento princip publikoval
v roce 1742.
SYSTEM N HMOTNYCH BODU SE VYVIiJI TAKOVYM ZPUSOBEM, ZE PLATI:
3N 9

i=1

KDE Sx' JSOU SLOZKY TZV. VIRTUALNIHO POSUNUTI.

Rovnici (9) tak vlastné d’Alembert pieformuloval Newtonovu mechaniku pomoci nového piistupu.
Zakladni pfedstava byla takova, ze virtualni posunuti jsou nekonecné¢ mald posunuti, ktera jsou v souladu

s vazbami ¢, (xi, t) =0. Slozka Sx' virtualniho posunuti tak vlastné odpovida zméné polohy hmotného bodu,
tj. odpovida zmén¢ soutadnice X'

Pokud tedy rovnice (9) plati pro vSechna Sx', odpovidaji slozky sil F; slozkdm zrychleni X; a pohyb
hmotného bodu lze uskutecnit. Na zdkladé X, muzeme urcit polohu hmotného bodu v ¢ase a mizeme tak
konstruovat jeho trajektorii implicitnim zptisobem.

11
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Rovnice (9) je tedy splnéna tehdy, pokud slozky sil F a slozky zrychleni X; jsou vzijemné dobie
nastaveny.

Virtualni posunuti se slozkami Sx' je pojem, ktery zavedl d’Alembert a jeho kolegové. Z hlediska
soucasné interpretace lze na virtualni posunuti nahliZet jako na te¢ny vektor v, ktery je sestrojen v daném bodé
P plochy k této plose, po niz se hmotny bod pohybuje. Jedna se o tzv. konfigura¢ni prostor Q, ktery je popsan
rovnici ¢ =0. V3echny uvazované tecné vektory pak lezi v te¢né rovin€ Ty, sestrojené v bod€ P (viz obr. 12).

Proto plati v = (vl, Vo, v ) = (5x1, 5x2, 6%, .., oxN )

obr. 12

Kazdy bod konfiguraéniho prostoru Q (viz odstavec 3.2) ma svijj te¢ny prostor - te¢nou rovinu Tp, .

Konfiguraéni prostor tedy je plochou vazby popsané rovnici @ =0. V ném leZi ty body, v nichZ se muze
pohybujici se hmotny bod nachazet.

V rovnici (9) tedy testujeme vychylku hmotného bodu z bodu, v némz se praveé nachazi, do vsech te¢nych
smért popsanych teénymi vektory v leZicimi v Tp, .

D’ALEMBERTUV PRINCIP JE EKVIVALENTNI LAGRANGEOVYM ROVNICIiM I. DRUHU
(VIZ ROVNICE (7) A (8) V ODSTAVCI 2.4) A TEDY JE EKVIVALENTNi T NEWTONOVYM
ROVNICIM S (HOLONOMNIMI) VAZBAMI.

Toto tvrzeni lze dokazat.

Nejdtive dokazeme implikaci, ze z Lagrangeovych rovnic 1. druhu (tj. ze vztaht (7) a (8) v odstavci 2.4)
vyplyva d’ Alembertiv princip (vztah (9)).

\ N
- . 0 , .. 0 . y
Rovnici mX, = F, + Z/lk iﬁ‘ upravime na tvar m¥; —F = z/ik ;yi‘ a vynasobime slozkou
k=1 = Ox
) 3N ) 3N v P )
virtudlniho posunuti dx' a seteme: Z:(mijc'i -F)éx' = 22/11( L’%‘&cl . Nyni zamé&nime pofadi s¢itani na
i=1 i=1 k=1
3N v N o0, - o,
pravé stran¢ rovnice Z(mi)'c'i -F )§x‘ = z/ik Z— Ox' . Pokud uvédomime, ze ——- Je slozka gradientu ¢
i=1 o o o Ox
. 3N . v —
a ox' je slozka te¢ného vektoru, miizeme psat Z:(mi)'c'i —-F)ox' = Zlk grad g, »v . Gradient plochy ¢ ma
i=1 k=1
ovSem smér normaly k této plose (viz vztah (4)) a je tedy kolmy k te¢né (resp. k te€né roving) v daném bodé¢. Je
3N
tedy kolmy i k te¢nému vektoru ¥ a jejich skalarni souéin je nulovy. Proto Z(mijéi —-F)éx' =0.
i=1
Dukaz obracené implikace, tj. ze ze vztahu (9) vyplyvaji vztahy (7) a (8) provedeme tvahou. Uvazime
dva ptipady:

1. neexistuje vazba - to znamend, ze slozky virtudlniho posunuti 5x1,5x2,5x3,...,5x3N jsou
navzajem nezavislé a tedy m,¥; — F; =0 pro vSechna i od 1 do 3N;

3N
X

2. existuji vazby - to znamena, Ze slozky virtualniho posunuti Sx',6x%,6x°,..,6 obecné nejsou

navzajem nezavislé. Metodou Lagrangeovych multiplikatorti 1ze dokézat, ze musi existovat systém
3N + v rovnic, které spliuji podminky (7) a (8).

12
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Fakt, Ze slozky Sx', 8x%,8x°, ..., 6x°" nejsou obecné nezavislé si lze piedstavit nasledujici Givahou:
kdyz jdeme ze schodu, jdeme dopredu, ale zaroven jdeme dolt. Tj. diky existenci vazby (schody) nemize nase
rychlost mifit libovolnym smérem. Slozky Sx', 6x%,6x°, ..., oxN jsou slozkami tecnych vektort. A vektor
rychlosti je k dané plose vzdy tecny.

Metoda Lagrangeovych multiplikatord se pouzivd v matematické analyze pfi hledani vazanych extrémi
funkeci vice proménnych.

Rovnice (9) plati jen pro vratna virtualni posunuti &x', tj. takova posunuti, e k posunuti x' existuje

také posunuti —5x' .V ptipadé oboustrannych vazeb (viz odstavec 2.2) jsou vSechna posunuti vratna. V ptipadé
jednostrannych vazeb by vratna posunuti byla jen dvé - viz obr. 13, na kterém jsou zakreslena vratna posunuti

171 a g . (Obrazek je schématicky a plati i pro zakfivené vazbové plochy nikoliv jen pro rovinu.)

A

R

obr. 13
Pokud bychom v pfipadé jednostrannych vazeb uvazovali i nevratna virtudlni posunuti, zménil by se tvar
d’ Alembertova principu (9) na tvar
3N (10)

D (m ~F)ox' <0.

i=1
Na zaklad¢ vztahu (9) Ize najit i dva specialni ptipady d’ Alembertova principu:

1. neni zddna vazba - to znamena, Ze slozky virtualniho posunuti Sx! s 5x° S Sx’ I SN jsou
libovolné a na sobé navzajem nezavislé. Vztah (9) pak Ize psat ve tvaru
mi —F =0 an
pro vSechna i =1, 2, ..., 3N . Ziskame tak 3N na sobé& nezavislych Newtonovych rovnic.
2. neni zddny pohyb - to znamena, ze ¥; =0 pro vSechna i=1,2,...,3N atedy plati

N (12)
D Eox' =0.
i=1

Obcas je vhodné takovou situaci (tj. silové pusobeni bez pohybu) studovat: stabilita mostti, statické
konstrukce (napt. vysilaci, stozarti vysokého napéti, ...) a podobné.

VZTAH (12) DEFINUJE PRINCIP VIRTUALNI PRACE, KTERA BY SE VYKONALA,
KDYBY SE HMOTNY BOD VYCHYLIL ZE SVEHO ROVNOVAZNEHO STAVU.

Tento poznatek odvodil Johann Bernoulli (1667 - 1748) v roce 1717, ale zéklady principu virtualni prace
byly znamy jiz od staroveku.

Na zaklad¢ vztahu (12) lze pravé rovnovazny stav poznat: vztah (12) totiz v rovnovazném stavu musi
platit pro vSechna virtudlni posunuti.

Je-li téleso v rovnovazném stavu (viz obr. 14), tak at’ ho vychylime jakymkoliv smérem, ktery vazby
systému umoziuji, tak se vzdy vrati do rovnovazného stavu. V pripad¢é nerovnovazného stavu (viz obr. 15) to
neplati.

V ptipad¢ urcitého typu sil se situace zjednodusi. Tyto sily se nazyvaji konzervativni sily (viz odstavec
3.4.1).

Pro konzervativni sily plati
oV =0. (13)
To ovSem znamena, ze potencialni energie mize mit extrém - existuji tedy tfi moznosti:
1. potencialni energie nabyva minima - jedna se o stabilni rovnovaznou polohu (viz obr. 14);

13
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2. potencialni energie nabyva maxima - jedna se o labilni rovnovaznou polohu (viz obr. 15);

3. potencidlni energie nema extrém - jedna se o indiferentni rovnovaznou polohu (viz obr. 16).

Podminka (13) udavd podminku rovnovahy, ale neni mozné usoudit o jaky zpravé uvedenych tii
moznych piipadl se jedna.

E\Q/ E/o\ E 0

obr. 14 obr. 15 obr. 16

Symbol SV se pouziva z historickych divodi a Ize misto n¢j psat totalni diferencial d .

Priklad: Rovnovaha ty¢ky mezi sténou a hranou

Homogenni ty¢ délky 2/ je umisténa mezi sténou a hranou, které¢ jsou ve vzajemné vzdalenosti a. Pfi jaké poloze
bude ty¢ v rovnovazné poloze?

Redeni: K feSeni vyuzijeme d’Alembertiv princip vjeho specialni podobé podle vztahu (12). Hledame
rovnovaznou polohu, tj. stav systému (tyce) bez rotace a posunuti - budeme tedy uvazovat pouze jedinou silu,

3

ktera na ty¢ piasobi: gravitacni silu Fg (viz obr. 17). Na zakladg této uvahy a vztahu (12) 1ze psat Z:Fiﬁx1 =0,
i=1

tj. F,0x+F,0y+F,06z=0 a po dosazeni: 0-mgdsy+0=0. Odtud ziskdme 6y=0. To znamena, Ze

Predstavime-li si pohyb tyce v souladu s danymi vazbami, tak se jeji t€zist¢ bude pohybovat po ¢asti
kruznice. V mist¢, kde nastavéa rovnovaha, se y-ova soutadnice jeho polohy skute¢né nemeéni.

Polohu tyce je dobré popsat pomoci thlu 9, ktery svira ty¢ s kladnou ¢asti osy x. Pak Ize pro y-ovou soufadnici

téziste, ktera je zavisla na thlu @, psat: y=Isind—-atgd. Proto oy= %&9 = [1 cos % — a2 9}53 .
cos

Vzhledem k tomu, Ze ma platit oy =0 pro vSechna &%, musi byt /cos$— =0. Odtud ziskame, ze

cosl9=§/£.
/

. v T , < , Yy / a
Ty¢ je v rovnovazné poloze, svira-li s vodorovnym smérem thel 4, ktery je ddn vztahem cos 9 =3 7

cos> 9

obr. 17

2.6 ***Jourdainitv a Gaussiy princip

Kromé d’Alembertova principu (viz vztah (9) v odstavci 2.5) existuji jes$té dva dalsi, které se ovSem
v praxi pfili§ nepouzivaji:

1. Jourdaintv princip vyjadieny vztahem
3N ' (14)
D (i —F)o5 =0;
i=1
14
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2. Gausstiv princip vyjadieny vztahem
3N (15)

> (m - F)o% =0.

i=1

15
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3. LAGRANGEUV FORMALISMUS
3.1 Zakladni pojmy

Lagrangetiv formalismus je zobecnénim Newtonova popisu mechaniky. Vyhody Lagrangeova
formalismu jsou zejména:

1. snadny popis systému bez nutnosti hledat rozklady sil;
2. poskytuje ndvod na samotné feSeni sestavenych rovnic (tzv. integraly pohybu - viz odstavec 3.7);

3. lze ho relativné snadno zobecnit v dalSich oborech fyziky (teorie elektromagnetického pole a
Maxwellovy rovnice, ...).

K popisu Lagrangeova formalismu je nutné:

1. zavést efektivn€j$i popis systému nez dosud - zavedeme tzv. konfiguracni prostor zobecnénych
soufadnic (viz odstavec 3.2);

2. odvodit dynamicky zékon - tzv. Lagrangeovy rovnice II. druhu (viz odstavce 3.3.1 a 3.3.2).

Tento dynamicky zdkon bude ekvivalentnim popisem systému, jaky poskytovaly napf. Newtonovy
rovnice. Tento popis je ale obecnéjsi a ma vyse uvedené vyhody.

3.2 Konfiguracni prostor

Vytvoteni konfiguracniho prostoru se fidi nékolika zakladnimi pravidly:

1. misto Kkartézskych soufadnic (xl,xz,x3 ,...,x3N) se pouzivaji zobecnéné soufadnice

(ql .45 4, ...,q“) - viz odstavec 3.2.2 (vyznam konstanty # je vysvétlen v odstavci 3.2.3);

2. pouziva se jen tolik zobecnénych soutadnic, kolik je nezbytné nutnych (viz odstavec 3.2.3);

3. konfiguraéni prostor sam o sob& nestaCi - musime zavést jeSté prostor rychlosti (viz odstavec
3.2.4).

3.2.1 Motivacni priklad

Ptiklad: Pohyb planet

Naleznéte tvar trajektorie, po které se pohybuji planety kolem Slunce.

Redeni: Planety se pohybuji vroviné pod vlivem centralni gravitaéni sily Fg, ktera je dana vztahem:

—  _Mm— __Mmr _ Mm-
-G GMn

:G—}" :G——:
0
r? o r

Tato sila je silou, kterd udéluje télesu o hmotnosti m zrychleni

(=]

a=7i= ()'c', ¥, z) . Proto mtizeme v jednotlivych slozkéach kartézského systému soutadnic psat:

M M
mii=-G——— i=-G S—
(\/x2+y2+22) (\/x2+y2+zz)
Mi , . .. M . . .
my = —G# . Upravou téchto rovnic ziskame = —G—y3, coz je stale velmi
(\[x2+y2+22) (\¢x2+y2+22)
mz=0 Z=0

komplikovany vyraz pro dalsi vypocet.

V polarnich soufadnicich lze zadany problém popsat jednoduseji pomoci rovnic:

. M L M
m(f—rgoz):—G—zm r—rgz)zz—G—2
r r
() r'o)
m-——=-—=0 , které lze upravit na tvar =0 . Ze druhé rovnice okamzité vyplyva, ze
r
mz=0 Z=0

2

. . K . . s L VIV
r2(p =K =konst. atedy ¢ = — - Dosazenim do prvni rovnice ziskame rovnici 7 =-—-—G—-, jejimz feSenim
r r

-
. K
je P ,kde p=——.
1+¢&cosp GM
Rovnice r = % ptitom vyjadiuje rovnici kuzelosecky v polarnich soufadnicich. V zavislosti na
+&cos@

parametru ¢ ziskame jednotlivé typy kuzelosecek:
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pro ¢ =0 se jedna o kruznici;

pro €€ (O; 1) se jedna o elipsu;

wop o=

pro ¢ =1 azaroveil cos@ =—1 se jedna o parabolu;

4. pro ¢>1 se jedna o hyperbolu.
Z uvedeného prikladu je ziejmé, Ze popis problému v jinych nez kartézskych soutadnicich je vyhodngjsi
a snadngji se fesi. Proto se zavadgji zobecnéné souradnice (viz odstavec 3.2.2).
Podrobnéji je pohyb planet feSen v odstavci 3.9.

3.2.2 Zobecnéné souradnice

ZOBECNENE SOURADNICE JSOU LIBOVOLNE PARAMETRY, KTERE JEDNOZNACNE
POPISUJIi VSECHNY MOZNE KONFIGURACE DANEHO SYSTEMU.

Vsechny mozné konfigurace, které zobecnéné soutradnice popisuji, jsou tvary trajektorii, polohy
hmotnych bodd, ...

Slovo konfigurace je pouzito zamérné - zobecnéné souradnice totiz nepopisuji stav! Abychom ziskali
popis stavu hmotného bodu, je nutné jesté ,,néco pridat™ (viz odstavec 3.2.4).

Zobecnénymi soufadnicemi mohou byt kartézské souradnice, polarni soutadnice, thly, ... Volime je tak,
aby jednoznacné popisovaly konfiguraci daného systému a pfitom tento popis byl co mozna nejvyhodné&jsi pro
dalsi vypocty.

¢l e 4
. a =
S ot
N ., .. : : = ‘IN m
F

g e

FE
obr. 18
obr. 19

Pouziti zobecnénych souradnic bude ukazano na nékolika piikladech:
1. kyvadlo (viz obr. 18) - zobecnénou soufadnici je thel ¢, ktery popisuje vychylku hmotného bodu

z rovnovazné polohy, tj. ¢' = ¢ . Konfigura¢nim prostorem je kruznice S'.

2. eliptické kyvadlo (viz obr. 19) - je realizovano télesem o hmotnosti M, které se mize bez tfeni
pohybovat po tseéce po vodorovné podlozce a k némuz je zavéSeno na vlakné zanedbatelné
hmotnosti téleso o hmotnosti m. Téleso o hmotnosti m se pohybuje vzdy proti pohybu télesa o

se téleso o hmotnosti m pohybuje po elipse. Vhodnymi zobecnénymi soutadnicemi jsou poloha
télesa o hmotnosti M a vychylka télesa o hmotnosti m z rovnovazné polohy - tedy ql =x a

q2 = ¢ . Konfigura¢nim prostorem je valcova plocha - tj. prostor R x st

Soutadnice x mize nabyvat hodnot z urcitého intervalu realnych cisel - t€leso o hmotnosti M se pohybuje
po usecce. Soutadnice @ omezuje pohyb télesa o hmotnosti m na kruznici.

3. dvé spojené pruziny (viz obr. 20) - pruziny kmitaji jen v jednom sméru (na podlozce, na které
lezi). Pro popis systému se nabizi nékolik soufadnic: vzdalenosti téles upevnénych na pruzinach
od mista upevnéni prvni pruziny k nehybné sténé€, délky pruzin, ... Nejvhodnéjsi na popis jsou ale

vychylky pruzin od rovnovazné polohy. Proto q1 =x a q2 =X,.
X, a x, jsou konkrétni ¢isla, nikoliv oznaceni soufadnic - proto maji index dole.

4. ¢inka (viz obr. 21) - pfi popisu se omezime jen na pohyb v roviné. Optimalni popis lze udélat

pomoci soufadnice polohy t€zisté (popisuje translaéni pohyb t€zist€) a uhlu natodeni Cinky
(popisuje rota¢ni pohyb). Proto ¢' =x, ¢* =y a ¢° = 9.
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Po zobecnéni na pohyb v prostoru a nahrazeni tycky pruzinkou ziskame velmi dobré ptiblizeni pro popis

dvouatomovych molekul. Kromé translacniho pohybu a rotaéniho pohybu mohou atomy tvofici molekuly jesté i
vibrovat.

rFs

¥

obr. 20

obr. 21

3.2.3 Pocet zobecnénych soutadnic

Pfi popisu systému je vhodné pouzivat jen tolik soutadnic, kolik je nezbytné nutné - vice soutadnice je
zbyteCné zavadét, nebot’ se tim feSeni pohybovych rovnic zkomplikuje. V tomto smyslu byly zavadény
zobecnéné soufadnice u piikladii popsanych v odstavci 3.2.2.

Ve fyzice se takovému zjednoduSovani situace fika princip Occamovy bfitvy (Ockhamovy bfitvy) na
pocest anglického frantiskana Williama Ockhama (1290 - 1349), ktery jako prvni formuloval i zdkon
setrvacnosti a vzeprel se tak Aristotelove logice. ,,It is vain to do with more, what can be done with fewer.” (,,Je
zbytecné pouzivat vice tam, kde vystac¢ime s méné.*)

Tento princip vyzdvihoval i anglicky filosof a logik sir Bertrand Arthur William Russell (1872 - 1970) ve
svych logickych tivahach: ,,Shledal jsem toto byti nejplodnéj$im principem logické analyzy.*

Pocet zobecnénych soutadnic, které je nutné k jednoznacnému popisu systému pouzit, je roven poctu
stupiii volnosti » daného systému. Plati
n=3N-v, (16)
kde N je pocet hmotnych bodl systému a v je pocet vazeb, které omezuji jejich pohyb.

Vztah (16) lze popsat téz takto: pocet hmotnych bodu krat dimenze prostoru minus pocet vazeb je roven
poctu stupnd volnosti. Kazda vazba totiz snizi pocet stupnd volnosti o jeden - zabrani hmotnému bodu, aby se
mohl v daném sméru pohybovat.

Tedy zobecnéné soufadnice lze zapsat symbolicky ve tvaru
{d'}=(d"q". 4" q"), a7
kde j=1,2,...,n.

V piipadé neholonomnich vazeb by byly popis systému i zobecnéné soutadnice komplikovanéjsi, protoze
by bylo nutné popsat i rychlosti hmotnych bodd.

Aby byl popis systému pomoci zobecnénych soutfadnic dobie definovany, je nutné definovat regularni
vztahy mezi kartézskymi soufadnicemi a zobecnénymi soufadnicemi, tj. musi existovat funkce

oy (qj) (18)

proi=12,.,3N a j=1,2,..,n.

Ptiklad: Pohyb hmotného bodu po povrchu koule

Pohybuje-li se hmotny bod po povrchu koule (tj. po sféfe S*) o poloméru a je vhodné jeho pohyb popsat
pomoci sférickych soufadnic, tj. q1 =9 a q2 =¢ . Pfitom mezi kartézskymi soufadnicemi a sférickymi
soufadnicemi existuji pfevodni vztahy, které 1ze psat podle obr. 22:

1 .
X =asin%cos@;

2 . .
X" =asinJsing ;

X =acos9.
Tyto vztahy odpovidaji vztahtim (18) a splituji podminky vazby x> +y*+2z? —a* = 0. Pro kazdy thel ¢ a 9

jsou tedy definovany pfipustné soutadnice (xl, x?, x3) bodt, v nichz se mize hmotny bod nachézet. Opacné to

neplati - soufadnice (xl,x2 ,x3) nelze volit libovolné a hledat pro né zobecnéné soufadnice. Napi. pro
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x' = x? =x* =0 nedostavame smysluplnou polohu hmotného bodu, protoZe bod o soufadnicich [0, 0, 0] nelezi

na sféfe, po niz se hmotny bod pohybuje.

obr. 22

Konfiguraéni prostor je dan zobecnénymi soufadnicemi. Jinymi slovy je mozné fici, ze konfiguracni
prostor je vymezen vazbami daného systému. Vazby systému a zobecnéné soufadnice systému jsou navzajem
ekvivalentni popisy daného systému. Navic kazda vazba systému snizuje pocet zobecnénych souradnic, které je
nutné k popisu daného systému zavést, o jednu (viz vztah (16)).

Konfiguraéni prostor je obecné varieta a zobecnéné soufadnice jsou parametry, které tuto varietu
popisuji.
3.2.4 Zobecnéné rychlosti

Konfiguraéni prostor (konfigura¢ni varieta) Q popsany zobecnénymi soufadnicemi (17) neni prostorem
fyzikalnich stavli daného systému.

Konfiguracni prostor nepopisuje stavy systému, protoze neni mozné pocitat rychlosti, hybnosti,
zrychleni, ... hmotnych bodi. Proto je nutné néco doplnit.

Aby konfiguracni prostor popisoval stavy systému, je nutné doplnit tzv. zobecnéné rychlosti
(g =(¢"d%d"d") (19)

pro j=1,2,..,n.

Jedna se o dodate¢né (rychlostni) parametry, které jsou zcela nezavislé na poloze popsané zobecnénymi
soufadnicemi (17). Znaceni qj neznamena casovou derivaci zobecnéné soufadnice - jednad se o historické
oznaceni zobecnénych rychlosti, které se zobecnénymi soufadnicemi nemaji zadnou souvislost. Zobecnéné
soufadnice qj a zobecnéné rychlosti qj jsou tedy navzajem nezavislé. Libovolny bod tedy mtiZze mit libovolnou
rychlost. Je proto dulezité odliSovat oznaceni zobecnénych rychlosti od ¢asové derivace zobecnéné soutradnice.

Formalné je nutné odlisit nasledujici zapisy:

1. % = 5; , kde 5} je tzv. Kroneckerovo delta;
q
2. ai =0;
og’
-
og’
4 % _g
oq’

Pro libovolny bod P v konfiguracnim prostoru jsou dany zobecnéné soutadnice (17), které jednoznacné
popisuji jeho polohu. Prostor rychlosti v daném bod€ je tecna rovina (teCny prostor) Tp sestrojeny v tomto
bod¢ ke konfigura¢nimu prostoru Q. Pro popis systému jsou tedy nutné dva prostory (viz obr. 23):

1. prostor poloh - je popsan zobecnénymi soufadnicemi (17) a popisuje polohu hmotného bodu P
v konfigura¢nim prostoru 0,
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2. prostor rychlosti - popisuje rychlost hmotného bodu v daném bodé P. Vektor rychlosti v lezi
v te¢ném prostoru Ty, a slozZky tohoto vektoru v urité zvolené bézi jsou zobecnéné rychlosti

(19).

obr. 23

Lze tedy zavést prostor dimenze 2n, v némz jsou definovany jak zobecnéné soufadnice (17), tak
zobecnéné rychlosti (19). Tento prostor uz popisuje vSechny mozné stavy hmotnych bodt, nebot’ kromé
konfiguraci popsanych zobecnénymi soufadnicemi, obsahuje i prostor rychlosti. Tomuto prostoru se fika fazovy
prostor.

Jiné oznaceni tohoto prostoru je také te¢ny bandl.

V prostoru 7Tpq jsou tedy definovany vSechny mozné rychlosti dan¢ho hmotného bodu (resp. soustavy
hmotnych bodt) ve vSech bodech Q.

q
obr. 24

obr. 25

Ptiklad: Fazovy portrét harmonického oscilatoru

Zakreslete vyvoj harmonického oscilatoru v tzv. fazovém prostoru, tj. sestrojte graf v diagramu, na jehoz
vodorovnou osu se nanasi zobecnéna soutfadnice a na svislou zobecnéna rychlost.

Regeni: Harmonicky oscilator miize byt realizovan napt. pruzinou, na které je zavé$en hmotny bod o hmotnosti
m (viz obr. 24). Zobecnéna soutadnice popisuje vychylku oscilatoru v zavislosti na case: q(t) = Acoswt .
Rychlost oscilatoru je dana vztahem q(t) =—-Awsin ot . Nyni sestrojime pozadovany graf - v diagramu na obr.
25 jsou znazornény dva grafy, které se 1isi amplitudou vychylky harmonického oscilatoru. Libovolny bod, ktery
lezi na vybrané kiivce ma soufadnice [q(t); q'(t)], tj. poloha hmotného bodu zavéSeného na pruzing

v libovolném ¢ase je dana skute¢né soutadnici polohy a rychlosti. Svisla osa fazového prostoru je pojmenovana
g aje to zobecnéna rychlost.

20




Teoreticka mechanika, Jaroslav Reichl, © 2009

Oscilator, ktery je v klidu, je ve fazovém prostoru popsan bodem [O; 0] , vnémz se nachazi v kazdém Casovém

okamziku.

Kazdym bodem fazového prostoru prochazi pravé jedna ktivka, pomoci niz lze rekonstruovat trajektorii
hmotného bodu. Kazdy bod fazového prostoru totiz urcuje polohu a rychlost daného hmotného bodu (resp.
systému hmotnych bodil) v konkrétnim ¢ase. Analyzou vSech bodi 1ze sestrojit trajektorii, po niz se hmotny bod

pohyboval (resp. po niZ se bude pohybovat, zlistane-li jeho rychlost stald). Soufadnice [q(t); q(r)] kazdého
bodu fazového prostoru tedy tvoii vychozi parametry pro feseni piislusnych diferencialnich rovnic.

Trajektorie hmotného bodu ve fazovém prostoru je vzdy uzaviena (viz obr. 26). Za uzavienou se
povazuje i trajektorie Castice, ktera pfilétne z nekonecna a zase se vrati zpét (viz obr. 27).

P

obr. 27

obr. 26

3.2.5 ***Zenonovy paradoxy

Zenon z Eleje (490 - 430 ptf. n. 1) (viz obr. 28) a jeho ucitel Parmedines svymi logickymi tvahami
dospéli k tomu, Ze pohyb neexistuje.

obr. 28

Zenon se narodil v jizni Italii v fecké osad¢ Eleji a byl zakem tamniho filosofa Parmenida. Zenonovy
prace se nezachovaly - v§e, co o ném vime Ize najit u Platona a Aristotela, ktefi s jeho paradoxy polemizovali. O
jeho Zivoté se vice podrobnosti nevi, znaméjsi jsou jeho nazory. Nemél rad pythagorejce, protoze neuznaval
jejich nazory. Podle atomové teorie, ktera byla vyslovena jiz dfive, ale ktera je znama zejména od Demokrita
z Abdér, existuji nejmensi, dale nedélitelné kousky hmoty (atomy) a jejich rozmér tedy odpovida nejmensimu
existujicimu ¢islu.

A praveé v tom byla podstata tzv. Zenonovych paradoxii:

1. Achilles a zelva - Achilles, ktery zavodi se Zelvou, da zelvé naskok. Za dobu, za kterou Achilles
dob¢hne na misto, kde stala na pocatku zavodu zelva, Zelva poodejde déale. Nez stihne Achilles
tuto vzdalenost urazit, Zelva se opét posune dale. A tak Achillovi pokazdé chybi kousek, aby zelvu
dohonil Cely pohyb se takto rozd€li nejen v prostrou, ale i v ¢ase na nekone¢né mnoho malych
kouski, které maji nenulovou délku a jejichz soucet tedy bude nekonecny.

2. Vystieleny Sip se nepohybuje - v kazdém c¢asovém okamziku je Sip na presné daném misté
v prostoru, nikoli na né&jakém tuseku. Proto se na tomto misté nachdzi stale a nemtze se tedy
pohybovat. Jinymi slovy neexistuje rozdil mezi leticim Sipem a Sipem, ktery je v klidu.

Vsechny Zenonovy paradoxy jsou v podstaté stejné - jsou jen jinak pieformulovany. A ve vSech z nich
vychazi podstata zdivodnéni ze stejného piedpokladu: neexistuje libovolné malé kladné Cislo (libovolné mala
vzdalenost). Vzhledem k tomu, Ze neni mozné Cisla libovolné zmenSovat, musi byt soucet nekonecné¢ mnoha
téch nejmensich moznych nekoneény. A pfitom to tak neni - ¢isla lze délit libovolné a ziskavat tak stale mensi a
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mensi. Pokud by tato mala ¢isla (vzdalenosti, ...) méla nulovou hodnotu, byl by jejich soucet nulovy a jako
feSeni uvedenych uloh tedy nepouzitelny.

Zenon a eleaté védeli, jak 1étaji Sipy, jak b&haji zelvy, ..., ale zkuSenost nepovazovali za dikaz toho, ze
se objekty pohybuji. Svymi paradoxy chtéli ukazat, ze v fecké predstavé o ¢islech je néco v neporadku.

To je ostatné obecna vlastnost paradoxt: ukazat, ze v uritém oboru je néco v nepoiadku nebo neni
definovano korektné.

Tim, 7e Rekové ztotoznili &isla s rozméry, ztotoznili je pfili§ tésné s hmotou. Cisla pfitom, jakkoliv
presné hmotu popisuji, hmota nejsou.

Az matematicka analyza v 17. stoleti ukazala, jak popsat mechanicky pohyb a jak zachazet s nekonecné
malymi veli¢inami a nekone¢né velkymi veli¢inami.

Z hlediska mechaniky spociva problém leticiho a leziciho Sipu v tom, Ze k pInému popisu nestaci pouze
konfigura¢ni prostor: ten je pro oba Sipy stejny. Ale prostor rychlosti uz ne! Letici $ip je v prostoru Tp, (viz
odstavec 3.2.4) reprezentovan nenulovym vektorem, zatimco stojici S$ip je v tomtéz prostoru reprezentovan

nulovym vektorem. K popisu pohybu tedy jsou nutné oba prostory: jak konfiguraéni prostor, tak prostor
rychlosti.

3.3 Odvozeni dynamického zakona

3.3.1 Pohyb jedné Castice po usecce
Pii odvozovani pohybového zdkona, ktery vyuziva zobecnéné soufadnice v konfiguraénim prostoru (viz
odstavec 3.2), zacneme nejjednodussim piipadem: pohybem jedné Castice (jednoho hmotného bodu) o hmotnosti

m po usecce (viz obr. 29). Tento systém bude obecné popsan holonomnimi reonomnimi vazbami (viz odstavec
2.2).

B
I & +
d

obr. 29

Trajektorii hmotného bodu tedy popiseme obecné funkci
x(t):x(q(t),t). (20)

Misto vektort, které pouzivala pfi popisu pohybu hmotného bodu Newtonova mechanika, pouzijeme
skalarni fyzikalni veli¢iny. Jednou z vhodnych skalarnich veli¢in je kinetickd energie hmotného bodu, ktera je
definovana vztahem

21
T=—m?’. @

2
1 (dxY
Vztah (21) lze piepsat ve tvaru T :Em(—) . Uvédomime-li si, ze soufadnice popisujici polohu
t

hmotného bodu zavisi na ¢ase podle vztahu (20), mizeme kinetickou energii psat ve tvaru
2 (22)
| Oxdg Ox
T=—m| =L 2
2 \ogdt ot
a pro dalsi vypocty je dulezité si uvédomit, ze kineticka energie je zavisla na ¢ase. Nyni ovSem vySetiime
chovani této funkce v urc¢itém vybraném case ¢ . Tento Cas je ale vybran libovolné, takze néasledujici uvaha plati
pro libovolny €as 7. PfepiSeme vztah (22) ptesnéji:

T e0)= 3 Sa(0).0)a+ (a0

2

(23)

kde ¢ =q(t,) je okamzita poloha hmotného bodu a ¢ :i—?(to) je okamzita rychlost, kterou se hmotny bod

. . . . d o L e
v ¢ase t, pohybuje. Vztahem (23) jsme ptesli od ¢ = d—q(to) k ¢, tj. od Casové derivace zobecnéné soutadnice
t

k zobecnéné rychlosti. Od této chvile jsou tedy ¢ a ¢ nezavislé parametry.

Pravé provedenou uvahu se ,,zastavenim Casu® si lze predstavit tak, ze z pohybu, ktery nato¢ime na film,
nas bude zajimat jen jedno policko vyvolan¢ho filmu. A bude to pravé to policko, které bylo zaznamenano
v Case f .

P , or or
Nyni uréime vyrazy — a —:
o oq

22




Teoreticka mechanika, Jaroslav Reichl, © 2009

or 1 _(ox . ox)ox ox . ox)ox (24)
—=—m2| —qg+— |—=m| —¢+— |—
og 2 oq ot ) oq oq ot ) 0q
a
or 1 Ox . Ox) O0(0Ox. Ox Ox . Ox) O0(ox. Ox (25)
—=—m2| —q+— | —| —qG+— |=m| —q+— |.—| —q¢+—|.
oqg 2 oq ot ) og\ oq ot oq ot ) og\ Oq ot

Pro jednoduchost jsme ve vyrazech (24) a (25) nepsali argumenty u zadanych funkci. Vztahy (24) a (25)
jsou platné v kazdém ¢asovém okamziku, plati podél celé trajektorie, po niz se hmotny bod pohybuje. Proto nyni
miZeme opét piejit k rovnicim, které zavisi na ¢ase. Symboly ¢ a ¢ tedy opét zméni svilj vyznam a vrati se ke

svym puvodnim vyznamim: ¢q = q(t) bude znamenat okamzitou polohu hmotného bodu v libovolném case a

d . .
g = —q(t) bude znamenat okamzitou rychlost hmotného bodu v libovolném case.

dt

To tedy znamena, Ze misto jednoho policka filmu budeme opét sledovat cely promitany film.

Vztah (24) tedy mizeme psat ve tvaru

orT Oxdg Ox)\ox dx ox (26)
H(r)=m| L XX, & O
oq Oq dt ot )oq dt oq
a vztah (25) ve tvaru
oT Ooxdg oOx) 0(oxdg ox dx 0 (dx (27)
A ()=m| £, 00| Of0cdg o) & 0far)
oq Oq dt Ot ) 0g\ og dt ot dt oq\ dt

Nyni vycislime vyraz %(Z—T(t)j—g—T(t) a svyuzitim vztahi (26) a (27) ziskame vyraz
q q
2
d 6—T 1) —6—T(t):mﬁﬁ+mg.i x —mﬁi(%j Vzhledem k tomu, Ze plati
dr\ 0g oq dr? &g dr dt\ oq dt oOg\ dt
d(ox 0 (dx] s
—| — |=—] — |, dostavame
dt\ 0q ) Oq\ dt
(O )T (&2 px 28)
dr\ 8¢ dq d* 6q ~ oq
Na zakladé vztahu (28) je mozné definovat tzv. zobecnénou silu, kterd udava pramét sily pusobici na

hmotny bod do sméru zobecnéné soufadnice.
ZOBECNENA SiLA O JE DEFINOVANA VZTAHEM

_pox (29)
Q-F@q.

Zobecnéna sila nemusi byt silou v pravém slova smyslu. Pokud bude mit g vyznam vzdalenosti, pak
[Q] = [F Z—X} =N a Q je pfimo sila. Zobecnénou soufadnici ¢ ovSem muize byt i napf. Ghel nebo jina fyzikalni
q

veli¢ina. V tom piipadé je vyznam Q jiny (moment sil, ...).

Nyni mizeme jiz formulovat Lagrageovu rovnici 1. druhu.

LAGRANGEOVA ROVNICE II. DRUHU, KTERA POPISUJE POHYB JEDNOHO
HMOTNEHO BODU O HMOTNOSTI m PO USECCE, SE NAZYVA ROVNICE

(30)
g(a_fj_a_T:Q,

T JE KINETICKA ENERGIE HMOTNEHO BODU, g JE ZOBECNENA SOURADNICE A ¢ JE
ZOBECNENA RYCHLOST.

3.3.2 Pohyb N hmotnych bodii ve vice dimenzich

Budeme uvazovat N hmotnych bodu, které jsou podrobeny silam a vazbam a jejichz pohyb je popsan
zobecnénymi soutradnicemi (17). Tyto zobecnéné soufadnice jsou svazany s kartézskymi soufadnicemi vztahy
(18). Odvozeni Lagrangeovych rovnic druhého druhu pro soustavu hmotnych N bodd bude velmi podobné jako
odvozeni Lagrangeovy rovnice druhého druhu pro jeden hmotny bod (viz odstavec 3.3.1). Proto bude odvozeni
zde komentovano jiz méné.

Trajektorie hmotnych bodt bude obecné popsana funkcemi

X ()= (qj(t),t) (€29

proi=1L2,..,3N a j=1,2,..,n.
23



Teoreticka mechanika, Jaroslav Reichl, © 2009
Kinetickou energii dané soustavy hmotnych bodu 1ze psat ve tvaru

N2
P10, (e .
24 de )
ktery 1ze dale rozepsat do tvaru
., ) N2 33
1< ox' dg* o' 33)
r=ly,[yrode ol

2 ey ot aq dt ot

Stejné  jako vodstavei 2.4 pro hmotnosti plati, Ze  my =my =my =My, hmotneho bodu »

My = Ms = Mg = Mgryhého hmotného bodu > * - *

Nyni pfepiSeme vztah (33) pro kinetickou energii soustavy hmotnych bodd v konkrétnim case #, a

k
provedeme formalni zaménu ¢asové derivace funkce di za zobecnénou rychlost qk . Dostaneme tak
t

) ) 1 3N n axi ) . axi ) 2 (34)
T(qj,qjatO):EZmi Z_k(qJ(to),to)q +a—(qJ(tO),t0) :
i=1 1 94 ‘
S . A , or oT s
Analogicky jako v odstavci 3.3.1 nyni ur¢ime vyrazy ; a ; Dostavame
q q
3N n i i i (35)
oT Ox .x Ox |Ox
- = Zmi z—qu +—|—
o' 5 15 o ) oq’
a
of D (S, o) o (Sad , o (36)
—_— = mi _kq +— . — _kq +— .
og’ S pgel] ot ) oq’\ 35 oq ot

Vztahy (35) a (36) byly odvozeny pro konkrétni ¢as ¢;, nicméné tento ¢as byl vybran libovolné. Proto

tyto vztahy plati pro libovolny €as ¢ a je mozné piejit opét ke vztahtim, které jsou zavislé na case. Vztahy (35) a
(36) tedy lze vyjadrit ve tvarech

L 32’“: dx ox' 37

—\t)= m——

6qJ = dr 5qJ

a
o ) i“: & 0 [dxij (38)
—\t)= mi—.— — .
an Py dt an ds

Vy¢islenim vyrazu d a—T(t) —a—r(t) (pro j=12,..,n) dostavame
dr 6qJ 6qJ

3N 2.0 Al i i i i
d a—T(t) —a—r(t):Zmi dx ai+£i ai —ﬂi L a po upravé (analogické jako
de{ ag g’ — de* og' dt dt{ag' | dr o'\ dr

v odstavci 3.3.1) ziskame
i[a—T.(t)J—a—T.(t) S e <
A oq’ — " dr* aq’
Na zaklad¢ vztahu (39) muzZeme definovat tzv. zobecnénou silu.
ZOBECNENA SiLA (O, JE DEFINOVANA VZTAHEM

N o (40)

PRO j=1,2,...,n.
Zobecnene sily Q; nemusi byt sily v pravem slova smyslu (viz komentai v odstavei 3.3.1).

Nyni je jiz mozné napsat Lagrangeovy rovnice druhého druhu.
LAGRANGEOVY ROVNICE II. DRUHU, KTERE POPISUJIi POHYB SOUSTAVY N
HMOTNYCH BODU, SE NAZYVAJI ROVNICE
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d(or) or 1)
alag ) o9

de{ a4’

PRO j=12,..n. PRITOM T JE KINETICKA ENERGIE SOUSTAVY HMOTNYCH BODU, ¢

JSOU ZOBECNENE SOURADNICE A ¢' JSOU ZOBECNENE RYCHLOSTI.

Tyto rovnice jsou tedy pohybovymi rovnicemi, které popisuji pohyb dané soustavy hmotnych bodu.
Rovnice (41) vyjadiuji Lagrangeovy rovnice II. druhu v nejobecnéj$im tvaru, ktery lze v uréitych specialnich
ptipadech zjednodusit (viz 3.4).

Rovnice (41) tvoii soustavu n obycejnych diferencialnich rovnic druhého fadu pro neznamé funkce

g =¢’ (1) (pro j=1,2,..,n).

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze to jsou rovnice parcialni, protoze v rovnicich (41) vystupuji

. . . orT oT . . , S g C
parcialni derivace. Zapis ; resp. ; predstavuje ovSem jen navod (pomicku) na ziskani derivace kinetické
q q

energie. Samotné neznamé funkce ¢’ = ¢’ (t) jsou zavislé jen na Case, takze v upravenych rovnicich (tj. uz po

provedeni naznadenych parcialnich derivaci) vystupuji jen totélni derivace ¢’ podle Casu.

3.4 Lagrangeovy rovnice Il. druhu ve specidlnich pripadech

Lagrangetv formalismus (tj. zobecnéné soufadnice (viz odstavec 3.2.2), zobecnéné rychlosti (viz
odstavec 3.2.4) a Lagrangeovy rovnice 2. druhu (viz odstavec 3.3)) byl zaveden proto, abychom nemuseli
vySetfovat rozklady sil a mohli pracovat pouze se skalarnimi veli¢inami (kineticka energie). Presto je ale
v Lagrangeovych rovnicich druhého druhu (vztah (41)) prava strana rovna zobecnéné sile, kterd je definovana
pomoci sil (viz vztah (40)). Tim jsou tedy i Lagrangeovy rovnice stale zavislé na ptisobicich silach.

V tad¢ 1uloh (a to i ve fyzikalné velmi dtlezitych piipadech - napf. pohyb hmotného bodu v poli centralni
sily popsany v odstavci 3.6) 1ze Lagrangeovy rovnice druhého druhu piepsat tak, Ze jejich prava strana bude
nulova.

Tento piepis provedeme v zavislosti na typu sil, které popisuji fyzikalni situaci, tj. zda se jedna o:
1. sily konzervativni (viz odstavec 3.4.1);
2. sily, k nimz existuje zobecnény potencial (viz odstavec 3.4.3).

3.4.1 Konzervativni sily

V piipad¢é konzervativnich sil bude mozné Lagrangeovy rovnice 2. druhu (vztah (41)) pfeformulovat
jednoduseji. Nejdiive je nutné védet, co jsou to konzervativni sily.

SIiLY JSOU KONZERVATIVNi, JESTLIZE PRACE SIL MEZI DVEMA DANYMI BODY
NEZAVISI NA TRAJEKTORII, PO KTERE SE HMOTNY BOD POHYBUJE.

Pravé uvedenou definici konzervativnich sil 1ze pfepsat i jinak:

SiLY JSOU KONZERVATIVNi, JESTLIZE PRACE SIL PO UZAVRENE KRIVCE, PO
KTERE SE HMOTNY BOD POHYBUJE, JE ROVNA NULE.

Konzervativni sily jsou tedy ty sily, které maji potencial (resp. pro které je definovana potencialni
energie).

Pro konzervativni silu F pak plati
F=- gradV (42)
kde Vje potencial (pfesnéji potencidlni energie). Zavedenim potencialni energie vztahem (42) tak ziskdme
ekvivalentni popis systému pomoci jedné skalarni veli¢iny ¥ misto vektorové veliiny F.
Aplikujeme-li na vztah (42) diferencialni operator rotace, ziskame rot F = —rot gradV . Prava strana této
rovnice je identicky rovna nulovému vektoru, takze plati
rotF=o. (43)
Tento vztah poskytuje navod, jak poznat, ze dané pole je konzervativni.
S vyuZitim (42) lze zobecnénou silu Q; definovanou vztahem (40) piepsat ve tvaru

3N i
oV ox

Q- = - E _— .
! —'ox' oq’

(44)

Vzhledem k tomu, ze V = V(xi (qj )), Ize vztah (44) piepsat na zéklad¢é vztahu pro derivaci slozené

funkce ve tvaru

o 3)

0--2
] an
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. . . . oV .
Vzhledem k tomu, Ze potencialni energie ¥ nezavisi na zobecnénych rychlostech ¢’, je ; =0 atedyi
q

4 6_V =0. Lze tedy formaln¢ psat
dr| ag’
_dfor) o 40
Yo aq'j aqj :
Tim jsme ziskali vyraz, je formalné velmi podobny levé strané Lagrangeovych rovnic druhého druhu (41)

a lze jej do téchto rovnic tedy dosadit. Miizeme proto psat d 8_T —a—r = d G_V _8_V a s vyuzitim vztahu
dr| 64’ og) dt\ &g’ oq’

. N . . df o 0 .
pro derivaci sou¢tu dvou funkci jen upravit na tvar d_[;(T —V)]—;(T—V) =0. Lagrangeovy rovnice
1\ 0q q
druhého druhu lze nyni pfepsat v zjednoduseném tvaru.
LAGRANGEOVY ROVNICE II. DRUHU POPISUJICi POHYB SOUSTAVY N HMOTNYCH

BODU V POLI KONZERVATIVNICH SIL JSOU ROVNICE VE TVARU

dfor) o _g @7
dt qu qu

PRO j=1,2,..,n. PRITOM
(¢ ¢’ 6)=T-¥ (48)

JE LAGRANGEOVA FUNKCE (RESP. TZV. LAGRANGIAN), qj JSOU ZOBECNENE
SOURADNICE A ' JSOU ZOBECNENE RYCHLOSTI.

Ziskali jsme opét soustavu n obycCejnych diferencialni rovnic druhého fadu s neznamymi funkcemi
qj = qj (t) (pro j=1,2,...,n), ale tentokrate (na rozdil od (41)) vyjadfenou pomoci Lagrangeovy funkce L. L je
funkce definovand na variet€ Tpg (viz 3.2.4) a jednd o tzv. invariant, j. hodnota této funkce se nezméni pfi

transformaci soustavy soufadnic.

Funkce L tedy ,,Zije” na variet¢ Tp, a je definovana v kazdém bodé¢. Symbol % pfitom popisuje zménu
q

funkce L pfi zméné soufadnice ¢’ .

Pouziti rovnic (47) ukédZzeme na jednoduchém ptikladu.

obr. 30

Ptiklad: Matematické kyvadlo

Najdéte thlovou frekvenci kmitani matematického kyvadla, které je tvofeno hmotnym bodem o hmotnosti m
zavéSenym na vlakné zanedbatelné hmotnosti délky /.

Reseni: Matematické kyvadlo (viz obr. 30) popiseme jednou zobecnénou soufadnici a to uhlem ¢, ktery svira

vlakno zavésu se svislym smérem (tj. s rovnovaznou polohou kyvadla). Postupn¢ ur¢ime kinetickou energii 7,
potencialni energii V' a lagrangian L:
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T= %mv2 = %m(lgb)z , V=-mgy=-mglcosp atedy L=T-V = %m(lgb)z +mglcos¢ . V tuto chvili zvolime

libovolny ¢asovy okamzik a v ném urcime derivace lagrangianu, které vystupuji v Lagrangeovych rovnicich
druhého druhu (vztah (47)). Symbol ¢ tedy znamena zobecnénou rychlost (viz odstavec 3.2.4).

To znamena, Ze ,,vypneme‘ ¢as a ur¢ime prislusné derivace.

oL . oL . L e . .. e 4
20 =ml’¢p a F™ =—mglsin ¢ . Nyni piejdeme od konkrétniho ¢asového okamziku, v némz jsme urcili derivace
® @
lagrangianu, k libovolnému ¢asu ¢. To znamena, Ze symbol ¢ bude nyni vyjadfovat ¢asovou derivaci thlu ¢, tj.
do(1)

dr

Nyni tedy opét ,,zapneme** plynuti ¢asu. Od ted’ dale jsou funkce ¢ 1 ¢ zavislé na ase. Doted’ tomu tak
nebylo - ¢ jsme nederivovali jako slozenou funkci!

Proto %(%]:mlz(ﬁ a tedy po dosazeni do Lagrangeovy rovnice druhého druhu ziskame
4

ml*@+mglsing = 0. Tuto rovnici lze piepsat ve tvaru ¢+%sin(p:0, coz je pomérné slozita diferencialni

rovnice, nebot’ nezndma funkce se vyskytuje i v argumentu goniometrické funkce. Pokud se spokojime

s feSenim pro malé vychylky ¢ lze rovnici s vyuzitim Taylorova rozvoje pfepsat ve tvaru ¢ +§¢ =0.

Tato rovnice popisuje harmonické kmitani s thlovou frekvenci o = \/% .

3.4.2 ***Presné reSeni matematického kyvadla

Presné feseni pohybové rovnice matematického kyvadla vyzaduje hlubsi znalosti z matematiky a pouziti
nekterych specialnich substituci a integrali.

Pohybovou rovnici matematického kyvadla 1ze odvodit riznymi zpusoby: pomoci lagrangianu (viz
odstavec 3.4.1) a nebo pomoci zakona zachovani mechanické energie. Nebudeme-li uvazovat vngjsi sily, piejde
zakon zachovani mechanické energie na zdkon zachovani energie (jiné formy nez mechanické nebude energie

mit) a bude tedy platit
T +V =E = konst. (49)
Kinetickou energii 7 a potencialni energii V' lze psat s vyuzitim obr. 31, ve kterém je vyznalena
maximdalni vychylka (pocateni vychylka) matematického kyvadla popsand thlem ¢, a okamzitd vychylka

2

o L 1 1 . . .
popsana uhlem ¢ . Kineticka energie je T :Emv :Emlz(pz, potencialni energie je V =-mgy =—mglcosg.

Celkova energie je rovna potencialni energii na zacatku pohybu matematického kyvadla, tj. E =—mglcosg,.

Znaménko minus je ve vztahu pro potencialni energii proto, ze pii zvétsovani vychylky kyvadla musi rist
jeho potencialni energie. Okamzita vychylka y, ktera ve vztahu pro potencialni energii vystupuje, by ovSem
s rostoucim uhlem ¢ bez pouziti znaménka minus klesala.

obr. 31
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Dosazenim do vztahu (49) ziskame rovnici

50
%mlngz —mglcosp =—-mglcos g, , (59)

z niz lze vyjadtit casovou derivaci ¢ ve tvaru

(51)
gb:\/2§(cosq)—cos%) )

Rovnici (51) lze formalné odvodit téZ z rovnice popisujici matematické kyvadlo, ktera byla odvozena na
konci odstavce 3.4.1, tj. z rovnice ¢+%sin(p =0. Vynasobime-li ji ¢, ziskame ¢.¢+%sin @.¢ =0, kterou lze

ptepsat do tvaru %(%(pzj—§%(cos¢):0. S vyuzitim  vlastnosti souctu derivaci lze psat

%(% p* —%cos gpj =0 atedy ¢’ —2Tgcos¢) = konst., odkud lze po vhodné volbé konstanty na pravé strané

rovnice vyjadiit ¢ = \/Tg(cos @ —Cos @, ) . Tato rovnice je shodnd s rovnici (51).

Ziskali jsme tedy diferencidlni rovnici, kterou lze feSit separaci proménnych. MiZzeme proto psat

(ii_(tp = \/2§(cos¢—cos¢0) a odtud

(52)
die | L do
2g \Jcosp—cos g,
Reseni rovnice (52) lze nalézt integrovanim v mezich od 0 do ¢, , ¢imz ziskame &tvrtinu hledané periody
T matematického kyvadla.

Hmotny bod o hmotnosti m, ktery je zavéSen na vlakné délky / (viz obr. 31), tak opise trajektorii, ktera
odpovida poloving kyvu kyvadla, tj. ¢tvrtiné kmitu.

Tedy
(53)

r_[r]_do
4 2g 0 \Jcos @ —cos @,
Nyni je nutné vyftesit pravou stranu rovnice (53). Nejdiive prepiSeme vyraz

\Jcos @ —cos @, (54)

S vyuiltlm goniometrického vztahu
.2 Q 1—()()S(p 55
sm —=——, ( )

z n¢hoz vyjadiime cosgp =1-2 sin’ % a dosadime do vztahu (54). Ziskame tak

/ (56)
\Jcosp —cos @, =2 sinz%—sinzg

(57

a zavedeme substituci
QP
sin— =sin—.siny .
2 2 v
Zavedenim této substituce se méni integracni meze ve vztahu (53). Je-li ¢ e<0; (p0>, pak na zakladé
substituce (57) je v e<0; %> (uvazujeme-li pouze fyzikalni aplikace dané substituce). Zaroven je nutné si
uveédomit, Ze pro derivaci pravé zavedeného substitu¢niho vztahu plati
1 ¢ P (58)
—cos—d@ =sin—.cosy.dy .
56085 @ > ydy

Dosazenim vztahu (57) do vztahu (56) a naslednymi Upravami postupné ziskdme

\/cos @ —cos @, =\/§\/sin2%—sin2§ :x/z\/sinz%—sinz%sin2 7% =x/§sin%\11—sin2y/ , tedy
\Jcos @ —cos @, :\/Esin%cosy/.
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Vsechny tpravy provadime s ohledem na fyzikalni situaci, kterou feSime. Obecné nékteré vztahy neplati
- nejsou splnény vSechny matematické podminky. Fyzikalni situace je ovSem takova, ze uvazované podminky

splnéné jsou. Napf. uprava w/l—sin2 v =cosy provedena ve vztahu (59) neni matematicky korektni - spravné

by mélo byt {1-sin? 7% :|cost//|, nicméné hodnoty thli w mimo interval e<—%;%> (tj. pro zaporné

hodnoty funkce kosinus) nemaji v dané situaci fyzikalni smysl.

T ] 2 sin@.cosy/.dl//
Dosazenim vztahti (59) a (58) do vztahu (53) dostdvame — = —J. 2 a po
4 2g 4 P
&% cos - x/zsm—cosy/
2 2
postupnych tUpravach ziskame — \/7 \/7 I dl//. Po dosazeni ze vztahu (57) a
0 COS 1 Sln

vynasobeni rovnice ¢tyfmi tedy mame

. (60)
It 1
T=4\/:_|' d
£9 ,fl—sinz P i 7%
2
kde
L (61)
7 1
K(sm&jzj. dy
2 0 2P

1-sin? 2 sin?
> 4
je uplny elipticky integral prvniho druhu. Reseni téchto typt integralii jsou tabelovana resp. jsou doporuéené
dalsi postupy pfi jejich feseni.
Regeni integralu (61) spo&iva v rozepsa’mi integrandu pomoci Taylorova rozvoje ve tvaru

E 2 1 " 2m (62)
z m- (Sln % Sln V/\J N

- 2P
1—sin? sin’ m=
> 4

kde (2m—1)11=1.3.....(2m —1). Rozvoj (62) je mozné dale rozepsat ve tvaru

2 4 6 (63)
! =1+— ! [sm&sml//j + 3(sm&sml//j +£(sm&smt//j "
\/l—sinz P 2 2 2 8 2 48 2
74

T
2

V integralu (61) tedy dostaneme soucet vyrazi z rozpisu (63), v nichz vystupuji integrélyjsm wdy
0

pro m=1,2,.... Z tabulek ziskdme

(64)
- 2m _7[(277’1—1)”
G R T TR

S 0 | Ny

kde (2m)!!=2.4.6....2m =2"m!.

Po dosazeni feSeni (64) do vztahu (63) a nasledné do vztahu (61) a do vztahu (60) ziskdme

V4
2 2 2 4 2 6
o o
sm—sm +=| sin—-sin +—| sin—sin +...|dy ated
H[( o) ri{snGsinn |+ {snsiny ]

(65)
T=4 L £+£sin2&+9 in* 20 4 257 it 24 .
g\2 8 2 128 2 512 2

Vytkneme-li ve vyrazu (65) % , Ziskame
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(66)
T=2rx L 1+lsin2&+isin4&+£sin6&+... .
g 4 2 64 2 256 2

Prvni ¢len vyrazu (66) odpovida periodé matematického kyvadla pro malé vychylky. Ostatni Cleny je
mozné v tomto kontextu chapat jako opravy periody pro konkrétni pocatecni vychylku (maximalni vychylku)
popsanou thlem ¢, . Graf zavislosti periody na pocatecni vychylce popsané thlem ¢, je na obr. 32.

T

¥

obr. 32

3.4.3 Sily, které maji zobecnényv potencial
Nyni budeme piedpokladat, ze

V=V(qj,qj,t), (67)

tj. potencialni energie V zavisi i na zobecnéné rychlosti a na ¢ase (na rozdil od pole konzervativnich sil, které je
popsané v odstavci 3.4.1). Pritom Vje takova funkce, ze spliuje vztah (46), ale vtomto piipadé obecné

G_V # 0 . Potom opét plati Lagrangeovy rovnice druhého druhu ve tvaru (47) a

og’
L(qd't)=T(a" " t)-7 (4, d',1). (68)
Tato situace, v niz plati zavislost (67), je v piirodé realizovana pouze v piipadé elektromagnetismu.
Zobecnény potencial ma Lorentzova sila pasobici na castici s elektrickym nabojem e, kterd se pohybuje
rychlosti Vv elektromagnetickém poli, jehoz elektricka intenzita je E a magneticka indukce je B.
PRO LORENTZOVU SiLU

F=e(E+vxB) (69)
EXISTUJE ZOBECNENY POTENCIAL VE TVARU
V=e(go—;.2), (70)

KDE ¢ JE POTENCIAL ELEKTRICKEHO POLE A 4 JE VEKTOROVY POTENCIAL. PRO TYTO
POTENCIALY PRITOM PLATI

— A - _ (71)
E:—gradgo—% a B=rotA4.

Dtikaz tvrzeni, Ze zobecnény potencial Lorentzovy sily 1ze definovat vztahem (70), spociva v rozepsani
rychlosti a vektorového potencialu v kartézskych soufadnicich a dosazeni do vztahu (46). Vysledny vztah by
mél popisovat Lorentzovu silu danou vztahem (69).

Veli¢iny ¢ a 4 je nutno chapat jako pomocné veli¢iny, které nejsou jednoznacné, protoze je mozné je
pteskalovat a volit tak, aby pocitani s nimi bylo pokud mozno co nejjednodussi. Pokud se tyto veli¢iny dobie
zvoli, zjednodusi se 1 vypoCty v tom smyslu, ze budeme mit méné€ rovnic k feSeni. Méftitelnymi veli¢inami jsou
veli¢iny EaB.

Velmi snadnou upravou vztahti (71) lze ziskat vyjadieni dvou Maxwellovych rovnic. Plati totiz

0 OB

— 04 oA - — -
rot E =rot| —gradp—— |=-rotgradp—rot—=0——(rot 4| = —— a také divB =divrot A=0
[ By 6tJ e otd)=—7

ot

S . . . - 0B R
(identicky). TakZze jsme ziskali dvé z Maxwellovych rovnic: rot £ = o adivB=0.
t
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Maxwellovy rovnice elektromagnetického pole jsou tak obecné, Ze je mozné s nimi pocitat i ve specidlni
teorii relativity i v obecné teorii relativity bez vyraznéjsich zmén. Newtonidv popis mechaniky takto obecny neni
a pro fyzikalni popis v ramci teorie relativity je naprosto nevhodny a nepouzitelny.

3.5 Postup pro sestaveni Lagrangeovych rovnic

Lagrangeovy rovnice druhého druhu (47) jsou velmi uziteCné pifi feSeni fady uloh, které maji své
praktické diisledky. Proto je nutné umét tyto rovnice spravné sestavit. Doporuceny postup je tento:

1.
2.

7.

zavést zobecnéné souradnice qj pro j=1,2,....n (viz odstavce 3.2.2 a 3.2.3);

nalézt vztahy mezi témito zobecnénymi soufadnicemi a kartézskymi soufadnicemi x=x (qj)
(pro i=1,2,..,3N a j=1,2,...,n);

i

. urdit ﬂ proi=12,..,3N;
dt

13N (g )
urcit kinetickou energii 7 ve tvaru T = —Zmi —
2 dt

i=1

. urCit potencialni energii V tak, ze do funkce V = V(xi) dosadime x' (qj) a ziskame funkci ve

tvaru V=V(qj,t) resp. V=V(qj,qj,t) proi=12,..,3N a j=1,2,..,n;

. vypocitame lagrangian daného systému a jeho derivace podle zobecnénych soufadnic a podle

zobecnénych rychlosti;
napiSeme Lagrangeovy rovnice druhého druhu.

Tento postup ukazeme na piikladu, ktery ma velky vyznam nejen pro teoretickou mechaniku a ktery je
feSen v odstavci 3.6.

3.6 Pohyb hmotného bodu v centralnim silovém poli

V centralnim silovém poli (viz obr. 33) se nachazi hmotny bod o hmotnosti m. Vzhledem k tomu, ze se
jedna o centralni pole, je sila F, kterd na hmotny bod pulisobi, centralni sila (radialni sila). Tato sila proto nema
teCnou slozku, a popisovana situace je tedy sféricky symetrickd. To znamena, ze k popisu systému lze uzit
sférické soutadnice (viz obr. 34).

.
anr
Pl
e
e
-

obr. 33 obr. 34

Zobecnénymi soufadnicemi, které budou popisovat na§ systém, tedy budou tfi sférické soufadnice
g '=r, ¢> =9 a ¢° =, kde je r je polomér uvazované sféry. TFi pIn& postaduji k popisu, nebot’ vy3etiujeme
pohyb jednoho hmotného bodu v trojrozmérném prostoru a tento pohyb neni omezen zadnou vazbou (viz 3.2.3).
Vztahy mezi zobecnénymi soufadnicemi a kartézskymi souradnicemi vyplyvaji z obr. 34:

1

2

3

X =x=rsindcosp;

X" =y=rsindsing;

x =z=rcosd.

Tyto soutadnice zavisi na ¢ase. Nyni ur¢ime jejich prvni derivace podle Casu:
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dxl . . .. .
T ¢ =7 sin $cos @+ r¥cos dcos @ —r@sin Ising ;
t
dx2 .
?=y=r'SinSSin¢+r900s9sin¢+r¢sin3008¢;
3
(zx—:z':fcosg—rgsing.
t

Nyni mizeme urcit kinetickou energii hmotného bodu, ktery se nachazi v centralnim silovém poli:
I (2 .2 . . y ; o , ‘s
T = Em (x2 +37 4+ 27 ) . Dosazenim z ptechodnich vztahi a naslednou tipravou ziskame vztah

. 72
T:%m(f2+r232+r2gb2 sin’ 9), (72)

ktery popisuje kinetickou energii hmotného bodu ve sférickych soufadnicich vzdy, bez ohledu na dalsi
charakteristiky konkrétni Glohy.

Kineticka energie hmotného bodu vzdy musi obsahovat vSechny zavedené zobecnéné rychlosti ¢ (pro

j=1,2,...,n), ale nemusi obsahovat nutné vSechny zobecnéné soufadnice ¢’ . Tyto soufadnice, které nejsou ve

vztahu pro kinetickou energii (resp. ve vztahu pro lagrangian) obsaZeny, usnadnuji dalsi vypocty (viz odstavec
3.7).

Jednotlivé Cleny, které vystupuji v zavorce vztahu (72) pritom maji svij fyzikalni vyznam - jedna o
rychlosti, piislusejici dané zobecnéné souradnici:
1. ¢len v, =7 urcuje velikost radidlni rychlosti, tj. rychlosti jakou se téleso o hmotnosti m pfiblizuje
(resp. vzdaluje) hmotnému centru;

2. Clen vy = r9 odpovida velikosti rychlosti ve sméru soufadnice 9 ;

Na povrchu Zemé se jedna o velikost rychlosti, kterou se hmotny bod pohybuje v severojiznim sméru.

3. ¢len v, = rgsin g odpovida velikosti rychlosti ve sméru soutadnice ¢ .

¢

Na povrchu Zemé se tedy jednd o velikost rychlosti, kterou se hmotny bod pohybuje ve sméru vychod -
zépad. rsing je polomér kruznice, po niz se hmotny bod vtomto sméru pohybuje (tj. polomér dané
rovnobeézky, po niz se hmotny bod pohybuje) a ¢ je velikost uhlové rychlosti, s jakou se méni thel ¢ .

To tedy znamen4, ze vektory Z , g a g definuji lokalni kartézsky systém na sfére.

V prave fesené tloze by bylo mozné uréit kinetickou energii (resp. celkovou velikost rychlosti hmotného
bodu) na zéklad¢ geometrického rozboru situace. Ale v obecném piipadé geometricky rozbor nemusi byt tak
ziejmy a nazorny jako v tomto specidlnim pripadé.

Ve vztazich pro velikosti rychlosti ve sméru jednotlivych zobecnénych soufadnic lze v tomto pripadé
najit tzv. Laméovy koeficienty: 1, 7a rsin$.

Jsou to ty koeficienty, kterymi se nasobi derivace pfislusné zobecnéné soutadnice.

Kazdé centralni pole je konzervativni, nebot’ sila v ném plisobi radialné a je zavisla pouze na vzdalenosti
(ne na funkci vzdalenosti) od hmotného centra daného centralniho silového pole. Proto ma toto pole potencialni
energii V, ktera je zavisla pouze na vzdalenosti hmotného bodu od hmotného centra pole. Podle vztahu (42) je

LA LAl
o’ Y a9 op

Uméra misto operatoru ,,=* je ve vztazich pro F, a F, proto, Ze ve vypoctu chybi Laméovy koeficienty.

Vzhledem k tomu, Ze ulohu vySetfujeme v centralnim poli, jehoz potencidlni energie zavisi jen na

vzdalenosti od hmotného centra, je Z—Z = Z—V =0. A tedy

4

dv (73)
F(r)=——(r).
(1)=-(r)
Nyni miizeme psat Lagrangeovu funkci (48) ve tvaru
. 74
L:%m(ﬁ2+r232+r2¢)2 sin® 9) - (r). (74

Pro jednotlivé derivace, které jsou nutné pro sestaveni Lagrangeovych rovnic druhého druhu, dostaneme:
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6—[_4 =mri a oL _ mr® +mr¢® sin® 3—d—V(r) ;
7 or dr
a—L. =mr’9 a 6_L = mrz(p2 sin 9cosJ;
09 09
a—L_zergbsng a—=0.
op op
Tyto derivace byly uréeny za ,,vypnutého Casu“ a tedy parametry r, 9, ¢, 7, 3 a ¢ byly navzijem

nezavislé parametry. Nyni ¢as zapneme a bude platit 7 = %(t) , Ji= %(t) agp= i—f(r) :

Casové derivace derivaci lagrangianu derivovaného jiz podle zobecnénych rychlosti 7, ¢ a ¢ jsou:

d(&Lj ..
—| = |=mr;
dr\ or

d(a_L

— .]: mr* 3+ 2mrir9
dt\ 09

di[Z_LJ =di(mr2¢)sin2 8) - dvod, pro€ tento vyraz zapisujeme jen symbolicky, vyplyne po sepsani
t\ 0 t

Lagrangeovych rovnic druhého druhu.
Nyni jiz mGzeme napsat Lagrangeovy rovnice druhého druhu pro uvazovanou situaci. Dosadime tedy do

(47) a ziskame:

. 75
mi —mr$* —mr¢* sin29+d—V(r):0, (75
dr
mr? 8+ 2mri-3—mr?¢* sin $cos 9 =0 (76)
a
(77)

%(mrzd)sinz 3) =0.

Z rovnice (77) vyplyva, pro¢ jsme casovou derivaci lagrangianu derivovaného podle zobecnéné rychlosti
¢ pouze naznacili. Rovnice (77) zapsana v této podobé¢ je snadno Fesitelna a jejim feSenim je
mr@sin® 9 = konst. (78)

Rovnice (78) je matematickym vyjaddfenim zdkona zachovani momentu hybnosti v centralnim silovém
poli.

Na zékladé pozorovani Ize tvrdit:

POHYB V KAZDEM CENTRALNIM POLI JE NUTNE POHYB ROVINNY.

Pokud se povede toto dokazat, pak lze k popisu pohybu hmotného bodu v centralnim poli pouZzit pouze
dvé soutadnice, tj. 1ze piejit od sférickych soufadnic k polarnim soutadnicim.

obr. 35
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Zvolme bez ujmy na obecnosti pocatecni podminky pohybu tak, ze S(to) =% a Q(IO) =0. Polohovy

vektor 7 a vektor pocatecni rychlosti % pohybu hmotného bodu jsou kolinearni a urcuji tedy rovinu o .

(Pokud by kolinearni nebyly, vybrali bychom jednu z rovin, v niz oba lezi.) Kartézskou soustavu soutadnic Ize
volit libovolné - proto (bez Gjmy na obecnosti) ji zvolime tak, Ze osy x a y lezi vroviné o a osa z je k této

roving kolma (viz obr. 35). Tedy tak, ze 9(z))= %

Nyni je ziejmy vyznam veli¢iny 9(¢) - uréuje velikost rychlosti naréistu odchylky pohybujiciho se
hmotného bodu od roviny o . Jestlize jsme zvolili 9(!0) =0 pak to znamena, Ze v Case ¢, zistdvd hmotny bod

v roviné o .

., . y L = . 9 . Via p
Pfepsdnim rovnice (76) v Case ¢, ziskdme mr G+ 2mri-.0 — mr* g smScosE=0, tedy mr’3=0.

Dostavame tak 3 =0, coz znamena, ze velikost zrychleni hmotného bodu ve sméru mimo rovinu o je nulové.
Hmotny bod tedy ztstava v roviné o , coz je tzv. rovina ekliptiky.

Tedy 9= % v kazdém casovém okamziku.

Regenim rovnice (77), jak bylo jiz uvedeno, je vztah (78), ktery piedstavuje zédkon zachovani momentu
hybnosti. Jestlize se ale moment hybnosti zachovava (tj. neméni se ani jeho velikost, ani jeho smér), pak je
pohyb hmotného bodu nutné rovinny. A navic smér momentu hybnosti je kolmy k roving, v niz se hmotny bod
pohybuje.

Proto 1ze misto sférickych soufadnic », 3, @ pouzit polarni soutadnice r, ¢ , ¢imz ziskame Lagrangeovu
funkci (74) ve tvaru

1 . 79
L:Em(fz+r2§02)—V(r), (79)

kde 7 predstavuje velikost radidlni rychlosti (tj. velikost rychlosti vzdalovani od hmotného centra centralni
pole) a r¢ je velikost te¢né rychlosti, tj. velikost rychlosti pohybu hmotného bodu po kiivce v roving.

Je dulezité si uvédomit, ze piechod z tiirozmérného popisu systému do dvourozmérného popisu systému,
tj. prechod od lagrangianu ve tvaru (74) k lagrangianu ve tvaru (79) neni obecné¢ trividlni a je jistéjSi prepocitat
celou ulohu (kinetickou energii, potencialni energii, ...) znovu. V ndmi vySetfované uloze to bylo mozné,
protoZe jsme pouzivali kartézské soufadnice a z geometrického nahledu byla situace jasna.

3.7 Metody FeSeni Lagrangeovych rovnic

Lagrangeovy rovnice druhého druhu (41) resp. (47) jsou obycejné diferencialni rovnice druhého fadu,
které je mozno fesit riznymi zplsoby:

1. numericky pomoci pocitace - vypocet je ale nutné pec¢livé kontrolovat, abychom ziskali skute¢né
spravna feseni rovnic i z fyzikalniho hlediska;

2. pouzitim zjednodusujicich aproximaci (vétSinou linearizace problému a tedy i feSenych rovnic) -
nutno provadet pouze za urCitych predpokladi a fyzikalné korektné (napi. feSeni pohybovych
rovnic matematického kyvadla - viz odstavec 3.4.1);

3. exaktni feSeni pomoci tzv. prvnich integrali (integrali pohybu).

Lagrangeovy rovnice Casto samy davaji navod, jak je feSit. Pokud zavedeme integraly pohybu,
zjednodusime si feSeni rovnic.

Kazdy integral pohybu se totiz pomtize zbavit jedné tecky v derivaci funkce.

INTEGRAL POHYBU JE VYRAZ TVARU
f(qj,qj,t):konst., (80)

KTERY V KAZDEM OKAMZIKU NABYVA STEJNE HODNOTY (KONSTANTNi HODNOTY), KDYZ
HO VYCISLIME PODEL LIBOVOLNE TRAJEKTORIE POPSANE ROVNICIi ¢’ :qJ(t) (PRO

j=L2,..,n), KTERA RESI POHYBOVE ROVNICE.
Do vztahu (80) tedy dosadime skuteéné funkce ¢! =¢'(¢) a ¢ =¢'(¢) a hodnota tohoto vyrazu pak
bude tedy potad stejna, tj. f (qj (1), 4 (¢), t) = konst. Jinymi slovy %(r) =0 plati pro kazdou trajektorii, ktera

je dana svymi pocateénymi podminkami.

Podél jiné trajektorie bude vyraz (80) nabyvat také konstantni hodnoty, ale bude to jina konstanta, nez u
predeslé trajektorie.
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Pred dal$im tvrzenim, které usnadni vypocty Lagrangeovych rovnic druhého druhu, zavedeme pojem
cyklicka souradnice.

ZOBECNENA SOURADNICE, NA KTERE NEZAVISi LAGRANGEOVA FUNKCE (48), SE
NAZYVA CYKLICKA SOURADNICE.

A nyni jiz uvedeme zmifiované tvrzeni.
POKUD LAGRANGEOVA FUNKCE (48) NEZAVISi NA NEKTERE ZOBECNENE

y i . oL .
SOURADNICI ql, PAK VYRAZ - JE INTEGRALEM POHYBU.

o4
Dtikaz tohoto tvrzeni je snadny: z j=1,2,..,i—1,i,i+1,..., n Lagrangeovych rovnic druhého druhu
d| oL oL
vezmeme i-tou rovnici — 6_ _6_:0 Podle pfedpokladu tvrzeni nezavisi Lagrangeova funkce na
q q
I oL d| oL
soufadnici ¢q', tedy 8_:() Po dosazeni do i-t¢é Lagrangeovy rovnice ziskame — 8_ =0 a tedy
q q

% = konst. Proto % = [, kde fje integral pohybu (80).
q q

Piiklad: UrCete integraly pohybu v langrangianu L = %m ()'cz + 32 427 ) -V (z).

Reeni: Lagrangian zavisi v tomto piipadé na kartézskych soufadnicich x, y a z. Oviem na x a na y nezavisi
explicitné (zavisi na ¢asovych derivacich téchto soufadnic). Proto jsou soufadnice x a y cyklické soutfadnice a
. . . oL oL , , OL ) oL ) ,
tedy mame dva integraly pohybu: — a —, pro které plati — = mx = konst. a — = my = konst. Tedy x-ova a
ox oy ox oy
y-ova slozka hybnosti se zachovava.

Dal$im integralem pohybu je tzv. zobecnéna energie.
POKUD LAGRANGEOVA FUNKCE (48) NEZAVISi EXPLICITNE NA CASE ¢, PAK VYRAZ

81
q» qs z_q -

KTERY SE NAZYVA ZOBECNENA ENERGIE (JACOBIHO INTEGRAL), JE INTEGRALEM
POHYBU.

Ma-li byt wvyraz (81) integralem pohybu, pak podle podminky (80) musi platit

h(q,q,t) Z—q — L =konst. Tuto rovnost nyni dokdZeme. Pokud ma byt %(q, ¢, t)=konst., musi byt
j= 1

dh

dr

Z a—LqJ —Z 6Lq oL 6J+6—L kde—= 8J+8—L Po tpravé
dl = dr 8q (%f aq an ot ds ot

n n
ziskame %zz 4 a—L —a—L, c]j —a—L. Uvédomime-li si, ze plati Z 4 8_L _6_@ =0 (jedna se o
ds = ds aq'J an ot P ds Gq] an

Lagrangeovy rovnice druhého druhu (viz (47)) a ze 66_1;2 0 (podle predpokladu definice zobecnéné energie

=0. Proto nyni urcime uplnou casovou derivaci vztahu (81). Ziskame:

dh
81)), pak — =0
(81)), pak —-

Piiklad: Urcete integraly pohybu v langrangidnu L = %m ()'cz 7 4+22 ) -V (x,»,2).

Reseni: Vzhledem k tomu, Ze napsany lagrangian nezavisi explicitné na case, muzeme definovat zobecnénou

energii pomoci vztahu (81): 4 —Z—Lerg—L y+Z—Lz L. Po dosazeni a po postupnych tpravach dostaneme:
be W Z

h=mi® +mp® +mz’ —%m(x2+y2+z'2)+V(x, y, z):%m()'c2+y2 +22)+V(x, 7,2)=T+V.

V tomto SPECIALNIM PRIPADE jsme tedy ziskali s =T +V =konst., tj. zdkon zachovani mechanické
energie. Obecné ovSem zobecnéna energie nemusi byt vyjadienim zakona zachovani energie. V tomto piipad¢ je
to dasledek specialni podoby lagrangianu.
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Presto je zobecnéna energie 4 v nékterych piipadech rovna celkové mechanické energii systému.

ZOBECNENA ENERGIE DEFINOVANA VZTAHEM (81) JE ZAKONEM ZACHOVANi
MECHANICKE ENERGIE TEHDY, KDYZ SE JEDNA O POHYB HMOTNEHO BODU V POLI
KONZERVATIVNICH SIL (VIZ ODSTAVEC 3.4.1), KTERE JSOU OMEZENY HOLONOMNIMI A
SKLERONOMNIMI VAZBAMI (VIZ ODSTAVEC 2.2).

Reonomni vazby totiz energii systému dodavaji nebo odebiraji.

Dtikaz tohoto tvrzeni provedeme rozpisem kinetické energie 7' a naslednym dosazenim do vztahu (81).

I (a1 dy
Pro kinetickou energii soustavy N hmotnych bodt plati: T :EZmi [—j :—Zm .

d 24 dr dt

Vzhledem k tomu, 7e x' =x ( e )) (podle podminky (31)) pro i=1,2,..,3N a j=1,2,...,n (n je pocet

i
stupnid volnosti), miizeme psat 7 = —Z Z o Z st ¢° . Po upravach, pfi kterych zaménime také poradi

i=l1

séitanc, dostaneme == Z Z Z

Oznacime-li

r=1 s= 1 r=1 s=1 i=l 2 a a S

o' ox' BN
—m ——, miZeme pro kinetickou energii mizeme psat: T :ZZArsqu'r. Nyni uz lze na

2 " oq" bg° g

i=1 r=l s=1

. LY
zéklad¢ vztahu (81) psat zobecnénou energii: 7 = z P —-L= quj -T+V.
= 1 j an

V posledni sumé se derivuje pouze kineticka energie 7, protoze potencidlni energie ¥ nezavisi na zadné
zobecnéné rychlosti ¢ .

Dosazenim Z rozepsané kinetické energie ziskame:

h= 222(4 '+Arsq'r%jjq'j—T+V:anzn:zn:(Arséjrqs+Aqur5js)q'j—T+V:

j=1 r=1 s=1 j=1 r=1 s=1

= ZZZ(Arsé‘jrq.qus +Arsqr5;qj)_T+V = Zn:znlzn:(Arsqrqs + Ars(fq's)—T+V. S vyuzitim  zavedené

j=1 r=1 s=l j=1 r=1 s=l
kinetické energie lze tedy psat: h=T+T-T+V =T +V = E = konst.
Tim je diikaz ukoncen.

3.8 Pohyb hmotnéeho objektu v poli centralni cily

Jak bylo ukazano v odstavci 3.6, pohyb hmotného bodu v poli centrdlni sily je pohyb rovinny. To
znamend, zZe pohyb hmotného bodu (resp. hmotného objektu) o hmotnosti m vtomto poli mizeme popsat

pomoci polarnich soufadnic » a ¢ . Lagrangian tedy lze psat ve tvaru (79), tj. L =%m(f2 +r2(p2)—V(r).

Lagrangeova funkce ovSem nezavisi na soufadnici ¢ -tj. ¢ je cyklickd soutfadnice (viz odstavec 3.6). Mlizeme
tedy psat prvni integral pohybu ve tvaru

82
a—lfzmrz(p:l:konst., 82)
op

kde / je moment hybnosti. Vztah (82) tedy vyjadiuje zakon zachovani momentu hybnosti.

Lagrangian (79) nezé&visi ovSem pfimo ani na ¢ase, a proto miizeme psat zobecnénou energii /# pro pohyb
hmotného objektu v poli centralni sily ve tvaru

83
h:%m(fz+r2¢2)+V(r)=E:k0nst., (83)

nebot’ se nachazime v poli konzervativnich sil (viz odstavec 3.4.1). Ze vztahu (82) mizeme vyjadiit

. (84)
p=—
mr
¢imz jsme ziskali vyjadieni Casové zmény uhlu v zavislosti na vzdalenosti od centralniho télesa a na hmotnosti

uvazovaného hmotného objektu.

Ziskali jsme tedy velikost uhlové rychlosti pohybu daného objektu, tj. velikost rychlosti, s niz se tento
objekt pohybuje kolem centralniho télesa. V této rychlosti neni zahrnut radialni pohyb (tj. priblizovani nebo
oddalovani od centralniho telesa)!
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2

. T O [ oy
Dosazenim vztahu (84) do rovnice (83) ziskame rovnici Em(rz +r? Tj + V(r) = E , odkud mizeme
mr

o 2 2 ’ , ,
vyjadiit % ve tvaru 72 = —(E - V(r)) ——5— » ktery Ize upravit na tvar
mr

m
' P 12 (85)
72 :_(E—{V(r)+ P B .

S timto vztahem nyni budeme pracovat dale, nebot’ nasim cilem je popsat pohyb, tj. nalézt zavislost
soufadnice » (resp. ¢ ) na Case. Proto vztah (85) odmocnime a prepiSeme do tvaru vhodného pro dalsi vypocet

2
dr = \/E[E —(V(r)+ ! B . Pomoci separace proménnych bychom ziskali rovnici

dr m 2mr?

dr = dr , kterou by bylo mozné Tesit integraci a ziskali bychom
2 I’
—| E—-|V(r)+

dr

J 2
lborsls)

zdlouhavy. Proto je lepsi nevySetfovat zavislosti r(¢) (resp. ¢(r)), ale najit rovnou tvar trajektorie, tj. hledat

=g(r) atedy r=g'(r). Vypolet funkce g(r) je oviem technicky velmi

zavislost r(p).

Pro snadn¢jsi vypocet zavedeme funkci u proménné ¢ piedpisem

()= (86)
r(¢)
Potom mtizeme psat 7 =i =i L = 4 ! =—— ! du dp = —izd—”(p. Po dosazeni
dedelu(p)) di{u(e(r)) W (p(r))de dt u? do
2
ze vztahu (84) dostaneme 7 = _Ld_uL = _id_ulu_ = _Ld_u a dosadime do (85). S vyuzitim (86) tedy

u2 dgo mr2 u2 d(p m m d(p

2 2 22
ziskame l—[d—uj = E(E - (V (u) +ZLJJ a odtud jiz snadnou upravou ziskame

m2 dQ) m 2m

2 (87)
(d_uj +u? zz—zm(E—V(u)).
do /
2 dv
Derivaci obou stran rovnice (87) podle proménné ¢ ziskame 2d_ud_z;+2ud_u = —Z—Tﬂd—u Bez
do de de [~ du do

. . L du o
ujmy na obecnosti lze tuto rovnici vydélit vyrazem 2d— , ¢imz ziskame vztah
2

d*u m dV (u) (88)
-ty =——
dp? 1> du

coz je tzv. Binetiv vzorec pro trajektorie pohybujicich se objektt v poli centralni sily.

>

S vyuzitim dvou ,,triki“ (substituce (86) a derivace rovnice (87)) jsme ziskali dulezity vztah (88), ktery
ma vyznam nejen v (teoretické) mechanice, ale také napf. i v atomové fyzice (viz odstavec 3.11).

3.9 Pohyb planet kolem Slunce aneb Keplerova uloha

3.9.1 Obecné odvozeni

Potencialni energie télesa (napf. planeta) o hmotnosti m, které se pohybuje kolem centralniho télesa
(napf. Slunce) o hmotnosti M ve vzdalenosti r, je dana vztahem
y_ GMn__a (89)

r r

kde G je gravitacni konstanta.

37




Teoreticka mechanika, Jaroslav Reichl, © 2009
Tvar trajektorie t€lesa, které se pohybuje v poli centralni sily, ziskame pomoci Binetova vzorce (88).

. . dv ..
S vyuzitim substituce (86) mizeme psat V =—au a tedy e =—q . Dosazenim do (88) ziskame rovnici pro
u
neznamou u (1)
d*u am (90)

de

; Tu 2

. L v am e . ,
ktera ma feSeni ve tvaru u=uy+u, =Ccosp+——. Svyuzitim substituce (86) tedy dostavame
/

12
1 am .
r= == am , coz muzeme zapsat v zjednoduseném tvaru
am 2C
Ccosp+—- ~Zcosp+1
) am
o p o1
l+&cosp
kde
12 I? (92)
p R — 7
am  GMm
Je dilezité si uvédomit, Ze r, u a @ jsou funkce zavislé na Case.
Konstantu & ur¢ime tak, ze dosadime feSeni (91) s vyuzitim substituce (86) do rovnice (87). Pfedtim
. 1 i
vyjadiime u= _tecosp a du - £5ne Po dosazeni do (87) dostaneme
p do p
2 2 2 2
£ su21 ¢+1+2£cos¢jg cos ¢:2_2m[E+a1+gcos¢]' Dile mitFeme psat
p P l p
5 2mp2 2ma p .y .
& +1+2scosp = 2 E+ 2 (I+ecosp) a  svyuwztim  vztahu  (92) upravit na  tvar
2 2'”172
" —1+2(1+e&cosp) = 2 E+2(1+¢&cosg), odkud
» L 2mp® 27 2P 93)
e —1= 3 E= 3 E= 5 23E.
/ a“m G'M°m
G o Ni.'
- — — 7/ \ y
b7 ¢ Y [ N7
( 3 = b F \ '// ; 4 \\_\ s
p; I i £
) % )
obr. 36

Rovnice (91) spolu s podminkami (92) a (93) vyjadiuje rovnici kuzelosecky v polarnich soufadnicich.
Parametr p pfitom uréuje velikost kuzelosecky, zatimco parametr &, ktery se nazyva numericka excentricita,
urCuje celkovou mechanickou energii télesa, kterd se diky platnosti zdkona zachovani mechanické energie
zachovava. V zavislosti na parametru ¢ lze pfitom ziskat jednu ze Ctyt kuzelosecek (viz obr. 36):

1. pro ¢ =0 kruznici - coz je kiivka, po niz se pohybuje téleso s minimalni energii, kterou je mozné
odvodit ze vztahu (93):

B G2M2m? . (94)
28 7

2. pro 86(0;1) elipsu, pficemz @ =0 popisuje perihélium trajektorie daného télesa a p=r

E.:

min

odpovida aféliu dané trajektorie (viz obr. 37). Energie, kterou ma pohybujici se téleso, je zaporna.
3. pro &€ =1 parabolu, protoze pro @ = 7 se trajektorii otvira. Energie télesa je nulova.

4. pro & >1 hyperbolu, trajektorie se otvira diive nez pfi ¢ = 7 a t€leso ma kladnou energii.
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Typ kuzelosecky v zavislosti na energii télesa je detailné rozebran pomoci efektivniho potencialu
v odstavci 3.10.

Z obr. 36 je vidét, ze kuzelosecky lze ziskat i tak, jak vyplyva zjejich nazvu: lze ,,seknout” kuzel
rovinou, ktera ma pro kazdou kuzelosecku urcitou specialni polohu.

F

obr. 37

Pfi odvozovani obecného tvaru trajektorie jsme se mohli omezit na popis pomoci dvou soufadnic, nebot’
pohyb v poli centralni sily je vzdy pohyb rovinny (viz odstavec 3.6). Navic popis pomoci lagrangeovych rovnic
vede na dva integraly pohybu (viz odstavec 3.7) - v naSem konkrétnim piipadé se zachovava moment hybnosti /
a celkova mechanicka energie E.

Na zaklad¢ obecného odvozeni a na zékladé geometrického vyznamu feSeni (91) lze nyni formulovat
Keplerovy zakony, které popisuji pohyb planet ve Slunecni soustavé.

Autorem Kepleovych zakont je némecky matematik Johannes Kepler (1571 - 1630). Odvodil je na
zéklad¢€ pozorovani, ktera provadél dansky astronom Tycho Brahe. Prvni a druhy Kepleriv zakon byly
publikovany v Astronomia nova (Novd astronomie) vydané v roce 1609 v Praze, treti Kepleriv zakon pak v roce
1619 v Linci v dile Harmoniae mundi (Harmonie svéta).

3.9.2 Prvni Keplerav zakon

PLANETY OBiHAJi KOLEM SLUNCE PO ELIPSACH, V JEJICHZ SPOLECNEM OHNISKU
JE SLUNCE.

Na zakladé obr. 38 a Pythagorovy véty lze pro délku hlavni poloosy a elipsy a délku vedlejsi poloosy b
elipsy psat

b? +e* =a*, (95)
kde e je excetricita definovana vztahem
e=¢a. (96)

obr. 38
S vyuzitim vztaht (95) a (96) mizeme psat

b=al-g*. ©7)

Na zéklad¢ obr. 38 lze také urcit minimalni vzdalenost 7,;, planety od Slunce ve tvaru, ktery lze téz
vyjadtit s vyuzitim vztahu (96)
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rinza—e:a(l—g). (98)

mi

S vyuzitim feSeni (91) a geometrického rozboru situace (viz odstavec 3.9.1) lze psat

99)
Fmin =7 -
I+e¢
Srovnanim vztaht (98) a (99) dostaneme
100
4o P ! (100)
I-¢
12
2
a po dosazeni ze vztahti (92) a (93) mame a = gl% . Po upravé tedy vychazi
E
G2M2m? | |
GMm (101)
a=——:r,,
2[]

coz je délka hlavni poloosy elipsy, po niz se pohybuje planeta s energii E.

Trajektorie, po kterych se pohybuji planety ve Slunecni soustaveé, jsou uzaviené, coz plyne z tvaru
Newtonovského potencialu (89). Podle tzv. Bertrandova teorému existuji pouze dva typy potencialu, které
vedou na uzaviené trajektorie: Newtonovsky potencial ve tvaru (89) a potencial, ktery je imérny r*.

3.9.3 Druhy Kepleriuv zakon

SPOJNICE SLUNCE A PLANETY (TZV. PRUVODIC) OPISUJE ZA STEJNE CASOVE
INTERVALY STEJNE PLOCHY (VIZ OBR. 39).

¥

obr. 39

Tento zakon je vlastné geometrickym dasledkem zakona zachovani momentu hybnosti, ktery je
definovan vztahem (82).

Vztah (82) je jednim =z integrali pohybu (viz odstavec 3.7), nebot soufadnice ¢ vystupujici
v lagrangianu (74) je cyklicka soufadnice (viz odstavec 3.7).

Prirdstek plochy elipsy dS, kterou opiSe pruvodi¢ planety pfi jejim pohybu, zméni-li planeta svoji polohu

o uhel do, je dS = %rzd(p . Plosna rychlost je tedy pak definovéana vztahem

102
d_S:l,,Zd_(/’:er(/,_ (102)
de 2 dr 2
S vyuzitim vztahu (82) lze tedy psat
s _ 1, 1 _ 1 (103)

dr 2 mr2 _E’

coz je vyraz, ktery nabyva konstantni hodnoty. Moment hybnosti / se totiz zachovava a m je hmotnost planety
obihajici kolem Slunce. A ta se také neméni.

3.9.4 Treti Kepleruv zakon

2

PRO VSECHNY PLANETY SLUNECNi PLANETY PLATI —3:k0nst., PRICEMZ T JE
a

PERIODA OBEHU PLANETY KOLEM SLUNCE A a JE DELKA HLAVNI POLOOSY JEJIi
TRAJEKTORIE.
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T
Druhy Kepleriv zakon lze matematicky psat ve tvaru (103), odkud dostivame S = J'zidt ZZLT .
m m
0

Plocha elipsy je dana vztahem S =7zab, kde a resp. b je délka hlavni poloosy elipsy resp. vedlejsi poloosy

elipsy, ktera je trajektorii pohybu planety kolem Slunce. Podle vztahu (97) Ize psat S = 7a*\1—¢&” . Dostavame
arimla 4imlad .
tedy za’Nl-g* = LT, odkud 77 = ”—nja(l—gz ) = ”—rgaa(l—gz ) . Svyuzitim vztahu (100)
2m / /
atmldd 12 4723 B
p ana zakladé vztahu (92) mame 7% = i r;a @ ! 7= 79 Odtud jiz plyne
/ GMm GM

T2 47 (104)
o

Pomér druhé mocniny obézné doby planety a tfeti mocniny hlavni poloosy jeji trajektorie je tedy
konstantni a je ddn pouze hmotnosti Slunce, kolem n€¢hoz planeta obiha (7 a G jsou univerzalni konstanty).

3.10 Metoda efektivniho potencialu

V odstavci 3.9 byl odvozen presny tvar trajektorie télesa, které se pohybuje v centralnim poli Slunce, a
Keplerovy zakony, ktery tento pohyb popisuji. Odvozeni bylo provedeno na zéklad¢ potencialni energie zapsané
ve specialnim tvaru (89), ktery vyplyva z Newtonovské mechaniky (z Newtonova gravitacniho zédkona). Tento
vztah pro vypocet potencialni energie je natolik jednoduchy, Ze umoziuje analyticky vyjadfit trajektorie, po niz

vvvvvv

Ar’*m*a’
12

dostavame T2 =

z obecné teorie relativity) neni analytické FeSeni jednoduché. A pfitom casto sta¢i kvalitativni predpoveéd
pohybu téles.

To znamena, ze staci urcit obecn¢€ napft. tvar trajektorie, po niz se t€leso pohybuje bez nutnosti znat jeji
presné parametry (napf. staci urcit, Ze jde o elipsu, aniz bychom specifikovali polohu ohnisek, délky poloos, ...).

Pro dal3i Gvahy je dobré, zavést tzv. efektivni potencial V() na zakladg vztahu (85) ve tvaru

2 (105)

Ve (r)z V(r)+ o

Ze vztahu (85) jsme tedy za efektivni potencial oznadili vnitini zavorku.

5 2
Clen

- je umérny druhé mocning velikosti obvodové rychlosti #*¢” (na zaklad& uvah o obvodové
mr

rychlosti byl vztah (85) sestaven), a proto se nazyva odstiedivy ¢len. Pokud se totiz téleso priblizuje k centru,

kolem kterého se pohybuje, roste velikost rychlosti pohybu tohoto télesa a tedy roste i velikost odstiedivé sily,
2

ktera na t€leso pisobi. A praveé pomoci ¢lenu jsou tyto efekty do potencialni energie zapocitavany.

2mr?

Na zakladé oznaceni (105) Ize vztah (85) psat ve tvaru
2
(E~Ver (),

m
z n¢hoz lze uréit podminky, za kterych se mize pohyb télesa viibec uskutecnit. Leva strana rovnice (106) je
zapsana jako druhd mocnina jisté funkce (¢asova derivace polohy télesa); leva strana rovnice je tedy nezaporny
vyraz. To znamena, Ze nezaporny vyraz musi byt i na pravé strané rovnice. Musi tedy platit

E>Vy(r). (107)

Tato podminka tedy urcuje omezeni na pfipustny interval radialnich vzdalenosti » od centralniho télesa
uvazovaného centralniho pole. A tuto podminku lze pfitom najit velmi jednouse v grafickém vyjadieni zavislosti
potencialni energie na vzdalenosti » (viz obr. 40).

(106)

2=

Z podminky (107) lze urcit interval pfipustnych radialnich vzdalenosti » proto, Ze potencialni energie
zavisi prave jen na radialni vzdalenosti. Takze ur¢enim piipustnych hodnot potencialni energie mame vlastné jiz
uréeny pripustné radialni vzdalenosti.

Metodu efektivniho potencialu Ize pouzit v ptipadé libovolného pribéhu zavislosti efektivniho potencialu
na vzdalenosti od centra dané¢ho centralniho pole. Ukazeme dva ptipady:

1. Newtonovsky efektivni potencial (viz odstavec 3.10.1);
2. relativisticky efektivni potencial (viz odstavec 3.10.2).

3.10.1 Newtonovsky efektivni potencial
Nejjednodussi je vySetfovani Newtonovského efektivniho potencilu.

Na obr. 40 je zobrazen pribéh Newtonovského efektivniho potencialu popsaného vztahem
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GMm 2 (108)
ch(r)z— r +2mr2

a celkové mechanické energie E, kterou ma téleso pohybujici se kolem centra daného centralniho pole. Na
zakladé podminky (107) je zfejmé, Ze piipustné hodnoty potencialni energie pohybujiciho se télesa lezi vzdy
bud’ na pfimce konstantni celkové mechanické energie nebo pod ni. Z obrazku je téz ziejmé, Ze existuje
minimum efektivniho potencialu (108).

Ver

F = lonst

V)

ZAKAZANA OBLAST

obr. 40
Newtonovsky efektivni potencial zapsany ve tvaru (108) ma pro mald r (malé vzdalenosti od centra

. . 1 . .
uvazovaného centralniho pole) pribéh odpovidajici funkci f (r) =— apro velka r pribch odpovidajici funkci
r

g(r)=——. Proto existuje minimum efektivniho potencialu.
r

. . 1 1 .
Pro mala r je ve vztahu (108) dominantnim Clenem ¢len umérny —-, protoZe ¢len umérny —— je
r r
;o1 g ooz Ll 2 1 . .
zanedbatelny (— pro mald r roste rychleji nez ——). Pro velka r je tomu naopak: —- klesa velmi rychle a tedy
r v 7

. 1
se uplatni (tj. ve vztahu ,,zbude®) pouze ¢len ——.
r

V grafu na obr. 40 je zobrazena i tzv. zakazana oblast, v niZ se pohybujici téleso nemize nikdy nachazet.
To ovSem znamena, zZe téleso, které se pohybuje kolem centra pole umisténého v bodé [0; 0] grafu, do tohoto
centra nikdy nemize spadnout. OvSem pouze za ptedpokladu, ze:

1. uvazujeme pouze bodové castice - kdybychom uvazovali napt. pohyb kolem Slunce, pak by
zakazany pas byl ve sméru osy » posunut o takovou vzdalenost, ktera odpovida poloméru Slunce.

2. neuvazujeme radialni pohyby - tj. pfedpokladame pouze ob&zny pohyb kolem centra pole.
Ver

& = konst

V)

obr. 41
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. . . . ‘Mi .
Radialni pohyb je popsan efektivnim potencidlem V; (r):—M (moment hybnosti je nulovy) a
r

zévislost efektivniho potencialu na vzdalenosti je zobrazena na obr. 41.

Na zakladé grafu zavislosti efektivniho potencidlu na vzdalenosti 1ze klasifikovat pohyby. Nedostaneme
sice presné tvary rovnic popisujici trajektorii pohybujiciho se objektu, ziskdme ovSem velmi rychle dobrou
kvalitativni pfedpovéd’ studovaného pohybu. Podle obr. 42 lze tedy popsat pohyb télesa v centralnim poli
v zavislosti na hodnot¢ celkové mechanické energie:

1. E >0 -téleso se pohybuje po hyperbole a bod 4, odpovida periheliu jeho trajektorie;
2. E =0 -téleso se pohybuje po parabole a bod 4, odpovida periheliu jeho trajektorie;

Tyto dva ptipady popisuji napt. trajektorie komet. Ty pfileti do grafu na obr. 42 zprava (z velkych
vzdalenosti od Slunce), proleti perihéliem a opét se vraci do velkych vzdalenosti.

3. E<O0 - teleso se pohybuje po elipse, pfi¢emz bod A4; odpovida periheliu a bod A4; aféliu jeho
trajektorie;

Perihélium 4; je ke Slunci blize nez afélium 4.

4. E=E_, -téleso ma nejmensi moznou zapornou celkovou mechanickou energii (viz vztah (94)) a
pohybuje se po kruznici o polomeéru, ktery je dan soufadnici » bodu 4, .

Téleso ma tedy béhem svého pohybu konstantni vzdalenost od centra daného pole - tj. napt. od Slunce.

Body 4,, 4,, 4;, Ay a A, se nazyvaji body obratu a plati pron& 7 =0.

V bodech obratu se tedy neméeni v zavislosti na ¢ase radialni vzdalenost pohybujiciho se télesa od centra
pole. V téchto bodech tak skute¢né nastava ,,obrat” pohybu télesa: vzdalovani se za¢ina ménit na ptiblizovani
(v aféliu) nebo ptiblizovani se méni na vzdalovani (v periheliu).

Ver
A E =0
.’
E=0
T ¥
4 E <D
E=E
Ay
ZAKAZANA OBLAST

obr. 42

3.10.2 Efektivni potencial obecné teorie relativity

Metoda efektivniho potencidlu a zplsob =ziskani kvalitativnich predpovédi o trajektoriich téles
pohybujicich se v centralnim poli kolem centra tohoto pole byly popsany v odstavci 3.10.1 na ptikladu
Newtonovského efektivniho potencidlu zapsaného ve tvaru (108). Efektivni potencial, ktery popisuje pohyb
télesa v ramci obecné teorie relativity je podobny, ale piesto jsou pfi interpretaci grafického zobrazeni jisté
rozdily.

Zavislost efektivniho potencidlu vypocteného v ramci teorie relativity na vzdalenosti je zobrazena na obr.
43. Nebudeme uvadét vztah, pomoci kterého se efektivni potencial pocita, ale upozornime na rozdily oproti
Newtonovskému potencialu. Zakladnim rozdilem je skutenost, Ze v ramci teorie relativity maze téleso, které se
pohybuje v gravitaénim poli jiného t¢lesa, spadnout do singularity.

V Newtonovském potencialu bylo Slunce (centrum pole) chranéno pred pripadnym padem obihajiciho
télesa v zakazané oblasti. Za predpokladu, ze se téleso nebude pohybovat radidlné (tj. po spojnici téleso -
Slunce), nikdy by nemohlo do Slunce spadnout. V obecné teorii relativity to mozné je - singularita neni
chranéna zakazanou oblasti.

Bod 4 na obr. 43 odpovida tzv. Schwarzschildovu poloméru ¢erné diry (tzv. horizont udalosti). Dostane-
li se téleso k singularité (napf. cerna dira) do vzdalenosti mensi nez je tento polomér, bude zniceno, protoze neni
moZné se z této oblasti dostat zpét. Ve vzdalenosti 7 od singularity nabyva efektivni potencial svého lokélniho
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maxima. Tato hodnota efektivniho potencialu (resp. tato vzdalenost) odpovida nestabilni orbité. T¢€leso, které se
v této vzdalenosti nachazi, se miize pohybovat po kruznici a nebo miize spadnout do singularity.

Téleso se tedy nachazi v labilni rovnovazné poloze a bud’ spadne do singularity a nebo se zachrani a
,.sklouzne do udoli grafu* vpravo od kritické vzdalenosti # .

Usetka BC odpovida kvazielipse, po niz se téleso pohybuje. Tato trajektorie se stale sta¢i a neni
uzaviend, ma ale podobné vlastnosti jako elipsa.

Pokud ma pohybujici se t€leso vétsi energii, nez je hodnota efektivniho potencidlu ve vzdalenosti # od
centra gravitacniho pole, pada téleso do singularity, ktera se v centru pole nachazi.
Ver

V)

ZAKAZANA OBLAST

|

smgularita
obr. 43

3.11 Rozptyl nabitych Castic

Dalsim pfipadem pohybu v centrdlnim poli je pohyb Castice o hmotnosti m a snabojem O,

v elektrostatickém poli buzeném ¢éstici s ndbojem O, o hmotnosti M. Bez Gjmy na obecnosti budeme uvazovat

dvé kladn¢ nabité ¢astice, z nichZ ta s ndbojem ¢, ma vyrazné vys$i hmotnost ve srovnani s ¢astici s nabojem
0, 1.

M>m. (109)

Tato podminka umozni fesit ulohu tak, Ze budeme uvazovat ¢astici s ndbojem (@, , kterd bude pfilétat

z velké vzdalenosti k ¢astici s nabojem Q, , ktera je v klidu.

Vzhledem k podmince (109), lze povazovat Castici s nabojem @, za nehybnou. Na ob¢ castice sice
pusobi stejné velka elektrostatickd sila, ale vlivem své veétsi hmotnosti ma castice s nabojem (), ve srovnani

s druhou castici zanedbatelné zrychleni. Proto ji lze povazovat za nehybnou. V praxi to znamend, Ze napi. na
jadro zlata bude nalétavat jadro helia. Tento experiment na zacatku 20. stoleti provadél Rutherford.

Potencialni energie vyplyvajici z Coulombova zdkona ma tvar
110
V(r):_a:QIQZ (110)

r Amgyr’
ktery je formaln¢ podobny Newtonovské potencidlni energii v gravitacnim poli (viz vztah (89)) a ve kterém
111
o= _% . ( )
4re,

Coulombicka potencialni energie je ovSem kladna, nebot interakce mezi dvéma kladné nabitymi
¢asticemi je odpudiva (na rozdil od pfitazlivé gravitaéni sily pisobici mezi télesem obihajicim kolem centra
gravitacniho silového pole a timto centrem).

Energie Castice s nabojem (O, je kladn4, ale trajektorie, po niZ se bude v silovém poli ¢éstice s ndbojem
O, pohybovat, bude spliiovat vztah (91). Castice s ndbojem O, se tedy pohybuje po kuZzeloseéce. Vzhledem ke
kladné energii Castice je touto kuzeloseckou hyperbola. Pro popis trajektorie bude dulezity uhel odklonu
Castice snabojem @, v poli ¢astice snabojem O, (viz obr. 44). To znamend, Ze nas zajimd smér vstupni
asymptoty a vystupni asymptoty hyperboly, po niz se ¢astice pohybuje. Vzhledem k tomu, Ze ¢astice s ndbojem
O, prilétda z velké vzdalenosti a po odchyleni své trajektorie zase odlétda do velké vzdalenosti, mizeme
asymptoty charakterizovat podminkou » — oo . Ze vztahu (91) pak vyplyva
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1 (112)
cosp=——,
&

kde ¢ je thel uréujici polohu pohybujici se ¢astice s nabojem Q, (viz obr. 44). Uhel odklonu 9 je dan

vztahem
_z,8 (113
(Da 2 2 D)
kde ¢, je smérovy thel vystupni asymptoty.
¥t
~ o asyrpioin asvepioie ¢
XF
obr. 44
S vyuzitim vztah (113) a (112) muzeme psat
1
tgﬁ = tg((/}a —Zj =— C?S P o S0 _ & _ ! . Po dosazeni ze vztahu (93) dostavame
2 2 SN @, \/l—cosz ®, \/1_12 Vel -1
£
g o*m (114)
tg— = )
2 \2I’E

Nyni je nutné vyjadfit celkovou energii £ Céstice snabojem (), a jeji moment hybnosti /. Tyto
zachovéavajici se fyzikalni veliciny staci urCit v mistech trajektorie, v nichz jsou snadno urcitelné.

Celkova energie £ Castice i moment hybnosti / jsou v centralnim silovém poli integraly pohybu (viz
odstavec 3.7), proto plati jejich zakony zachovani.

Céstice s ndbojem Q, piilétd z velké vzdélenosti s pocatecni rychlosti o velikosti v, . Pro vzdalenost
r — o je potencialni energie V Castice (na zakladé (110)) nulova. Takze celkova energie E je rovna kinetické
energii Castice, tedy
115
E=T :%mvfo = konst. (115)
Analogicky ziskame i moment hybnosti ¢astice ve vzdalenosti » — oo :

I=mv,b, (116)
kde b je tzv. zamérna vzdalenost (impaktni parametr) urCujici vzdalenost vstupni asymptoty od céstice
s nabojem Q, (ktera je v klidu).

Dosazenim ze wvztahu (111), (115) a (116) do wvztahu (114) postupné ziskdme
’ 1
m__9% , takze

\/ ) % - dre, mv, bv,

.
gZ

o

/
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gl 90 (7
2 4ze,mvib

Fakt, ze uvedeny vztah je kvalitativné spravny v zavislosti na zamérné vzdalenosti b, 1ze ovéfit na dvou
vyznaénych hodnotach vzdalenosti b:

1. pro b— oo (tj. Castice nalétava na stojici Castici ve velké vzdalenosti) je tg; =0 atedy $=0
(pohybujici se castice neni ¢astici v klidu ovlivnéna);

2. pro b — 0 (tj. ¢astice nalétava piimo na stojici castici) je tg; — o0 atedy $=x (pohybujici se
Castice se od castice nabité nabojem stejného znaménka, ktera je v klidu, odrazi zpét do sméru,
odkud priletéla).

Ve skutecnosti, pokud se provadéji tyto experimenty, nalétava velké mnozstvi ¢astic najednou na veétsi

mnozstvi center a zkouma se vzajemna interakce vSech nalétavajicich Castic s centry. Nalétavajici Castice mayji
rizné hodnoty zamérné vzdalenosti b a proto je rozumné zkoumat zavislost zdmérné vzdalenosti na uhlu, do

kterého se tyto Castice rozptyli. Jsou-li zamémé vzdalenosti N nalétavajicich Castic v intervalu (b;b+db),
rozptyli se dN téchto ¢astic do uhlu (3; 3+d3) (viz obr. 45). Je-1i plosna hustota center n, mizeme definovat
ucinny prufez do vztahem

dN (118)

pfitom [do]=m’.

Utinny priifez udava plochu, jakou si navzajem nastavuji nalétavajici ¢astice a centra, ktera jsou v klidu.
Uginny prifez lze vysvétlit i na piikladu ¢lovéka, na kterého je veden Gtok micem. Stojici Elovék ma vétsi
plochu a tedy i vétsi pravdépodobnost zasahu micem (tj. ma vétsi ucinny pratfez). Stoci-li se do ,,klubicka®, jeho
plocha, kterou nastavuje leticimu mici, se zmensi a tedy se zmens$i i jeho G¢inny prifez.

db g 43

obr. 45
Letici Castice, které se rozptyli do uhlu (9; $+d3), nalétavaji z mezikruzi, jehoZ GEinny prifez je

do =27bdb . (119)

Uginny pritfez ma vyznam plochy - proto je G&inny prifez v tomto piipadé roven plose mezikruZi. |

Plocha mezikruzi ohrani¢ena kruZznicemi s poloméry » a »+dr je dS =S5, —S,. Po dosazeni tedy mame

ds = n(r+dr)2 —r? = 7z(r2 +2r.dr+(dr)2 - ) =2zrdr pro dr - 0.

- 9 . .
Ze vztahu (117) mizeme vyjadiit b = &cotg— a dosadit do vztahu (119). K tomu je jesté nutné
Argymvy, 2
Cy s . . 1 1
vyjadrit diferencial db= —% dg. Po dosazeni tedy mame
2 Azegmvy, 2 4
g1 1
do = Zﬁ%cotg—. G0 3 d@, takze dostavame
4reymvy, 2 2 4zggmvy, g2 ¥
2
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s oS (120)
dazz{ G0, J %gds.

2
4nggmvy, ) gin3 >

Vztah (120) je Rutherfordiiv vztah pro rozptyl kladnych ¢astic na kladnych centrech. Zkoumani tohoto
rozptylu se stalo vyznamnym na pocatku 20. stoleti, kdy bylo na zakladé podobnych experimentli objeveno
jadro atomu. V roce 1911 se o to zaslouzil Ernst Rutherford a jeho kolegové. Tim byla odstartovana dalsi ¢ast
vyvoje fyziky. V soucasné dobé se tyto rozptylové experimenty provadéji i na urychlovacich ¢astic, nebot’
s rostouci energii, kterou pohybujici se ¢astice ma, roste velikost jeji rychlosti. Po vzajemnych srazkach takto
urychlenych ¢astic 1ze studovat hmotu do vétsich detailt.

Dodanim vétsi energie stojici ¢astici se tato ¢astice rozleti na vice mensich ¢astic a tyto mensi castice je
mozné dale studovat.

Pii peclivé analyze uvedeného experimentu je nutné vzit do Gvahy, Ze se ve skutenosti pohybuji obé
Castice - jak ta, kterd nalétava, tak i centrum, na které druha Castice nalétava. Pokud ovSem plati podminka
(109), Ize tlohu studovat vyse uvedenym postupem.

Pokud podminka (109) nebude splnéna, je nutné situaci popisovat analogicky jako se popisuje problém
dvou téles (viz odstavec 3.12).

3.12 Probleéem dvou téles

Uvazujme nyni pohyb dvou téles o srovnatelnych hmotnostech m; a m,, jejichz polohy jsou popsany

polohovymi vektory 171 a g (viz obr. 46).

‘ Takovymi télesy muze byt napt. dvojice Zeme - Mésic, Pluto - Charon, dvojhvézda, ...

iy

|

obr. 46

Systém ma celkem 6 stupnti volnosti (na kazdé téleso pfipadaji 3 stupné volnosti) a budeme uvazovat
pouze vzajemné silové ptisobeni (nebudeme tedy zapocitavat napt. vliv centra uvazovaného centralniho pole).

Tti stupné volnosti pfipadajici na kazdé téleso odpovidaji tomu, Ze kazdé z téles se mize pohybovat ve
ttech navzajem nezavislych smérech.

Mizeme tedy napsat lagrangian této situace ve tvaru
L2 ) 121
L=—mn +=myr, +=—=
2 2 n=n

Tento tvar lagrangianu ale neni pfili§ vhodny pro dalsi vypocty - zobecnéné soufadnice ;1 a g nejsou
uvazovanych téles a r je relativni poloha téles vici sobé (viz obr. 47). Pfevodni vztahy tedy jsou
. mrempn - — — (122)
R=—11_22 22ar:rI—rz.
my +m,

iy

1
m
e,

obr. 47
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Na zéklad¢ vztaht (122) (tj. feSenim soustavy rovnic pro neznamé ;1 a g ) ziskame:
- - - - = - 123
1’1:R+—m2 ra 2:R——m1 r. (123)
my +m, my +m,
Dosazenim rovnic (123) do lagrangianu ve tvaru (121) dostaneme lagrangian ve tvaru
.2 .2 (124)

= - G
L:%(m1+m2)R +1 UL UL

E)

2 my+m, r
ktery nezavisi na zobecnéné soufadnici R. To ovSem znamena, ze

2 = (m, +my )R = konst.

OR
je integral pohybu (viz odstavec 3.7). Konkrétn€ vztah (125) je vyjadfenim zédkona zachovani hybnosti. Jestlize
se ovSem zachovava hybnost, neptisobi na uvazovanou soustavu téles okolni télesa silou a soustava sama se

Vv v

(125)

uvazovanych téles. Bez ujmy na obecnosti tedy mizeme vySetfovat pohyb téles o hmotnostech m, a m,

v tézistové soustaveé. To ovSem znamena, 7e R =o .

Vv e

V té€zistové soustave se totiz tézist€ nepohybuje.

Skute¢nost, ze si miizeme zvolit libovolnou vztaznou soustavu, v niz budeme pohyb vysetiovat, vyplyva
z relativnosti pohybu a Galileiho transformace mezi dvéma soustavami soufadnic.

Vyjadieni (123) ptivodnich vektorti Z a g v zavislosti na nové zvolenych zobecnénych soutadnicich R

a r se tedy zjednodusi:
- m, - — mo - (126)
R=——"—rarn=——mm—r.
my +m, my; +m,

Tim se podatila redukce pivodni Glohy na tlohu jednodussi, jejiz lagrangian bude mit tvar

2
1 = Gmm, (127)
L=-pur +2007
2 r
kde
_ mym, (128)
my +m,

je tzv. redukovana hmotnost. Tim jsme ziskali tlohu, ktera je analogicka jako Keplerova tloha (viz odstavec
3.9): jedna se o pohyb t¢lesa s hmotnosti ¢ v centralnim silovém poli télesa o hmotnosti m, +m, (viz obr. 48).
Plati tedy i zavéry vyplyvajici z feSeni Keplerovy tlohy (tj. napf. Keplerovy zakony - viz odstavce 3.9.2 az
3.9.4), ale je nutné vse preformulovat pomoci novych promeénnych, pomoci novych hmotnosti x a m; +m, .

it
@

my 4+ min
obr. 48

Skutecnost, Ze mame dv¢ té€lesa o hmotnostech ¢ a m, +m,, vyplyva z lagrangianu zapsaného ve tvaru
(127), do jehoz druhého ¢lenu mizeme téz dosadit ze vztahu (128). Dostaneme tak

) 129
L:lﬂ; +Gﬂ(m1+m2). (129)
2 r

3.13 Problém tri téles

Problém tfi teles, ktera na sebe navzajem silové pisobi, je analyticky nefeSitelny. Pfitom z hlediska
matematiky a teorie diferencidlnich rovnic je feSeni piislusnych rovnic zaruceno a je jednoznacné. PfiCiny
nemoznosti nalezeni analytického feSeni spocivaji zejména:

1. ve slozitosti feSeni - pro dany systém rovnic neni k dispozici dostateény pocet integralti pohybu,
které by feseni zjednodusily (viz odstavec 3.7);
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2. ve velmi citlivé zavislosti na pocate¢nich podminkach - to vede ke vzniku chaotického chovani

systému. Toto chovani je sice predvidatelné, ale po relativné kratkém case uéinéné predpovédi
neodpovidaji chovani systému - v systému vznika deterministicky chaos.

Citliva zavislost na pocatecnich podminkach provazi fadu védnich oborti - meteorologii, jadernou fyziku
(neexistence termojadernych elektraren vyplyva praveé z chaotického chovani termojaderné reakce, coz je pro
stavbu elektrarny nepfijatelné), ...

obr. 49

Na obr. 49 je zobrazena pocitacova simulace pribéhu potencidlni energie pro tii pohybujici se objekty.
V bodech M, a M, jsou umisténa dve ze tfi téles, kterd maji ve srovnani s tfetim té€lesem vEtsi hmotnost, a teti
se pohybuje v poli, jehoZ potencialni energie je zobrazena na obrazku.

Mize to tedy byt pfipad napt. soustavy Zemé - Mésic, v niz obiha druzice.

Obrazek je nutno chapat trojrozmérné€, nebot’ pohyb tii téles jiz neni omezen na rovinu. V bodé B je tzv.
sedlovy bod a v bodech M, a M, ma potencidlni energie minimum.

To znamena, ze pokud pujdeme z bodu B ve sméru kladné ¢asti osy y, pijdeme do kopce, v opacném
sméru ptijdeme také do kopce. Plijdeme-li ovS§em smérem k bodu M, nebo M, , piijdeme z kopce.

Vbodech 4, C, D a E jsou tzv. libraéni body, tj. body, v nichZ jsou navzijem vykompenzovany
gravitacni sily a odstiedivé sily. Pro spravnou piedstavu popisovaného pohybu je nutné si uvédomit, Ze soustava
zobrazena na obr. 49 rotuje kolem pocatku soustavy soufadnic, coz znamena, ze tieti t€leso (t€leso s nejmensi
hmotnosti) se pohybuje v neinercialni soustavé. V této soustavé na toto téleso plsobi setrvacné sily (odstiediva
sila, Coriolisova sila) a pfesto poloha libra¢nich bodt je stabilni.

Ani v tomto, pomérné¢ speciadlnim pfipad€, nejsou soustavy rovnic popisujici dany pohyb analyticky
fesitelné.
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4. HAMILTONUV FORMALISMUS

Hamiltontiv formalismus rozviji Lagrangetv formalismus jistym smérem. Je to dalsi z pfistupl k popisu
mechaniky, ktery je jesté vice obecnéjsi nez Lagrangetv formalismus.

4.1 Uloha o brachistochroné - motivace variacniho principu

Irsky matematik, fyzik a astronom sir Rowan Hamilton (1805 - 1865) formuloval sviij formalismus pro
popis mechaniky v 19. stoleti. Uz v roce 1696 ovsem Johann Bernoulli (1667- 1748) formuluje ulohu, ktera se
stala zakladem Hamiltonova formalismu. Pfi feSeni Bernoulliho ulohy byly navic pouzity nékteré myslenky a
postupy, které dale rozvinul pravé Hamilton.

Zadani ulohy bylo jednoduché: Dva body 4 a B, které se nachazeji v riznych polohach v gravitacnim
poli, ovSem ne na stejné svislé pfimce, se maji spojit takovou kiivkou, aby pohyb hmotného bodu z bodu 4 do B
trval minimdlni ¢as. Sam Bernoulli zkousel body spojit iseckou, ¢asti kruznice a dal§imi kfivkami, ovSem jako
spravné feseni se nakonec ukazala ktivka, které se nazyva brachistrochrona a ktera (jak vyplyva z nalezeného
feSeni - viz vztahy (154)) je cykloidou.

Reseni této ilohy pomérné brzy po jejim zvefejnéni nasli némecky matematik Leibnitz, bratfi Jacob a
Johann Bernoulliové, francouzsky matematik a fyzik 1’Hospital a v Anglii Newton.

Hledame tedy minimum (extremalni hodnotu) ¢asu, ktery zavisi na tvaru trajektorie, po niz se pohybuje
hmotny bod mezi body 4 a B. To znamena, Ze hledame extrém funkce f( y(x)) ,kde y(x) je funkce popisujici

trajektorii pohybujiciho se hmotného bodu.

Tato a podobné ulohy byly pfedzvésti pozdéji vybudovaného Hamiltonova variaéniho principu (viz
odstavec 4.3), ktery je soucasti Hamiltonova formalismu.

Reseni ulohy o brachistochroné je uvedeno v odstavci 4.5.

4.2 Definice akce

Hamiltontiv variacni princip, ktery je dale popsan v odstavci 4.3, vychazi z nasledujiciho tvrzeni:

POHYB SOUSTAVY HMOTNYCH BODU V CASOVEM INTERVALU <tl;t2> SE DEJE TAK,

ZE PLATI
65=0, (130)
KDE S JE TZV. FUNKCIONAL CASU DEFINOVANY VZTAHEM
ty ty (131)

S = _[Ldtz '[L(qj(t),q'j(t),t)dt
| 4
PRO j=1,2,..,n (KDE n JE POCET STUPNU VOLNOSTI DANE SOUSTAVY). L JE PRITOM
LAGRANGEOVA FUNKCE POPISUJICi DANOU SOUSTAVU.
dg’ (1)
e
Dale je nutné si uvédomit, ze do vztahu (131) se dosazuje konkrétni pribéh jedné trajektorie, ¢imz se pievede

Ve vztahu (131) symbol ¢’ (¢) znamena Easovou derivace j-té zobecnéné soufadnice, tj. ¢ (1)=

langrangeova funkce L, ktera obecn& zavisi na Gasovém prib&hu zobecnéné soufadnice ¢’(7), na Gasovém

prib&hu zobecnéné rychlosti ¢’ (t) a na Case, na funkci jedné proménné - asu.

Tedy misto L(qj (1), 4(2), t) po dosazeni konkrétni trajektorie, tj. pribéhu ¢ (¢), ziskame L(t).

S je tzv. funkcional, tedy jakési zobrazeni pfifazujici dané hladké funkci realné ¢islo.

Do vypoctu tedy vstupuje prubéh zavislosti polohy na case popisujici trajektorii (tj. funkce qj (t)) a

vysledkem je ¢islo ulozené v proménné S.

Vyznam vztahu (130) je nutno chapat takto:
1. Variace akce je nulova.

Variace (,,zména“) je oznacena symbolem o , akce je pak oznacena symbolem S.

2. Skutecna trajektorie, po niz se soustava pohybuje a jejiz tvar hledame, je takova, ze akce S pro
tuto trajektorii nabyva staciondrni hodnotu. To znamend, Ze prvni derivace S je nulova. Této
hodnoté prvni derivace odpovida bud’ extrém (lokalni minimum nebo lokalni maximum) a nebo
inflexni bod (viz obr. 50).

Riznym trajektoriim (riznym funkcim qj(t)) jsou piifazeny rizné hodnoty S. Z téchto riznych

(hypotetickych) trajektorii vybirame tu skute¢nou trajektorii, ktera ma extremalni hodnotu proménné S.
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Pro variacni princip a z n€j plynouci vypocty je dulezité, aby se prubéh studované veliciny (akce S) na
,»chvilku zastavil” - to se v ve vSech piipadech zobrazenych na obr. 50 skutecné stane.

¥ ¥ ¥
t x

X

B g £
obr. 50

Redlné de€je v ptirode se tedy vyvijeji tak, Ze maji stacionarni hodnoty akei.

Ptfiroda tedy vybira takové stavy, které jsou: nejmensi, nejveétsi nebo podobné ostatnim (tomuto stavu
odpovida inflexni bod).

Trajektorie, které nalezneme pomoci variacniho principu, jsou pfitom ty, které vyplyvaji
z Lagrangeovych rovnic (47) nebo z Newtonovych rovnic.

Je zajimavé si v§imnout jednotky akce S: [S ] = J.s. Stejnou jednotku pfitom ma i Planckova konstanta 4.

To neni ndhoda - pro Feynmanovsky popis kvantové fyziky je dilezita veli¢ina N odpovidajici jakési fazi, pro
| S
kterou tak plati n =1.

Pravé definovany pfistup k feSeni tloh neni omezen jen na mechaniku. Tento princip lze aplikovat i na
feseni uloh z elektromagnetického pole, z ¢asti kvantové fyziky a dalsi polni teorie (obecna teorie relativity jako
teorie gravitace, popis chovani bosont, popis chovani fermiond, ...). Zékladni princip popisu a hledani feSeni
zustava stejny, méni se konkrétni veli¢ina, pomoci niz je akce definovana.

4.3 Hamiltonity variacni princip

Pro dalsi vyklad je nezbytné pochopit pojmy variace funkce J¢q (t) a variace funkcionalu oS . Tyto
pojmy vysvétlime na piikladu, v némz budeme uvazovat pohyb jedné Castice po piimce. Zavislost zobecnéné
soufadnice ¢ na Case ¢ je zobrazena na obr. 51. Je to jedna z mnoha zavislosti, které mohou popisovat dany
pohyb. Funkce q(t) je hladka funkce, ktera vstupuje jako parametr lagrangianu do vztahu pro akci S (vztah
(131)). Hodnota funkce q(t) v ¢asech #; a ¢, (tj. poloha bodii 4 a B) je dana - jsou to pocate¢ni podminky

feSené tlohy.

.1
a() =
| g{t)+dg(c)
, q(t)
¢(4)
i £ e
obr. 51

Nyni sestrojime funkci g(¢)+8g(t) tak, Zze vkazdém asovém okamZiku v intervalu (1;¢, ) pficteme
k funkéni hodnoté funkce ¢(7) hodnotu g(t). Vzhledem k tomu, Ze hodnoty funkce ¢(7) v &asech ¢ a t,
jsou dany, plati

5q(1,)=5q(t,)=0. (132)

Vytvorime tedy trajektorii, ktera se od té pivodni ,,0 trosku 1i§i, a budeme hledat tu spravnou (v pfirode
realizovanou) trajektorii, ktera ma minimalni, maximalni nebo ,,skoro stejnou* akci.

Vyse popsanym zpisobem jsme provedli tzv. izochronni variaci.
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IZOCHRONNIi VARIACE JE TAKOVA VARIACE, PRI NiZ K FUNKCNI HODNOTE FUNKCE

g V BODE ¢ (TJ. K q(t)) PRICTEME HODNOTU 5q(t) A ZISKAME FUNKCNi HODNOTU

FUNKCE ¢(1)+38q(t) V CASE ¢.

To znamena, Ze kfivku ¢(¢) ,.pfiSpendlime* v bodech 4 a B (dle obr. 51) a tuto kfivku ,,deformujeme*

jen tak, ze ji natahujeme ve sméru osy g. Nenatahujeme ji ve sméru osy ¢ - takové deformovani by uz nebyly
izochronni variace.

Funkci ¢(¢) prifadime akei S[q(¢)] a funkci g()+0q(r) akei S[q(¢)+5q(¢)] a mizeme definovat
variaci akee, ktera prislusi funkei ¢(¢) a variaci funkce Jq(t):

58 =S[q(t)+5q(t)]-S[q(1)]. (133)

Protoze hledame funkei ¢(¢) tak, aby 8S =0 pro kazdé J¢(t), musime pro funkce blizké funkei ¢(¢)

ziskat podobné hodnoty akce S. To znamena, ze o q(t) nebude tak velké, jak je ilustrovano na obr. 51. VétSinou

1ze psat
5q(t) = g.n(t) , (134)

kde € > 0. Potom ovSem OS je linearni diferencial (tzv. Frechetuv diferencial).

84(t) je tedy infinitezimalng malé.

Popisuje-li funkce q(t) trajektorii pohybu dané soustavy a méni-li se akce S pii pfechodu od funkce
q(1) k funkei ¢(7)+8¢(z), pak g(¢) popisuje trajektorii, ktera je sice mozn4, ale neni to skute¢na trajektorie,

po niz se dany systém skute¢né pohybuje.

Pfiroda prosté takové trajektorie, u kterych se pfi jejich malé zméné méni S, nema rada.

Nutnd podminka pro splnéni vztahu (130) je skuteCnost, ze funkce q(t) musi fesit Eulerovy -

Lagrangeovy rovnice. Tyto rovnice jsou obecné diferencidlni rovnice druhého fadu a jsou popsany v odstavci
4.4. Specialni volbou funkce pfechédzeji na Lagrangeovy rovnice druhého druhu (47). Proto nyni dokazeme, ze
z podminky (130) plyne existence Lagrangeovych rovnic druhého druhu.

Vyjdeme ze vztahu (133), do kterého dosadime z defini¢niho vztahu akce S (131). Dukaz provedeme
rovnou pro j zobecnénych soufadnic (j=1,2,..,n, kde n je poCet stupni volnosti). Dostaneme tak

65 = Z([ N+ag(0)]-s[d (1)])- ZJ( ()+841(1). 4 (1)+84 (1), 1) =L 4! (1), ' (0.1

=1 f
Diilezité je, ze symbolem ¢ (¢) (resp. 5¢'(¢)) rozumime Easovou derivaci zobecnéné soutadnice (resp. variace
d(&]j (r)) :
dr '

Nyni provedeme Tayloriiv rozvoj lagrangianu, ktery je zavisly na variaci funkce 5q(t) . Z dtvodu vyssi

. j .
funkce), tj. ¢’ (t):dqd—t(t) (resp. 8¢’ (1) =

prehlednosti jiz nebudeme vypisovat argumenty lagrangianu L. Ziskame tedy
. RV RV
58 = Zj[ +—5q (£)+ %541 (r)+0((5qJ(¢)) j—LJdt,kde 0((&1](;)) ) je chyba, kterd vzniké pi
=y q

zanedbani ¢lend obsahujicich vy3§i mocninu variace funkce &g(¢). Vzhledem k tomu, Ze variace funkce je

definovana vztahem (134), je chyba vznika pouzitim Taylorova rozvoje mala. Dostavame tedy

55 = Zj(—w %541’(,)]&.

Jltl q

(135)

Vzhledem k tomu, Ze jsme provedli pouze izochronni variace, neni v pravé provedeném Taylorove

. oL
rozvoji vyraz a—ét , nebot’ 6t =0
t

Je dobré si uvédomit, ze derivace podle ¢asu popisuji zmény v ¢ase (tj. podél osy ¢ na obr. 51), zatimco
variace &q () popisuji zmény funkce ¢(¢) (tj. zmény podél osy g).

Z izochronni variace funkce ¢(r) také vyplyvé platnost identity
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136)
i dg' d (
04! (1) =07 =4, %"

Vztah (136) tika, Ze ¢asové a prostorové variace jsou pii izochronni variaci na sob& nezavislé (zmény
provedené v ¢asu a zmény provedené v prostorové soutadnici jsou tedy libovolné).

Dosadime-li identitu (136) do vztahu (135) dostaneme vyraz

n 2
58 = Zj[a—[‘j&f (¢) +%%(5qj )Jdt,

(137)

. oL d i o . » . N .. oL .
ve kterém je Clen ;d—(5q1). Ten muzeme upravit, pokud rozepiSeme Casovou derivaci souéinu —.j5qJ.
q- dt

oq
plati &) 0L 540 | = 4| 0L |5, +6—L.i(5qi),odkud
de | ag’ dt{ ag’ og! dt

q
L ) L L ) (138)
ii(qu):i iqu _4 8_ 5ql.
o’ dt dr\ g dr| o4
Nyni dosadime vyjadieni (138) do vztahu (137) a integral souctu dale rozepiSeme na soucet dvou
integrald. Dostaneme tak

139)
c oL d oL ). ; (
5S:Z{—5q } Zj[ —ﬁJé'qJ(t)dt.
=L od’ 4 o og)  dt g’
L oL
Prvni ¢len vyrazu (139) lze psat ve tvaru { qj(t)} =———3¢'(t,)—-——3¢' (t;) .
Z o’ g 0(t) o’ (1)
Vzhledem k platnosti podminky (132) je tento ¢len nulovy. Proto mtizeme vyraz (139) piepsat ve tvaru
(140)

Vyraz (140) mé byt nulovy, protoZe pozadujeme splnéni podminky (130). Ta ma ale platit pro vSechny
variace funkce 8¢’ (¢) (pro j=1,2,...,n), coz znamena, Ze musi platit

Z( oL d GLJ . (141)
\og' dtog’
coz je zapis Lagrangeovych rovnic druhého druhu.

Dokazali jsme tedy, Zze z podminky (130) vyplyvaji Lagrangeovy rovnice druhého druhu (viz vztah
(141)). Mazeme tedy fici, ze platnost rovnic (141) je nutnou podminkou pro to, aby platil vztah (130). Vzhledem
k tomu, ze Lagrangeovy rovnice druhého druhu jsou ekvivalentnim popisem mechaniky jako Newtonovy
rovnice (Newtonovy rovnice jsou specialnim piipadem Lagrangeovych rovnic), Ize i Newtonovy rovnice
odvodit z Hamiltonova formalismu a z podminky (130).

Hamiltontiv formalismus vzbudil v dobé jeho zavedeni i pozdé&ji fadu i teologickych spori. Zdalo se
zvlastni, ze nékdo zna pocatecni bod pohybu i koncovy bod pohybu a na zakladé toho vybira trajektorii, po niz
se hmotny bod pohybuje. Ve skutecnosti se jednd ovSem jen o dalsi efektivni popis reality (mechaniky, elektfiny
a magnetismu, ¢asti obecné teorie relativity, ...).

Skutecnost, Ze je dan pocatecni a koncovy bod pohybu, vyplyva z podminky (132) na variaci funkce
dq (t)

Pravé popsany princip lze zobecnit i napt. na pohyb tekutiny, na dé&je v elektromagnetickém poli a do
dalsich obort fyziky. Obecné lze tento princip zobecnit i na nekonecny pocet stupiiti volnosti - tj. na spojité
kontinuum. Hamiltontv princip Ize tedy zobecnit i pro teorie pole.

Zakladni idea zobecnéni variacniho principu na nekonecné mnoho stupnii volnosti spociva v prechodu od
diskrétniho rozlozeni zobecnénych soufadnic ¢ (), kde jeN, ke spojitému rozlozeni ¢* (), kde xeR.
Zobecnéné soufadnice ve spojitém prostiedi zapisujeme vétsinou ve tvaru ¢(7, x), ktery lze chapat jako spojitou
limitu qj (t) , a ktery 1ze povazovat za zapis funkce dvou proménnych ¢ a x. Analogicky mtizeme pokraCovat se
soufadnicemi y a z a ziskat tak popis fyzikalniho pole pomoci veli¢iny (D(t, X, Y, z). V zavislosti na tvaru
zépisu této fyzikalni veliiny Ize odlisit rizné typy poli:

1. ®(t,x,y,2)= CD(x“) - popisuje skalarni pole;
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2. @ (t, X, y, z) =4, (x“ ) - popisuje vektorové pole v ramci elektromagnetického pole;

3. d)(t, X, ¥, z) = gap (x”) - popisuje tenzorové pole v ramci obecné teorie relativity.
Pro kazdy z téchto ptipadi plati podminka (130).
V roce 1890 nasel némecky matematik a fyzik Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821 - 1894)

akcei S, pro kterou z podminky (130), vychazeji Maxwellovy rovnice popisujici elektromagnetické pole.
Existuji 1 specialni akce, na zaklade€ kterych dostaneme popis geodetik v ramci obecné teorie relativity.

4.4 Eulerovy - Lagrangeovy rovnice

Eulerovy - Lagrangeovy rovnice jsou rovnice, které umoziuji nalézt extrém funkciondlu a které se
pouzivaji obecné pfi optimalizaci. Ve fyzice jsou vhodné pro odvozeni pohybovych rovnic pohybujicich se
hmotnych bodu ¢i téles. Jejich odvozeni je analogické jako odvozeni Lagrangeovych rovnic: tj. vychazi se
z platnosti nulové variace akce (vztah (130)), jak je ukdzano v odstavci 4.3. Rozdil spociva v tom, Ze se nehleda

rovnice, které fe$i Lagrangeova funkce L(qj(t),qj(t),t), ale rovnice, které fesi obecna funkce

F(yj (x), ' (x), x) pro j=1,2,..,n,kde y" (x) :%(x).
Resenim jsou pak rovnice ve tvaru
S s, e
= oyl dx gy’

Tyto rovnice maji formalné stejny tvar jako Lagrangeovy rovnice (47). |

Rovnice (142) Ize upravit do dalsiho tvaru, ktery je pro feSeni tloh ob¢as vyhodnéjsi. Za¢neme tim, Ze

. i
tyto rovnice vynasobime vyrazem y'l = % Dale si uvédomime, ze
df g oF )& oF | dfoF (14
dx o' dx gy 7 dx{ oy" .
dyj

Nyni postupné vyndsobime rovnice (142) vyrazem y'j :E a upravime s vyuzitim identity (143).

n ) . n ) . 1]
Postupné dostaneme 0 = Z[y” a—E—y” 4 oF j = Z[y” a—F—i(y” 6—FJ +dLa—F] . Uvédomime-li si,

S\ o) T degyd o' dx\” @) dv g
ze plati
dF _OF OF ., OF &" (149
dx Ox ayj Gy'j dx ’
mizeme pokraovat v upravach O:Z ar_oF_d y’ja—F. . Posledni uprava, kterou provedeme,
= dr ox dx oy"

vyplyva z vlastnosti derivace souctu. Ziskdme tak rovnice
°(d oF ) oF (145)
3PN R )
o dx ay J ox
coz je dalsi z podob Eulerovych - Lagrangeovych rovnic.

Rovnice (145) lze déale prepsat do jednodu$siho tvaru, pokud budeme vysetfovat pohyb jednoho
hmotného bodu s jednim stupném volnosti a pokud navic funkce F' nebude explicitné zaviset na soufadnici x.

., OF . .
V tom pripadé totiz oF =0 arovnice (145) ptejdou do tvaru 4 F- y'a—}i =0, odkud plyne
Ox dx oy
146
F —y'a—F, = konst. (146)

y

V této podobé je rovnice obcas uzite¢na pro feseni uloh.

4.5 Uloha o brachistochroné

Uloha o brachistochroné sehréla v historii fyziky daleZitou ulohu. Nejen, Ze stala u zrodu diferencialniho
poctu a integralniho poctu, ale stala se také motivaéni tlohou pro formulaci Hamiltonova formalismu (viz
odstavce 4.1 a 4.3).
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Zadani této ulohy je nésledujici: Dva body 4 a B, které se nachazeji v riznych polohach v gravitaénim

poli, ovS§em ne na stejné svislé ptimce (viz obr. 52), se maji spojit takovou kiivkou, aby pohyb hmotného bodu
z bodu 4 do B trval minimalni cas.

Pfi fesSeni je nutné si uvédomit, Ze ptirtstek Casu, prispivajici k celkovému ¢asu ¢, po ktery se hmotny bod
. L / .
po hledané kiivce pohybuje, je df = d—, kde d/je ptirtstek drahy, kterou hmotny bod urazi. Pro celkovy ¢as ¢
v
Far
tedy plati ¢= j— Prirdstek drahy d/ je mozné vyjadiit na zakladé obr. 52 ve tvaru
v

]
2
dl = J(dx)’ +(dy)’ = /1 + (%} dr =+/1+ "2 dx (na obr. 52 jsou vzdalenosti kvilli ndzornosti prehnané velké).

Pro velikost rychlosti v zavislosti na soufadnici y ze zakona zachovani mechanické energie vyplyva vztah

v(y)=+/2gy . Pro ¢as 1 tedy dostavame
X 2 (147)
z=Lj Y g
\2g 4 y

A tento Cas ma byt podle zadani lohy minimalni. To ovSem znamena najit extrém funkce ¢ (definované
vztahem (147)) v zavislosti na prub¢hu funkce y(x) .

dx

Fy
-

df

obr. 52

Regeni tlohy Ize nalézt pomoci Eulerovych - Lagrangeovych rovnic, které jsou popsany v odstavci 4.4;
N 1+
pro ucely této tlohy bude vhodny konkrétné tvar (146). Pro funkci F pfitom plati: F ( v, y') = =22 podie
y

. 147 1 ' .
rovnice (146) tedy miizeme psat y y'—L = K atuto rovnici dale postupné upravovat.
y \/; J1+y7?

Levou stranu rovnice rozSifime a ziskdme rovnici =K, vniz Castecné

y(1+57)
1+y'2 y

) e

=K a zapiSeme v piehlednéj$im tvaru y(l +y"? ) =C,, kde

odmocnime levou stranu. V ziskaném tvaru rovnice =K prevedeme levou stranu

. . 1

rovnice na spolecného jmenovatele ———
2

()

1
G, =—5 = konst.
K

Dulezité je si uvédomit, Ze hledame vyjadieni funkce y - tj. kiivku, po niz se hmotny bod pohybuje.

Nyni zavedeme substituci ve tvaru

148
y' =cotg% (148)
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a miizeme pokracovat v dalSich upravach.

Do posledniho tvaru rovnice dosadime substitu¢ni vztah (148) a ziskame y(1+cotg2 %J: C,. Nyni

COS2 ﬂ

rozepiSeme funkci kotangens podle jeji definice: y|1+ 2 =(C,. Déle pfevedeme na spolecného

20

sin

jmenovatele a s vyuzitim znamé goniometrické identity ziskame rovnici y = (;, kterou mizeme psat ve

sin’ L

tvaru y =C, sinzg.

Pouzitim goniometrického vzorce ziskame rovnici
1-cos¢ (149)
—

Nyni si pfipravime nékolik dil¢ich vypoctl, které naim umozni najit feSeni snadnéji. Jednak na zakladé
substituce (148) miizeme psat

y=qG

150
dy=—! SO (130)
cotg —
& 2
a dale diferencovanim rovnice (149) dostaneme
i 151
dy=0"2%4p. (15)
Dosazenim vyjadieni (151) do vztahu (150) postupné ziskame
1 sin @ sin? 2sin 2 .cos £ o
dx = .G dp=C, de = C;sin® Zdg, takze dostavame vztah
4 2 % 2 2
cotg 5 cos—

1- . C .
dx =G, gdw , jehoz feseni mizeme psat ve tvaru x :71J.(l—cos (p) de . Reseni tedy miizeme psat ve
tvaru
x=C(p-sing)+x,, (152)

C 1
kde C =—1 =—— = konst.

2 2K?

Ze vztahu (151) midZeme vyjadtit y = CI sinpdg a dostaneme

y=—Ccos@+y,. (153)

Konstanty x, a y, vystupujici ve vztazich (152) a (153) ur¢ime na zakladé€ pocatecnich podminek ulohy.

(152) a (153) psat ve tvaru x, =C(0—sin0)+x, a zaroveir y, =—Ccos0+ y,. Dosadili jsme také ¢ =0,

protoze cykloida v bod€ 4 zacina. Po ipravé dostavame x, =x, a y, =C+y, . Vztahy (152) a (153) mizeme

tedy psat ve tvaru

x=C(p-sing)+x, a y=C(l-cosp)+y,, (154)

coz jsou parametrické rovnice cykloidy. Trajektorie, po niz se musi pohybovat hmotny bod mezi dvéma
zadanymi body, aby se pohyboval nejkratsi ¢as, lezi tedy na cykloide.

Pro vykresleni cykloidy mezi uvazovanymi dvéma body 4 a B je nutné znat hodnotu konstanty C a
maximdlni hodnotu ¢, thlu @, v zavislosti na kterém se cykloida vykresluje. Tyto hodnoty 1ze ziskat pomoci

koncového bodu cykloidy B, ktery ma soufadnice [xg; yg|. Bodu B pfitom odpovida hodnota thlu ¢ =g, ,

kterou dosadime do rovnic (154). Vzhledem ke tvaru parametrickych rovnic cykloidy (154) je zfejmé, ze feSeni
nebude mozné ziskat analyticky. Budeme muset pouzit numerické feseni rovnic. Nicméné pied numerickym
fesenim se vyplati provést nékolik uprav rovnic (154).

Do rovnic (154) tedy dosadime soufadnice bodu B a vylou¢ime z nich parametr C, ¢imz dostaneme jednu
rovnici ve tvaru (xg —x, )(1-cos@y, ) =(yg = ¥4 ) (¢ —sing,, ) . Déle rovnici upravime do tvaru

55 =5 (s~ 32) P = (¥~ %1 ) €08 9~ (3ig ~ 35 )sin . (155)
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X — XA

VB~ VA

sing, =
\/(XB _xA)z +(p _)/A)2

a cosgy =

\/(xB _xA)Z +(J’B _YA)Z

(156)

a proto vztah (155) prepiSeme v takovém tvaru, do kterého pozdé¢ji snadno dosadime vztahy (156):

Xg — XA —()’B —)’A)(Dm :\/(XB _)CA)2 +(J’B _)’A)2
y

(xg — x4 )cOS @,

(J’B — VA )sin Pm

A *B
py
N A
i
YB
£
y -
obr. 53
Po dosazeni ze vztaht (156)

X — XA _(J’B _J’A)¢’m

Vo —x ) + 0 =02)’
psat ve tvaru

XB —Xa _(J’B —J’A)(Pm

\/(xB — XA )2 +()’B —J’A)z

=sin(¢, -9 ) -

(XB _)CA)2 +(J’B —J’A)2 \/(XB _)CA)2 +(yB —J’A)2

rovnici

=sin ¢, cos @,, —cos @, sin@,,, , kterou mizeme s vyuzitim goniometrickych vztahti

(157)

Ziskali jsme tedy rovnici, na zéklad¢ niZ je mozné numericky urcit hodnotu Ghlu ¢, . Poté je mozné urcit

hodnotu parametru C pomoci jednoho ze vztahti

Tim je cykloida, ktera hraje ve fyzice velmi dilezitou tlohu, jednoznacné popsana.

c="2B"% _YB" VA
@—sing l—cosp

(158)

S cykloidou se fyzikové setkavaji Casto: popisuje rozpinani vesmiru, nizozemsky matematik, fyzik a
astronom Christian Huygens sestrojil cykloidalni kyvadlo, jehoz frekvence nezavisi na poc¢ate¢ni vychylce, ...

4.6 Invariance Lagrangeovy funkce a zakony zachovani

4.6.1 Obecné pojmy

Geometrickd symetrie Lagrangeovy funkce souvisi se zadkony zachovani ve fyzice. Poprvé si tuto
skutecnost uvédomila némecka matematicka Amalie Emmy Neetherova (1882 - 1935). V roce 1918 formuluje
princip, ktery ve svych duasledcich zménil fyziku 20. stoleti. Tento princip se stal vychodiskem napf. pro

kvantovou fyziku prave proto, ze daval do souvislosti geometrické symetrie a zakony zachovani.

MA-LI SYSTEM A TEDY I JEHO PRISLUSNA LAGRANGEOVA FUNKCE L NEJAKOU

SYMETRII, PAK EXISTUJE Ji ODPOVIDAJICIi FYZIKALNiI VELICINA, SE
ZACHOVAVA.
Zachovavajici se veli¢inou je integral pohybu (viz odstavec 3.7).
Tuto obecnou formulaci lze piepsat v konkrétnéjsim tvaru.
PokuUD
dS = Ldt (159)

NEMENI SVUJ TVAR PRI INFINITEZIMALNICH TRANSFORMACICH CASU A ZOBECNENYCH

SOURADNIC POPSANYCH VZTAHY

'=t+e@a q'j :qj+ng
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PRO j=1,2,..,n, KDE & JE MALY REALNY PARAMETR (&£—>0) A © A Qj LIBOVOLNE

HLADKE FUNKCE PUVODNICH SOURADNIC (TJ. ®(t, qj) A Qj(t, qj)), PAK SE ZACHOVAVA

VELICINA
oo (161)
Z=>» —(¢'®6-0')-LO
jZlaq.J( )

] dz
A Z JE INTEGRAL POHYBU, TEDY d—:O.
t

Funkce © a Qj jsou generatory symetrie a obecn€ to jsou prvky Lieovy grupy.

Dukaz lze provést na zékladé geometrického rozboru dané problematiky s vyuzitim variet, Lagrangeova
pole, ... Ten ovSem provadét nebudeme.

Existuji tfi hlavni globalni symetrie, které urcuji vlastnosti prostoru a casu:
1. translace prostoru - vyplyva z homogenity prostoru;

Popis systému se nezméni, jestlize se posuneme posuvnym pohybem do jiného mista prostoru.

2. rotace prostoru - vyplyva z izotropie prostoru;

Popis systému se nezméni, jestlize se naklonime, udélame stojku, ... a budeme popisovat systém
z pohledu takto otocené soustavy.

3. translace ¢asu.

Popis systému se tedy nezméni, jestlize hodiny, pomoci nichz métime ¢as pfi uréitém dé&ji, zapneme o
chvili pozdéji.

Na zéklad¢é téchto symetriich, které aplikujeme na prostor a ¢as v Newtonovské fyzice, lze ziskat tii
zakony zachovani (viz odstavce 4.6.2 az 4.6.4), které lze vyuzit pfi feSeni uloh. Newtonovsky prostor ma tedy
pro feseni uloh velmi pékné vlastnosti.

4.6.2 Homogenita prostoru

Z homogenity prostoru vyplyva invariance popisu systému viaci translaci v prostoru. To znamena, Ze
Lagrangeova funkce L se nezméni, posuneme-li se v prostoru ve sméru i-t¢ zobecnéné soufadnice.
Transformac¢ni vztahy (160) tak ptejdou na vztahy

=tax'=x+¢, (162)

odkud vyplyva, ze ® =0, Qi =1 a Qj =0 pro j=1,2,..,i—1,i+1,...,n. Po dosazeni do defini¢niho vztahu
zachovavajici se veli¢iny (161) tedy mame
P 6_L ’ (163)
ox'
coz je vyjadieni zdkona zachovani hybnosti. Zakon zachovani hybnosti je tedy dasledkem homogenity
prostoru (Newtonovského prostoru).

Ve vztahu (161) zustal tedy jediny ¢len odpovidajici nenulovému 0.

Priklad: Volna ¢astice

L L V2 (L2)\2 (.3\2) . L i .
Pro volnou ¢astici, jejiz lagrangian je L = lm((x1 ) +(x2) +(x3) j ,je Z = —a—. =—-mx proi=1,2,3.
2 ox'

4.6.3 Izotropie prostoru
Izotropie prostoru je svazana s invarianci popisu daného systému vici rotaci v prostoru.

Udélame stojku, naklonime se, otocime se, ... a budeme porad dostavat stejny popis systému, jako kdyz
jsme systém popisovali pfed zménami nasi polohy.

To tedy znamena, Ze lagrangian se neméni pfi posunuti v libovolném thlovém sméru ¢ . Vztahy (160)
tedy prejdou na tvar

[':[a ¢’2¢+g’ (164)
coZ znamena, e ® =0, O =1 a ostatni Q' jsou nulové. Po dosazeni do (161) tedy dostaneme
165
- (165)
op

Vztah (165) je vyjadfenim zakona zachovani momentu hybneosti, ktery je disledkem izotropie
prostoru.
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Priklad: Centralni pole

. .. 1 /. .
Lagrangeova funkce hmotného bodu, ktery se pohybuje v centralnim poli, je L:Em(r2 +r2¢)2)—V(r).

Lagrangian ptitom neni zavisly na uhlu otoceni @ - to znamena, Ze pii zméné ¢ se lagrangian nezméni.

Jestlize lagrangian nezavisi na néjaké zobecnéné soufadnici (zde ¢ ), pak se tato zobecnéna soufadnice
nazyva cyklicka soufadnice (viz odstavec 3.7). SkuteCnost, Ze ¢ je cyklicka soufadnice, vyplyva tedy
z izotropie prostoru.

Jinymi slovy: ¢ je dobfe zvolena zobecnéna soufadnice.

4.6.4 Homogenita ¢asu
Homogenita ¢asu souvisi s invarianci popisu systému vuci translaci ¢asu.

To znamend, Ze popis systému bude stejny nezavisle na tom, v jaké fazi pohybu zmackneme stopky a
zacneme méfit casové zavislosti.

V Newtonovském prostoru ¢as neni mozné rotovat, takze nemuizeme mluvit o izotropii ¢asu. Tyto
operace lze ale provadét napf. v ramci teorie relativity. Pro jisté typy uloh je vhodné zavést dva na sobé
nezavislé Casy, o jejichz izotropii je pak mozné mluvit.

Transformacni vztahy (160) pfejdou tedy na vztahy

f'=t+caqi=¢, (166)
tedy ®=1 a Qj =0 (pro j=1,2,...,n). Po dosazeni do (161) dostaneme
n , (167)
Z= a—.qu'J -L,
= 04

coz je zobecnéna energie (viz odstavec 3.7). Z homogenity ¢asu (tj. z invariance popisu systému vici translaci
¢asu) tedy vyplyva zdkon zachovani zobecnéné energie.

Vzhledem k tomu, Ze pro holonomni vazby a skleronomni vazby pfi pohybu télesa v poli konzervativnich
sil pfechazi zobecnéna energie na celkovou mechanickou energii (viz tvrzeni v odstavci 3.7), pfechazi za téchto
podminek také zakon zachovani zobecnéné energie na zakon zachovani mechanické energie.

4.6.5 Lokalni symetrie

Kromé globalnich symetrii (viz odstavec 4.6.1) existuji i lokalni symetrie, které se uplatiiuji zejména
v teoriich pole. Existuji veliCiny, na kterych je zavisla Lagrangeova funkce L, a pfitom pfi zméné této veliCiny se
Lagrangeova funkce nezméni. Takova veli¢ina se pak (v dané teorii poli) zachovava.

Napt. v teorii elektrického pole je touto velicinou naboj - plati tedy zdkon zachovani elektrického naboje.

4.7 Kalibracni transformace a kalibracni symetrie
Kalibra¢ni transformace a kalibraéni symetrie jsou dulezité nejen pro feSeni uloh, ale také pro budovani
fyzikalniho aparatu jako takového. Diive, nez ukazeme konkrétni pouziti, vyslovime a dokazeme tvrzeni.
POHYBOVE ROVNICE POPISUJICIi DANY SYSTEM SE NEZMENi, PRIPOCTEME-LI
K LAGRANGEOVE FUNKCI L UPLNOU CASOVOU DERIVACI LIBOVOLNE FUNKCE f(q)

(KDE ¢ JE ZOBECNENA SOURADNICE).

Pii dikazu vyjdeme zuvedeného tvrzeni. Kromé lagrangianu L budeme ptedpokladat, ze existuje
lagrangian L; definovany (podle tvrzeni) vztahem

¥ (4l0) (168
dt

Pro akci S odpovidajici  lagrangidnu  L; mlOzeme podle vztahu (131) psat

ty t t 9]
N J.let = I[L +W}dt = J.Ldt + I%dt =S +[f(q(t))];2 . Dostavame tedy

t t]

L =L+

5, =5+ Fla()-£(a(t))- 169)

Pohybové rovnice (resp. popis systému) ziskdme pomoci vztahu (130). Dosadime-li tedy do vztahu (130)
odvozenou akci popsanou vztahem (169), dostaneme
0 9 (170)
0= 65, =55+ 219 50(1)-L D 500
oq oq
Vzhledem k platnosti podminky (132) ze vztahu (170) plyne
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0=5S,=685. (171)
Tim je dtkaz ukoncen: pro oba uvazované lagrangiany (tj. pro lagrangian L i lagrangian ve tvaru (168))
je variace akce nulova (viz vysledek (171)). Oba lagrangiany davaji tedy stejny popis daného systému.

Pravé dokazané tvrzeni se vyuZziva u kanonickych transformaci systému v Hamiltonové formalismu (viz
odstavec 4.11).

Priklad: Nabita ¢astice v elektromagnetickém poli

Lagrangian nabité Castice s nabojem e a s hmotnosti m, ktera se pohybuje v elektromagnetickém poli popsaném

S . 1 -— . R
veli¢inami £ a B,je: L= Emv2 —e@+ev.A , nebot potencidlni energie V je dana vztahem (70).

Lagrangian L, ktery je dan vztahem (168), ddva podle dokdzaného tvrzeni stejné feSeni. Takze miZeme psat:

2

1 - . ) ) .
L = Emv —ep+ev.A+ j—f . Funkce f'obecné zavisi na prostorovych soufadnicich a na Case (tj. f (xl, t) ), takzZe
t

s postupné provadénymi Upravami lze lagrangidn L, psat ve tvaru

1, —— o > s 1, ( 1af) S
L =—mv- —ep+ev.A+—+ ) —x =—mv- —e| p———— |+ev.A+v.grad f =
173 4 0t 2 AP grad f

:lmvz—e ;o—lg +ev. Z-i—lgradf :lmvz—e¢'+e;.z.
2 e Ot e 2

Ziskali jsme tak tvar lagrangianu, ktery dava stejné vysledky jako pavodni lagrangian, jestlize plati

1of

=1
p'=p———a A'=A+—grad f .
e Ot e

Zménili jsme tedy dvé polni veliiny a lagrangian je vzhledem k této zmén€ invariantni. Jedna se tedy o
zvlastni pripad lokalni symetrie (viz odstavec 4.6.5). V tomto pfipadé mluvime o tzv. kalibraéni transformaci,
vuci niz je lagrangian invariantni.

Maxwellovy rovnice zlstdvaji v platnosti a maji stejny tvar jako pro lagrangian L. Veliciny, které
mizZeme méfit (tj. veli¢iny E aB) jsou také stejné (jak vyplyva z Mawellovych rovnic).

Napt. pro B,Adad plati: rotZ’:rot(z-i-lgradfj:rot2+lrotgradf:rotZ:E.
e e

Podobnym postupem fyzika vytvari nové teorie. Dba se nejen na to, aby dana teorie odpovidala
experimentalnim méfenim, ale také na to, aby spliovala kalibraéni transformace. Tim se zjednodusi popis
daného systému v riznych soustavach a teorie bude pro feseni tloh jednodussi.

4.8 Hamiltonovy rovnice

Hamiltonovy rovnice (viz odstavec 4.8.4) jsou dal$im zobecnénim Lagrangeovych rovnic 2. druhu (viz
odstavec 3.3). Hamiltonovy rovnice ov§em maji oproti Lagrangeovym rovnicim vyhodu. Zatimco Lagrangeovy
rovnice jsou soustavou n obyCejnych diferencialnich rovnic druhého fadu pro n neznamych (nezndmymi jsou

¢asové prubehy zobecnénych soufadnic qj (t) pro j=1,2,...,n,kde n je pocet stupiti volnosti dané soustavy),
jsou Hamiltonovy rovnice soustavou 2r obycejnych diferencidlnich rovnic pouze prvniho fadu pro 2n
neznamych. Nezndmymi v Hamiltonovych rovnicich jsou zobecnéné soufadnice ¢’ (t) a kanonické hybnosti

p;(?) (vizodstavec 4.8.1) pro j=1,2,...n.

Hamiltonovych rovnic je sice vice nez Lagrangeovych, ale jsou to rovnice prvniho fadu, coz je veétsi
uspora prace pii jejich feSeni, nez fakt, ze neznamych je dvojnasobné mnozstvi.

Skutecnost, ze indexy zobecnénych soutfadnic jsou horni indexy a indexy kanonickych hybnosti jsou
dolni indexy, vyplyva z toho, Ze zobecnéné soutadnice q (t) jsou slozky vektorl, zatimco kanonické hybnosti
pj (t) jsou slozky forem. Pfi bézném pocitani se tento rozdil neprojevi, ale pro geometrickou interpretaci je to
rozdil podstatny.

Pied vlastnim odvozenim Hamiltonovych rovnice je nutné se seznamit s nékolika zdkladnimi pojmy:

1. kanonicka hybnost - viz odstavec 4.8.1;

2. fazovy prostor - viz odstavec 4.8.2;
3. Hamiltonova funkce (hamiltonian) - viz odstavec 4.8.3.

4.8.1 Kanonicka hybnost
KANONICKA HYBNOST JE DEFINOVANA VZTAHEM
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a (172)
p;= 2 ]
PRO j=1,2,...,m.
To tedy znamend, Ze kazdé zobecnéné soufadnici ¢! (r) lze ptifadit kanonickou hybnost p;(1), kterou

ziskame derivaci lagrangianu podle pfislusné zobecnéné rychlosti.

Pozor! Kanonicka hybnost je veli¢inou, ktera dopliuje popis systému ziskany pomoci zobecnénych
soufadnic, ale sama kanonicka hybnost se definuje jako derivace lagrangianu pomoci zobecnéné rychlosti!

Zobecnéna soufadnice a kanonicka hybnost tak tvoii tzv. kanonicky sdruzené veli¢iny (kanonicky
sdruzené pary). Pomoci téchto veli¢in lze pIn€ popsat stav fyzikalniho systému.

Priklad: Volna ¢astice

Urcete kanonickou hybnost volné ¢astice.

y . . . . Ny :
Reseni: Lagrangian volné castice lze psat ve tvaru L zzmxz. Na zéklad¢ vztahu (172) lze pak kanonickou

. oL .
hybnost psat ve tvaru p = Y =mx .
X

Pro volnou ¢astici je tedy kanonicka hybnost rovna hybnosti, ale neni to tak obecné. Kanonicka hybnost
miZe mit vyznam momentu hybnosti, modifikované hybnosti, ...

Prostor, ve kterém jsou definovany zobecnéné souradnice a kanonické hybnosti, se nazyva fazovy prostor
(viz odstavec 4.8.2).
4.8.2 Fazovy prostor

FAZOVY PROSTOR JE PROSTOR POPSANY SYSTEMEM NEZAVISLYCH ZOBECNENYCH
SOURADNIC qj(t) A KANONICKYCH HYBNOSTI pj(t) PRO j=1,2,..,n, KDE n JE POCET

STUPNU VOLNOSTI DANEHO FYZIKALNIHO SYSTEMU. DIMENZE FAZOVEHO PROSTORU JE
ROVNA 2n.

Z hlediska geometrie se jedna o tzv. kote¢ny bandl konfiguraéni variety 7' *Q , pro ktery jsou zobecnéné
soutadnice a kanonické hybnosti parametry.

Fazovy prostor je prostor fyzikalnich stavii daného systému. To znamena, ze kazdy bod fazového
prostoru jednoznacné urcuje stav uvazovaného systému. Kazdym bodem fazového prostoru tedy prochézi jedna
trajektorie popisujici ¢asovy vyvoj daného systému, ktery se nachazi v daném bodé fazového prostoru. Vsechny
body fazového prostoru tedy uréuji vSechny mozné stavy, do kterych se systém muze dostat. Je to tedy jakasi
vizualizace vyvoje systému.

Kazdy bod fazového prostoru je popsan zobecnénou soufadnici ¢ (¢) a kanonickou hybnosti p;(¢). To

znamena, ze mame informace o poloze i rychlosti (ta je ,,ukryta* v hybnosti) daného systému.

Fazovy prostor je tedy pro popis systému dostacujici, na rozdil od konfiguracniho prostoru (viz odstavec
3.2.4), ktery obsahoval informace pouze o soufadnicich (zobecnéné soutadnice), ale neobsahoval informace o
rychlostech. V konfigura¢nim prostoru tedy nebylo mozné vysvétlit tzv. Zenonovy paradoxy (viz odstavec
3.2.5).

Napt. stojici Sip a §ip, ktery pravé proléta kolem stojiciho Sipu, jsou v konfiguraénim prostoru popsany
naprosto stejné. K jejich odliSeni je nutné mit informace o rychlosti, kterou v konfigura¢nim prostoru nemame.
A proto tedy dostavame pro oba §ipy v konfiguracnim prostoru stejny popis.

Ptiklad: Harmonicky oscilator
Urcete vyvoj harmonického oscilatoru ve fazovém prostoru.

Reseni: K popsani vyvoje systému ve fazovém prostoru potiebujeme znat zobecnéné soufadnice a kanonickou
hybnost. Musime tedy nejdfive napsat lagrangian uvazovaného systému: L = %mxz —%lcx2 . Zobecnéna
soufadnice je déana takto: ¢g=x= Asin(a)t + (00) . Zobecnénou hybnost urime na zakladé lagrangianu:
p= Z—i = mx . Po dosazeni dostaneme p = Ama®-cos (a)t + (po) . Ve fazovém prostoru tedy ziskame vyvoj daného

systému, ktery bude reprezentovan elipsou (viz obr. 54).
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Skutec¢nost, ze se jedna o elipsu lze dokazat tak, Ze z rovnic pro x a pro p vyjadiime goniometrické funkce a

p
mao

2 2
jejich druhé mocniny seéteme. Dostaneme tedy: (ij +£ j =1. Délky poloos dané elipsy tedy jsou 4 a

Ama® a jsou dany energii, kterou uvazovany oscilator ma.

Bod [0; 0] z obr. 54 odpovida harmonickému oscilatoru, ktery je v klidu.

Budeme-li sledovat jen vyvoj na ose ¢ (tj. budeme-li se divat na obr. 54 ,,zespodu®), ziskame piedstavu o
zméné souradnice oscilatoru. Pti sledovani zmén pouze na ose p ziskame informaci o zméné velikosti hybnosti
resp. rychlosti oscilatoru. Tim, ze sledujeme cely fazovy prostor, mame informace jak o casovém vyvoji
souradnice, tak i o Casovém vyvoji velikosti hybnosti resp. velikosti rychlosti.

Pro tlumeny oscilator pak dostavame jeho vyvoj v ¢ase podle obr. 55. Oscilator za¢ind kmitat v nulovém
Case, ve kterém ma nulovou vychylku (bod A) a nejvétsi velikost kanonické hybnosti, ktera je v tomto ptfipadé
hybnosti. To znamend, ze v bodé 4 ma oscilator nejvétsi velikost rychlosti. Vzhledem k utlumu nedosédhne
béhem kazdé periody stejné amplitudy vychylky - ta bude postupné klesat a oscilator se za urcity ¢as zastavi (tj.

kiivka ve fazovém prostoru skonéi v bodé [0; 0] .

E

obr. 54 obr. 55

Pravé popsany postup, ktery byl vysvétlen na pfipadu harmonického oscilatoru, se velmi ¢asto pouziva
k vizualizaci vyvoje systému. Bohuzel velmi casto se jedna o funkce vice proménnych, které neni mozné
rozumn¢ zobrazit ani v pocitaci. Proto se délaji tzv. Poincarého fezy, pomoci nichz sledujeme dany fazovy
prostor jen v urcité roviné. Na zaklad¢ téchto fezl lze poznat zakladni charakteristiky vyvoje systému, lze
rozhodnout o chaotickém chovani ¢i o deterministickém chovani systému, ...

4.8.3 Hamiltonova funkce

Hamiltonova funkce slouzi k popisu daného systému a vystupuje v Hamiltonovych rovnicich (viz
odstavec 4.8.4).

HAMILTONOVA FUNKCE (TZV. HAMILTONIAN) DANEHO FYZIKALNiHO SYSTEMU JE
SKALARNi FUNKCE DEFINOVANA VE FAZOVEM PROSTORU PREDPISEM

H(qj(t)vpj(t)’t):ipiqi—L,

(173)

Z hlediska vyssi matematiky se jedna o tzv. Legendrovu dudlni transformaci.

Hamiltonian je zavisly na case pouze pro reonomni vazby (viz odstavec 2.2).

Na prvni pohled je defini¢ni vztah hamiltonianu slozity, ale tento zplsob zavedeni pfinese vyhody pfi
feSeni uloh, nebot’ se zjednodusi zapis Hamiltonovych rovnic. Piedpis (173) se stava hamiltonianem az tehdy,

kdyz dosadime za ¢', nebot’ na zobecnéné rychlosti hamiltonian nezavisi. Vyjadfeni g existuje vzdy, i kdyz ne
vzdy je jednoduché a analyticky fesitelné, a lze je ziskat invertovanim definiéniho vztahu kanonické hybnosti
(172). To ovSem znamena, ze je nutné dosadit i do lagrangianu, ktery v hamiltonidnu vystupuje také.

Hamiltonian zavisi na zobecnénych souradnicich, kanonickych hybnostech a pfipadné na Case, ale ne
zobecnénych rychlostech!!!

Nyni je mozné formulovat Hamiltonovy kanonické rovnice.
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4.8.4 Formulace a dikaz Hamiltonovvch kanonickych rovnic
HAMILTONOVY KANONICKE ROVNICE JSOU ROVNICE VE TVARU

dg’ _om o (7

e op;  dt 8y

PRO j=1,2,..,n, KDE n JE POCET STUPNU VOLNOSTI DANEHO SYSTEMU.

Na zakladé vhodné zavedeného hamiltonianu ve tvaru (173) jsou Hamiltonovy kanonické rovnice
jednoduché a symetrické. Tyto rovnice, které Ir sir Rowan Hamilton odvodil v roce 1834, jsou soustavou 2n
oby&ejnych diferencialnich rovnic s neznamymi ¢’ (¢) a p;(¢) pro j=1,2,...,n. Uvedeny tvar rovnic vyplyva
ze symplektické struktury fazového prostoru, ktera zarucuje jednoznacny popis systému, spravnd znaménka
v rovnicich, ...

Presto, ze se v zapise Hamiltonvych rovnic objevuji parcialni derivace, jsou to rovnice obycejné, tj. po

] - . . oH oH ., . z
upravach budou obsahovat jen totalni (,,normalni*) derivace. Symbol o resp. ; dava jen navod na
Pj q
sestaveni pravé strany prislusné Hamiltonovy rovnice.

Nyni rovnice dokazeme; dikaz pfitom provedeme dvakrat - jednou podle definice hamiltonianu a
podruhé pomoci Hamiltonova varia¢niho principu, ktery je detailné vysvétlen v odstavci 4.3.

Zacneme dikazem prvni Hamiltonovy rovnice, ktery provedeme na zakladé definice hamiltonianu (173).
Pravou stranu prvni Hamiltonovy rovnice tedy rozepiSeme podle definice hamiltonianu (173) s vyznacenim

proménn}'lch na nichz z4&visi zobecnéna rychlost a lagrangian:
.q t),t —L( i(¢ s 7 (g* (¢ s t),t ,t) . Nyni provedeme naznaCenou derivaci
(3pJ apJ[Zp ( ()) q()q(q()pk()) yni p
oH op; i 04 oL ag
a argumenty funkci kvili vétsi prehlednosti jiz vypisovat nebudeme: ——Z Pi iy ii——.ii .
;i =\ P; &; 04" p;

Derivace lagrangianu podle p; je rovna soucinu derivace lagrangianu podle qi a derivace q'i podle p;,

protoZe p; je ,.schovand“ pravé v g' (g' zavisi na pj)- Proto lagrangian derivujeme jako slozenou funkei.

S vyuzitim deﬁnice kanonické hybnosti (172) mazeme  pokradovat v Gpravach:

]
Z[@p L+ -—— D oq' J 251 f=g! _da a tim je platnost prvni Hamiltonovy kanonické
apJ il 6pJ apJ i) T dr
rovnice dokéazana.
Analogicky miZeme pokracovat v dikazu druhé Hamiltonovy rovnice:

= ](Zpl ( 1), py (7). )—L(qj([),qi(qk (), Py (t),t),t)]. Po provedeni derivace dostaneme

q
. . 0H <~ 04 oL oL 0g'
rovnici, vniz opét uz nebudeme vypisovat argumenty funkci: = z Di ij - Z—lij . Opét
¢ T 0¢ dq¢ 504 Oq
. H < /' O < i L
s vyuzitim vztahu (172) mizeme postupné psat 6_ = Z i a;q.—a—.— Z i ai = _or . Vztah
o¢ “=og ot S ag og’
oH __aL (175)

8qj 8qj
je sice zajimavy, ale zatim to neni ten vztah, jehoZz platnost jsme méli dokazat. Navic zatim jsme vyuZzivali pouze
matematické Upravy vyrazd bez fyzikalniho nahledu. Ten vyuzijeme nyni: pravou stranu rovnosti (175)

OH __dfoL _ 9
vyjadiime pomoci Lagrangeovych rovnic druhého druhu (47). Dostaneme tak ; =— o Py & (druha
q g

uprava byla provedena na zakladé definice kanonické hybnosti (172)). Tim jsme dokazali i druhou Hamiltonovu
kanonickou rovnici.

Ve druhém kroku dokédzeme Hamiltonovy kanonické rovnice pomoci Hamiltonova variacniho principu.
Dtikaz nebudeme provadét v Lagrangeové formalismu, ale v Hamiltonové formalismu. Defini¢ni vztah
hamiltonianu (173) upravime na tvar

n . (176)
L= pd'-
j=1
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Vyjdeme zpodminky (130). Vni vystupuje akce S, kterou Vyjédfime pomoci definice (131)

O n
s piihlédnutim k lagrangianu ve tvaru (176). Dostaneme tedy 0=06S =06 ILdt =0 J{Z piq Jdt. Vyraz

fq g\ 1

92 n
) j [Z quJ -H jdr pfitom mlizeme interpretovat tak, ze se zajimame o zménu integralu pii zmén¢ funkci,

které integrujeme. Proto mizeme dale pokracovat v ipravach. Za¢neme diferencovanim a dostaneme

t( o (177)

0=0S= 5 +p.5¢! —8—5 —a—H§ —aﬂé‘t dr.

pﬂ pPioq q’
t j’l aq ap] ot

<. OH . . S . .
Clen a—é’t ve vyrazu (177) je nulovy, protoZe jsme se omezili na izochronni variace (viz odstavec 4.3).
t

2 g
Déle upravime vyraz j z pjéqjdt , ktery je téz ¢asti vyrazu (177). S vyuzitim identity (136) a naslednym
1 =1

L t
pouzitim metody per-partes miiZzeme psat: Jijéqut = J.Zp —(5(] )dt [pjé'q ? J‘Zﬁ&fdt
= 1 f =1 t ) =1
Vzhledem ktomu ze uvazujeme izochronni variace spevnymi konci, plati podminka (132) a tedy

j z pJ5qut = j z ; Sqdr . Nyni dosadime do vyrazu 177 a dostaneme
fq =1 tq =1

c o dp; . oH .. OH

O:j Opgl ——L6¢) ———68¢' -—6 ¢t . Po upravé tedy mame

D )
=

0 ([ & o) (178)
0= I;[[q ——] jj{_d_tj_@Jé‘qJ}t'
f

Vsechny variace 5qj a op; pro j=12,..,n ze vztahu (178) jsou dovolené a navzajem nezavislé. To

. . OH
ovSem znamena, ze vztah (178) je splnén pouze tehdy, kdyz ¢’ —Z— =0 a ———% =0 pro j=1,2,..,n.
P
To je ovSem vyjadieni Hamiltonovych kanonickych rovnic (174), jejichZ platnost jsme chtéli dokazat.
Na zakladé podminky (130) jsme tedy odvodili dalsi pohybové rovnice. V odstavci 4.3 jsme odvodili
z podminky (130) Lagrangeovy rovnice druhého druhu, nyni ze stejné podminky Hamiltonovy kanonické
rovnice. Podminka (130) ma tedy hlubsi vyznam.

4.9 Ilustrace pouZiti Hamiltonovych kanonickych rovnic

4.9.1 Harmonicky oscilator

Harmonicky oscilator je velmi dulezity pojem nejen pro teoretickou fyziku a mechaniku, ale i pro dalsi
obory fyziky. Pomoci harmonického kmitani lze totiz modelovat fadu fyzikalnich jevid, protoze pohyb
harmonického oscilétom je jednoduch}'/, je popsén relativné jednoduch}'/mi rovnicemi a pfitom jej lze pouiit

vvvvvv

kapacity latek, odvozeni vinové rovnice, kmity atomt resp. ¢astic popisovanych v ramci kvantové fyziky, ...).
Chceme-li napsat Hamiltonovy kanonické rovnice (viz odstavec 4.8.4) popisujici harmonicky oscilator, je

. . . I ., 1 .. A Lo .
nutné nejdiive napsat jeho lagrangian. Ten ma tvar L = mez —Ek.x2 a z n¢j vyplyvajici kanonicka hybnost je

L
dana vztahem p —g =mx . Pro vypocet hamiltonianu je nezbytné vyjadrit vSechny zobecnéné rychlosti
X

pomoci kanonickych hybnosti, proto si pfipravime vyjadieni x = L Hamiltonian mizeme psat na zaklade¢ jeho
m

2 2

2 2
p p

1 o
definice (173) ve tvaru H = px—L = e lcx2 Y - ka =4 loc2 Vyraz L ma
m 2 2 m 2 m? 2 2m 2 2m
p’|_kg’m’s” 2 2 P’
jednotku eyl k— =kgm".s~ =N.m =] a tedy plati alternativni vyjadieni T = p. Hamiltonian je
m g m

tedy roven H =T +V = E a vyjadiuje celkovou mechanickou energii systému.
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Vztah H =FE neplati obecné, ale pouze tehdy, nezavisi-li hamiltonidn explicitné na case. A tato
podminka je splnéna ve vét§in€ vysetfovanych piipadi.

Nyni m@zeme napsat Hamiltonovy rovnice pro harmonicky oscilator tak, ze dosadime do vztaht (174).
H d OH . .odx d
Dostaneme tedy dx = on =P 2 P T k. Mame tedy dvé linearni rovnice — = LAY
dd op m dt Ox dt m dt
o . , . . d’x 1dp , , , .
Zderivujeme-li prvni z nich podle casu, dostaneme: d—zz—a a dosadime do ni z druhé Hamiltonovy
- m
. . d%x kx *x . . .
rovnice. Ziskame tedy rovnici —-=—— a po Upravé —-+—=0, coz je znama rovnice popisujici pohyb
de? m di? m

harmonického oscilatoru. Jeji feSeni lze psat ve tvaru x:Asin(a)t+(p0), kde 4 je amplituda vychylky,
o = ,|— je uhlova frekvence kmitdni harmonického oscilatoru a ¢, je po¢atecni faze kmitani.
m

4.9.2 Trirozmérny pohyb &astice v poli potencialni energie

Pohyb ¢astice v prostoru v poli, v némz je definovana potencialni energie, jsme jiz vySetfovali (viz napf.
odstavec 3.8). Nyni ji vyfeSime znovu a pokusime se napsat hamiltonidan pohybujici se ¢astice v riznych
soufadnych systémech:

1. v kartézskych soutadnicich - viz odstavec 4.9.2.1;
2. v cylindrickych soutadnicich - viz odstavec 4.9.2.2;
3. ve sférickych soufadnicich - viz odstavec 4.9.2.3.

4.9.2.1 Popis pohybu Castice v kartézskych souiadnicich

Lagrangeova funkce popisujici pohyb Castice v kartézskych soutadnicich ma tvar
1 179
L=—m(&+37 +27) =V (x,,2). (179)
2
Jednotlivé kanonické hybnosti, které odpovidaji soufadnicim x, y a z, ziskame derivaci Lagrangeovy
funkce podle zobecnéné rychlosti ptislusejici dané souradnici. TakZe postupné dostavame

o_ . o_ .. o_ . (180)
= —= N = —= = —=mz.
Px Py Py o Yy a p, o
Z kanonickych hybnosti miizeme vyjadrtit piislusné zobecnéné rychlosti a ziskame
(181)
il y Py P
m m m

Hamiltonidn miZeme v tomto pfipadé psat ve tvaru H = p,x+p,y+p,z—L . Po dosazeni ze vztahi

(179), (180) a (181) postupné pro hamiltonidn uvazované pohybujici se Castice dostaneme

m m m 2 m m m 2 |\m® m* m?

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 (2 .2 . 1 .

H= p—x+&+p—z——m(x2 -I-y2 +22)+ V(x, y, z) = p_x+&+p_z__m(p_x+&+l?_z]+ V(x, y, z). Takze
hamiltonian je roven
Lo 2 2 (182)
H :%<pX +py +pz)+V(x, ¥, z)
a je nezavisly na Case. Tedy plati H = F .

Dalsi vypocet pomoci Hamiltonovych rovnic neni mozny, protoze nezname konkrétni pribeh potencidlni

energie V' (x, y, z).

4.9.2.2 Popis pohybu Castice v cylindrickych souiadnicich

Lagrangeova funkce popisujici pohyb castice v kartézskych soufadnicich je dana vztahem (179). Do
cylindrickych soufadnic ji prepiseme pomoci nasledujicich transformacénich vztahi:

x=Rcos®d;
y=Rsin®;
z=1z.

Tyto soufadnice zavisi na ¢ase. Vzhledem k tomu, ze v dal§im vypoctu budeme potiebovat jejich ¢asové
derivace, ur¢ime je:

x=Rcos®— RDsin® ;
y=Rsin®+RdcosD ;

z=z
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Nyni dosadime do lagrangianu (179), zjednodusime a dostaneme
. . 183
L:%m(Rz+RZCDZ+Z'2)—V(R,Q),Z). (183)
Kanonické hybnosti odpovidajici souradnicim R, @ a z ziskame derivaci Lagrangeovy funkce podle
zobecnéné rychlosti pfislusejici dané soufadnici. Takze postupné dostavame
oL . oL 2 oL ) (184)
=—=mR, =——=mR"® a p,=—=mz.
oR Po =50 P =%

Z predpisu pro kanonické hybnosti mtizeme vyjadfit prislusné zobecnéné rychlosti a ziskame

Pr

(185)

RoPL G Py i P
m mR m

Hamiltonovu funkci nyni mizeme psat ve tvaru H = pRR + pe®+ p,z— L . Po dosazeni ze vztahti (183),

(184) a (185) pro Hamiltonovu funkci pohybujici se  Castice postupné¢  dostaneme
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

. . R

H =p_R+p_¢+p_Z—ﬁ(R2 +RD?+2)+V (R, @, 2) PR Po Pe T\PR G ZPe Pe iy (Ra,z).

m m m 2 m m m 2{m°~ mR m

Takze hamiltonidn je roven
186)
L5 pe . (
H=— +—=+ +V(R, D,z
2m (p RT g2 P ( )

a je nezavisly na Case. Proto tedy plati H = E .
Dalsi vypocet pomoci Hamiltonovych rovnic neni mozny, protoze nezname konkrétni pribeh potencialni
energie V (R, @, z).

4.9.2.3 Popis pohyvbu Castice ve sférickych souiadnicich

Lagrangeova funkce popisujici pohyb ¢astice v kartézskych soutfadnicich je zapséna ve tvaru (179). Do
sférickych soufadnic ji pfepiSeme pomoci nasledujicich transformacnich vztahu:

x=rsindcos@;

y=rsindsing;

z=rcosd.

Tyto soutadnice zavisi na ¢ase. Proto nejdiive urc¢ime jejich prvni derivace podle ¢asu:
X =rsin%cosp+ rgcosgcosgo— resin $sing ;

y=rsindsinp+ rlgcosgsin;o+ rgsingcosg;

z=rcosd—rdsin 9

Nyni dosadime do lagrangianu (179), zjednodusime a dostaneme

' 187
L:%m(ﬁwzgzwngz sin? 3)—V(r, 9, 9). (e

Kanonické hybnosti odpovidajici soutadnicim r, ¢ a ¢ ziskdme derivaci lagrangidnu podle zobecnéné
rychlosti pfislusejici dané souradnici. TakZe postupné dostavame

oL . oL 5. OL 5. . (188)
=—=mr, =—=mr-9 a =—=mr-@sin° 9.
Z predpisu pro kanonické hybnosti mizeme nyni vyjadfit ptislusné zobecnéné rychlosti ve tvarech
. (189)
;}:&,lgz_pé?z a¢,:—2p‘{’2 _
m mr mr~sin” 4

Hamiltonovu funkci nyni mizeme psat ve tvaru H = p.7+p 994— P9 —L . Po dosazeni ze vztahi (187),

(188) a (189) mizeme pro Hamiltonovu funkci uvazované pohybujici se castice postupné psat

2 2 2
H =p—r+&+&—lm(ﬁ2 +r29 + 2% sin? 9)+V(r, 9, ¢)=
m m m 2

2 2 2 2 2.2 2292
:p_r+&+ﬁ_lm[p_r+r p3 risin® 9p,

m m m 2

+V(r, 9, p). Takze hamiltonian je roven
m*  m*rt mrtsin? 19] ( )

(190)

2
1| 5 p; Py
H=—1|p2+P2o, o iy g
2m [Pr 2 rPsin’® 9 ( (p)

a je nezavisly na Case. Proto tedy plati H = E .
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Dalsi vypocet pomoci Hamiltonovych rovnic neni mozny, protoze nezname konkrétni pribeh potencialni

energie V (r, 4, ¢).

7w

4.9.3 Nabita Castice v elektromagnetickém poli
Dalsi ilustraci pouziti Hamiltonovych rovnic je jejich aplikace na vySetfovani pohybu ¢astice s ndbojem
e, kterd se pohybuje v elektromagnetickém poli charakterizovaném skalarnim potencidlem ¢ a vektorovym

potencialem 4.
Lagrangeova funkce popisujici pohyb nabité Castice v elektromagnetickém poli (vzhledem ke vztahu
(70), ktery definuje potencialni energii ¢astice) ma tvar
1 5 —-— (191)
L —Emv —e(gp—v.A) R

ktery je mozné prepsat ve slozkach vektorti v a A vetvaru
1y s s o (192)
L—Em(x +y°+z )—e((p—xAx—yAy—zAZ).

Kanonické hybnosti, které odpovidaji soufadnicim x, y a z, ziskame derivaci Lagrangeovy funkce podle
zobecnéné rychlosti pfislusejici dané souradnici. TakZe postupné dostavame

oL . oL . oL . (193)
=—=mx+ed,, py=—=my+ed, a p,=—=mi+ed,.
Px=5; Ay s Dy 5 y+ed, a p = A,
Z kanonickych hybnosti mizeme vyjadrit piislusné zobecnéné rychlosti a ziskame
—ed —ed —ed (194)
= Px ex,y:py Y a4 5P
m m m

Hamiltonian miZeme v tomto piipad€ psat ve tvaru H = p,x+ p,y+p,z—L . Po dosazeni ze vztahi

(192), (193) a (194) postupné pro hamiltonian uvazované ¢astice pohybujici se v elektromagnetickém poli mame

1
H = mi® +exd, +mp? +epdy, + mz* +eid, —Em(x2 + 37+ 27 ) re(p—id, -y, - z24,) =

2 2
(px _eAx )2 (p)’ _eA}’) (pz _eAz )2 _ 1 (px _eAx )2 (p}’ _eA}’) (pz _eAz )2

= + + —m + + tep=
m m m 2 m2 m2 m2 4
1 2 2 2 y . .
=5 (py —ed, ) + ( Py - eAy) +(p, —ed,)” |+ep. TakZe hamiltonian lze psat ve tvaru
m
Lo (195)
H —E( —eA) +€(0

aiv tomto piipade je nezavisly na Case, takze H = E .
4.9.4 Hamiltonidn v dalSich oborech fyziky

Hamiltonidn je velmi dtlezity pro kvantovou fyziku, kde se zn€ho stavd operator, je dulezity pro
statistickou fyziku, pro teorii relativity, ...

V kvantové mechanice je pohybovou rovnici, pomoci niz se vysetiuje fada uloh, Schrédingerova rovnice
ve tvaru
o ~ 196
ot

C h . . ~ . " .
kde 7 je imaginarni jednotka, 7 = py je tzv. redukovana Planckova konstanta, H je Hamiltondv operator a
V4

je vlnova funkce, jejiz druha mocnina udava pravdépodobnost vyskytu dané ¢astice, pro niz se Schrédingerova
rovnice fesi. Hamiltonlv operator ma v kvantové fyzice tvar

O=-Lwasr, (197)

2
kde symbol A oznacuje Laplacetiv operator.

Dalsi fyzikalni teorii, ktera vyuziva Hamiltonovu funkci, je kvantova teorie pole. Je to teorie, v nizZ se
kvantuje celé pole rozlozenim do rovinnych vin. Interakce jednotlivych vin se pak znazoriiuji pomoci tzv.
Feynmanovych diagramu.

Hamiltonovy rovnice jsou dulezité i pro statistickou fyziku, ktera tvoii pfechod mezi mechanikou a
termodynamikou. Vzhledem k tomu, Ze se zabyva systémy, které obsahuji fadové 10%° &astic, neni moZné
popisovat jednotlivé Castice. Proto se hledaji a pocitaji ve fazovém prostoru fyzikalni veli¢iny, u nichz lze urcit
stitedni hodnoty charakterizujici cely uvazovany systém. Tak ziskdme informace o teploté, vnitini energii, ...
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4.10 Poissonovy zavorky

4.10.1 Definice a matematické vlastnosti

Francouzsky matematik a fyzik Siméon Denis Poisson (1781 - 1840) zavedl v roce 1809 symboliku,
ktera se pouziva dodnes. Rika se ji Poissonovy zavorky.

MEJME DVE FUNKCE f(qj,pj,t) A g(qj,pj,t) DEFINOVANE VE FAZOVEM PROSTORU.

PAK LZE VE FAZOVEM PROSTORU DEFINOVAT NOVOU FUNKCI STEJNYCH PROMENNYCH
JAKO MAJi FUNKCE f A g PREDPISEM

(og)-3 |22 o e s
T\ 04’ op;  p; o’
KDE qj JSOU ZOBECNENE SOURADNICE, pj Isou KANONICKE HYBNOSTI (PRO j=1,2,...,n)

A n JE POCET STUPNU VOLNOSTI. FUNKCE {f,g} SE NAZYVA POISSONOVA ZAVORKA
FUNKCI f A g.

Poissonovy zavorky je tedy oznaCeni pro operaci, kterd se provadi se dvéma funkcemi a jejimz
vysledkem je opét funkce.

V literatufe se Poissonovy zavorky obcas znac¢i symbolem [ 1, g], pfipadné se definuji s opacnym

znaménkem.

Pocitani s Poissonovymi zavorkami se fidi témito pravidly:
1. Poissonovy zavorky jsou antisymetrickou operaci, tj. plati

gl =—e f}; (199)
2. Poissonovy zavorky jsou linearni, tj. pro ¢, c, € R plati
{lel+02f2,g}=cl{fi,g}+02{f2,g}; (200)

Tento vztah tedy ukazuje, ze Poissonovy zavorky jsou linearni v prvnim argumentu. Z antisymetrie
zévorek vyplyva, ze zavorky jsou linearni i ve druhém argumentu.

3. Poissonovy zavorky spliuji tzv. Jacobiho identitu

{f g} nf+{{g.n}, f}+{{h f}. g} =0; (201)
4. Poissonovy zavorky lze aplikovat i na soucin funkci
{fe.h}={f,h}g+[{g h}. (202)

Tento vztah vyplyva ze vztahu pro derivaci soucinu dvou funkci (tzv. Leibnitzovo pravidlo). Vzhledem
k tomu, Ze vysledkem Poissonovych zavorek je funkce, Ize napi. ¢len { f, h} g psative tvaru g{f, h}, protoze

nasobeni funkei je komutativni.

Ze vztaht (199), (200) a (201) vyplyva, ze Poissonovy zavorky definované na fazovém prostoru vztahem
(198) tvofti tzv. Lieovu grupu (jsou to bilinearni operace na vektorovém prostoru).

V kvantové mechanice se Poissonovy zavorky stavaji operatory a obecné uz komutativni nejsou.
4.10.2 Fundamentalni Poissonovy zavorky

Drive, nez uvedeme specialni Poissonovy zavorky a jejich fyzikalni aplikace, pfipomeneme platnost
jedné identity.

PRO FUNKCI f(qj,pj,t) DEFINOVANOU VE FAZOVEM PROSTORU PLATI

{f.f}=0. (203)

Dukaz vztahu (203) vyplyva ze vztahu (199). Poissonovy zavorky jsou antisymetrickou operaci
aplikovanou na dvé funkce (v tomto ptipadé na dvé identické funkce f). Existuje jediné ¢islo (a to ¢islo 0), které
se rovna svému opacnému Cislu. Podle vztahu (199) se totiz pii zméné poradi funkci, na které aplikujeme

Poissonovy zavorky, méni jejich znaménko. Proto {f, /}=—{f, f}=0.

Dosadime-1i nyni za obecné funkce f'a g, pro které jsme vztahem (198) definovali Poissonovy zavorky,
zobecnéné souradnice ¢’ () a kanonické hybnosti p; () mizeme vyslovit tvrzeni.

PRO POISSONOVY ZAVORKY APLIKOVANE NA ZOBECNENE SOURADNICE qj(t) A NA

KANONICKE HYBNOSTI p;(¢) PLATI TYTO VZTAHY

ld.q'}=0. {p.p}=0a (¢ p}=0] (204)
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PRO [, j=1,2,..,n, KDE n JE POCET STUPNU VOLNOSTI DANEHO SYSTEMU.

Ditkaz prvnich dvou &asti tvizeni je snadny: zobecnéné soutadnice ¢'(¢) a kanonické hybnosti p;(1)

jsou (pro vSechny mozné kombinace pfipustnych indext) navzajem nezavislé. Uvédomime-li si, ze v definici
Poissonovych zavorek (198) vystupuji parcialni derivace jak podle zobecnéné soutadnice, tak podle kanonické
hybnosti, je jasné, ze vysledkem musi byt nula.

Pfi derivaci funkce podle proménné, na které dana funkce nezavisi, dostavame nulu, nebot’ v dané
proménné (podle niz derivujeme) je funkce konstantni. A derivace konstanty je nula. Proto i derivace zobecnéné
soufadnice podle kanonické hybnosti (resp. naopak) je nulova.

Dtkaz posledniho ze vztahti (204) vyplyva zdefinice Poissonovych zavorek (198):

ly p.}:i(a_cf%_a_q@]:j(a_q@_o]:a_qi%:a_qi%:g.
Vo Hlogt e b gt ) S\ eq" api oq’ op; oq' op;

Z defini¢niho vztahu Poissonovych zavorek tedy zlstane jen prvni ¢len (druhy je identicky roven nule).
A v zavislosti na tom, zda budeme mit zobecnéné soufadnice (resp. kanonické hybnosti) stejné i riizné, ziskame

vysledek jedna nebo nule, coz zapiSeme symbolem 6} (Kroneckerovo delta).

Této vlastnosti Poissonovych zavorek sestavenych ze zobecnénych souradnic a kanonickych hybnosti se
vyuziva v kvantové mechanice. Pomoci zobecnénych soufadnic a kanonickych hybnosti se definuji ptislusné

operatory a ziskame vztah analogicky Poissonovym zavorkam: [qi,;j}:ihéji. Z tohoto vztahu pak také

vyplyva principidlni nemoznost méfit soucasné libovolné¢ presné polohu a hybnost Castice, coz popisuji tzv.
Heisenbergovy relace neurcitosti.

Na zaklad€ Poissonovych zavorek lze dokazat nésledujici tvrzeni. Toto tvrzeni i jeho dusledky pomohou
pfi feseni fady uloh.
PRO SKUTECNY POHYB PLATI
df

} . s (205)
dr

>

=i H ot

KDE f(qj (t),pj(t),t) (PRO j=1,2,...,n) JE LIBOVOLNA FUNKCE DEFINOVANA NA FAZOVEM

PROSTORU A H JE HAMILTONIAN UVAZOVANEHO SYSTEMU.

Fraze ,,pro skuteény pohyb* znamena, ze funkce f'spliuje Hamiltonovy kanonické rovnice (174).

Dtkaz tvrzeni provedeme rozepsanim totalni derivace funkce f (qj(t), pj(t),t) podle ¢asu. Plati

n k
d . . . .
gzz 8—fkdi+iﬁ +g. S vyuzitim Hamiltonovych kanonickych rovnic muzeme dale psat
dt &\og* dt 0p dr ot

Q_Z“:[ of oH of 6HJ o

= — =~~~ - |t adale upravit s vyuZitim defini¢niho vztahu Poissonovych zavorek (198).

dr o

Takze dostaneme m = { f, H } + R coz je vztah, jehoz platnost jsme chtéli dokazat.
t t

k=1

Prvnim disledkem pravé uvedeného tvrzeni je podminka, za které se funkce f stava integralem pohybu
(viz odstavec 3.7).

Najit integral pohybu je dilezité, nebot’ kazdy integral pohybu zjednodusi hledani feseni Lagrangeovych
rovnic druhého druhu (viz odstavec 3.7).

NENi-LI FUNKCE f(qj(t),pj(t)) ZAVISLA NA CASE, PAK TATO FUNKCE JE

INTEGRALEM POHYBU PRAVE TEHDY, KDYZ {f,H}=0.

Funkce f nesmi tedy zaviset na Case pfimo; na ¢ase ovSsem mohou zaviset zobecnéné souradnice nebo
kanonické hybnosti, na kterych je zavisla funkce f.

of

Nezavisi-li funkce f explicitné na case, pak 8_: 0. To ovSem znamena, ze na zakladé vztahu (205)
t
. . df e . . o . df .
muizeme psat d—:{ f.H } Dale vime, ze funkce f je integralem pohybu, jestlize plati vztah d—:O (viz
t t

odstavec 3.7). V tom pfipadé ale {f, H}=0.

Tento disledek poskytuje navod na hledani integrali pohybu: staci ovétit, zda pro né¢jakou funkei f, ktera
popisuje dany fyzikalni systém s hamiltonianem H, plati { f,H } = 0. Pokud ano, je funkce fintegralem pohybu.
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Druhy dusledek vztahu (205) dava navod na urceni, kdy sdm hamiltonidn daného systému je integralem
pohybu.
CASOVE NEZAVISLY HAMILTONIAN H DANEHO FYZIKALNIHO SYSTEMU JE
INTEGRALEM POHYBU.

Na zaklad¢ vztahu (203) mizeme psat {H L H } =0 a skuteCnost, ze hamiltonian je nezavisly na case,
H
muzeme prepsat podminkou aa— =0. Na zéklad¢ vztahu (205), do kterého dosadime f = H , pak mizeme psat

dH OH dH . . o .
3 = {H ,H } + v =0 . Podminka 3 =0 pfitom urcuje, Zze hamiltonian H je integralem pohybu.
t t t

Pravé uvedeny diisledek souvisi s tim, ze pokud je lagrangian L daného fyzikdlniho systému casove
nezavisly, zachovava se zobecnénd energie / definovana vztahem (81) (viz odstavec 3.7). Casova nezavislost
hamiltonianu H pak souvisi se zdkonem zachovani mechanické energie £.

Treti disledek vztahu (205) udava podminky, za kterych je integralem pohybu piimo Poissonova
zéavorka.

POKUD FUNKCE f(qj(t),pj(t)) A g(qj(t),pj(t)) JSOU INTEGRALY POHYBU, PAK

{f,g} JE TAKE INTEGRALEM POHYBU.

V argumentech funkci f'a g jiz neuvadime jako parametr ¢as, protoze maji-li byt funkce f a g integraly
pohybu, pak na case zaviset nesmi!

Pfi dikazu opét vyjdeme ze vztahu (205), ktery aplikujeme na Poissonovu zavorku {f,g}:
%({f, gh)={{/. g},H}+%({f, g})= {{f, g}, H} , nebot’ jestlize jsou funkce f'a g nezavislé na ¢ase, je na

Case nezavisla téz jejich Poissonova zavorka { f, g} , tedy %({ f, g}) =0. S vyuzitim Jacobiho identity (201)

mizeme dale psat %({f, g}) = {{f, g}, H} :—{{g, H}, f}—{{H, 1}, g} . Jsou-li fa g integraly pohybu, pak

pro n¢ plati {f,H}=0 a {g,H}=0, takze %({f,g})=—{0,f}—{0,g}=0. To oviem znamend, Ze

Poissonova zavorka { f, g} je integralem pohybu. A to jsme méli dokazat.

Pravé uvedenym zpisobem by bylo mozné ptidavat postupné dalsi funkce, které by byly integraly
pohybu, a tak vytvofit obecné tieba i nekonecné mnoho integrald pohybu. OvSem integrali pohybu, které
pomohou pii feSeni pohybovych rovnic, mize byt maximalné jen tolik, kolik je stupiii volnosti daného
fyzikalniho systému. Metoda Poissonovych zavorek, kterou jsme pravé uvedli, tak totiz generuje i takové
funkce, které jsou sice integraly pohybu, ale jsou linearnimi kombinacemi jiz existujicich integrald pohybu nebo
jsou nulové. A takové integraly pohybu jiz dale pfi feSeni uloh nepomohou. Ale i pfesto je pravé uvedena
konstrukce integralii pohybu velmi dtlezita.

4.11 Kanonicke transformace

Kanonicka transformace je nedilnou soucasti Hamiltonova formalismu, protoZze uréuje takovou zménu
soufadnic fazového prostoru, pii niz zistavaji v platnosti Hamiltonovy kanonické rovnice (174).

4.11.1 Definice a zakladni vztahy kanonickych transformaci

KANONICKA TRANSFORMACE JE KAZDA ZMENA SOURADNIC FAZOVEHO PROSTORU
(PARAMETRU FAZOVEHO PROSTORU), KTERA ZACHOVAVA STRUKTURU
HAMILTONOVYCH KANONICKYCH ROVNIC.

To znamena, Ze po kanonické transformaci budou mit Hamiltonovy kanonické rovnice (174) stejny tvar
jako pted ni.

Oznac¢ime-li plivodni zobecnéné soufadnice ¢’ a pGvodni kanonické hybnosti pj a oznatime-li dale

nové zobecnéné soutadnice Q' a nové kanonické hybnosti P, tak pak poZadujeme, aby funkce

0'=0'(d'. pi.t) a B=F(d", pi.t) (206)
spliiovaly Hamiltonovy kanonické rovnice ve tvaru
do' eH' 4P oH' (207)

d op  dt 8O

pro hamiltonian H' = H'(QJ, B, f) .
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Splnéni téchto pozadavkl neni trivialni, nebot’ kanonickych transformaci je velmi malo. Jsou ale velmi
dalezité pro dalsi pocitani a pro zobecnéni do dalSich obort fyziky.

Pii konstrukénim ditkazu kanonické transformace vyjdeme ze vztahu (168). Ten definuje Lagrangeovu

funkei L, , na zéklad¢ niz 1ze odvodit stejné pohybové rovnice jako z Lagrangeovy funkce L. Nyni pfepiSeme

vztah (168) ve tvaru L, = L+%, kde F je libovolna hladka funkce, ktera zavisi na ptivodnich zobecnénych

soutfadnicich nebo kanonickych hybnostech a na kalibra¢ni transformaci nové definovanych proménnych. Jsou
tedy celkem Ctyfi moznosti, na jakych proménnych mize funkce F zaviset:

L R=F(d0.1);
2. B =F(q, P.1);
3. B =F(p,01);
4. F4:F4(pj,Pj,t).

Funkce F|, F,, F; a F, se nazyvaji generujici funkce kanonické transformace. Pomoci Hamiltonova

varia¢niho principu (viz odstavec 4.3) a s vyuzitim podminky (130) (variace akce je nulova) lze ziskat
podminky, za kterych je transformace popsana jednou ze CEtyf vySe uvedenych funkci kanonickd. Timto
zpusobem lze pro kazdou z vySe uvedenych funkei ziskat tzv. podminky kanonicnosti, tj. nutné a postacujici
podminky, které musi byt splnény, aby dana transformace byla kanonicka (viz tab. 1).

Tteti sloupec tab. 1 ziskame tak, ze kazdou rovnici ze druhého sloupce daného fadku derivujeme podle

proménné, podle niz se derivuje druhd z rovnic ve druhém sloupci tabulky. Napft. pro prvni fadek derivujeme
.. OF .. OF i 0 [ OF Op;

rovnici —=p, podle O* a rovnici —L =—B. podle ¢' a ziskdme: — —L|= le
oq' 00 00"\ oq' ) 00

op: OP, o .
Pi —a—];. Dulezité je, aby derivované
q

oK OR, . . . .

i —L =——X  Pii zdménnosti parcidlnich derivaci plati: — =
dq' \ 00 oq' o0
proménné byly vyjadieny ve spravnych proménnych, tj. v proménnych, v jakych je vyjadiena v tomto piipade
funkce F, (obecn¢ funkce z daného radku tabulky).

Generujici funkce Podminky kanoni¢nosti | Podminky integrability
R=F(d,01) ok _, o __OR
ot o0* &g
oF
o0t "
FZ:FZ(qj,Pj,t) oK _ ap, _ a0~
86]1 ' aPk qu
6& - Qk
oR,
F=Fy(p;. 0'.1) o _ o' _oR
op; 6Qk op;
o
ook "
- OF, - i k
F4_F4<pj5})j7t) _4:—ql %:-LQ
i OB, op;
oF, =0k
oR,
tab. 1

Derivace ve druhém sloupci tab. 1 se pocitaji podle proménnych, na kterych zavisi dana generujici
funkce. Pfitom plati: derivace podle jedné ptvodni proménné je rovna druhé pivodni proménné (napf.

oF;
00"

OF,
oq'
minus je u ptivodni zobecnéné souradnice a u nové kanonické hybnosti.

= p,; ) a derivace podle jedné nové proménné je rovna druhé nové promeénné (napf. =—h, ). Znaménko
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; OF,
Dale plati H' (QJ, ., ) H(ql,pj,t)+a—a pro a=1,2,3,4 apro i, j,k=1,2,...n
t

Pro ovéfeni faktu, zda dand transformace je i neni kanonicka, sta¢i ovérit vztahy z jednoho fadku tab. 1.

Dtikaz vztahti uvedenych v tab. 1 Ize provést rozpisem lagrangianu a hamiltonianu daného fyzikalniho
systému. Pro funkci F; mizeme na zaklad¢ vztahu (168) psat
1 (qj’ o, t) (208)

n(q pypt)=L(Q% By )t ———

Je-li pravé uvedenym predpisem lagrangian definovany v kazdém case ¢ a ziskame-li variaci pfislusnych
akci ve fazovém prostoru stejné pohybové rovnice v ptivodnich soufadnicich i v novych soufadnicich, je
uvazovand transformace popsand generujici funkci F; kanonicka.

Dosazenim vztahu (176) (vyjadieni lagrangianu pomoci hamiltonianu) do vztahu (208) ziskame:

Zn:l?iqi_H(qj,pj, ) ZPQ H(QJ’ , ) Zn:(g_f;l 22 Q] ;;1 Pieuspofadanim ¢lenti tohoto
i=l1 i=l1

vyrazu dostaneme

" 209)
oF ) . OF, ) i . oF (
z ——L g - P+—L |0 |=H(q, pi,t)-H'(Q, P, t)+—L
= ((pl aql ]q ( 1 aQI jQ J (q p] ) (Q J ) at
oF, OF ; OF,
Vztah (209) je identicky splnén, pokud —, —L-—pPaH(Q, P, Hlq’, p.,t)+—L, coz
(209) j y spnén, p pi= o 20 (Q i ) (q P ) Py

jsou vztahy, jejichz platnost jsme méli dokézat.
Dikaz pro funkci F, je podobny. Analogicky jako pro funkci £, mtizeme i pro funkci F, napsat vztah

n . Do A " (oF . OF, .\ OF (210)
G —H(q", pi,t)=Y PO —H'(Q", P t)+ Y | —2¢'+—=2P |+—=,
iZﬂ:plq (q Pj ) Z:l: 10 (Q i ) ;[&11 q o
ve kterém jsou ve srovnani se vztahem (209) jen jiné parcialni derivace funkce F,, nebot’ funkce F, zavisi na

proménnych q, P at. Nyni bychom potfebovali (stejn¢ jako v pfedchozi ¢asti dikazu) porovnat koeficienty u

Q a B . Vyuzijeme tedy toho, Ze pri¢tenim Uplné Casové derivace funkce k lagrangianu se popis systému
nezmeéni (VIZ vztah (168)). Urcité plati identita

d n . n . . n -
E(ZRQ J =2 B0+ RO
i=1 i=1 i=1
kterou mizeme dosadit do vztahu (210) a dostaneme tak

ipiQi_H(qj’pj’t):%[iPiQ} ZPQ H'(QJ’ %, ) Z(Zi?ql+aa%ﬁj+aai; a po prerovnani

i=1 i=1 q

élentt ziskame vztah Z[(pl ZZf]q [21;2 Qj ] (q pJ,) H’(QJ, % )+aai;+%[zn“PiQi),
i=1

i=l

(211)

OF, F. . F ul .
ktery je splnén pro 8_?: - o =0 a H’(QJ, % ) H(qj, Pjs t)+68_t2+%[zpig]' Posledni rovnost
q i=1

; OF; . .
mizeme s vyuzitim vztahti (168) a (176) psat ve tvaru H’(QJ, 1 ) H(qj, pj,t)-i-a—tz, ¢imz jsme ziskali

sérii vztaht, jejichz platnost jsme chtéli ukazat.

Lagrangian ani hamiltonian daného fyzikalniho systému se nezméni, jestlize k nému pficteme tGplnou

. d| < il - .,

¢asovou derivaci funkce. A vyraz d_[z PO J je uplnou casovou derivaci funkce.

£
i=1

Dikazy pro funkce F; a F, by byly analogické.

4.11.2 Vlastnosti kanonickych transformaci
Kanonické transformace maji n€které zajimavé vlastnosti, které jsou uzite¢né i pii feseni uloh.

Generujici funkce F|, F,, F; a F, kanonické transformace (viz odstavec 4.11.1) nejsou nezévislé, ale

jsou navzajem svazany Legendreovou dualni transformaci. Tu odvodil francouzsky matematik Adrien-Marie
Legendre (1752 - 1833), ktery se zabyval hlavné statistikou, teorii ¢isel, algebrou a matematickou analyzou.

Vzéajemna provazanost funkci £, F,, F; a F,, znichZ funkce F| je dana (resp. urena vypoctem), je
popsana témito vztahy
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n ' n ' n o ‘ (212)
Fy=K+Y RO, FF=K-Y pq aF=F-Y RO'-> pp.
i=1 i=1 i=1 =1

Misto toho, ze vSechny dalsi funkce budeme vyjadiovat pomoci funkce F, (vztahy (212)), lze vyjadfit
zbyvajici funkce napf. pomoci funkce F, .

Na kterém ftadku tab. 1 zacneme s vyjadfovanim, je jedno. VSechny jeji fadky jsou navzajem
ekvivalentni.

Vztahy (212) jsou analogické vztahtim, které v termodynamice popisuji pfechody mezi jednotlivymi
potencialy popisujicimi dany fyzikalni systém.

Dalsi vlastnosti, na zakladé které se prace s kanonickymi transformacemi zjednodusi, je skutecnost, ze
tyto transformace tvoii grupu.

KANONICKE TRANSFORMACE TVORI GRUPU.

Jakmile o né&jaké struktufe dokazeme, Zze tvofi grupu, je okamzité jasné, ze musi spliovat zakladni
vlastnosti, které grupa prosté mit musi. Tak se mnohdy zjednodusi i fyzikalni pohled na danou problematiku.
Z faktu, ze kanonické transformace tvoti grupu, vyplyva:

1. existence jednotkového prvku;

To je transformace, ktera nedéla nic - ptivodni zobecnéné soutadnice a kanonické hybnosti se nezméni.

2. existence inverzniho prvku;
3. moznost skladani kanonickych transformaci.

. i OF; OF.
Identita je generovana funkci F, =2ijj. Na zéklad¢ tab. 1 dostdvame 8_?: p; a 672=Qk a
i=1 q k
L . Y , OF, oF, . , .
vypoctem derivaci podle pfedpisu funkce F, mame F =F a Y =gq" . Transformace popsana funkci F, je
q k

tedy kanonicka, jestlize plati p, = P a zaroven qk =Qk. Neexistuje funkce F; ani funkce F,, které by

generovaly identitu. Vztahy (212) sice plati obecné, ale nemusi platit u nékterych vyjimecnych kanonickych
transformaci - napf. u identity.

4.11.3 Ovérovani kanoni¢nosti transformace

Existuje nekolik postupt, jak ovéfit, zda dana transformace je Ci neni kanonicka transformace. Ruzné
postupy jsou pfitom u riznych tloh rizné narocné, a proto nelze doporucit jediny nevhodnéjsi postup, ktery
vede rychle a bez vétSich technickych komplikaci ke zdarnému cili. Narocnost kazdého z postupti zavisi na
konkrétnich transformacnich vztazich, jejichz kanoni¢nost se ma ovéfit.

Z tady postupt uvedeme dva, které se pouzivaji nejéastéji:
1. pomoci tab. 1, v niz jsou prehledné sepsany generujici funkce kanonickych transformaci - postup
spoc¢iva v ovéfeni platnosti tfettho sloupce (libovolného fadku) tabulky. Funkce, s nimiz
pracujeme, musi byt oviem vyjadfeny ve spravné kombinaci poménych ¢’ , P o', P;. Druhy

sloupec téhoz fadku tabulky poskytuje ndvod na nalezeni generujici funkce F.

Spravna kombinace proménnych vyplyva z proménnych, které vystupuji v argumentu funkce /" na daném
fadku tabulky. Vice - viz ptiklad v tomto odstavci.

2. pomoci Poissonovych zavorek (viz odstavec 4.10) - transformace je totiz kanonicka tehdy, pokud
soucasné¢ plati vztahy

i S i il = - 213
[0',p}=5/,{0,0'|=0a{R,R}=0. 213)
Pouziti metody Poissonovych zavorek miize byt technicky naro¢néjsi: je-li pocet stupiti volnosti systému
roven dvéma, znamena to overit Sest Poissonovych zavorek (ostatni jsou nulové).

Vztahy (213) jsou analogii ke vztahtim (204). Pro identickou kanonickou transformaci plati jak vztahy
(204), tak vztahy (213). Pro ostatni kanonické transformace plati vztahy (213).

Priklad: Kanonicka transformace

Uvazujme transformaci danou vztahy Q=aq+fp a P=yq+op, kde «a, f,7,0 € R jsou konstanty. Pro
které kombinace konstant ¢, £, ¥ a J je transformace kanonicka?

Reseni: Postup feseni ukazeme na obou vyse uvedenych postupech.

Podle prvniho postupu vybereme napf. ¢tvrty fadek tab. 1, na kterém je generujici funkce F, =F, ( D, P)

(zadané transformacni vztahy nejsou zavislé na Case, a tedy ani generujici funkce neni zavisla na case). Nyni je
tedy nutné vyjadiit zbyvajici proménné (tj. ¢ a Q) pomoci stejnych proménnych, na kterych zavisi funkce Fj, tj.
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1
pomoci p a P. Ze zadanych transformacnich vztahti mizeme psat: ¢ :—(P—5 p) a dosazenim do prvniho
I

vztahu dostaneme Q = (P Sp)+Bp= —P += ( By —da)p. Podle tretiho slupce ¢tvrtého fadku tabulky
Y

uréime 9 _ 0 l(P—Ep) 1, _8_Q —i aP+l(ﬂ7/—a5)p :—M. Nyni zbyva uréit, za
OoP OP\y ¥ op op\ y ¥ %
jakych podminek bude platit S—Z:—Z—Q. Je zfejmé, Ze tato rovnost bude splnénd pouze tehdy, pokud
P
1 pr-as

=——"—— tj. pokud ad6—-fy=1. A to je podminka, za kter¢ budou zadané transformacni vztahy
e

popisovat kanonickou transformaci. Kanonickych transformaci je tedy malo (je to unikatni typ transformace),
protoze z velkého poctu moznosti pro koeficienty o, £, ¥ a 6 kanonické transformaci vyhovuji jen ty

moznosti, které spliuji podminku «d - fy =1.

Pfi ovéfovani pomoci Poissonovych zavorek staci v tomto pifipad€ ovéfit platnost vztahu {Q, P} =1, protoze
ostatni ze vztahi (213) jsou splnény. Bude-li platit {Q, P} =1, pak je transformace kanonicka. Podle definice
0Q oP 0

_Q___Q@_P Po dosazeni ze zadanych
dq op  0Op Oq

transformaénich vztahti dostavame: {Q, P}=ad—fy . Rovnost {Q, P} =1 je splnéna pouze tehdy, pokud

Poissonovych zavorek (viz odstavec 4.10.1) mizeme psat {Q, P} =

ad — Py =1, coz je stejna podminka, kterou jsme ziskali pti feseni pomoci tabulky generujicich funkei.

V souvislosti s kanonickymi transformacemi plati jesté dalsi dve dulezité véty.
POISSONOVY ZAVORKY JSOU INVARIANTNI VUCI KANONICKYM TRANSFORMACIM,
TJ. PRO KAZDE DVE FUNKCE f(qj,pj,t) A g(qj,pj,t) FAZOVEHO PROSTORU PLATI:

iﬁ_g_ia_g o o o og (214)
{f7g}q, {if g} op- U Z{ ] ;(aQJ oP. oP aQ]]

Dtikaz tohoto tvrzeni je zfejmy a vyzaduje ovéfeni rozpisu Poissonovych zavorek podle jejich definice
(viz odstavec 4.10.1) s pfihlédnutim k transformac¢nim vztahtim kanonické transformace.

OBJEM FAZOVEHO PROSTORU SE PRI KANONICKE TRANSFORMACI NEZMENI.

Schématicky je situace zobrazena na obr. 56, na kterém je Sipkami naznacCena transformace systému.
Pravé uvedené tvrzeni si lze predstavit tak, ze obsah plochy, ktera je vymezena ve fazovém prostoru, se
kanonickou transformaci nezméni. Mize se zménit tvar plochy, ale nikoliv jeji obsah.

o1
Lg 'y
0 q
obr. 56
Dukaz vychazi zvypoctu objemu fazového  prostoru  pomoci integralniho  poctu:
20 9
0q Op| . . . . . . .
V= ”deP:Hqudp, kde J= oP P je Jacobiho determinant (tzv. jacobian), ktery je do vypoctu
9 R R
oq  Op
integralu zahrnut proto, Ze popisuje zobecnéni véty o substituci pro vicerozmérné integraly. Pro vypocet
20 20
oqg 0
determinantu matice druhého fadu plati: J = 4P 6_Q§_P_6_Q@_P . Na zakladé¢ definice Poissonovych
oP 0P| oq op OIp 0Oq
dq  op
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zavorek mizeme psat J = {Q, P} . Pro kanonickou transformaci pfitom podle vztaht (213) plati {Q, P} =1.To

znamena, ze jacobian kanonické transformace je roven jedné, tedy V = ” dQdP = ” Jdgdp = ” dgdp .
9 9 9

Pro plnou korektnost diikazu by bylo nutné rozebrat, jak se méni pfi kanonické transformaci mnozina 4.

4.12 Hamiltonova - Jacobiho teorie

Hamiltonova - Jacobiho teorie je dulezita aplikace teorie kanonickych transformaci (viz odstavec 4.11),
kterd umoziuje napsat dalsi, v ramci teoretické mechaniky posledni, tvar pohybovych rovnic. Tentokrate budou
pohybové rovnice zapsany pomoci jediné parcialni diferencialni rovnice, ktera vyplyne z teorie kanonickych
transformaci.

Skute¢nost, ze odvozena rovnice bude parcialni diferencidlni rovnice (tj. budou v ni vystupovat parcialni
derivace funkce) je dan za jiné vyrazné zjednoduSeni: rovnice bude jedna jedina! Coz je dal$i pokrok ve
srovnani s Lagrangeovymi rovnicemi druhého druhu a s Hamiltonovymi kanonickymi rovnicemi.
Hamiltonovych rovnic (viz odstavec 4.8.4) bylo 2n a byly to obycejné diferencialni rovnice prvniho fadu, coz
bylo oproti Lagrangeovym rovnicim druhého druhu (viz odstavec 3.3) zjednoduseni. Téch bylo sice jen #, ale
byly to diferencialni rovnice druhého fadu.

4.12.1 Hamiltonova - Jacobiho rovnice
Hamiltonova - Jacobiho teorie vychazi z kanonickych transformaci, a proto ptfipomeneme dulezité

vztahy, s nimiz budeme dale pracovat. Vyjdeme napf. z generujici funkce F| =F (qj, Qj,t) (viz tab. 1) a

z platnosti téchto vztahti:

o _ @13)
6qj ”
216

. 4 OF 217)
"0l - j 1

H(Q 9PJ=t)_H(q Dpjst)_i_ 6t s

a z Hamiltonovych kanonickych rovnic ve tvaru

do' oH' dP.  oH' (218)
——=—2a [

& op At aQl
Na vyvoj systému, ktery chceme popsat, miizeme nahliZet jako na specialni kanonickou transformaci. A
ze v§ech moznych kanonickych transformaci budeme hledat tu nejjednodussi - takovou, pro niz plati
H'=0. (219)

Je to podminka sice velmi prisnd, nicméné lze takovy vyvoj systému najit. |

Na zéakladé podminky (219) budeme nyni hledat specidlni generujici funkci S, ktera generuje ptislusnou
kanonickou transformaci. Pro tuto funkci, ktera se nazyva akéni funkcional, plati

s(a1.01.1)- 5. @20
S vyuzitim podminky (219) I1ze psat Hamiltonovy kanonické rovnice (218) ve tvaru
j dP (221)
9,4
de de
Z téchto rovnic okamzité plyne
Qj =a; =konst. a P, =—p; = konst. (222)

Diivod, pro¢ jsme druhou konstantu volili se znaménkem minus, bude zfejmy z dalSich vypocta. |

Pismeny o a [ jsme oznacili konstanty, ¢isla. Proto piSeme jejich indexy dolt.

To ovSem znamend, Zze hmotny bod, jehoz pohyb sledujeme, by stal na misté. Zatim jsme totiz nevzali
oS (qj, a;, t)
v ivahu dal3i vztahy. S vyuzitim vztahd (220), (216) a (222) mizeme psait ————— = f§; a odtud najdeme
a.
]
funkeci qj (t, a;, ﬂj) inverzi. Funkci S budeme hledat na zakladé rovnice
A oS (223)
j o _
H(q ] pj»t)+ 8t —O,
kterou jsme ziskali na zakladé rovnice (217), podminky (219) a definice funkce S (220).
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Abychom nasli skute¢né kanonickou transformaci a postup vypoctu byl konzistentni, musime pouzit i
vztah (215). To znamena, ze plati (s vyuzitim definice funkce S (220)):

as » (224)
aqj "
To znamena, ze zobecnéné soutfadnice qj a kanonickeé hybnosti p; nejsou nezavisle.

Dosazenim vztahu (224) do rovnice (223) ziskime Hamiltonovu - Jacobiho rovnici ve tvaru
. (225)
H qJ , 8_S, t |+ a_S =0.
an ot

Ziskali jsme tak skute¢né jednu jedinou rovnici, ktera popisuje vyvoj daného fyzikalniho systému.

4.12.2 Postup ieSeni Hamiltonovy - Jacobiho rovnice
Postup feseni Hamiltonovy - Jacobiho rovnice (225) Ize popsat v n€kolika zakladnich krocich:

1. uré¢ime Hamiltonovu funkci daného fyzikalniho systému: H (qj, Pjs t) ;

2. sestavime Hamiltonovu - Jacobiho rovnici (225) tak, Ze misto p; v nalezeném hamiltonianu

piSeme a5
aqj ’

Sestavili jsme tak jedinou parcidlni diferencialni rovnici prvniho fadu, v niz vystupuji parcialni derivace

oS oS L : : . . .
e a ; Neznamou v této rovnici je funkce S (qJ, t) resp. ¢’ (t), ktera popisuje vyvoj daného fyzikalniho
t oq

systému.

3. sestavenou rovnici vyfeSime pomoci né€kolika postupd, které lze z fyzikalniho hlediska bez
problému proveést

a) je-li hamiltonian nezavisly na cCase, pak ma funkce Stvar S (qj,t)zSO (qj )—Et, kde E je
zobecnéna energie (viz odstavec 3.7);
b) nezavisi-li hamiltonian na soufadnici q°, ma funkce S tvar

S(a)=5(q" % a7 0" 4" )+ g, kde @, = konst.;

Nejdiive je tedy nutné vyiesit ¢as, pak az soufadnice. Soufadnice ¢°, na niZ nezavisi hamiltonian (a tedy
ani lagrangian) daného systému je cyklicka soufadnice (viz odstavec 3.7).

c) pokusit se fesit rovnici, kterou jsme piredchozimi upravami ziskali zrovnice (225), separaci

proménnych, ¢imz ziskame feseni ve tvaru: S(qj ) =S (ql ) +5, (q2 ) +..+5, (qn ) ;

4. ziskali jsme tedy funkci S ve tvaru S (qj, aj, t), kterd obsahuje n+1 integra¢nich konstant «;,

z nichz jedna je ovSem trivialné aditivni;

Konstant «; je n+1, nebot' n jich vznikne pii integraci béhem hledani funkei qj a jedna vznikne pfi
integraci podle Casu.
Trivialné aditivni je takova konstanta C, ktera vystupuje v zapise funkce f (x) ve tvaru:

f (x) =F (x) + C, tj. neni ,,zabalena“ uvniti funkce.

— g . i . oS . »
5. derivaci podle n netrividlnich parametri ¢; ziskdme » rovnic typu e =, kde g je dalsich n
a

1

libovolnych konstant (pro i =1,2,....,n);
6. inverzi ziskame hledané feSeni ulohy ve tvaru qj (t, a;, ﬂi) , vnémz je 2n integracnich konstant,

které odpovidaji n pocateénim podminkdm pro zobecnéné soufadnice ¢' a n pocatecnim

podminkdm pro kanonicke hybnosti p;.

Pocet konstant odpovidajicich poctu pocatecnich podminek je v poradku. Kazda poloha a kazda hybnost
ma svoji pocatecni podminku.

Ptiklad: Volny pad

Vysetiete pohyb volného padu télesa o hmotnosti m v gravitacnim poli.
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Regit volny pad pomoci Hamiltonovy - Jacobiho rovnice je trosku jako jit s kanénem na vrabce, ale volny
pad je nejjednodussi pohyb, na kterém lze feSeni Hamiltonovy - Jacobiho rovnice ukazat. A jak je dale vidét, tak
i presto bude feseni pomérné narocné ...

Reseni: Budeme postupovat piesné ve shodé s vyse uvedenym ndvodem na feSeni Hamiltonovy - Jacobiho
rovnice:

2 2
Hamiltonian systému je: H = ZP; +V(x)= ZP; —mgx (vzdalenost x méfime ve sméru padu télesa).
m m

Nyni vyjadiime hybnost pomoci funkce S ve tvaru p = Z—S dosadime do hamiltonianu: H = ! [(ZSJ —mgx a
x X

1 (asY N
sestavime Hamiltonovu - Jacobiho rovnici: —| — | —mgx+—=0.
m\ Ox ot

Pokud zavisi funkce S na Case a hamiltonian sam na Case pfimo nezavisi (obé podminky jsou zde splnény),
mizeme psat S(x,1)=S,(x)—Et.

Ur¢ime parcidlni casovou derivaci funkce S, ktera vystupuje v Hamiltonové - Jacobiho rovnici:
oS (x,t 0 . .
% = E(SO (x)—Et)=—E ,nebot S, (x) je na case nezavisla.

t

aSO .7 w7
Nyni tedy budeme feSit Hamiltonovu - Jacobiho rovnici ve tvaru — o v —-mgx—E =0. Vyjadiime
X

hledanou derivaci funkce S, tak, ze prevedeme ostatni proménné na druhou stranu rovnice, ¢imz ziskdme

(85, Y a5, . ,
rovnici | —> =2m(mgx+E). Tu nyni odmocnime a dostaneme 6_: 2m(mgx+E) . Funkci S, nyni

x X

nalezneme integraci podle proménné x: S, = J.1 [2m(mgx + E )dx = \/2mI mgx + Edx .

o . dk 2k
Zavedeme substituci k =./mgx+ E a vyjadiime — = - S— %, odkud dostaneme dx = —dk . Nyni
dx  2\mgx+E 2k mg

mizeme pokracovat ve vlastni integraci:

[r 13 o
Sy =~2m .[k—dk— mjkzdk=mk— 2 me, mgx+E ’+C. Konstanta C zde piitom

mg 3 3mg

nehraje  roli, nebot ji lze zahrmmout do konstanty £E. Pro funkci Stedy dostavame

S(x.1)= S, (x) 2m,/ “+E) —Ei.

Déle pokracujeme ve vypoCtu derivaci funkce Spodle parametru £E. Ziskdme tedy rovnost

8S _2\2m 3

E-3 E\/mgx+E —t, pficemz konstanta —f, ma vyznam konstanty S znavodu na feSeni
mg

Hamiltonovy - Jacobiho rovnice.

0~

Z posledniho vztahu nyni postupné vyjadiime x.

@«/mgx+E =t-t
mg
mwlmgx+E :mg(t—to)

2m(mgx+E):m2g2 (t—t0)2

mgx+E:%mg2 (t—t0)2

. . . y . 1 2 oy o .
Pro funkci x v zéavislosti na case ¢ tedy dostdvame x:Eg(t—tO) ——— . Pravé vypoctend zavislost je
mg

z fyzikélniho hlediska v pofadku, nebot’ skutecné popisuje volny pad télesa o hmotnosti 7. Konstanta — ma
mg
vyznam vysky.
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5. TUHE TELESO

5.1 Kinematika tuhého télesa

5.1.1 Tuhé téleso a popis jeho pohybu

Ukolem kinematiky tuhého t&lesa je najit vhodny popis ota¢eni tuhého télesa. Proto zaéneme tim, Ze
vymezime pojem tuhého télesa.

TUHE TELESO SI LZE PREDSTAVIT JAKO KRYSTAL SLOZENY Z NEKONECNE MNOHA
HMOTNYCH BODU, MEZI NIMIZ EXISTUJI SKLERONOMNI HOLONOMNI VAZBY.

Fakt, ze silové plisobeni mezi hmotnymi body v tuhém télese je popsano skleronmnimi holonomnimi
vazbami (viz odstavec 2.2), znamena, ze se tuhé téleso nedeformuje a nevyviji v Case.

Moznost deformace a vyvoje v Case pfipoustime az v kontinuu.

Tuhé téleso ma:

1. tii stupné volnosti popisujici translaéni pohyb - pro jednoduchost se uvazuje translaéni pohyb
hmotného stiedu tuhého télesa;

Tuh¢ téleso se mize pohybovat nahoru - dolt, doleva - doprava a dopfedu - dozadu, tedy ve tfech
nezavislych smérech.

2. tfi stupné volnosti popisujici rotacni pohyb - uvazuje se rotace kolem okamzité osy otaceni
prochazejici hmotnym stfedem tuhého télesa.

Tuhé¢ télese se mize natacet kolem tii os - pfedstavme si napt. ¢inku na posilovani nebo obecné néjaké
nesymetrické tuhé téleso (automobil padajici po nehod¢ ze skaly, ...).

Uvazované tfi stupné volnosti popisujici rotacni pohyb, jsou charakterizovany tzv. Eulerovymi thly (viz
odstavec 5.1.5).

obr. 57

Pro popis pohybu tuhého télesa se zavadéji dvé ortonormalni baze:
1. pevna baze {a} (pro i=1,2,3) - je to baze, jejiz poloha v prostoru je pevné dana vici zvolenému
inercidlnimu systému. V pfipad¢é popisu pohybt skuteénych téles (dopravni prostiedky, ...) je
mozné jejich polohu vzhledem k této bazi urcit napt. pomoci pfistroje GPS.

Poloha pevné baze se tedy s ¢asem nemeéni.

Pohyb tuhého télesa popisujeme vuci inercialni soustaveé proto, zZe v této soustavé maji pohybové rovnice
jednoduché matematické vyjadreni - napt. neni nutné do nich zahrnovat setrvacné sily.

2. korotujici baze {eT'} (pro i=1,2,3) - tato baze je spojena s tuhym télesem, jeji vektory maji

spole¢ny pocatek ve hmotném stfedu télesa a tato baze se tedy pohybuje spoleéné s danym tuhym
télesem. Jeji poloha v prostoru (napi. vzhledem ke druzicim systému GPS) se tedy méni
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v zavislosti na pohybu télesa. Natoceni této korotujici baze popisujeme vzhledem k pevné bazi
(referen¢ni bazi).

Poloha této korotujici baze se v Case meni. Tuto bazi si lze modelovat tak, Ze vezmeme bramboru (jako
model tuhého télesa) a do ni zapichneme tii na sebe navzajem kolmé stejné dlouhé Spejle predstavujici tii
navzajem kolmé jednotkové vektory baze. Hodime-li bramboru, budou se $pejle pohybovat spolu s bramborou.
Polohu brambory (resp. tfi Spejli) 1ze ale popisovat také viici mistnosti (pevna baze), v niz pokus provadime a
jejiz souradnice jsme ziskali pomoci systému GPS.

Popisované baze jsou schématicky zobrazeny na obr. 57.

Poloha tuhého télesa tedy bude jednoznacné urcena, bude-li ur¢eno natoceni baze, ktera rotuje s télesem
(korotujici baze), viici pevné bazi v prostoru.

Pro kompletni popis pohybu tuhého télesa je nutné najit transformacni vztahy mezi obéma vyse

uvedenymi bazemi. Baze {eT} a {eT’} jsou spolu svazany ortogonalni matici pfechodu A vztahem

S _ _ (2206)
e = ZAikek = Ay e
k=1
pro i=1,2,3,kde 4, jsou prvky transformacni matice A splilujici relace ortogonality ve tvaru
Ay Ay = & resp. Ay A = 0 (227)

pro i, j,k=1,2,3.

Matice A tedy zachova pfi transformaci bazi jejich ortogonalitu.

V dal§im textu budeme vyuzivat Einsteinovo sumacni pravidlo, ¢imz se zapis vztahl zjednodusi.
Vsechny indexy budou nabyvat hodnot 1, 2 a 3, nebot’ popisujeme trojrozmérné tuhé téleso pohybujici se
Vv trojrozmérném prostoru.

Indexy studovanych veli¢in a matematickych objekti budeme v kapitole 5 psat kvali vétsi piehlednosti
dold, coz je ptipustné, nebot pracujeme v ortogonalnich systémech.

Vztahy (227) Ize interpretovat téz tak, ze popisuji skalarni soucin dvou fadki (resp. skalarni soucin dvou
sloupcti) matice A.

Vztahy (227) jsou defini¢nimi vztahy ortogonality. To znamena, Ze zaruc€uji, Ze matice A pfevede pomoci

vztahu (226) ortogonalni bazi {¢;} na ortogondlni bazi {e]} .

Dtikaz vztahti (227) 1ze provést pomoci jednoduché geometrické vlastnosti a s vyuzitim vztahu (226). Pro

dva ortogonalni vektory ¢ a e baze {¢} plati ¢lel=0;. Svywitim vztahu (226) lze tedy psat

o;

T T T —— _ oo i . 1
i = €-e = Ay ey A e = Ay Ay e e = Ay A6y = Ay Ay, ¢im je dokazan prvni vztah. Pfi apravach jsme vyuZili

i vlastnosti vektor e, a e béze {e—i}, pro které plati e,.¢ =&,;. Druhou &ast vztahu (227) dokazeme

s vyuzitim vlastnosti transponovanych matic. Plati &; = (é'ji )T = (Alk Ay )T = AJTkAJ( = A4 - A tim je dokazana
druha ¢ast vztahu (227).
Pro ortogonalni matici A dale plati
AT=A"", (228)

kde A™' je inverzni matice k matici A. Vztah (228) pfitom vyplyvéa ze vztahu (226) a z ortogonality vektorii
bazi {¢} a {¢]}.
Matice A ma devét slozek, které jsou popsany deviti relacemi ortogonality. Nezavislych jich je pfitom jen

tolik, kolik je nezavislych slozek symetrické matice - a té€ch je Sest. Symetricnost matice A pfitom vyplyva
z vySe uvedenych vlastnosti ortogonality.

Symetricka matice typu (3, 3) ma tii nezavislé prvky na hlavni diagonale a tii nezavislé prvky nad hlavni
diagonalou. Prvky pod hlavni diagonalou uz museji byt stejné jako prvky nad hlavni diagonalou, aby matice
byla symetricka.

Kazda ortogonalni matice (tedy i matice A) ma jen tfi nezavislé prvky, které odpovidaji tfem stupiiim
volnosti pro rotaéni pohyb tuhého télesa. (VSech devét prvkl matice A je totiz svazano Sesti relacemi
ortogonality - proto ma matice A tfi nezavislé prvky.) Budeme tedy hledat tii nezavislé parametry popisujici
rotaci tuhého télesa. Ukaze se, Ze témito nezavislymi parametry jsou Eulerovy thly (viz odstavec 5.1.5).

Je nutné si uvédomit, ze natoCeni tuhého télesa se méni v ¢ase: béhem rotace tuhého télesa se méni
} spojené s télesem vzhledem k pevné bazi {ei}. Ta je ovSem pevné

natoCeni vektor korotujici baze {ei'

zvolena v prostoru, a proto je na case nezavisla. To ale znamend, ze na case budou zavislé prvky matice A.
Casové zmény fyzikdlnich veli¢in ale budeme vySetfovat vici obéma uvazovanym bazim. Budeme proto
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uvazovat dvé rizné (ovSem navzajem ekvivalentni) fyzikalni veliCiny, které budou popisovat pohyb tuhého
télesa z hlediska uvazovanych dvou bazi. Proto je dilezité vzdy veédét, vaci jakému systému popisujeme pohyb
daného tuhého télesa.

To znamena, ze napi. pohyb technika, ktery kraci po rotujicim détském koloto¢i, mizeme popsat
z hlediska vnéjsiho pozorovatele, ktery je mimo koloto¢, nebo z hlediska ditéte, které na détském kolotoci sedi.
Oba pozorovatel¢ (jak ten vnéjsi, tak dit€ na kolotoCi) mohou vysetfovat napf. rychlost, kterou se technik
pohybuje - oba pritom zjisti rizné casové zavislosti a rizné velikosti rychlosti kracejiciho technika. A ptitom
fyzikalni velic¢iny popisujici pohyb technika, které definuje vnéjsi pozorovat i dit€ na kolotoci, jsou definované
korektné (viz obr. 58).

obr. 58

5.1.2 Zavedeni uhlové rychlosti

Uvazujme libovolny casové zavisly vektor v—v(t), ktery budeme zkoumat jak v pevné bazi {ei}, tak

v korotujici bazi {eT(t)} (viz odstavec 5.1.1).

Korotujici baze {g(t)} je skutecné zavisla na case, nebot’ rotuje spolu s tuhym télesem (viz odstavec

1

5.1.1).
Soufadnice w; (¢) resp. w/(¢) vektoru w(¢) mizeme vyjadiit v obou uvazovanych bazich pomoci
vztahti
w(t)=w(t)e (229)
resp.
w0 = ()70 @0

Ve vztahu (230) se méni v zavislosti na Case jak soufadnice uvazovaného vektoru, tak vektory korotujici
baze. Pro bazové vektory obou bazi pfitom plati vztahy

e (t)= Ay (1)ec a e (1) = dy (1)€] (231)
a dale plati
Ay Ay =8y (232)
Vztahy (231) a (232) jsou analogické jako vztahy (226) a (227) jsou jen pfepsany ve vhodnych indexech
pro dalsi odvozovani. Pro ¢asovou zménu vektoru ;V(l) vUc¢i pevnému inerciadlnimu systému mizeme postupné
psat:
dw(r) dw (¢)
&

(1) @33
dt

€ =

ef(1)+w(?)

Vektor ;v(t) popisujeme vzhledem k pevnému inercialnimu systému, ale vyjadfili jsme ho jak z hlediska
pevné baze, tak z hlediska korotujici baze.
Byly by dalsi dvé moznosti, jak situaci vySetfovat: definovat vektor vzhledem k soustavé, ktera se

pohybuje spolu s tuhym télesem a vyjadrit ho jak v korotujici bazi (jeji vektory by se v ¢ase neménily), tak
v pevné bazi, jejiz vektory by se tentokrate ménily. Vztazna soustava by se totiz vii¢i pevné bazi pohybovala.

S vyuzitim obou vztahl (231), mizeme vztah (233) piepsat ve tvaru
dw(t) dw () (D) —  dwl (1) = . _
%t) = M:l‘—t(t)ei' (1)+w! (1) dA];t(t) e = let(t) e(t)+w (t)dA'S—t(t)Ajk (¢)é] . Dostavame tedy vztah
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- f(e) _ (234)
) )G )t 1) 4]

dt dt !
v némz jsme oznacili
) 235
de !
Vztah (235) lze téZ zapsat v ekvivalentnim tvaru
236

Q= da AT (236)

dr

zavedli jsme tedy matici s prvky Qi’j definovanymi vztahem (235).

Duivod, proc je matice znacena bez ¢arky a jeji prvky s ¢arkou, bude vysvétlen pozdéji.

Lze vyslovit nésledujici tvrzeni:
MATICE Q JE ANTISYMETRICKA.
Toto tvrzeni snadno dokazeme. Prvky matice Q spliuji relace ortogonality (232), nebot na zakladé€ nich

Ay

byla matice Q odvozena. Casovou derivaci vztahu (232) dostaneme %Aﬂ( + Ay o 0, odkud vyjadiime

d4 ~ N . .. %! i . <
—Ik 4. :—Alk%. Vzhledem k symetriénosti matice A miizeme psat —=& 4, :—% A, a na zakladé
dt de de de

vztahu (235) dostaneme Q) =—-Qf, coZ znamena, ze matice @ je antisymetrickd a ma tedy jen tfi nezavislé
prvky. Podle pravé odvozeného vztahu je ziejmé, Ze na hlavni diagonale matice Q jsou nuly, takze zbyva urcit
jeji tfi nezavislé prvky. Ostatni tfi jsou jiz jednoznacné urceny - jsou to opacna ¢isla k ¢islim vyjadiujici ony tfi
nezavislé prvky uvazované matice.

Proto miizeme provést tzv. pfirozené mapovani (pfirozené zobrazeni, operaci duality), pii kterém

antisymetrické matici ptifadime vektor QO se slozkami:

,_ 1 ' (237)
Q= Egiijjk >
kde & je Lewi-Civitiv symbol (Lewi-Civitiv tenzor). Provedeme-li naznaceny soucet podle proménné ,
dostaneme
Q= (95 Q5 03) = (35 - Q35 Q) - (238)
Pro i-tou slozku vektoru Q muizeme totiz psat

1
r__ ’ ! !/ ! ’ ! 454 > : ~ r
Q= 5(5“2912 + &35 + 651 + 60303 + 83,05, +5132932)’ pfi¢emz jsme nepsali ty ¢leny, které rovnou

obsahuji dva stejné indexy (napf. &,,Q%, ). Lewi-Civitiiv symbol, ktery ma dva indexy stejné, je totiz nulovy.

Vektor Q definovany vztahem (237) je vektor hlové rychlosti otaceni tuhého télesa.
K vektoru Q je nutné uvést nkolik poznamek:

1. Q je dualni pseudovektor a to proto, ze pfirozené mapovani provedené vztahem (237) (.
definice jednotlivych slozek vektoru ﬁ) neni jednoznacné: pfi zméné levotoCivé baze na
pravotocivou bazi (nebo naopak) se zméni znaménka jeho soufadnic. Tato zména znamének by ale
neméla nastavat Casto - ve fyzice se k popisu pohybujicich se hmotnych bodii a téles pouziva
levotocivy kartézsky systém soufadnic (tj. ten, ktery ma osy x, y a z orientovany podle pravidla
pravé ruky). Skute¢nost, ze Q Je pseudovektor vyplyva z toho, Ze i Levi-Civitiv symbol &, je
pseudovektor.

2. Ptifazeni pomoci vztahu (237) Ize korektné provést jen ve trojrozmérném prostoru, nebot’ matice
Q ma tii nezavislé prvky a vektor Q mé také tii nezavislé slozky.

V teorii relativity, v teorii elektromagnetického pole a dalSich oborech fyziky je nutné popisované
pfifazeni provést tak, ze matici pfitadime matici (nikoliv vektor).

3. Vektor O ma slozky definované vuci korotujici bazi {eT} , proto jsou jeho slozky i prvky matice

Q oznaceny symboly €Q; resp. Q.

Tim je vysvétlen zdanlivy rozpor ve znaceni ve vztazich (235) a (236).

Analogicky lze vytvoftit z vektoru matici, tj. napsat ke vztahu (237) dudlni vztah ve tvaru
Qji = & - (239)

81



Teoreticka mechanika, Jaroslav Reichl, © 2009

Ve vztahu (239) ve srovnani se vztahem (237) chybi Cinitel 0,5. To proto, Ze na levé stran¢ vztahu (239)
je veli¢ina indexovana dvéma indexy a existuje tedy jedind moznost pfifazeni.

Nyni budeme pokracovat v upravé vztahu (234), ve kterém nejdiive provedeme zaménu indexi:

dtff) _ dviih(’)g;(t)JrW{(,)Qi'jer :dw(ii_t(t)gf(t)+w;(t)ggig .

Tato uprava se pouziva proto, aby se zpiehlednil zapis daného vztahu nebo aby se sjednotilo znaceni
indexti u veli¢in, které spolu souviseji.

; ;1 s dW(l) dl’VI’(l)—; ' r ’ . v
Dosazenim ze vztahu (239) ziskame PR (¢)+w] (1) &3y € . Provedenim cyklické zamény
dw(r) _dwi(1);

indexti Levi-Civitova symbolu dostaneme el () + & (¢)€ . Soutadnici w{(¢) vektoru w

de
muizeme v daném soudinu umistit na jakékoliv misto, nebot’ w/ (t) je slozka vektoru (tedy ¢islo). Dalsi upravou

je vyuziti definice vektorového soucinu:
dw(t) dw/ ()=, \ (= —V (240)
ar = & ei(t)—i-(wa)iei.

Tento vztah popisuje ¢asovou derivaci libovolného vektoru w vzhledem ke zvolenému inercialnimu

systému v prostoru vyjadienou v korotujici bazi {ej’} . V pravé uvedeném vztahu popisuje Clen !

dwi(t)
—e(t
a4l
zménu vektoru w, jehoz soufadnice jsou definovany vztahy (229) a (230), vici korotujici bazi {ej’} a Clen
(ﬁx Vv) i 2{ odpovida prechodu mezi dvéma bazemi pfi popisu uvazovaného tuhého télesa rotujiciho uhlovou
1
rychlosti Q .

Plati-li dany vztah mezi urCitymi vektory v jedné bazi, plati v kazdé bazi. Proto miizeme psat

d%(t) _ dwtéleso (t) +5><17V (241)
dr dr

bez ohledu na konkrétni bazi.
Tento vztah je velmi dtlezity, a proto vyzaduje ne¢kolik komentari:

dw a dwtéleso

1. —
dr

jsou dva rizné vektory, nikoliv jeden vektor vyjadieny v riiznych bazich;

2. pokud zvolime w=r, kde r je polohovy vektor popisujici polohu objektu na rotujicim tuhém
dw dr . —
télesu, pak ¢len d_w = d—r definuje rychlost pohybu hmotného bodu na tuhém télese vici vnéjSimu
t t
pozorovateli;

dwtéleso — drtéleso

3. pfi stejné volbé pak ¢len definuje rychlost pohybu hmotného bodu na tuhém

télese vuci tomuto tuhému télesu

obr. 59

Miuzeme si predstavit situaci podobnou ilustracnimu ptikladu uvedenému v odstavci 5.1.1 a zobrazenou
na obr. 59. Po koloto¢i se pohybuje technik a jeho pohyb pozoruje dité na kolotoci i pozorovatel mimo kolotoc.
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dwtéleso — drtéleso )
dr a7
zatimco pozorovatel zvenci vidi rota¢ni pohyb technika na kolotoci: k tomu, co pozoruje dité musi pridat jeste

Dité¢ na koloto¢i vnima pouze vlastni pohyb technika vici koloto¢i (popsany vyrazem

obézny pohyb kolotoce (Clen Qxw=0xr ve vyrazu (241)).

Koloto¢ zobrazeny na obr. 59 predstavuje specialni otaceni: otaCeni s pevnou osou (rotace s pevnou
osou), ktera je popsana v odstavci 5.1.3.
5.1.3 Rotace s pevnou osou

Rotace s pevnou osou je specialnim pripadem obecného otaceni, a proto je toto otidceni popsano i
specialnimi maticemi A a  definované vztahy (226) a (235).

Specidlnost matic spo¢iva v tom, ze maji jednoduchy tvar - viz definice matice A pomoci vztahu (242).
Matice obsahuje fadu konstantnich prvki (nuly a jednicky) pravé proto, ze popisuje specialné zvolenou rotaci
tuhého telesa.

Budeme-li uvazovat rotaci kolem osy z, tj. kolem pfimky se smérovym vektorem % , bude mit matice A

tvar
cosp sing 0 (242)
A=|—-sing cos¢p O],
0 0 1
nebot’ ota&eni Ize popsat funkei ¢ (7).
S vyuzitim vztahu (236) miZeme matici Q psat ve tvaru
—singp cosp 0)(cosp —sinp O 0 1 0
Q=¢p|—-cosp -sing O0]|sing cosp O0|=¢|/-1 0 O/, odkud nazaklad¢ vztahu (238) vyplyva
0 0 0 0 0 1 0 00
Q= (O; 0; gb) . (243)

Tento tvar vektoru thlové rychlosti je z fyzikalniho hlediska v poradku: vektor Q ma velikost i smér,
které odpovidaji skute¢nosti. Velikost vektoru Q je Q=¢ ajeho smér je totozny s osou z (tj. s tou osou, kolem
které se tuhé téleso otaci).

5.1.4 Skladani rotaci a vektoru ihlovvch rychlosti

OTACENI TELESA NENIi OBECNE KOMUTATIVNi, ALE SKLADANi UHLOVYCH
RYCHLOSTI KOMUTATIVNI JE: VEKTORY UHLOVYCH RYCHLOSTI SE SKLADAJI
LINEARNE.

‘ Uhlové rychlosti se tedy skladaji jako ,,normalni vektory.

Provedeme dilkaz uvedeného tvrzeni. Uvazujme prvni ortogonalni matici A, kterd je matici prechodu od
baze {a } k bazi {e—l’} a popisuje prvni otoCeni tuhého télesa. To znamena, Ze plati transformacéni vtah (226).
Dale uvazujme druhou ortogonalni matici B popisujici druhé otoceni tuhého télesa, kterou lze povazovat za

matici pfechodu od baze {E;} k bazi {ej"} definovanou vztahem

= Bye. (244)
Slozenim obou otoceni ziskame
gj,szigi;sziAikgzcjka’ (245)
kde matice C je definovana vztahem
C=BA. (246)

Vzhledem k tomu, Ze nasobeni matic neni obecné komutativni, neni obecné komutativni ani skladani
otoCeni tuhého télesa.

Nyni dokazeme, ze vektory thlové rychlosti se skladaji linearné. Vyjdeme z definice (236) matice Q a
pro matici Q¢ popisujici thlovou rychlost otaceni tuhého telesa charakterizovanou matici C muzeme psat

« dC . . .
Q¢ =d—CT. S vyuzitim vztahu (2406) dale postupnymi upravami dostavame
t
« d(B.A
Q° =u.(B.A)T (9B A B ATB —BAATE B YA ATBT . Ze vatahu (228) vyplyva, e
dr dr dt dr dr
AA"=E, kde E je jednotkova matice. Proto miZeme dale psat
« dB dA . ' . . . .
Q¢ :d—.BT +B.d—.AT.BT =% +BOQ" BT. V posledni tpravé jsme vyuzili opét defini¢ni vztah matice
t t
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o resp. Q"' . Uvédomime-li si, ze matice BQ" B' popisuje transformaci matice A z baze {2{} do baze

{ei" } , miizeme napsat finalni vztah ve tvaru

o =% ro". (247)
Carky v indexech u matic konkretizuji, v jaké bazi je ptislusna matice definovana.

Obecné tedy pro vektory thlové rychlosti popisujici ota€eni tuhého télesa kolem rtiznych os plati
Q° =0" 10, (24%)

5.1.5 Popis rotace tuhého télesa - Eulerovy kinematické rovnice

Pro korektni popis rotace tuhého télesa (resp. natoceni tuhého télesa) kolem dané osy je nutné zavést tfi
nezavislé parametry. Pocet téchto parametrti vyplyvd ze symetrie matice ortogonality (viz odstavec 5.1.1).
Témito tfemi parametry jsou tzv. Eulerovy uhly, jejichZ funkce pak vystupuji v matici ortogonality A a v matici
Q definujici thlovou rychlost otaceni tuhého télesa. Budeme postupovat tak, abychom dokazali, Ze libovolné
natoceni tuhého télesa lze slozit ze tii otoCeni kolem vhodnych os. A kazdé z téchto tfi otoCeni je popsano
jednim z Eulerovych thla.

z z

obr. 60

obr. 61

o x’

urlova piimbka
obr. 62

Uzlova ptimka zobrazena na obr. 62 vyznacuje pivodni polohu osy x’ z obr. 61.

Svycarsky matematik a fyzik Leonhard Paul Euler (1707 - 1783) se snazil popsat setrva¢niky, a proto
volil thly popisujici rotaci setrvacniku (a obecné tuhého télesa) takto:

1. precesni hel ¢ - charakterizuje otoCeni kolem osy z (resp. x;) kartézského systému soufadnic a
je z intervalu (0; 27);
2. nutaéni thel 9 - charakterizuje otoCeni kolem osy »' (resp. xj), coZ je nova poloha osy x (resp.

x, ) po predchozich oto¢enich; je z intervalu (O; 72') ;
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3. rotaéni Ghel y - charakterizuje otoceni kolem nové polohy osy z (resp. x;) a je z intervalu
(0; 27[).

Uhel y charakterizuje vlastni rotaci tuhého télesa kolem jeho osy, ktera splyva s osou z. Uhel 9
charakterizuje odchylku vlastni osy tuhého télesa (kolem niz tuhé téleso rotuje) od svislého sméru a uhel ¢
uréuje natoceni tzv. uzlové piimky. Uhly 9 a ¢ tak jednoznaéné uréuji polohu osy tuhého télesa, kolem niz
téleso rotuje.

Uhly ¢ a ¢ maji analogicky vyznam jako sférické soutadnice resp. zemépisné soutadnice: thel 9
odpovida zemépisné Sifce (odklon od severniho pdlu) a thel @ zemépisné délce.

Postup, kterym ukazeme, ze libovolné natoeni tuhého télesa v prostoru Ize slozit z natoCeni
charakterizovanych pravé zavedenymi Eulerovymi uhly, aplikujeme ve tfech krocich na rotaci kartézského
systému soufadnic Oxyz:

1. rotace kolem osy z (resp. x;) o uhel ¢ (viz obr. 60) - tato rotace je popsana matici D, kterd ma
stejny tvar jako matice dana predpisem (242)
cosp sing 0 (249)
D=|-singp cos¢p O],
0 0 1

jiz ptislusi vektor uhlové rychlosti ve tvaru

QP =(0;0; ). (250)
2. rotace kolem nové polohy osy y (resp. x,) o tthel 9 (viz obr. 61) - tato rotace je popsana matici C
ve tvaru
1 0 0 (251)
C={0 cosd sind |;
0 -sing cosd
této matici odpovida vektor tthlové rychlosti ve tvaru
o =(4;0;0). (252)
3. rotace kolem nové polohy osy z (resp. x;) o thel y (viz obr. 62) - tato rotace je popsana matici B
ve tvaru
cosy siny 0 (253)
B=|-siny cosy O],
0 0 1
které odpovida vektor thlové rychlosti ve tvaru
QP = (0,0;). (254)

Na zaklad¢ vztahu (246) mizeme vysledné otoceni, které vznikne sloZzenim pravé popsanych otocenich
v uvedeném potadi charakterizovanych maticemi (249), (251) a (253), popsat matici A ve tvaru

A=BCD. (255)

V praveé uvedeném vztahu zavisi na poradi nasobeni, protoze nasobeni matic neni obecné komutativni. A
ani skladani otoceni, které je maticemi popsano, neni obecné komutativni (viz dikaz v odstavci 5.1.4).

Této matici pak odpovida vektor thlové rychlosti Q, ktery mizeme psat s vyuzitim vztahu (248) ve
tvaru

G=0P +BOS+BCOP, (256)
v némZ jsou vektory uhlovych rychlosti !? a !? nasobeny pfisluSnymi maticemi proto, abychom tyto
vektory vyjadrili ve spravné bazi, v niz jsou definovany a maji smysl. Vektor E je totiz definovan v soustavé
soufadnic (v bazi), kterd vznikne po prvnim otoceni. Proto jej musime pfepocitat tak, jak by vypadal po tfetim
otoceni, aby jej bylo mozné pficist k vektoru @ , ktery je definovan v bazi, kterd vznikne po tfetim otoceni
daného kartézského systému. Analogicky je nutné vektor ? , ktery je definovan v ptivodni kartézské soustave,

transformovat do soustavy soufadnic, kterou ziskdme po dalSich dvou otocenich. Po dosazeni matic (251) a
(253) a vektoru (250), (252) a (254), které je nutné kvuli operacim s maticemi dosazovat v transponované

Q, 0 cosy siny 0 9 1 0 0 0
podobé, do vztahu (256) dostaneme Q= Qg |=| 0 |+| —siny cosy O[] 0|+ 0 cosd sind||O0
Q 74 0 0 1 0 0 —sind cosd) @

zZ
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Provedenim naznacenych operaci s maticemi ziskame vztah
Q, 0 cosy siny O cosy + @sin Isiny
Qg |=|0 |+|—siny cosy O] gpsmg —9siny + @sin Ycosy |. Tedy mizeme psat
Q, 7 0 0 @cos I W+ @cos 9
Q cosy + @sin Isiny (257)
Q, |= —~Jsiny + ¢sin Ycosy |,
Q W +@cos 9

z
coz je maticové vyjadieni Eulerovych kinematickych rovnic v korotujici bazi, ktera rotuje spolu s télesem.
Vektor QQ mé smér okamzité osy otaceni, kolem niz se tuhé téleso otaci.

5.2 Dynamika tuhého télesa
5.2.1 Motivace

Dynamika pohybu hmotnych bodl je popsana Newtonovymi zakony, zejména druhym Newtonovym

— dv ., . . , , — .
zékonem ve tvaru F = md— Na levé stran¢ vztahu je vyslednice sil, které na hmotny bod plisobi, na pravé
t

strané vystupuji veli¢iny popisujici zmény pohybového stavu hmotného bodu vyvolané pisobicimi silami.

Hmotnost m zde popisuje miru odporu hmotného bodu k jeho urychlovani (nechut hmotného bodu
k pohybu). Pro popis tuhého télesa bychom chtéli zavést analogickou veliinu, ktera bude popisovat nechut
tuhého télesa k jeho urychlovani - v tomto pripadé¢ ale nechut’ rotovat.

V ptipad¢ popisu pohybti tuhého télesa budeme uvazovat pouze pohyb rotacni, nebot’ translacni pohyb
lze popsat analogicky j ako pohyb hmotného bodu. Translaéni pohyb tuhého télesa proto budeme popisovat jako

Vovoew

Tuhé téleso si tedy pro popis translaéniho pohybu ,,zmensime* do jednoho bodu (do tézist€¢ tuhého
télesa), v némz je soustiedéna veskera hmota tuhého télesa.

Veli¢inou analogickou k veli¢iné % , ktera vystupuje ve druhém Newtonové zakonu, bude veli¢ina dd—,
t t

veli¢inou analogickou k vyslednici sil F bude celkovy moment sil M, ktery popisuje miru otacivych ucinki
danych sil na tuhé téleso. Problémem zistava, jakou veli¢inu zvolit jako analogii hmotnosti hmotného bodu.
Bylo by mozné pouzit moment setrvacnosti, ktery ma pro rotacni pohyb tuhého télesa podobny vyznam jako
hmotnost (pfesnéji setrvacnd hmotnost) hmotného bodu pfi translacnim pohybu. Nevyhodou je, Ze moment
setrva¢nosti tuhého télesa je obecné pro kazdou osu, kolem které se miize tuhé téleso otacet, jiny a jeho hodnota
zavisi na rozlozeni latky v tuhém télese vzhledem k dané ose otaceni. Proto je vhodnéjsi zavést jiny popis, ktery
bude jednodussi a nebude nutné hodnoty ptepocitavat v kazdém c¢asovém okamziku pro kazdou osu, kolem niz
se bude tuhé téleso otacet. Touto veliC¢inou je tenzor setrvacnosti, ktery je definovan v odstavei 5.2.2.

5.2.2 Tenzor setrvacénosti

Tenzor setrvacnosti zavedeme nejdiive bez ohledu na soufadnice; ty ur¢ime az nakonec odvozovani.

TENZOR SETRVACNOSTI POPISUJE SETRVACNE VLASTNOSTI TUHEHO TELESA VUCI
ROTACNIMU POHYBU.

Tenzor setrvacnosti tedy udava nechut tuhého télesa k rotacnimu pohybu analogicky, jako udava
hmotnost (setrvacna hmotnost) hmotného bodu nechut’ k jeho transla¢nimu pohybu.

Vyjdeme z celkového momentu hybnosti L tuhého t&lesa, ktery je definovan vztahem
N (258)

Z:Zraxpa,

a=l

ve kterém se scitd pfes vSechny body tuhého télesa, tj. od jedné do N. Kazdy bod tuhého télesa je

charakterizovan hmotnosti m*, polohovym vektorem r* a hustota objemového elementu je p(ra) - viz obr.

63.
Jf'_\ S e E—
A n-ta dastim® ra,p(ra)
A
Sy
Hh
%,
o
obr. 63
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Vztah (258) muzeme dale upravit s vyuzitim definice hybnosti a s vyuzitim vlastnosti vektorového
N . N . . N d;

sou¢inu. Dostdvame tak L= Y r®xm*v* =) m*r*xv* = » m*r® x— . Svyuzitim vztahu (241) pak

N Ja— ra N ra
muzeme v upravach pokraCovat: L = Zma rt x +Qxr? |. Plati

a=l

=0, nebof popisujeme pohyb

dt

tuhého telesa jako jednoho celku a jeho jednotlivé elementy se proto vzhledem k sobé nepohybuji. Miizeme tedy
psat

. (259)

N - —
ZzZmarax(era).
a=l

ra

Pravdivost rovnosti =0 je zfejma v analogii s pohybujicim se détskym koloto¢em: konik, auti¢ko,

... na détském kolotoci jsou vzhledem ke koloto¢i v klidu.

Nyni vezmeme libovolny pomocny vektor &, ktery zatim nemé 7adny fyzikalni smysl, a do jeho sméru

promitneme vektor momentu hybnosti L. Nasledujici ivahy provedeme obecné a teprve az potom dame vektoru
& fyzikalni vyznam. Promitnuti vektoru £ do sméru vektoru L provedeme pomoci skalarniho soucinu téchto
dvou vektori. S vyuZitim vztahu (259) dostaneme

LéE= imarjx(ﬁxf),g. (260)
a=1

Uvédomime-li si, Ze absolutni hodnota smiSeného soucinu vektortt a, b a ¢ ve tvaru a.(bxc) urcuje

objem rovnob&znosténu, jehoZ tfi strany vychazejici z jednoho jeho vrcholu jsou reprezentovany vektory a, b

a c, je zfejmé, ze uvedeny zapis smiSeného soucinu muzeme psat v dalsich tvarech. Uvedené potadi nasobeni
vektorti totiz neni jediné - pfi urCovani objemu rovnob&znosténu nezavisi na tom, v jakém poradi vynasobime
délky jeho stran vychazejicich z jednoho jeho vrcholu.

N — -
Vztah (260) lze tedy prepsat ve tvaru L& :Zma (Exra).(era) a definovat bilinearni zobrazeni
a=]

1 (;‘, ﬁ) predpisem
(261)

z(g,ﬁ):ima(gxﬁ).(axfa),

na které lze nahlizet jako na funkci dvou proménnych E a Q.

Hmotnosti m® a polohové vektory »* jsou déany vySetfovanym tuhym t&lesem, vektory EaQ vstupuji
do popisu tuhého télesa ,,zvenci‘.

Vztah (261) definuje bilinearni zobrazeni proto, ze vztah (261) je linedrni v obou argumentech (soucet i
soucin jsou linearni operace). Dvéma vektorim je timto zobrazenim pfifazeno realné Cislo, coz je schéma této
struktury. Matematicky je ovS§em timto pfedpisem definovan tenzor.

Vztahem (261) jsme tedy definovali tenzor druhého fadu - v nasem piipadé to je tenzor setrvacnosti.

Fakt, Ze se jedna o tenzor druhého tadu vyplyva z toho, ze k jeho urceni jsou nutné dva vektory.

Ve specialnim ptipadé lze vztah (261) psat ve tvaru
N I | R \ 5
I(Q, Q) = Zma (Q xr? )(Q x ra) = Zma Vviyt = Zma (va) =2T . Kinetickou energii T rotujictho tuhého
a=l a=1 a=]

télesa lze tedy psat ve tvaru
— — 262
T= lI(Q, Q) . (262)

2
Dale bychom radi vyjadfili prvky I;; matice I. K tomu je ale nutné zavést bazi, v niZ vyjadiime vSechny
vektory vuvazovaném vztahu (v tomto pfipadé vztah (262)). Pro obecny tenzor T (\:, Vv) plati:
T(\:, Vv) = T(vi e?, w-;) = viij(g ;) , odkud vyplyva, ze

17 127]
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T = T(el , ej) (263)

S vyuzitim vztahu (263) mizeme psit Ty =T (¢}, ¢ ) =T (4 ey, 4ye; ) = A 45T (e, @), takze dostavéme

TU' = Ay ATy - (264)

Spravné bychom méli rozliSovat psani hornich indext a dolnich indext, ale zde to neni nutné, nebot
lokalné pracujeme v kartézskych soufadnicich (v kartézské bazi).

Nyni mizeme vyjadfit tenzor 1 definovany vztahem (261) ve slozkach baze {;1} . Miizeme proto psat
1(,0)=1(&6. Qje)) = &Q1 (¢, ¢;) atedy
1(9?, ﬁ)=lij§igj~ (265)

Matice / (;E, ﬁ) je symetricka matice typu (3, 3) , jejiz symetri¢nost vyplyva piimo z jeji definice (261):

skalarni soucin (pomoci kterého je definovana) je totiz komutativni. To znamena, Ze matice ma Sest nezavislych
prvki.

Diive nez budeme pokracovat v dalSich upravach vztahu (261), si uvédomime, ze kazdy vektor r* (4.
pro vSechny piipustné hodnoty ) 1ze rozepsat pomoci vektori baze, v niz popisujeme cely pohyb, ve tvaru
P =xle , (266)
kde x; je k-ta soufadnice a-tého vektoru.

S Vyuiitim vztaht (263) a (266) mﬁieme nyni vztah (261) psat ve tvaru'

= 1(.¢))= zm ()(j) zm (o xxie, (e <xier) = zm it (e xey) (exer) -

Uvédomime-li si, ze vyraz (ei xek) predstavuje r-tou slozku naznaceného vektorového soucinu, mizeme
T

pokracovat v Gpravach:

N N N N
_ a_a._a _ a_a._a _ a_a._a _ a a_a a_a
Iy = Zm XX Eike€ile = Zm X Xp Erik &l = Zm XX (5ij5k1 _5115kj) = Zm (é‘ijé‘klxkxl = 004X Xy )
= a= a=l a=]

Dostavame tedy
(267)

I —Zm ( xlxl —xlx J)'
Pokud si nyni predstavime, Ze tuhé téleso, které popisujeme, je slozeno z krychlic¢ek (resp. hranolkit)
s riiznou hustotou p(;) , miizeme provést spojitou limitu vztahu (267) a ziskame
J.(ﬁ XX = XX )p( )dV: (268)
\Y%
coz jsou sloZky tenzoru setrvacnosti popisujici spojité prostiedi. x;, x; a x; jsou soufadnice polohového
vektoru vyjadiené v bazi, v niz pocitame.

Plati n¢kolik zakladnich vztahii pro pocitani ve slozkach tenzoru setrva¢nosti I . Prvni z nich je trivialni
a vyplyva pfimo ze vztahu (267) resp. (268):
I.=1.. (269)

Zameénou indexu se v sume resp. v integrandu nic nezméni.

S vyuzitim vztahii (260) a (261) miizeme psat Z.E:I(E, ﬁ) S vyuzitim vztahu (265) miZeme ve
slozkach psat L;&; = [;5Q; a tedy

Dale muzeme vztah (262) s vyuzitim vztahu (265) rozepsat ve slozkach baze a ziskame
271
T:l]..Q.Q,, (271)
5 TR

Kinetickou energii T lze vyjadfit v zobecnénych soufadnicich, kterymi jsou v pfipadé popisu rotace
tuhého télesa Eulerovy thly (viz odstavec 5.1.5). Za Q;, Q, a Q, tedy miZeme dosadit z Eulerovych

kinematickych rovnic (257). Ziskame tak vyjadieni kinetické energie v zobecnénych soutradnicich, mizeme
vypocitat Lagrangeovu funkci definovanou vztahem (48) a fesit Lagrangeovy rovnice druhého druhu (47).
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Matice I je symetrickd matice, coz znamena, Ze je mozné ji pomoci vlastnich ¢isel a vlastnich vektord
diagonalizovat. Vlastni vektory 1ze v piipadé matice tenzoru setrvacnosti volit na osach kartézského systému
soufadnic. Volbou ortogonalni baze pak ziskdme hlavni ¢isla matice I pifimo na jeji hlavni diagonale. Proto plati

[ijvj = /1\/j , (272)

kde v je vlastni vektor matice I a A vlastni ¢islo matice L.

Ve vztahu (272) je na levé strané vektor, ktery ma obecné jiny smér a jinou velikost nez vektor na pravé

strané tohoto vztahu. A pravé vztah (272) urcuje podminku pro nalezeni takového vektoru v, jehoz smér se
nezméni po aplikaci matice I. Velikost muize byt jina - to se pfipadné ,,dorovna“ koeficientem A .

Ortogonalni baze tvotfena vektory g{ , g a e_3. , které jsou zaroven i vlastnimi vektory matice I, urcuji
hlavni osy tuhého télesa resp. hlavni osy tenzoru setrvacnosti, ktery 1ze psat ve tvaru

I, 0 0 (273)
I=(0 I, 0],
0 0 I

kde I;, I, a I; jsou vlastni ¢isla matice L.

Vlastni ¢isla matice I byla ve vztahu (272) oznacena symbolem A, ve vztahu (273) byla oznacena jako
1, I, a I;. Vztah (272) je , matematicka definice* vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti matice, zatimco vztah
(273) definuje fyzikalni veli¢inu: tenzor setrvacnosti.

Kazdé téleso ma tedy tfi takové osy, pro které ma tenzor setrvacnosti tvar dany vyrazem (273), tj. ma jen

nazyvaji se hlavni osy tuhého télesa. Proto se zkonkretizuje zapis vztahti (270) a (271), které piejdou na
vztahy:

275
T= %(zlgf +L,Q} + 1,03, (273)

5.2.3 Moment setrvaé¢nosti

Uz zuvodni motivace ke studiu dynamiky tuhého télesa (viz odstavec 5.2.1) je ziejmé, Ze tenzor
setrvacnosti I souvisi s momentem setrvacnosti. Budeme se tedy snazit nalézt vztah mezi slozkami tenzoru
setrvacnosti J; a momentem setrva¢nosti /; .

MOMENT SETRVACNOSTI /; TUHEHO TELESA BUDEME UVAZOVAT VUCI DANE OSE,

KOLEM NiZ SE TUHE TELESO OTACI A KTERA JE URCENA JEDNOTKOVYM VEKTOREM 7.

obr. 64

Situace je zobrazena na obr. 64. Na obr. 65 je pak zobrazen detailnéjsi rozbor situace, ktery budeme
potfebovat pro dal$i odvozeni. Symbolem r, je oznafena kolmé vzdalenost elementu tuhého télesa o objemu

dV (resp. o hmotnosti dm = pdV ) od osy otaceni.

Kinetickou energii T tuhého télesa chceme vyjadrit ve tvaru

1 276

T= EJﬁQZ (276)

a pritom vime, Ze plati vztah (271). Na zakladé vztahu (243), ktery byl odvozen pfi vySetfovani rotace tuhého

télesa kolem pevné osy (viz odstavec 5.1.3), vime, Ze vektor tthlové rychlosti Q ma smér osy otaceni tuhého
télesa. V nasem piipade tedy plati

Q=0n. (277)
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. 1 1
S vyuzitim vztahu (277) lze vztah (271) psat ve tvaru T = ElijQiQ ;= Elianian a tedy

278
T=Lrnn0?. (278)
5 T
Porovnéanim vztahti (276) a (278) dostavame vyjadfeni pro moment setrvacnosti /; ve tvaru
I. =L.nn (279)

n ijritty .

Slozky tenzoru setrvacnosti jsou definovany integralem (268), ktery je vypocitin na zakladé
charakteristik tuhého télesa (hmotnost, rozlozeni latky v tuhém télese, hustota tuhého télesa, ...). Tenzor
setrvacnosti je tedy uréen pouze na zakladé charakteristik tuhého télesa a nezavisi na volbé osy, kolem které se
tuhé téleso ota¢i. Na volbé této osy zavisi az moment setrvacnosti /; definovany vztahem (279). To je ovSem

velmi pfijemné pro praktické pocitani.

Spocitame totiz jeden integral a momenty setrvacnosti dan¢ho télesa vzhledem k libovolné ose, kolem
které se toto tuhé téleso otaci, dopocitame jiz s¢itanim podle vztahu (279).

A nebo lIze v pfipadé tuhych téles velmi nepravidelnych tvar, u kterych by byl vypocet tenzoru
setrvacnosti podle vztahu (268) komplikovany, postupovat obracené. Experimentalné urcit momenty
setrvacnosti télesa rotujiciho podle hlavnich os a na zakladé toho urcit tenzor setrvacnosti. Ten pak mizeme
pouzit k vypoctu momentu setrvacnosti v pripadé, Ze tuhé téleso rotuje kolem libovolné osy.

obr. 65

Dosazenim defini¢niho vztahu tenzoru setrvacnosti (268) do definicniho vztahu momentu setrva¢nosti

-2
(279)  dostaneme I; = J.(é'ijninjxlxl —xixjninj)pdV = I(ninixlxl — X1 X1; )pdV = J.(nzrz —(r.n) jpdV .
v v %

Uvédomime-li si, Ze osa rotace je charakterizovand jednotkovym vektorem n, miizeme pokraovat v rozpisu

vztahu déle (i svyuzitim obr. 65) I; = j(rz —r?.1.cos’ 3) pdV = j(r sin 9)2 pdV = jrfpdV. Pro moment
% % v
setrvacnosti tedy dostavame

I = jrfdm , (280)
%

coz je bézny vztah definujici moment setrvacnosti tuhého télesa.

Abychom ziskali dals$i souvislosti pro praktické vypocty a praktické pouziti momentu setrvacnosti,
upravime defini¢ni vztah (279) momentu setrvacnosti tak, Ze jej vydélime momentem setrvacnosti [; . Ziskame

. n; -
tak vyraz 1= I; M T Pokud nadefinujeme pomocny vektor & = (&: &5 &) vztahem
;. - (281)
VI
muizeme psat
Ii&& =1. (282)

Vektor E definovany vztahem (281) ma smér osy rotace tuhého télesa (ta je dana smérem vektoru ;z),

ale jeho velikost je obecné od vektoru n rizna (viz obr. 66). V bazi hlavnich os tedy mizeme vztah (282)

upravit na tvar 1,&2 + I,&7 + ¢} = 1. Dal$i matematickou tpravou ziskdme tvar
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2 2 2 (283)

& & S
e

Vi) e ) L

coz je rovnice elipsoidu zapsana v prostoru (é‘l; & §3) . Tento elipsoid se nazyva elipsoid setrvac¢nosti a jeho

1 1 1
—_—, = a—=.
NIRRT

hlavni poloosy maji délky

Hlavni osy jsou vétSinou kolmé na roviny symetrie uvazovaného tuhého télesa.

Fs

=

X

obr. 66

V kazdém tuhém télese tedy existuji hlavni osy. To znamena, Ze kazdému tuhému télesu lze abstraktné
opsat elipsoid setrvaénosti, ktery v né¢jakém bod¢ protina osu, kolem které tuhé téleso rotuje a ktera je urCena

vektorem 7 . Priisecik elipsoidu setrvacnosti a osy rotace tuhého télesa ma soutfadnice [51; & §3] , tj. polohovy
vektor tohoto pruseciku je vektor E = (§1; & 53) . Velikost tohoto vektoru je ‘E‘ =,/ 512 + 522 + 532 . S vyuzitim
] S ]
definice vektoru & ve tvaru (281) miZeme psat ‘f ‘ =——"_. Vektor n byl ov§em zvolen jako jednotkovy, takze
i
. 't\;‘f\ 1 ot dostivh
mizZeme psat || =—= a po Upravé dostavame
VI
1 (284)
fi=—5.
4

Moment setrvacnosti [; tuhého telesa, ktery charakterizuje otaCeni tohoto télesa kolem osy dané

vektorem 7, tedy uréujeme pomoci pruseciku této osy s abstraktnim elipsoidem setrva¢nosti. To znamena, Ze
moment setrvacnosti [ se spojité méni v zavislosti na spojité zméné polohy osy rotace tuhého télesa.

Pfi zméné polohy osy rotace se zméni smér vektoru na tedy se zméni prisecik této osy s elipsoidem
setrvacnosti. Zména soufadnic [fl; & §3] tohoto priseciku vede (podle vztahu (284)) ke zmén¢ momentu

setrvac¢nosti télesa.

Je-1i osou rotace tuhého tclesa napf. prvni hlavni osa (tj. je-li ﬁza), lze vztah (284) s vyuzitim
1 1
g (,

A

setrvacnosti nyni pfinasi velké vyhody pfi jednoduchém a rychlém ur¢ovani momentu setrvacnosti /5 .

pfedchozich informaci psat ve tvaru I =1 Tedy relativné obtizn¢ definovany tenzor

Dalsi zjednoduseni tenzoru setrvacnosti I (a tedy i nasledny vypocCet momentu setrvacnosti) pfinaseji
symetrie tuhého télesa:

1. tuhé téleso je rotacni téleso - pak plati /; =1, # I; a elipsoid setrvacnosti ma tvar podobny tvaru
na obr. 67;
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2. tuhé téleso je koule - I, =1, =1; a elipsoidem setrvacnosti je sféra; navic v tomto pfipadé¢ je

moment setrvacnosti /; konstantni pro vSechny osy, které prochazeji t€zistém tuhého télesa (tj.
uvazované koule);

3. tuhé téleso je krychle - ta je symetricka a jeji hlavni osy jsou kolmé na jeji stény. Proto je moment

setrvacnosti [; stejny pro vSechny osy krychle prochdzejici jejim t€zistém. Elipsoidem
setrvacnosti krychle je sféra.

obr. 67

5.2.4 Eulerovy dynamické rovnice
Eulerovy dynamické rovnice jsou jakousi analogii Newtonovych rovnic (rovnice druhého Newtonova
zékona) pro tuhé téleso. Jejich odvozeni vychazi ze druhé véty impulsové, kterou lze ziskat velmi jednoduse

C o . dp _— y - o A , -
z prvni véty impulsové tvaru d—p = F tak, Ze tuto rovnici vektorové vynasobime polohovym vektorem r . Tak
t

-~ dp - = )
dostaneme 7x—L = px F , €0z lze psat ve tvaru

de
L — (285)
i _¥.
dt
Vztah (285) je matematickym vyjadifenim druhé véty impulsové. V tomto vztahu je M moment
vnéjsich sil a L je moment hybnosti. Vzhledem k tomu, ze M charakterizuje miru otacivych ucinkd vnéjsich
sil na dané tuhé téleso, budeme situaci vySetfovat z hlediska vnéjsiho pozorovatele.
Na zaklad¢ vztahu (241) mGzeme tedy pro moment hybnosti psat

dL _dL (286)

+OxL,

téleso

prostor

kde moment hybnosti vystupujici na pravé strané vztahu je definovany z hlediska tuhého télesa.

. . dL e e e o
Zménu momentu hybnosti — tedy naméii dite, které sedi na rotujicim koloto¢i. Zménu momentu

téleso

. dL T o -y .
hybnosti — naméti rodi¢ ditéte, ktery stoji vedle rotujiciho kolotoce.

prostor

Ze vztaht (285) a (286) vyplyva
— dL (287)
w =3k

+QOxL.

téleso

Pritom moment hybnosti je definovan pomoci tenzoru setrvacnosti a vektoru uhlové rychlosti vztahem
(270). Vzhledem k tuhému télesu jsou ovSem slozky tenzoru setrvacnosti I konstantni, nebot’ jsou ur¢eny bud’
v korotujici bazi (ta je vzhledem k danému tuhému télesu v klidu, protoze rotuje spolu s nim) a nebo vzhledem
k hlavnim osam tuhého télesa. Pro moment hybnosti definovany vii¢i hlavnim osdm mizeme napsat jednodussi
podobu vztahu (270) (analogii vztahu (274)):

92




Teoreticka mechanika, Jaroslav Reichl, © 2009
L=1Q, L,=1LQ, alL,=5Q,. (288)

Rozepsanim vektorového soucinu ve vztahu (287) a ¢asteénym dosazenim ze vztahu (288) dostaneme

LO, +(Q,L,-Q,L,)=M (289)

X

LQ+(Q,L, Q. L,)=M,

LO, +(Q L, ~Q,L )= M,.

Po dalsim dosazeni ze vztahu (288) ziskame Eulerovy dynamické rovnice, které popisuji rotaci tuhého
télesa z hlediska dynamiky, ve tvaru

1Q, —(L,-1)Q,Q, =M, (290)
IZQy _(13 _II)QXQZ = My
LQ,—(1,-1,)Q,Q,=M,.

Tyto rovnice publikoval §vycarsky matematik a fyzik Leonhard Paul Euler (1707 - 1783) v roce 1758.

Vektor uhlové rychlosti Q= (Qx; Q,;Q, ) , ktery vystupuje v Eulerovych dynamickych rovnicich (290),

je popsan pomoci Eulerovych uhlii otoceni tuhého télesa (viz odstavec 5.1.5) a stémito uhly je svazan
Eulerovymi kinematickymi rovnicemi (257).

Eulerovy dynamické rovnice jsou siln¢€ nelinedrni soustavou obycejnych diferencialnich rovnic prvniho
fadu, coz je duvod, pro¢ se setrvacniky (jejichz pohyb je témito rovnicemi popsan) chovaji neptedvidateln¢.
Tyto relativné slozité rovnice poskytuji relativné slozité feSeni, které popisuje slozity pohyb tuhych téles.
Rovnice jsou sice prvniho fadu, ale ve vétsin€ tloh jsou vektor tthlové rychlosti a slozky tenzoru setrvaénosti
vyjadieny v bazi hlavnich os (resp. v korotujici bazi tuhého télesa), zatimco moment sil je vyjadfen z hlediska
vnéjsitho pozorovatele. Proto je velmi komplikovany pfepocet veli¢in méfenych vnéjsimi pozorovateli do
korotujici baze - pruméty momenti sil do jednotlivych os se méni v case, nebot zhlediska vnéjsiho
pozorovatele se v ¢ase neustale méni korotujici baze resp. baze hlavnich os.

Jak vektory korotujici baze, tak baze hlavnich os jsou pevné spojeny s télesem a tedy se pii pohybu
tuhého télesa (translace i rotace) z hlediska vnéjsiho pozorovatele méni. Proto je pfepocet mezi pohledem

Xrec 13

,»zven¢i® a pohledem ,,zevniti* pomérné komplikovany.

Pii feSeni konkrétni tlohy je tedy nutné vyjadrit celkovy moment vnéjSich sil v korotujici bazi tuhého
télesa, tj. pomoci Eulerovych uhli. Poté je nutné dosadit z Eulerovych kinematickych rovnic do Eulerovych
dynamickych rovnic, ¢imz se leva strana rovnic (290) stane velmi komplikovana, nebot’ bude obsahovat vyrazy

zavisejici na Eulerovych thlech ¢, 3 a w a jejich Gasovych derivacich ¢, 3, v, ¢, 9 a y . Ziskame tedy
velmi siln€ nelinearni soustavu diferencialnich rovnic druhého tadu pro neznamé ¢, 3 a v .

Pohyb popsany takovou soustavou rovnic je siln€ chaoticky a vypocetné stejné problematicky a narocny
jako pohyb tii téles (viz odstavec 3.13), pohyb dvojkyvadla, ... Pfesto se ale aplikace této teorie v praxi
pouzivaji - na principu setrvacnikd pracuji gyroskopy, kterym stale davaji piloti dopravnich letadel pfednost
pred elektronickou navigaci (napf. systém GPS), pouzivaji se i v dalSich druzich naviga¢ni techniky, ... Pfi
konstrukci takovych pfistroji se pak pouzivaji rizné metody, jak Eulerovy dynamické rovnice zjednodusit:
specialni zavésy setrvaéniku, tvar téles, ulozeni téles, ... To vSe vede k tomu, Ze naroste symetrie dané¢ho
problému a tedy se zjednodusi popis pohybu daného télesa: stejné momenty setrvacnosti podél (nékterych)
hlavnich os (viz odstavec 5.2.3), specialni tvar elipsoidu setrvacnosti (nejlépe sféra), ...

Typickou aplikaci, ktera je popsana v odstavci 5.2.5, je tzv. bezsilovy setrvaénik (bezmomentovy
setrvacnik).

5.2.5 Bezmomentovy setrvacnik

Bezsilovy setrvacnik je Spatny nazev pro bezmomentovy rota¢né symetricky setrvacnik, ktery muze
slouzit napf. jako model gyroskopu ulozeného v tzv. Cardanové zaveésu. Dal$im velmi dobrym modelem tohoto
typu setrvacniku je Zemé.

Tento setrvacnik je charakterizovan nulovym momentem sil (tj. M = 5) a rotacni symetrii, ze které pro
momenty setrvacnosti vzhledem k hlavnim osdm vyplyva I, =1, # I;. Takovy setrvacnik si lze predstavit
podobn¢ jako téleso na obr. 68.

Eulerovy dynamické rovnice (290) se tedy zjednodusi na tvar

1,Q, = (I1 -1 )Qsz
IIQy:(IS_Il)QxQz (291)
LQ,=0
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Z posledni z Eulerovych rovnic (291) dostavame Q, =konst. a tuto konstantu oznatime «j, takze
mame

Q, = w; = konst. (292)

z

X
obr. 68
, . o v cr 1wt o 11_13 z o~ 13_11 V4 e .
Z prvni z rovnic (291) miZeme vyjadrit Q, = ——=@;Q, aze druh¢ Q, = @, €, . Oznacime-li
1 1
L-1 , (293)
a)o = —C()O 5
1
miZzeme psat
O, =00, 2 O, =-0,Q, . (294)

Derivujeme-li nyni prvni zrovnic (294) podle ¢asu, dostaneme :wOQy a po dosazeni ze druhé

dostaneme rovnici Q= -afQ, neboli

Q +ajQ, =0, (295)
coz je rovnice popisujici pohyb harmonického oscilatoru. Proto miizeme jeji feSeni psat ve tvaru
Q, (t)= Asin(wyt + ), (296)

kde A je amplituda kmitdni harmonického pohybu a & je pocatecni faze kmitani harmonického oscilatoru.
Z hlediska feseni soustavy rovnic (291) to jsou integracni konstanty. Po uprave prvni z rovnic (294) a nasledném

dosazeni fedeni (296) ziskame Q, = LQx = La)OA cos(wyt + &) . Dostavame tedy
@ @
Q, (1) = Acos(wyt +5) . (297)

S vyuzitim ¢astecnych feseni (292), (296) a (297) dostavame pro vektor tthlové rychlosti Q v zavislosti
na Case

ﬁ(t)z(Asin(a)otJré);Acos(a)ot+§);a)§). (298)

Vektor Q je tedy vyjadfen v bazi hlavnich os a pro jeho velikost plati ‘ﬁ(t)‘ = ,[Qi +Q§ +Q§ . Po
dosazeni ze vztahu (298) tedy dostaneme

[G(1) = 42 + () = konst. (299)

Uvédomime-li si platnost vztahu (292) je zfejmé, ze vektor thlové rychlosti Q zapsany ve tvaru (298)
opisuje plast’ rotacniho kuZzele (viz obr. 69) s thlovou frekvenci @, . To znamend, Ze nutacni thel 9, , ktery
svird vektor uhlové rychlosti Q sosouz, je konstantni a plati

Joivol (300)

7"
Q, ;

tgd, =

Na obr. 69 je také znazornéna kruznice, ve které protina rotujici vektor Q dané tuhé t&leso.
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obr. 69

Skute¢nost, ze vektor O opisuje plast’ kuzele, vyplyva ztoho, ze velikost tohoto vektoru je v Case

konstantni, z-ova slozka je konstantni a dale z toho, Ze x-ova a y-ova slozka vektoru Q opisuji kruznici; vztahy
(296) a (297) jsou totiz parametrické rovnice kruznice vyjadiené v polarnich souradnicich.

Jesté je nutné dopocitat Eulerovy thly ¢, 9 a w pomoci Eulerovych kinematickych rovnic (257).
Dosazenim do téchto rovnic ziskame pro nas vysetfovany piipad soustavu rovnic

Jcosy +gsin Isiny = Asin(wyt +9J) (301)
~Jsiny + @sin Jcosy = Acos(a)ot+§)
w+pcosd=awy .

Vzhledem k tomu, ze koncovy bod vektoru Q opisuje kruznici, je nutacni thel ¢ konstantni, tedy
& =39, . Proto miizeme Eulerovy kinematické rovnice (301) psat v jednodus$im tvaru:

@sin, siny = Asin(oyt + ) (302)
@sin, cosy = Acos(wyt + )

v +@cosd) =ay .

Je-li totiz 9 = 9, = konst. , pak je Casovd zména tohoto Ghlu nulova, tj. 9=0.

Reseni soustavy rovnic (302) nalezneme postupnymi kroky. Nejdiive umocnime prvni dvé rovnice
soustavy na druhou a secteme je. Dostaneme rovnici

(@sin 9, )2 (sin2 W +cos” l//) =4 (sin2 (@pt + ) +cos” (@t + 5)) , po jejiz  upravé  ziskime  tvar

. 2 e .
(¢sm 190) = 4% . Odmocnénim ptejde rovnice na tvar

A4 (303)
~sin 9,
odkud vyplyva
o= . (304)
sin &,

Ve vztahu (303) je na jeho pravé strané konstanta, proto je integrace podle proménné ¢ jednoducha.

psin G, si Asin(ayt + 6
Vydélenim prvnich dvou rovnic soustavy (302) ziskdme rovnici g3y SIMY _ ( 0 )

— = , ktera
psingcosy  Acos(wyt+5)

sinl// _ sin(w0t+5)

po Upravé piejde na tvar
cosy  cos(@yt+6)

. Dostavame tedy rovnici

tgy = tg(a)ot+5). (305)
. . T 1 oy -
Derivaci rovnice (305) podle ¢asu ziskame rovnici y=—7 @, , odkud miZzeme vyjadrit
cos“y  cos’(wyt+3S
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cos? v (306)
"~ cos? (opt+6) “
Ze druhé rovnice soustavy (302) muzeme vyjadfit
Acos(ayt +9) (307)

CoOSy =
VT psing,

Nyni mtzeme do vztahu (306) dosadit =ze vztahu (307), <¢imz ziskame rovnici
A? cos® (ot +5) 1 A?

V= (pz i 5 o (th +5) @, . Do jejiho upraveného tvaru y = (pz i % @, dosadime ze vztahu
(303) a ziskame
V=0a,. (308)
Odtud jiz snadno ur¢ime
W =wt+0. (309)
Dosazenim vztahti (303) a (308) do tfeti rovnice soustavy (302) dostaneme @, + oy cosdy =g .
0

Postupnymi upravami ziskdme rovnici ve tvaru

=) —w,, a tedy mizeme psat tgd =

tgdh a5 — @
i . . A 1A .,
S vyuZzitim vztahu (293) dostdvame rovnici ve tvaru tg$, = = , takze mame
a)z_ll_IS o hog — Loy +Log
0 7 o
1
1,4 (310)
tg gy = — —.
Loy

Ziskali jsme tedy feSeni Eulerovych kinematickych rovnic ve tvaru
. 1,4 A 311
§=39,, ptitemz tg 4y =——, p=— t+pyay=wy+o. G1h)
Lo sin 4,

Pfi hledani feSeni soustavy rovnic (302) byly provadény operace, které z hlediska matematiky vyZzaduji
komentafe a diskusi jejich platnosti (pfi déleni neni mozné délit nulou, ...). Z fyzikalniho hlediska ovSem
hodnoty goniometrickych funkci nemohou byt nulové, tj. jejich argumenty nemohou z fyzikélnich divodl mit

hodnoty 0 nebo % . Proto jsou vSechny provedené upravy v tomto pfipadé korektni.

U bezmomentového setrvacniku tedy nastava tzv. reguldrni precese (pravidelnad precese), pfi niz se

poloha osy otaceni (tj. smér vektoru Q) méni v Case pravidelné (koncovy bod vektoru opisuje kruznici).
V ptipadé rotace Zemé je tato precese dusledkem pohybli béhem pocateéniho vyvoje SluneCni soustavy,
dopadem meteoroidl na Zem, ... Ve skute¢nosti ovSem pravé popisovana precese neni takto pravidelna, nebot’
na Zemi piisobi svou gravitacni silou M¢sic, ptisobi na ni i Slunce, sama Zemé neni dokonale symetrické téleso
ani to neni idealné tuhé téleso, ... Proto vznikaji nepiesnosti v tomto precesnim pohybu, které maji periodu
427 dni, a zemska osa tedy neprotina Zemi v jednom bod¢ (severni pdl), ale opisuje kolem severniho pdlu
kruznici o poloméru asi 4 m.

Tato kruznice je analogicka kruznici, ktera je na obr. 69 znazornéna modrou kiivkou.

Pravé urCeny smér thlové rychlosti Q (tj. smér osy rotace) byl uren vzhledem k télesu (vzhledem
k Zemi, vzhledem ke korotujici bazi). Urcit smér vektoru Q vzhledem k pevné bazi (vzhledem ke stalicim,
vzhledem k systému GPS, ...) neni jednoduché. Pro urceni pohybu vektoru Q vzhledem k pevné bazi je nutné

urcit jeden vybrany smér. Timto vybranym smérem mize byt napf. smér vektoru momentu hybnosti L . Moment
hybnosti je totiz veliCina, ktera se v izolované soustaveé zachovava.

Bezmomentovy setrvacnik takovou izolovanou soustavou je. Ostatné ze vztahu (285) pro bezmomentovy

setrvacnik plyne (il—f =0 a tedy L = konst.

S vyuzitim vztaht (288), (292), (296) a (297) mtzeme pro slozky momentu hybnosti L psat:
L, =1,Q, =L dsin(wy+5), L, =1,Q, =L Acos(wyt +5) a L, = ,Q, = Lo, (312)

a pro jeho velikost dostavame ‘Z (t)‘ =, /Li + L?, + Li . Po dosazeni ze vztaht (312) pak mame
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‘Z(t)‘ = m = konst. (313)

Vektor momentu hybnosti L tedy opisuje také plast’ kuzele, ale obecné jiny, nez opisuje vektor uhlové
rychlosti Q. Oba ale opisuji kuzely se stejnou tthlovou frekvenci @, . Vektor momentu hybnosti L pritom svira
s osou z staly thel &, , pro ktery plati

L+ 1L 14 (314)

11
t = =——=—t 199.

z - 13 605 [3
Uhel 9, ma ptitom stejnou hodnotu jako tihel 9, z feseni (311).

Na zéklad¢ nalezeného feseni (298) pro vektor thlové rychlosti Q a feeni (312) pro vektor momentu
hybnosti L lze psat
L=1Q+(1;-1))Qe, , (315)

coz znamena, ze v kazdém okamziku vektory Q2 a L a osa z lezi v jedné roviné.

Na vztah (315) Ize nahlizet jako na parametrické vyjadreni roviny, ktera je dana vektory Qa Z .

Z hlediska pevné baze (tj. vzhledem ke stalicim, systému GPS, ...) ma staly smér v prostoru vektor
momentu hybnosti L asetrvadnik (Zem¢) rotuje kolem ngj.

Kolem vektoru L tedy rotuje osa z a kolem ni vektor uhlové rychlosti Q.

Situaci Ize znazornit pomoci dvou kuzeld, které se kolem sebe vali. Pfimka, ktera je okamzitou doty¢nici
obou kuzeld, urCuje smér vektoru tthlové rychlosti Q. Oba kuzely pfitom popisuji precesi vektoru uhlové

rychlosti ©Q - jeden kuZel znazorfiuje jeji precesi kolem vektoru momentu hybnosti L , druhy kuzel pak precesi
kolem osy z daného kartézského systému.

V zavislosti na vzajemné hodnot¢ momentl setrvacnosti /; a I; uvaZovaného t€lesa mohou nastat dva
pripady:
1. I, <1y - ze vztahu (314) a z toho, Ze funkce tangens je rostouci, vyplyva, ze 9 <&, a kuzel
spojeny s momentem hybnosti L se vali uvnitf kuzele spojeného s osou z daného kartézského
systému (viz obr. 70).
2. I, >1I; - ze vztahu (314) a z toho, ze funkce tangens je rostouci, vyplyva, Zze 9 >3, a kuzel

spojeny s momentem hybnosti L se vali vn& kuzele spojeného s osou z daného kartézského
systému (viz obr. 71).

Vektory na obr. 70 a obr. 71 by mély byt spravné otoceny tak, aby vektor momentu hybnosti L mél
svisly smér. Bylo by tim Iépe naznaceno, Ze je to prave tento vektor, jehoz smér se v prostoru zachovava!

Pro nesymetricky setrvacnik je feSeni jeho pohybu komplikovanéjsi. Navic se nezachovava ani smér ani
velikost tthlové rychlosti Q.

U symetrického se zachovava velikost vektoru thlové rychlosti Q .

‘lE Z‘l

ol

ol

obr. 70 obr. 71
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