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PREDMLUVA

Tento text je u¢ebnim textem pro piednasku ,, Teoreticka fyzika 1. Dlraz je kladen zejména
na pochopeni fyzikalnich zakonitosti a jejich matematického popisu. Potfebnd matematika je
probirdna v samostatnych kapitolach oznacovanych pismenem (M). Tyto kapitoly je tieba
chépat jen jako nutny piehled, ktery si neklade ndroky na matematickou pfesnost ani tplnost.

Fyzika 20. stoleti je poznamenina vznikem dvou oddélenych fyzikalnich sméri
- obecné teorie relativity a kvantové teorie. Kazdy z téchto sméri popisuje svym zplisobem
pojem sily ve fyzice. V soucasné dobé zname CcCtyfi silové interakce - gravitacni,
elektromagnetickou, silnou a slabou.

Obecna teorie relativity (geometricka teorie gravitace) popisuje gravitacni interakci za
pomoci zakiivené geometrie prostoru a ¢asu:
o kazdé téleso svou pritomnosti zakrivuje prostorocas kolem sebe;
o kazdé téleso se vtomto zakiiveném prostorocase pohybuje po nejrovnéjsich moznych

drahdch - tzv. geodetikdch (reprezentuji skutecné trajektorie gravitacné ovladanych téles).

Kvantovd teorie pole sUspéchem popisuje interakci elektromagnetickou, silnou
a slabou za pomoci intermedialnich (vyménnych) ¢astic:

o Kazda castice kolem sebe vysila oblak intermedialnich castic, které si miize vyménovat
s ostatnimi casticemi a tim mezi nimi dochdzi k vzdjemnému silovému piisobeni.

Tato vyména nespliuje Heisenbergovy relace neurcitosti, proto je nepozorovatelna a
prislusné vyménné Castice nazyvame pii procesu interakce virtudlni. Intermedidlni cCastice
jsou :

elektromagnetickd interakce foton

silnd interakce gluony (8 druht)
+ —

slaba interakce W ,W , Zo

Pro gravitaéni interakci predpoklada kvantova teorie existenci zatim hypotetickych
intermedialnich ¢astic : gravitond.

Elektromagneticka interakce pusobi jen na castice s elektrickym nabojem, silna

interakce plisobi na hadrony (hadros = silny) - hadrony délime na mezony sloZzené z kvarku
a antikvarku a baryony slozené ze tii kvarkl.. Slabé interakce pisobi na leptony a hadrony.
Gravitaéni interakce plisobi na vSechny ¢éstice bez vyjimky.
V priibéhu let dochazi ve fyzice ke vzniku mnoha novych odvétvi, fyzika se diferencuje.
Soucasn¢ vSak probiha integracni proces - snaha o jednotny popis fyzikalnich jevt. Tak byla
v minulém stoleti pochopena spole¢na podstata jevii elektrickych a magnetickych (Oersted,
Faraday, Maxwell) a vnikla teorie elektromagnetického pole. Po vzniku kvantové teorie se
objevila pfislusnd kvantova analogie - kvantova elektrodynamika a kvantova teorie
elektromagnetického pole. V dob¢ relativné nedavné se podatilo ,,spojit™ elektromagnetickou
a slabou interakci v teorii elektroslabé interakce (Weinberg, Salam). Nyni probihaji
intenzivni pokusy pfipojit k teorii elektroslabé interakce jesté interakci silnou (tzv. velké
sjednoceni) a gravitacni (supersjednoceni, supergravitace). Nasleduje piehled vyznamnych
objevi a udalosti ve fyzice, které ptispély k tomuto integra¢nimu procesu.



Teoreticka mechanika Zakladni pojmy

1. TEORETICKA MECHANIKA

1. 1. ZAKLADNI POJMY

1. 1. 1. Zakladni pojmy z mechaniky

Mechanicky systéem: jakdkoli soustava Castic nebo téles, které se rozhodneme popisovat
(elektron, atom, Zemékoule, planetarni systém, ...).
Kartézské souradnice: pro soufadnice a sily pouzivame oznaceni:
X =r=(x1, X2, X3) = (X, ), 2), resp. F = (Fy, F, F3) = (F), F), F>).
Pohybova rovnice hmotného bodu ma tvar m d?x /di> =F.
Zobecnené souradnice: jakékoli parametry popisujici pohyb (uhly,
vzdalenosti, plochy). Oznacujeme je q = (q; 45, ---)-

Pfiklad: Pohyb planety kolem Slunce

q1 = r(t) - vzdalenost od Slunce;

q> = ¢ (?) - Ghel privodice a zadané poloptimky;
q3 = S(¢) - plocha opsana pravodi¢em.

Zobecneéné rychlosti: Casové zmény zobecnénych soutadnic

Priklad: v, = dr/dt radialni rychlost,
Vp = dop /dt uhlova rychlost,
vs = dS/dt plosna rychlost,
Uy = dx/dt x-ova sloZka rychlosti.

Vazby: téleso nebo nekteré jeho Casti se nemusi pohybovat zcela libovolné. Pak tikame, ze
v systému jsou vazby. Ptiklad vazeb je na nésledujicim obrazku:

Téleso na naklonéné roviné Dvé télesa spojena ty¢i Kyvadlo

Stupen volnosti: pocet nezavislych udaji (parametri), kterymi lze zcela popsat pohyb
systému (znacime f).
Priklad: volny hmotny bod f=3

N volnych hmotnych bodl f=3N
hmotny bod na naklonéné rovin¢ ~ f=2
2 hmotné body spojené tyci f=5
prostorové kyvadlo f=2
rovinné kyvadlo f=1

Pro systém N hmotnych bodl s R vazbami plati f=3N—-R. Zobecnéné soufadnice volime
vzdy jako mnozinu nezavislych parametrti, které zcela popisuji systém, tj. je jich prave f:

q=(q1,92 --9y)
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Konfiguracni prostor: f - rozmémy prostor, do kter¢ho zobrazujeme hodnoty zobecnénych
soufadnic. Bod konfiguracniho prostoru nazyvame konfiguraci. Casovy vyvoj konfigurace
systému ((¢) nazyvame trajektorie.

Stav systéemu: v klasické mechanice je v daném cCase #( stav systému zcela uréen konfiguraci
q=(4,9>, - gy) a tendenci (zobec. rychlostmi) v = (v; v, ..., Uy).

Redlna a virtuadlni trajektorie:

1

-~
()

realna trajektorie,
- trajektorie skute¢né
realizovana v pfirodé

~
Ll s

trajektorie virtualni
(nerealizovana) - pro¢?

1. 1. 2. (M) Einsteinova sumac¢ni konvence

Vyskytnou-li se ve vyrazu dva stejné indexy, potom pies né¢ automaticky scitdme.
S¢itaci indexy budeme oznaCovat malymi pismeny abecedy (i,/, k ...):
N

aibit axbot ... tayby=7% ab;=ab; . (1.1)
,'=1

Poznamka: Na oznaceni s¢itaciho indexu nezélezi : a; b; = a; b; = ayby = a1by + ... +ay by .

Priklady:
Skalarni soucin dvou vektorii:
aE(al,(lz,“’,(lN) 5 bE(blabZ 5’”5bN) 5
a-b=a; b1+ arybyt+ ... tayby= = ajbj

Divergence:

T=0N.T1,.73);
T; T oT oT:
5’1+5’2 Lo _ T

divT =

oxy  IOxy  Oxy ox;

Maticové nasobeni:
A-las B-1n,)

N
{A'B}zj =2 auby; = a,;b;.

k=1
Volné indexy jsou na obou stranach rovnosti (zde i, j). Pfes volny index se nes¢itd. Némy
(véazany, scitaci) index je dvojice stejnych indexti v jednom matematickém ¢lenu, pies ktery
se séita (zde k).
Maly prirustek funkce jedné proménné:
M¢jme funkci jedné redlné proménné f(q), ktera hodnoté g ptifadi hodnotu f:
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fle): q9—-f; potom Af = %Aq

Piiklad: Pfedstavme si kouli o poloméru 7, jejiz objem je V (r) =4/3 zr 3. Polomér koule
zménime o Ar. Jeji objem se pro malad Ar pfiblizné zméni o AV = dV/dr-Ar = 472 Ar.
Interpretace je ziejma: 42 je plocha koule o poloméru 7 a Ar je tloustka této plochy.
Soucin predstavuje zménu objemu koule.

Maly priristek funkce vice promennych:

Méjme funkei vice realnych proménnych /(g1 g2,---qn ), ktera hodnotam q pfifadi hodnotu f:

@ (q,--9y) — f, potom Af = ﬁ-Aq1+-~+ﬁ-AqN = ﬁ-Aq,- :
oq oqy aq

Pfiklad: Urceme pfiristek objemu valce, zvétSime -li polomér podstavy o Ar a vysku o Ah.
Protoze V(r,h) = mr?h, dostaneme AV = 0V/0r-Ar + 0V/Oh-Ah =2 mhAr + mr2Ah.

Prvni pfispévek je od zmény poloméru podstavy, druhy od zmény vysky valce:

N—

 ~_

Infinitezimalni (nekonecné maly) pririistek funkce vice promennych:
Zavedeme-li infinitezimalni zmény namisto malych ptirtistkii dostaneme vztah

dfzﬁdql + +aquN=aquj .

9q, gy oq
Poznamka: Predchozi vztahy lze preciznéji formulovat pomoci Lagrangeovy véty o piirastku
a véty o prvnim diferencidlu. Pro nase ucely vSak postaci jednoduché vztahy uvedené vyse.
Derivace slozené funkce:
JestliZe vnitini proménné g; zavisi na €ase, potom ma Uplna ¢asova derivace tvar:

f =59, 59y) ;
df _of dan . 9f day _ of d4; _ 0"f_q'
dt dq, dt dq, dt dq; dt dq;

Pfiklad: Urcete prvni diferencial a prvni ¢asovou derivaci v polarnich soufadnicich:
x(t)=r(t) cos o(1) ,
y(t)=r(t) sin o(t) ;
ox ox

dx = —dr+—d¢ = dr —rsing do,
X >, r é’(p(p cospdr—rsing do

dy = er+ﬂd¢ = singp dr +r cos ¢ do;
or o
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X = Fcos@ — resing,
Yy = Fsing + r¢cos@ .

K symbolice v kartézskych souradnicich:

X=X ab=a-b

Pro /= f(x, v) zapisujeme gradienty takto:

§f=8f=8f= of ofof). ¢ f=5f=5f= of of of
~ox  ox \ox’oy’ez)’ Y9 e ov o |dv, dvy,ov, )
: of
nebo v komponentach: Py o, f = fi.
Priklad:
f(v):v2 = v2 = V'V =0,0; :vzl+v§+v32 =v?
of of  ov?
E:ijvj =0,V +v;0;; =V +v; = 20; , nebo v - v = 2v
l l
1. 1. 3. (M) Délkovy element
rAQ_
y=1 ]
ar (M
y=2
Al
AAJ’
Ax
y=3
x=2 x=4 xX=06
AlZ2= Ax2+ Ay? Al2= Ar2+ r2Ap?

Pro infinitezimalné¢ malé vzdalenosti pfejdou pfiblizné rovnosti v pfesné rovnosti.
V ortogonalnich systémech (soufadnicové sit¢ jsou vzajemné kolmé) lze délkovy element
vyjadfit vztahem

dI* = gudgi + gndg3 +enda3
v neortogonalnich obecné plati, Ze délkovy element je kvadratickou funkci piirastki:
dlI* = g;; dg;d;

Poznamenejme, Ze plati sumacni konvence. Koeficienty g;; se nazyvaji metrika nebo metricky

tenzor. Pti jejich urCovani lze postupovat bud geometricky (viz horni obrazek) nebo
z diferencidlii transformacnich vztahii pro soufadnice (viz piiklad pro polarni soutadnice

6
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z minulé kapitoly, kde byly vypocteny diferencidly dx, dy pro tyto soufadnice). Analogicky
postupujeme i pro dal$i souradnicové systémy:

Polarni souradnice:

t T rcf)s{p c o di? = @ +rtde? . (1.2)
y = rsing
Sféricke souradnice:
X = rcos@sinf
y = rsingsing® ;  dI* = dr’ +r2d0? +r*sin? 0dp? . (1.3)
z = rcosd
Valcové souradnice:
X = rcosg
y =rsing ;  di* = dr? +rlde? +d? . (1.4)

Kinetickou energii systému pak mizeme snadno v zobecnénych soutadnicich urcit za pomoci
délkového elementu ze vztahu:

1 dr 1 dgidq; 1 .
T(‘L‘l)ZEWWZE’”&,'TzJ:EmgU%Qj - (1.5)

Specialné pro piedchozi soutadnice tedy plati:

S B ) .
Kartézské T(x,y,z)= Em(x2 +y2 +22)

Polarni T(r,r,@) = lm(f2 +r2p?)

o ' (1.6)
Sférické T(r,0,7,¢.0) = Em(fz +126% +r%sin? 0 ¢2)
Vélcové T(r7¢,%) =%m(f2 +r2¢? +:2)

V jednotlivych soufadnicich se kinetickd energie rozpada na soucet Cclenl
odpovidajicich jednotlivym stupnim volnosti. Naptiklad v polarnich soufadnicich se
kineticka energie sklada z radidlni Casti 7} a rotaCni Casti T, .

Poznamka: velikost kinetické energie nemulze zaviset na volbé soufadnicového systému, kineticka

energie je skalarni funkci zobecnénych soufadnic. DalSi skalarni funkci je napfiklad potencialni
energie.
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1. 2. INTEGRALNI PRINCIPY MECHANIKY

Pfiklad: Pfedstavme si, ze v rybniku se topi ¢lovék. Mezi zachrancem a rybnikem je bazinaty
pas, ve kterém se velmi tézko pohybuje, pas oraniSté a pole. Zachrance musi volit optimalni
cestu, aby se k tonoucimu dostal co nejrychleji (takovou cestou nemusi byt nejkratsi spojnice
mezi tonoucim a zachrancem):

oranisté

bazina

-
-

<

Celkovy cas, po ktery se bude pohybovat zachrance urc¢ime takto:

dl a’l
= dt =
. J-dl _ j\/dx +dy \/1+y
v u(x,y) U(x J/)

ly
Predpokladame, ze zname prostorovou zévislost rychlost1 U (x,y). Ta je dana typem terénu
(pole, oraniSté, bazina). Nyni hleddme takovou kiivku y (x), aby pfedchozi integrdl m¢l
minimélni hodnotu. ReSenim uloh tohoto typu se zabyva variaéni polet. Variaéné lze
zformulovat 1 zakladni zdkony mechaniky, teorie elektromagnetick¢ého pole 1 dalSich
fyzikalnich disciplin. V této kapitole se budeme zabyvat jednim z integralnich principi
mechaniky - tzv. Hamiltonovym principem.

1. 2. 1. Hamiltonuv princip nejmensi akce

V tvodnim piikladu zachrance volil trajektorii tak, aby celkovy c¢as byl nejkratsi.
VSechny ostatni trajektorie (tzv. virtudlni - nerealizované) jsou sice v principu mozné, ale
zachrance se po nich bude pohybovat delsi dobu.

Zakladni myslenka integralnich principi mechaniky je velmi podobna. Ze vSech
moznych trajektorii systému se realizovala jen ta, kterd je n¢jakym zptisobem vyhodné&jsi nez
ostatni. Hledisko vyhodnosti se uvazuje obdobné tvodnimu ptikladu:

Hamiltonitv princip:
existuje funkce zobecnénych soufadnic a rychlosti (tj. stavu) a ptipadné ¢asu

L(tﬂqb‘"’qf’C}l’“"q'f)

takova, ze ze vSech moznych zavislosti g, (¢) = f (t) se v ptirod¢ realizuje ta, pro kterou ma
integral

8
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4
S(t()’tl) = J'L(taQIa---aqfaq‘l’---aéf)dt (17)
fo

extrém (minimum).

Funkci L(¢, q, dq/dt) nazyvame Lagrangeova funkce (lagranzian) a integral S(t, t1)
integral akce.

1. 2. 2. Lagrangeovy rovnice

Zaved'me virtudlni posunuti

5(]/{ = Yk virt (t) — gk real(t) , TSP (18)
5(1 = Qirt (t) -q real(t)
jako infinitezimalni rozdil virtudlni (myslené) trajektorie a redlné (uskute¢néné) trajektorie.
Body na obou trajektoriich si odpovidaji ve stejném case (tzv. isochronni variace). Uved’'me
zakladni vlastnosti virtudlnich posunuti:
1) oq()=0q()=0 ; (1.9)
2) sq=4s . 1.10
) 04=--0q (1.10)
Prvni vlastnost vyjadiuje, Ze virtualni 1 readlné trajektorie zacinaji a konci ve stejném bodé
konfigura¢niho prostoru. Druha vlastnost vyjadiuje zadménnost operaci derivace d/dt

a variace 0.
n

uskuteénéna trajektorie

virtualni
trajektorie
1 (neuskutecnéna)

Poznamka: Vazby jsou v daném systému zahrnuty volbou zobecné&nych soufadnic - jejich celkovy
pocet je roven poctu stupfiti volnosti. Virtualni posunuti jsou posunuti ve shodé s vazbami v daném
Case.

Odvod’'me nyni nutné podminky extremalnosti integralu akce:

]
8 jL(z,q,q) i =0 =

)

I
U

4
[5L(t.q.9) at

)

gl
J‘(aLqu +g6qkjdt =0 5

-\ 0qy s
0

kde jsme z didvodu isochronnosti vynechali diferenciaci podle ¢asu. Druhy ¢len nyni za
pomoci (1.10) integrujeme per partes:

4 4

OL d| oL OL

sg - g, de + | g | =0
I(aqk o df(aékj qkj {aék Qk}

N i
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Posledni ¢len je vzhledem k (1.9) nulovy a proto

“oL d oL
fl2-ae

Tato rovnost musi platit pro kazdé dva Casy ¢y, #; a pro kazdé virtualni posunuti Ogy.
Vzhledem k tomu, Ze dg; jsou nezavisla (pocet zobecnénych soutadnic je roven poctu stupii
volnosti systému) musi byt zdvorka v pfedchozim vztahu pro kazdé k nutné nulova, tj.:

doL oL _ . i_ylg. (L.11)

Tyto rovnice piedstavuji nutné podminky extremalnosti integralu akce a nazyvaji se
Lagrangeovy rovnice. Z matematického hlediska jde o obycejné diferencialni rovnice
druhého tadu pro extremalni trajektorii g; (¢) ; k=1 ... f, kterd je realizovéna v ptirod¢.

Poznamky:

1) Lagrangeovy rovnice jsou pohybovymi rovnicemi nadeho systému v zobecné&nych soufadnicich.
Jejich tvar nezavisi na volbé soufadnicové soustavy. Newtonovy rovnice musi byt specidlnim
pfipadem v kartézském soufadnicovém systému.

2) Rovnice je tfeba doplnit o po¢atecni podminky

l’ =
wlo)=dio (1.12)
gx (t0) = gxo
tj. zadat stav v néjakém pocatecnim Case ¢ .

3) Lagrangeova funkce neni jednoznacné urcitelnd, liSi-li se napfiklad dvé Lagrangeovy funkce
o konstantu (obecné i o nékteré funkce zobeznénych soufadnic a rychlosti), potom pro obé
Lagrangeovy funkce vyjdou stejné rovnice a tedy i stejné fyzikalni feSeni.

4) HamiltonGv princip v uvedené podobé plati jen pro nedisipativni systémy, tj. systémy ve kterych
nedochazi k tepelnym ztratam.

5) Lagrangeovy rovnice jsou jen nutnymi podminkami extremalnosti integralu akce, nikoli
postac&ujicimi.

Nejdulezitéjsi tlohou daného védniho oboru je volba spravné Lagrangeovy funkce.
Zvolime-li urcity tvar Lagrangeovy funkce, mizeme feSit pfislusné Lagrangeovy rovnice
atato feSeni porovnat sexperimentalnim prabéhem trajektorii. Nesouhlasi-li, je vybrana
Lagrangeova funkce Spatna. Volba Lagrangeovy funkce patii mezi zakladni axiomy budované
teorie. Zpravidla se za L vybird vhodna skalarni funkce (jeji hodnota nezévisi na volbé
soufadnic). Pro jednoduché mechanické problémy zname dvé dilezité skalarni funkce:
kinetickou a potencialni energii. V nejjednodussim ptipad¢ by Lagrangeova funkce mohla byt
jejich linearni kombinaci L =aT + V. Skute¢né lze ukazat, ze pro volbu a=1, f=-1
dostavdme spravné pohybové rovnice, v kartézském soufadnicovém systému rovnice
Newtonovy - viz piiklad 1. v nasledu-jici kapitole. Proto

L(t,q.9) = T(q,q) - V(1,q) . (1.13)

Potencidlni energie zavisi na poloze (potence - poloha). Pro komplikovangjsi systémy je
rozdéleni Lagrangeovy funkce na kinetickou a potencidlni energii zna¢né obtizné a navic
zbytec¢né. Jedinou ulohou mechaniky je volba spravné Lagrangeovy funkce pro dany systém
tak, aby feSeni pfislusnych Lagrangeovych rovnic odpovidalo pozorovanym trajektoriim.
Naopak, jak uvidime pozdé¢ji, na zakladé¢ riznych symetrii systému lze za pomoci
Lagrangeovy funkce definovat takové veliCiny, jako je energie, hybnost, moment hybnosti
systému, atd.

10
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Vhodnou Lagrangeovu funkci lze nalézt 1 pro relativistickou mechaniku, pohyby
nabitych Castic v elektrickych a magnetickych polich, pro teorii elektromagnetického pole,
pro obecnou teorii relativity 1 pro dalsi fyzikalni obory. Vzdy z ni potom plynou rovnice
popisujici dany problém - napft. v teorii elektromagnetického pole Maxwellovy rovnice.

1. 2. 3. Jednoduché priklady

Pfiklad 1: Hmotny bod v potencidlnim poli W(x, y,z)

Hmotny bod ma4 tfi stupné volnosti, za zobecnéné soutadnice zvolime
Q=X @27y, @37z ,

potom

TG 3,%) = ;m(xz vy ez?)
V(x,y,y) --- dana funkce ;
LxR) = TV = Smli® 52 42) - V) |

Ptislusné Lagrangeovy rovnice maji tvar

d 0L 0L d, .. oV .. ov
— =20 = —(mx)+ — =0 = mx = ——
dt 0x Ox dt ox ox
d 0L 0L d .. oV oV
————— =0 = —(my)+— =20 = my = —— ;
dt 0y 0Oy dt 0 oy
ia—L_—a—Lzo = i(mz')+a—V:O = mE:—a—V
dt 0z o©z dt oz 0z
Vsechny tii pohybové rovnice miizeme piepsat do bézného tvaru
mx=F ; F=-VV
Pfiklad 2: Rovinné kyvadlo
A y Rovinné kyvadlo ma jediny stupen volnosti. Za

zobecnénou soufadnici zvolime thel ¢. Potom
x(t)=1-singp(t) ; y(t)=—1I-cosep(t) ,

= x=Ilpcosp ; y=lpsing |,
P\ ! V=mgy=—mglcosp |,

|

|

|

|

| x T=Lm(? +52) = L2
| 2 2

|

|

I

L=T-V= %mlng2 + mgl cos @

Odpovidajici Lagrangeova rovnice je
L .. .

ia__a_L:O = ¢+§smgp:0

Pro malé ahly je sin ¢ ~ ¢ a rovnice pfechazi v béZnou rovnici pro matematické kyvadlo.

11
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Pfiklad 3: Pohyb po naklonéné roving

Az Pohyb po naklonéné roviné ma dva stupné
| volnosti. Za zobecnéné soufadnice budeme
[ volit vzdalenosti od hran naklonéné roviny

| x(t) a s(¢). Standardnim postupem mame:

|

x(t) = x(t)

o _y> y(t)=s(t)cosa ;
® z(t)=s(t) sina ;
N
N T:%m(x2+y2+z'2):%m(fc2+ﬁz) ;

V =mgz=mgs-sina ,

L(s,)'c,s*):T—V:%m(ic2 +$2)—mgs-sina ,

a pohybové rovnice jsou

i@_L_@_L =0 = x=0,

dt O0x Ox

d OL oL . .
———— =0 = s = —gsina
dt 0s Os

1. 2. 4. Dalsi priklady

Priklad 4: LC obvod

Za zobecnénou soufadnici budeme volit naboj Q(¢) odtekly z kondenzatorové baterie.
Ptislusnou zobecnénou rychlosti je elektricky proud 7 = dQvdt.

II(()

Oznacdime-li induk¢énost Z7a kapacitu ¢, potom Lagrangeova funkce

1o 0°
L(O,Q)=—4 Q" —=—
(0,0) > Q Y7
poskytne spravnou rovnici % obvodu:
ia_[f_a_l’zo = Q+71Q=0
dt 00 00 g€

PovSimnéte si, ze prvni Clen v Lagrangeové funkci je energie vazand v magnetickém poli
civky a druhy ¢len energie kondenzatorové baterie.

12
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Pfiklad 5: Pohyb hmotného bodu po kuzelové plose v gravitacnim poli

Pohyb mé& dva stupné volnosti. Za
zobecnéné soufadnice budeme volit
vzdalenost Castice od vrcholu kuzele r
a polarni thel ¢. Vyuzijeme tedy dvé ze
sférickych soufadnic, tfeti - odklon 6 od
osy z je na kuzelové plose konstantni. Za
pouziti (1.3) ptip. (1.6) snadno odvodime

P > x(t) =r(t) cos ¢(t) sin Gy
- -7 W(B) = r(¢) sin @(¢) sin 6,
y/_/ - z(f)=r(t) cos 6y ;
T(r,7,¢) = %m(ﬂ + 72 sin 6, ¢);
V(r) = mgz = mgrcosb, ;
L(r,7,) = %m(fz + 17 sin® @y ¢*) — mgr cos 6 ;
a proto
d 0L OL . .2 .2
2= o) = mr =mrsin” 6, —mgcosfy
i o or 0FTIEERT
dOL L _ 5 o Lw2psiney) = 0
dt 0p O dt

Povsimnéte si, Ze v rovnici pro 7 na pravé stran¢ vystupuje soucet sily odstredivé a piislusné
komponenty sily gravitacni. Rovnice pro thel @ neni nic jiného nez zakon zachovani
momentu hybnosti.

Pfiklad 6: Rovinné kyvadlo s vodorovn¢ pohyblivym zavésem
NY

Vodorovné pohyblivy zavés muizeme l
realizovat napi. vozickem na kolejnicce. :
Systétm méa dva stupné volnosti. Za T L.__.___._ >
zobecnéné soufadnice zvolime vodorov- @ *
nou polohu x(¢) vozi€ku a uhel ¢(7) :

kyvadla. Kartézské soutfadnice vozicku
budeme znacit indexem a a kartézské

soufadnice kyvadla indexem b. Dalsi
postup je jiz standardni:

xgO)=x(t) 5 xp()=x(0) + Ising(r) .
Y,(t)=0 ; yp(t)=—1lcose(t) ;
o1 i ) 1 . :
L(x,w,x,co):EMa (xa2 +y§)+5Mb (xf +y§)—Magya ~Mpgyp =
=%Ma 2 +%Mb ()'cz +12(/')2 +213'C(pcosg0)+Mb glcosp

Dale bychom mohli nalézt Lagrangeovy rovnice a numericky je fesit.

13
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1. 3. ZAKONY ZACHOVANI V PRIRODE

1. 3. 1. Teorém Noetherové

Objev kazdé veli€iny, ktera se v priibé¢hu ¢asového vyvoje systému neméni (zachovava)
je pro fyziku velmi dilezity. Tyto veli¢iny v mechanice nazyvame integraly pohybu.
Ptipomenime nékteré zakony zachovani: zédkon zachovani hybnosti, momentu hybnosti,
energie; v kvantové teorii zakon zachovani elektrického ndboje, spinu, isospinu, baryonového
Cisla, parity, atd.

Je tifeba vyjasnit jaka je podstata téchto zakonu zachovani a za jakych podminek jsou
splnény. To se teoreticky podatilo Emmé Noetherové v roce 1916:

S kazdou symetrii v prirode souvisi néjaka zachovavajici se fyzikalni velicina.
Tato velicina je danou symetrii definovana a zachovava se jen dokud vychozi
symetrie plati.

Pfi pozorovani jevii kolem nas je tedy velmi dulezité vyhledavat nejriznéjsi symetrie.

Uved’'me nyni ptiklady nékterych symetrii:

1) Na pracovnim stole jsme zkonstruovali néjaky mechanicky stroj. Stroj spustime a budeme sledovat
jeho chovani. Jestlize stejny experiment provedeme na stejném psacim stole v sousedni mistnosti,
vysledek bude stejny. Provedeme-li ale tentyZ experiment na stole v mistnosti o patro vyse, maze
dopadnout jinak, protoZze gravitaCni pole Zemé méa na tomto stole jinou hodnotu. Tato fyzikalni
situace je symetricka vzhledem k vodorovnému posunuti, ale neni symetricka vzhledem k svislému
posunuti.

2) Vodicem tece konstantni proud. Kolem vodiCe se vytvofilo ¢asové neproménné (stacionarni)
magnetické pole. Do tohoto pole vypustime elektron a budeme sledovat jeho trajektorii. Vypustime-
li elektron o minutu pozdéji (poCatecni rychlost a poloha elektronu musi byt stejna), bude vysledna
trajektorie totoZzna. Zde hovofime o symetrii vzhledem k éasovému posunuti. Kdyby proud nebyl
konstantni, tato symetrie bude porusena, magnetické pole v riznych €asech razné a trajektorie
elektronud odliSné.

3) Pfi silné interakci (drzi pohromadé atomové jadro) se neutron i proton chovaji stejné, pfi
elektromagnetické interakci razné (proton je nabity). Vyména neutronu za proton nebo protonu za
neutron je symetrickou operaci pfi silné interakci, nesymetrickou pfi elektromagnetické.

4) Priklady dalSich symetrii: rotaCni symetrie; zrcadlova symetrie (zaména levého a pravého);
vysledek experimentl je stejny ve vSech soufadnicovych systémech pohybujicich se vié&i sobé
rovnomérné pifimocaie (Lorentzova symetrie).

V teoretické mechanice se seznamime se zdkonem zachovani hybnosti, momentu
hybnosti a energie a se symetriemi, které témto zdkoniim zachovani odpovidaji. V kvantové
teorii se seznamime s celou fadou dalSich dilezitych symetrii, které vedou k zachovani
elektrického naboje, spinu, isospinu, parity, barvy a vin¢ kvarka a dalSich kvantovych cisel.

1. 3. 2. Zakon zachovani hybnosti

Predstavme si, Zze Lagrangeova funkce nezdvisi na nckteré zobecnéné soufadnici,
konkrétné gy :

or o (1.14)

LZL(lafh,---,Clk—l’CIk+1,---aCIfaCha---aéf) = Py
0q

Zobecnénou souradnici, kterd se nevyskytuje v Lagrangeové funkci nazyvame cyklickou. Na
qr potom nezavisi ani pohybové rovnice a tim ani vysledek experimentu. Situace je
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symetrickd viici prostorovému posunuti v zobecnené souradnici qj (viz prvni ptiklad
symetrii).
Z pohybové rovnice pro tuto soufadnici gy mame
d oL oL d oL

‘ = —— = = 8_L = const
dt 0, oq, dt 0q, a4,

Nalezli jsme tedy ptislusnou zachovavajici se veli¢inu.

Definice: Zobecnénou hybnosti odpovidajici zobecnéné souradnici g nazveme

oL

P = =— » k=L..f (1.15)
aq,

Tato velicina se zachovava, je-li zobecnena souradnice qj cyklicka (nevyskytuje se v L), tj.
fyzikalni situace je symetricka vzhledem k prostorovému posunuti v zobecnéné souradnici qj, .

Urc¢eme nyni zobecnéné hybnosti k ptikladim 1 - 6 z kapitol 1.2.3 a 1.2.4.

Priklad 1:
—a—L—m)'c —a—L—m' =8—L—mz
Px = ax 4 py ay Y 4 pb: = 82
Zachovani ¢1 nezachovani téchto veliCin bude zaviset na tvaru potencidlni energie
V(x,y,z).
Priklad 2:
oL 7.
= — = ml
Py 86 ¢

Fyzikalni situace neni symetrickd vzhledem k pootoceni o thel d¢p (zméni se gravitacni
pole), proto se soufadnice ¢ vyskytuje v L a tato zobecnéna hybnost se nezachovava.

Zobecnéna hybnost k uhlové promeénné se nékdy nazyva moment hybnosti

Priklad 3:

oL . oL .
py= _=mx ;  p=__=ms
Os

= = ;

ox
Situace je symetrickd vzhledem k posunuti v soufadnici x, soufadnice x je cyklicka
a hybnost p, se zachovava. Pfi posunuti v soufadnici s se méni gravitacni pole, L zavisi na

s a hybnost p, se nezachovava.

Priklad 4*:

oL, .

Zobecnénad hybnost po (magneticky indukéni tok) se nezachovava, Q neni cyklicka
soufadnice.
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Priklad 5*:
oL . oL : .
p, = — =mr ; Py E—_:mr251n26’0¢
0p

Radialni hybnost p, se nezachovava (pifi posunuti v » se méni gravitacni pole), moment
hybnosti p,, se zachovava - situace je symetrickd vzhledem k pootoceni v Ghlu ¢, ¢ je
cyklicka soufadnice.

Priklad 6*:

Dy Ea_L':(Ma+Mb)x ; Py Ea—lj:Mblz¢+MbXZCOS¢
ox op

Zachovava se hybnost soustavy p, , nezachovava se moment hybnosti p,, . Pro¢?

1. 3. 3. Zakon zachovani energie

Necht’ Lagrangeova funkce nezavisi explicitné na Case, tj.
oL
=0

L=L(q1,...,qu,q'1,...,q.f) 5— (116)

To odpovida situaci symetrické vici ¢asovému posunuti. Najdéme tplnou ¢asovou derivaci
Lagrangeovy funkce:

dL_oL oL . oL d .
dt o ag KT ag, dr
Vzhledem k ptedpokladu je prvni ¢len na pravé strané nulovy, dL/dq; vyjadiime z Lagran-
geovy rovnice (1.11) a mame
L _dfoL), oL d .
di  dileg, ) T ag, ar Tk

Cleny napravo upravime za pomoci vztahu pro derivaci sou¢inu dvou funkci

a_dfe
de  di\og,

a po pfevedeni na jednu stranu rovnosti zjistime, ze

d(a.Lq'k_szo = a—,Lq'k—L:const
0q

Op¢t jsme tedy nasli zachovavajici se veli¢inu.
Definice: Zobecnénou energii nazveme

gy,

Tato velic¢ina se zachovava, nezavisi-li Lagrangeova funkce explicitneé na case, tj. je-li
Sfyzikalni situace symetricka vzhledem k casovému posunuti.
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V piikladech 1 - 6 se energie zachovava, Lagrangeovy funkce nezavisi explicitné na
¢ase, vSechny situace jsou symetrické vici ¢asovému posunuti. Postupné mame:

Bo= Ly 0 L@ 2 vy,
ox oy 0z 2

E, = 2¢—L = lmlngz —mglcosg,
ol 2

E; = 6_1.’5C+6_].‘S'_L = lm(x2+s'2)+mgs sina
ox 0s 2

2

00 2 2¢

Es = a_l_’,;Jra_L_(b_L = lm(fz +rzsin290 (j)2)+mgrc0590 ,
or op

Eg = 5_?x+6_L_¢—L - lMa)'cz +1Mb(x2+12¢2+2Z)'c¢>cos¢))—Mbglcos¢.
0x oQ 2 2

Povsimnéte si, ze ve vSech téchto jednoduchych ptikladech je

E=T+V . (1.18)

Tato relace ale plati jen pro specidlni tvary Lagrangeovy funkce. V obecném piipad€ nelze
Lagrangeovu funkci ani energii rozdélit na kinetickou a potencidlni ¢ast. Energie je vSak
i nadale vzdy definovéna vztahem (1.17).

Na zavér uved’'me piiklad, kdy se energie nezachovava. Uvazujme kyvadlo, jehoz zaves
je velmi pomalu namotdvan pomocnym motorkem v misté uchytu (jefab se zavéSenym
f . Délka zavésu ¢ zkracuj
bfemenem). Délka zavésu se s Casem zkracuje
[=1ly—ct

2

¢ je rychlost navijeni. Lagrangeova funkce kyvadla
1 2 .2
L = Em(lo—ct) @ +mg(ly —ct)cosp

nyni explicitné zavisi na Case a energie se nezachovava. Rozhoupejme kyvadlo a sledujme
jeho kmity. Ud¢lejme totéZ o minutu pozdéji. Experiment dopadne jinak, protoze zavés se
mezitim ponékud zkratil. Fyzikalni situace neni symetrickd vzhledem k ¢asovému posunuti.
Diivod nezachovani energie je zde ziejmy - pridavny motorek, ktery neni zapocten do naseho
systému.

Vidime tedy, ze zakladni zdkony zachovéani v mechanice jsou pifimym disledkem
vlastnosti prostoru a ¢asu kolem nas. Je-li prostor homogenni (stejny ve vSech svych bodech),
zachovavéa se hybnost; je -li prostor isotropni (stejny ve vSech smérech), zachovava se
moment hybnosti; je -li prostor neménny v Case, zachovava se energie.

homogenita prostoru - zachovani hybnosti
isotropie prostoru - zachovani momentu hybnosti
neménnost v ¢ase - zachovani energie
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1. 4. HAMILTONOVY KANONICKE ROVNICE

V této kapitole se seznamime s jinym tvarem pohybovych rovnic - Hamiltonovymi
rovnicemi. Na rozdil od Lagrangeovych rovnic (diferencidlni rovnice 2. fadu) jsou
Hamiltonovy rovnice diferencidlni rovnice 1. fadu, ale je jich dvojnasobné mnozstvi.

1) Pro feSeni diferencialnich rovnic prvniho fadu je vypracovano velké mnozstvi numerickych metod
a tak Hamiltonovy rovnice byvaji vétSinou pro numerické FeSeni vhodnéjSi nez rovnice
Lagrangeovy.

2) Za pomoci Hamiltonovych rovnic Ize snadno zapsat ¢asovy vyvoj libovolné dynamické proménné,
tj. nejenom zvolenych zobecné&nych soufadnic.

3) Hamiltonovy rovnice lze prepsat do velmi jednoduchého tvaru s pomoci tzv. Poissonovych
zavorek, které z matematického hlediska pfedstavuji Lieovu algebru. Vlastnosti Lieovy algebry
jsou ur€eny nezavisle na objektech, které ji tvofi. Proto bude mozné tuto strukturu snadno pfenést
do kvantové mechaniky.

1. 4. 1. (M) Lieova algebra

S pojmem vektoru jste se pravdépodobné setkali poprvé ve fyzice (napiiklad rychlost,
sila). Zde jste vystacili s pfedstavou usecek opatfenych na jednom konci Sipkou, se kterymi
lze provadét dvé operace: skladani vektorG (scitani) a natahovani vektorG (ndsobeni
skaldrem). Tato pfedstava byla v matematice zobecnéna i na dalsi objekty.

% L ~05F
: 2F
IZ

Staci pro né definovat s¢itani a nasobeni skaldrem tak, aby tyto operace zachovavaly zakladni
vlastnosti sklddani a natahovani vektorii. Mnozina takovych objektl se nazyva linedrni
vektorovy prostor. Ptipomenme si nyni jeho definici ze zdkladniho kursu matematiky:

Ozna¢me A4 linearni vektorovy prostor , necht’ x,y,z € 4 ; R(C) mnozinu realnych
(komplexnich) ¢isel , necht’ «, S, y € R(C).

Definice: fekneme, Ze 4 je linearni vektorovy prostor nad mnozinou realnych (komplexnich)
¢isel, jsou-li pro prvky tohoto prostoru definovany operace

+ : Ax4A — A s¢itani vektort Z=X+y
AXR(C)—> A4 nasobeni vektoru skaldrem z=a-x,

které maji nasledujici vlastnosti:

) x+y=y+x, xt(ytz)=(x+y)tz,
2) a (xt+ty)=axtay, (a+pB)x=ax+px,
) @ (SR=P)x, Ix=x,
4) xty=x+z = y=z.

Poznamky:

1) Operace "+" pfifazuje dvéma prvkam prostoru A opét prvek prostoru 4. Pro n-tici ¢isel maze byt
operace "+" definovana takto: X = (x1, ... XN ), Y=V, --- IN); X T Y= (X1F V1, oo, XN IN).

2) Operace "-" pfifazuje prvku prostoru A a realnému (komplexnimu) Gislu opét prvek prostoru 4.
Pro n-tici ¢isel mZe byt operace "-" definovana takto: X = (x1, ... ,xy ); & X = (axq, ... , AXN ).

3) V linearnim vektorovém prostoru Ize zvolit skupinu linearné nezavislych vektort (bazi) tak, ze
kazdy prvek prostoru Ize napsat jako linearni kombinaci prvki baze:

N
x:lee, ; {el}l'\i1 -+ prvky base . (1.19)
I=1
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Veli¢iny x; jsou koeficienty linearni kombinace, nazyvame je souradnice prvku X v bazi {e;}. Pocet
prvkl baze nazyvame dimenze prostoru. Baze musi byt Uplna, tj. Zadny jeji prvek nesmi chybét,
jde o maximalni mnozinu linearné nezavislych vektoru.

Definice: Linearni vektorovy prostor s operacemi "+" a
v ném navic definovéana operace

nazveme Lieovou algebrou, je-li

[,1 : Ax4 — A Lieova operace z=[x,Yy]
s vlastnostmi:

1) [x,y]=-[y,x] antisymetrie (1.20)
2) [x +y,z] =[x,z] + [y,z] linearita (1.21)
3) [ax,y] = a[Xx,Y] linearita (1.22)
4) [x,[y,z]] +[y,[z,x]] + [z,[x,y]] =0 . (1.23)
Poznamky:

1) Jde o dalSi zobrazeni, pfi kterém dvojici vektorl pfifadime vektor.
2) Z linearity v prvnim argumentu a antisymetrie plyne linearita ve druhém argumentu.

Pfiklad 1: A4 ... mnoZzina uspoiadanych trojic

Xx=(x,X2,%3) , Y=p,y2y3) 5 X, €C(R)

+ 0 XY=t ynx Y3+ y3),
o - X = (o, 0y, 0X3) ,
[,] : [,]=xxy

Lieova algebra je definovana jako vektorovy soucin. Ovéite, ze vektorovy soucin spliiuje
vSechny vlastnosti Lieovy algebry (1.20) az (1.23).

Piiklad 2: 4 - mnozina ¢tvercovych matic nxn. Pro konkrétnost budeme uvazovat matice 2x2

A:(all alzj ) B:(bll blzJ
Y] by by

ay+byy  ap +blzj
b

+ A+BE(
ay;+by  axy +by

[,] : [A,B]=AB - BA

Lieova algebra je definovana za pomoci maticového nasobeni jako tzv. komutator. Je-li
AB = BA, matice komutuji a komutator je roven nule. Ovéite, ze komutator spliuje
vSechny vlastnosti Lieovy algebry (1.20) az (1.23).

Strukturni koeficienty Lieovy algebry
Rozvineme-li prvky prostoru do pfislusné baze, mtizeme psat:

[x,y] =1[xie;,vie;] = xv[ep.e] . (1.24)

K urceni Lieovy operace postaci znat vysledek operace jen pro prvky baze. Je ziejmé, ze
vysledek operace [ey , e; ] je prvek prostoru a miizeme ho proto opé€t rozvinout do baze {e,,}.
Koeficienty rozvoje (soufadnice) ¢” budou ale zaviset na tom, pro které dva prvky baze
Lieovu operaci provadime:
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[e,.e,] =c,e (1.25)

m

Veli¢iny c;; se nazyvaji strukturni koeficienty Lieovy algebry. Vysledek Lieovy operace lze
nyni zapsat ve tvaru
[X,¥] = cff xivr€, - (1.25)

Zadanim strukturnich koeficientll je urcena celd Lieova algebra. Z antisymetrie Lieovy
operace (1.20) plyne antisymetrie strukturnich koeficientii

cy = -cp - (1.26)

Pfiklad 1: - pokracovani
Na trojicich lze zvolit bazi
e, =(1,0,0) ; e, =(0,1,0) ; e, =(0,0,1) ;
[e .e,] = e xe, =e; |,
[e,.e;] = e, xe; =¢, ,

[e3 :el] = €;X¢€ =¢,

Nenulové strukturni koeficienty tedy jsou

31 2 . _ 2
€y =Cp =¢35 =1 5 Cyp =C3p =Cp3 =

Pfiklad 2: - pokra¢ovani

Na komplexnich maticich 2x2 lze zvolit bazi

1(1 O 1(0 1 1(0 —i 1(1 O
Gy =7 ; o, == 5 O, =—| . , Oy =—
2(0 1 2{(1 O 2{(i O 2{0 -1

o) je jednotkova matice (aZ na normovaci konstantu 1/2); ox k=1,2,3 jsou tzv. Pauliho
matice, v kvantové teorii uvidime, Ze maji vyznam operatoru spinu. Snadno vypocteme
(oveite!)

[01,02] = 016, —0,0] = i63 ,

[0,,03] = 0,03 —0630, = i0y ,

[03,0;] = 030 —003 =16, ,

[0g.01] = [0¢,0,] = [0p,03] =0

Jednotkova matice komutuje s kazdou matici. Nenulové strukturni koeficienty jsou

30 2. . 3o 0 _ 2 .
Cpp =Cp3 =C3 =1 ; Cy =C3 =C3 =1

Pro matice (1 jiné objekty, u kterych je definovano nésobeni mezi objekty) plati jesté dalsi
dulezité relace:

[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B , (1.28)
[A,BC] = B[A,C] + [A,B]C . (1.29)

Dukaz:
A[B.C] + [A.C]IB = ABC-CB)+(AC-CA)B =
= ABC-ACB+ACB-CAB = ABC-CAB = [AB,C]
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Analogicky dokdzeme i1 druhou relaci. Pomoci téchto vztahit mizeme urcit Lieovu operaci
1 pro mocniny matic, naptiklad:

[A2,B] = [AA.B] = A[A,B] + [A,B]A

Podobné lze ze znalosti zakladni operace [A, B] a vztahd (1.28) , (1.29) uréit postupné
vysledek operace [A*, B'].

1. 4. 2. Hamiltonovy rovnice

S pomoci definice zobecnéné hybnosti (1.15) miizeme Lagrangeovy rovnice (1.11)
prepsat do tvaru

oL . dao AL . oL

== 5 — ——=0 = Pe = 37 (1.30)
qi

ktery silné pfipomina Newtonovy rovnice v kartézskych soutfadnicich. Najdéme nyni
diferencial energie za pomoci jejiho defini¢niho vztahu (1.17)

E = pkq'k _L(taqaq) =
} ) oL oL oL ..
dE = ¢, dp, + p, dq, ——dt ——dq, ———dq,
ot 0q, oq,

V predposlednim ¢lenu vyjadiime 0 L /0 g z pohybové rovnice (1.30), v poslednim ¢lenu
vyuzijeme definici zobecnéné hybnosti:

: . OL ) )
dE = q,dp, + p, dq, _Edt - Py dq, — p, dq,
Cleny s diferencialy zobecnénych rychlosti se odeétou a zbyva

dE = —%dt—pkqu +¢,dp, . (1.31)

Funkeci, jejiz diferencial jsme praveé nalezli oznacime

E = H(t,q,p) . (1.32)

Koeficienty v diferencidlu (1.31) musi byt pfislusné parcialni derivace funkce H:

oL oH . _oH . OoH

= : —p, =— ; =— 1.33
EYRREPY Py 84, qk ap, (1.33)

Funkce H se nazyvd Hamiltonova funkce. Hamiltonova funkce je energie pifepsana do
proménnych ¢, q,pr. V (1.31) se odecCetly diferencidly rychlosti, proto lze vzdy nalézt
takovou transformaci

t,q,q - tLq,p (1.34)

aby energie byla funkci zobecnénych soufadnic a zobecnénych hybnosti. Tato transformace
se nazyva Legendreova dualni transformace. Posledni dvé rovnice z relace (1.33) jsou
Hamiltonovy kanonické rovnice (kanos - zékon, souhrn pravidel):

OH OH
s _ : ) —— 1.35
P o, Dy 24, ( )

Pii feSeni problému Hamiltonovymi rovnicemi
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a) urcime z Lagrangeovy funkce zobecnéné hybnosti a zobecnénou energii,
b) ze zobecnéné energie vylou¢ime zobecnéné rychlosti - vyjadiime je za pomoci zobecnénych
hybnosti, tj. provedeme Legendreovu dualni transformaci,
c) napiSeme Hamiltonovy rovnice,
d) feSime je.
Hamiltonovy rovnice jsou rovnice pro urceni ¢asového vyvoje proménnych gy (¢),
pr(t). Jsou diferencidlnimi rovnicemi prvniho fadu, je jich ale dvojnasobné mnozstvi nez

Lagrangeovych rovnic 2. fadu. Soustavu Hamiltonovych rovnic musime doplnit poc¢ate¢nimi
podminkami

9 () =G0 ) Pe(t) =Dy - (1.36)
Pfiklad: Rovinny pohyb planety (hmotnost m) kolem Slunce (hmotnost M).

Piedpokladame M >>m ; tj. Slunce se nepohybuje. Pohyb ma dva stupné volnosti, za
zobecnéné soutadnice zvolime polarni soufadnice g1 =7 (¢) ; g2 = ¢(f) - vzdalenost planety
od Slunce a thel spojnice planeta - Slunce od zvolené poloptimky.

Z (1.6) a z gravita¢niho zdkona vime, Ze
mM

T=%m(1>2+r2(p2) , V=—-G—" , i
r

mM

r

L(r,f(b)zT—V:%m(fz +r2¢p?)+ G

Kdybychom fesili ulohu z Lagrangeovych rovnic, méli bychom

doL 0L _ g o iorptecM -,
dt or or 72
dOL L _ g o 2542 = 0
dt 0p O

Pov§imnéme si, ze pohybové rovnice nezavisi na hmotnosti sledované planety m. To je pro
gravitaci typické, télesa se v daném gravitaénim poli pohybuji po stejnych trajektoriich. Proto
je mozné gravitaci popisovat za pomoci zaktivenych prostori. Ur¢eme nyni zobecnéné
hybnosti a zobecnénou energii systému:

:6—L_mf ; :6_L_mr2_
" o » Pe =5 v

E=Li Ok = L2y L2527 _gmM
or op 2 2 r

Pr

=T, +T,+V

Zachovava se moment hybnosti p, (¢ je cyklicka soufadnice) a zobecnéna energie E. Energie

se rozpadd na tfi Cleny - radialni kinetickou energii, thlovou energii (souvisici s ob&hem
planety) a potencialni energii. Zobecnéné rychlosti vyjadiime ze zobecnénych hybnosti

p
m mr

a dosadime do zobecnéné energie (provedeme Legendreovu dudlni transformaci). Tim
ziskdme Hamiltonovu funkci

2
P2 Py mM

H(r,o,p,, =T 4 -G
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Hamiltonovy kanonické rovnice jsou

2
poOH _pr P p¢3_Gm24 ’
op; m or mr r
. OH Py . OH
¢:—: , p :——:0
ap;o mr? v op

Tyto rovnice je tieba doplnit pocCateCnimi podminkami r(Zo), ¢ (to), prto), pe(to). Jde
o soustavu Ctyf diferencidlnich rovnic pro funkce r(2), ¢ (1), pr(1), pp(t).

Definice: Fazovy prostor - 2 f-rozmémy prostor, do kterého zobrazujeme hodnoty
zobecnénych soufadnic a zobecnénych hybnosti. Bod fazového prostoru nam reprezentuje
stav systému. Casovy vyvoj q(z), p(¢) stavu systému se ve fazovém prostoru zobrazi jako
fazova trajektorie. Konfigurani prostor je podprostorem fazového prostoru. V dalSim
paragrafu si ukdZzeme fazovou trajektorii harmonického oscilatoru.

1. 4. 3. Harmonicky oscilator

vvvvvv

v prvnim pfiblizeni nahradit chovani Castice v potencidlnim poli s minimem, setkdme se s
nim v kvantové teorii i v kvantové teorii pole. Jak uvidime pozdéji, lze si jakékoli pole
(napiiklad elektromagnetické) predstavit jako soustavu harmonickych oscilatori. Proto se
budeme harmonickym oscilatorem zabyvat podrobnéji.

Piedstavme si Castici v poli potencidlni energie s minimem v bod¢ xp a hodnotou
minima V= V(xg). Proved'me TaylorGv rozvoj funkce V(x) v okoli minima do druhého tadu:

V)= (o) + V) (x=0) 4 F i) (x=x0)? -+
V minimu je V'(xy) =0 a proto
V(x)=V(x,)+ %V"(xo) (x—x,)> =V, + %k(x—xo)2 , kde k=V"(x,) . (1.37)
Potencidlni energii jsme tedy nahradili parabolickou zavislosti - viz obrazek.
\

2
Vo + 172 k(x—x,)
0 0 (x)

X

Harmonickym oscilatorem nazyvame systém s parabolickou zavislosti potencialni energie
(1.37). Dosti piesné tuto zavislost spliluje napiiklad téleso zavéSené na pruzin€ v gravitaénim
poli. Veli¢ina k = V"(xo) se nazyva tuhost oscilatoru.

Volme pro jednoduchost soufadnicovy systém tak, aby minimum potencidlni energie
bylo v pocatku (xo=0) a zvolme V(xg) =0 (potencidlni energii miizeme zménit o aditivni
konstantu, sila F' = — dV/dx se nezméni), priibéh potencialni energie je potom V(x) = 1/2 kx2 .
Resme nejprve harmonicky oscilator za pomoci Lagrangeovych rovnic:
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A e R e R O e (1.38)
2 2 dt ox Ox m
Obecné fesSeni této rovnice je
x(t) =cjcosmt + ¢y sinwt kde o= \/Z (1.39-40)
m

Pro nasledujici po¢ate¢ni podminky plyne feSeni:
x(0)=4 ; x(0)=0 = x(t)= Acoswt . (1.41-42)
V okoli minima potencidlni energie kona cCastice kmitavy pohyb tuhlovou frekvenci

w = (k/m)12, Jako parametr oscilatoru se Cast&ji pouzivd uhlova frekvence @ neZ jeho
tuhost k. Lagrangeova funkce potom je

1 1
L=—mi* ——mo’x® . (1.43)
2 2
Re$me nyni tlohu za pomoci Hamiltonovych rovnic:
L
ox m
E= a—’?x _L=tmi? + Lpots?
ox 2 2
Po vylouceni rychlosti z £ dostavame Hamiltonovu funkci
2
1
H(x,p)=L— + —maw?x? (1.44)
2m 2
a Hamiltonovy rovnice
. OH :
x:—:£ , p:—a—H:—ma)zx
op m 0x

Reseni této soustavy se stejnymi pocateCnimi podminkami vede k

x(t)=Acoswt (145)
p(t)=—mAwsinwt = mx '

Vylouc¢ime-li z (1.45) cas (na pravych strandch ponechame jen trigonometrické funkce,
rovnice umocnime na druhou a secteme), ziskdme rovnici trajektorie ve fazovych

proménnych x , p:
)2 » 2
l NEA B 1.46
)Gl 149

Fazovou trajektorii harmonického oscilatoru je elipsa.

p

A\—/A X

—mAw

Na zéavér uréeme klasickou hustotu pravdépodobnosti w(x) vyskytu ¢astice mezi krajnimi
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polohami — 4 , 4. Pro pravdépodobnost, Ze se ¢astice nachazi v okoli Ax bodu x plati:

Ax
: : :<_>: — AP = 24t _ 2Ax/v(x) _ o
4 0 X4y T 2rjo  wu(x)

kde T je perioda pohybu a 2Ar je doba, po kterou castice pobyva v okoli bodu x. Okolim
proléta za periodu 7' Castice dvakrat (tam a zpét), proto je v Citateli 2A¢.

Hustota pravdépodobnosti je

wx)=—= . (1.47)

Zavislost v(x) ur¢ime ze zakona zachovani energie

%mv2 +%ma)2x2 = %ma)zA2 = V(X):a)\/Az —x? . (1.48)
Konecny vztah ma tvar
w(x) = S S . (1.49)
A% = x?
w
3..
2..
k 1" J
x /A
-1 - 0.5 0.5 1

Hustota pravdépodobnosti vyskytu castice je nejvyssi v bodech obratu — A4, 4 a nejnizsi
v mist¢ minima potencialni energie. V kvantové teorii pozname modifikaci tohoto prib&hu
pro castice mikrosvéta. Poznamenejme jeste, ze

Celkova pravdépodobnost vyskytu ¢astice v oblasti (—A4 , 4) je rovna jedné.

+A4 +A4 1 1 ¥ +4
[wx)dx = | ————=dx = —{arcsin(zﬂ =1 . (1.50)

iy Az A% - x? 4 iy

1. 4. 4. Poissonova formulace Hamiltonovych rovnic

Uvazujme obecnou dynamickou proménnou A4(q, p), ktera je funkci zobecnénych
soufadnic a zobecnénych hybnosti (soufadnice, hybnost, potencidlni energie, soucin
potencialni a kinetické energie ...). Jeji Casovy vyvoj je dan vztahem

e dA 04 . 04 . 0A OH 04 OH

= - Ly +=p, = —— , (1.51)
g g oq; Opy  Opr 0qy

dt B 8qk 8pk

kde jsme casové derivace fazovych proménnych q, p vyjadrtili z Hamiltonovych rovnic.
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Definice: Necht’ f(q, p) , 2(q, p) jsou dv¢ funkce fazovych proménnych q, p . Funkci
o 0 o 0
=2 8 I O (1.52)
o4y Oy Op Oqy

nazyvame Poissonovou zavorkou funkei £, g.
Casovy vyvoj (1.51) obecné dynamické proménné je vzhledem k definici (1.52) dan

jako Poissonova zavorka ptislusné dynamické proménné a Hamiltonovy funkce:
A={4,H} . (1.53)

Poznamka: Pro A = A(t, q, p) bude dA/dt = 0A/0t + {4, H}, tento ptipad je vdak vzacny.

Vlastnosti Poissonovych zdvorek:
D) {f.g}=-1g.f}
2) {f +ghy={fhi+{g.h}; Haf.hy=alf. h;
3) g +igdh f1) +ihif.g}} =0 (1.54)
Y {fe.hy = flg.hy+{f.hig
S5) if.ghy = glf.hy+{f.g}h.
Dtkaz vSech téchto vztaht je trivialni a plyne pfimo z definice Poissonovy zavorky (1.52).

Poissonovy zavorky tvori Lieovu algebru na prostoru funkci. Velmi dulezité je znat
Poissonovy zédvorky mezi zobecnénymi soufadnicemi a hybnostmi

aq. 8q. dq, 0q;
(g =04 H 5 0-0.5, |
oq, Op; 6pk qu

p; .apj _op, '8pj
dq, Op, Op, aqk
oq, op, 0q,

o4, p, I, 6qk

=0:0; =6,-0 ,

{pip;}=

=0,0, =0

9,0} =

Poissonova zavorka je nenulova jediné pro zobecnénou soutadnici a ji odpovidajici hybnost,
potom je rovna jedné.

9,9 ={pi-p;}=0 5 g, p;}=98; . (1.55)

Témito relacemi je urcena celd Lieova algebra Poissonovych zavorek. Znadme -li jejich
vlastnosti (1.54) a relace (1.55), mizeme feSit problémy mechaniky aniz bychom potiebovali
definici (1.52).

Pfiklad: Harmonicky oscilator
2 1 2

r=2_ , V="ma’x? ; H= 1 —ma?x? ;
2m 2 2m
¢ gy X O _ox o _aH _p
ox 0Op Op Ox Op m
. 8 oH g 6H OH
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Casovy vyvoj miizeme ale uréit i z vlastnosti Lieovy algebry Poissonovych zavorek (1.54)
a (1.55) bez znalosti jejich definice. Ukazme to na ptikladu zobecnéné hybnosti:

ox OH 8x8_H_8H_£

i=foHy =2 X OL TP
ox op Op Ox Op m
2 (2)
p=tpHy=1p L+ tmo?2l 2 L p2y e Lne? (po?y =
2m 2 2m 2
4) 1 5
= ﬁ(P{P=P}+{P,P}P)+Emw (x{p,x} + {p,x}x)=
M (1.55)
=Lp pt+mo’xip,xt = Lip,p}—mo’xix,p} = -mo’x
m m

Analogicky bychom postupovali u dalSich dynamickych proménnych. V kvantové teorii
zustane tato struktura zachovana, jen objekty se kterymi budeme pracovat budou jiné.

1. 4. 5. Numerické reseni Hamiltonovych rovnic

Jen ve vyjimecnych piipadech lze nalézt explicitni feSeni. Zpravidla jsme odkazani na
numerické feSeni problému. V dosavadnim textu jsme se naucili problém zformulovat za
pomoci soustavy diferencidlnich rovnic doplnénych vhodnymi pocatecnimi podminkami.
Vétsina matematickych programti (napt. ‘“Mathematica”, “Reduce”, “Maple”, ...) dokaze
takto zformulovanou ulohu numericky a nékdy 1 analyticky vyfesit. Uved'me zde ptesto
alespoil jednu numerickou metodu (Runge-Kutta 4. fadu) vhodnou pro numerické vyhledani
feSeni.

Ozna¢me & =(q, p) mnozinu zobecnénych soufadnic a hybnosti. Necht' mnoZina
hledanych funkci & (¢) ; k=1, ... 2f spliluje soustavu rovnic

é:k :fk(ta )

Casovou osu rozdélime na dilky s intervalem A¢. Pfedpokladejme, Ze zname feSeni v néjakém
Case ¢ (napt v ¢y - pocatecni podminka). Potom ur¢ime

Ky =fit.81.87)

1 1 1
Ky = fk(HZAI,&l(f)‘FzKl,l Af,""ng(f)JrEKl,zf Afj )

1 1 1
K3k :fk(f+2Afa§1(f)+2K2,1 Af,"'aizf(f)JrEKz,zf Af) ;

a priblizné feseni v Case ¢ + A¢ dostaneme ze vztaht
E)k(t-i_At);&k(t)-i-é(Kl,k +2K2,k +2K3,k +K4’k)'At ; k:1,...,2f

Tim zname feSeni v Case ¢+ Ar a postup mizeme opakovat. Otazky piesnosti vypoctu,
konvergence a ptipadné¢ dalsi metody lze nalézt v literatute.
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1. 5. VLASTNOSTI DIFERENCIALNICH ROVNIC

Hamiltonovy rovnice popisujici mechanické systémy vedou na soustavu diferencialnich
rovnic prvniho fadu pro proménné q, p. Ozna¢me & = (q, p) mnozinu hledanych fazovych
proménnych systému. Diferencialni rovnice vzniklé z Hamiltonovych rovnic potom maji tvar:

":Zl :fi(taglﬂgzﬂ""éN)

gzzfz(taégla.ézza'“’égN) (1.56)

éN =fN(t’§l’§2>""§N) ,

neboli

=108 , k=L..N . (1.57)

Pocet rovnic N nemusi byt nutné sudy (soutadnice a jim odpovidajici hybnosti), rovnice pro
zachovavajici se proménné ze soustavy vySkrtneme a nefeSime je. Na pravych stranach
veétSinou neni explicitné obsazen Cas - takové soustavy rovnic se nazyvaji autonomni. V
dal$im textu se budeme zabyvat jen autonomnimi soustavami rovnic

E=f(8) , k=1..,N . (1.58)
Nejjednodussi je ptipad linearnich rovnic tvaru
Sél =a,&, + a6y
: (1.59)
éézv =ay &+, andy
neboli
E=AE . (1.60)
Reseni linearnich rovnic je jednoduché. Nalezneme vlastni ¢isla a vektory matice A:
An"=2,1" . (1.61)

Upravou rovnice (1.61) dostaneme (A —A1)n =0. Tato rovnice bude mit netrivialni feseni
jen, je-li

det(A-A1)=0, (1.62)
coZ je rovnice pro vlastni ¢isla A. Z tvaru (1.61) potom dopodteme vlastni vektory. Re§enim
soustavy linearnich diferencidlnich rovnic je kazdy vyraz

g=mexp(r) ,
protoze
dg
i Anexp(At)=Anexp(it)=A¢g
Obecné fesent je linearni kombinaci feSeni pro jednotlivé vlastni Cisla:
E(t)y=c,n" e+ c,n? e (1.63)

Jde-li o problém kmiti, A jsou komplexni (Ax =0 +1iwyg). Jednotlivé ¢leny v souctu (1.63)
jsou tzv. vlastni mody kmitti. Pocet vlastnich frekvenci je mensi nebo roven fadu matice A.
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Poznamka: Vysledek (1.63) plati jen, jsou-li vlastni Cisla matice A, uréena z rovnice (1.62), navzajem
riizna. Je-li nékteré vlastni &islo k-nasobnym kofenem rovnice (1.62), potom odpovidajici koeficient
linearni kombinace (1.63) bude polynom stupné k — 1.

Pfiklad 1: Harmonicky oscilator

Hamiltonovy rovnice pro harmonicky oscilator maji tvar
=L p=—mex
m

Odhlédneme-li od nepodstatnych konstant, je tfeba fesit soustavu rovnic typu

‘51:52 — i 51 . 0 1 él
‘52:_51 dt 652 - -1 0 652 ’

ve které & =x, & =p. Z rovnice pro vlastni Cisla (1.62) snadno ur¢ime vlastni Cisla
A,, =*1 azrovnice pro vlastni vektory (1.61) odpovidajici vlastni vektory

weel) ()
1 -1

Obecn¢ fesSeni soustavy tedy je

51 _ 1 it 1 -it
é:z =C ; e +c,- g € ,

coz pro pocatecni podminky x(0) = £1(0) = 4; p(0) = £2(0) = 0 d& zndmé feSeni
x=¢&, =Acost ; p=¢&,=—Asint

1. 5. 1. Matice stability a fazovy portrét systému

Je-1i soustava diferencidlnich rovnic nelinearni, mtze byt feSeni mnohem komplikovang;jsi
nez vysledek (1.63).

Stacionarni body reseni: Jde o takové body fadzového prostoru, ze kterych se systém
samovoln¢ nevyviji. Jsou definovany vztahem d¢&; /dt = 0. Nalezneme je tak, ze pravé strany
soustavy diferencidlnich rovnic (1.56) polozime rovny nule:

£, (&)=0 rovnice pro stacionarni body. (1.64)

Poznamka: ,Viozime-li systém pfesné do stacionarniho bodu, (= pfipravime ho s takovymi
poc¢atecnimi podminkami), zlstane v tomto bodé fazového prostoru navéky.

Stabilita 7eseni: Budeme zkoumat, zda stacionarni body jsou stabilni vzhledem k malym
poruchdm (perturbacim). Mizeme si predstavit, Zze systém vlozeny do stacionarniho bodu
nepatrné vychylime a zkoumame, zda se samovolné do stacionarniho bodu vrati (stabilni bod)
nebo zda se od né¢ho bude vzdalovat (nestabilni bod).

Hledejme tedy feseni rovnice (1.56) ve tvaru
E=ED 158, k=1,...N ,

kde & je stacionarni bod spliujici £,(&”)=0; JE& je mala porucha 1. fadu. Tento tvar

dosadime do vychozi soustavy rovnic:

%(ﬁé‘” YOE,)=£,ED +58)

a provedeme Taylortiv rozvoj pravé strany do prvniho fadu
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C(s6,)= 160+ L

dt afz&(S) :

Vzhledem k stacionarité &' je prvni ¢len na pravé strané nulovy a miizeme psat

J 0¢, T Y 08¢,
— N ] B co : , 1.65
% (1.65)
oSy Ay dyy 0éy
kde
a, Eaf—k (1.66)
0g, £

je tzv. matice stability. Jde o parcidlni derivace pravych stran rovnic (1.56) podle
jednotlivych proménnych ve zkoumaném stacionarnim bod¢. Soustava rovnic (1.65) pro malé
poruchy 6§ je linearizovana a jeji feSeni umime najit pomoci vlastnich ¢isel a vlastnich
smérti matice A. Je-li Re(4 ) <0, bude dany mod utlumen (exp(A¢)) a feSeni je stabilni v
prislusném vlastnim sméru. Je-li Re(2 ) > 0, je mod v daném sméru nestabilni. Je-liA=+1b,
mala porucha systém v okoli stacionarniho bodu rozkmita .

Poznamky:
1) Pro soustavu dvou diferencialnich rovnic bude matice stability rozméru 2x2 mit dvé vlastni Cisla
A,=a, +1b, a A, =a, +1b, ajsou mozné nasledujici situace:

a1‘2<0;b1’2=0 a >O;b12=0 a1a2<0;b1’2=0

N \/ N
AN N N

STABILNi UZEL NESTABILNi UZEL NESTABILNi SEDLO

1,2

a172=0;b1=—b2¢0 a

STABILNI STRED NESTABILNi OHNISKO STABILNi OHNISKO

1,2>0;b1=—b2¢0 a1‘2<0;b1=—b2¢0

2) Ze znalosti stacionarnich bodu a vlastnich Cisel a smérl matice stability jsme zpravidla jiz
schopni odhadnout fazovy portrét soustavy. Ukazky jsou v nasledujicich prikladech.
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Priklad 2: Nelinearni oscilator

UvaZzujme soustavu rovnic

51 =§2
é,z :_51"‘5512

Oproti standardnimu harmonickému oscilatoru je zde navic nelinearni Clen s koeficientem
€. Nejprve ur¢ime z nulovosti pravych stran stacionarni body 4, B:

£,=0 A=[0,0]
—E+efl=0 B=[l/s,0]

a zakreslime je do fazového prostoru. Potom nalezneme matici stability (1.66) v obecném
tvaru:

9 g
A= 08y 08 | 0 1
Lo, 9| \-1+288 0
051 08,

Tuto matici ur¢ime v stacionarnich bodech 4 a B. Vypoc¢teme vlastni ¢isla a vlastni
vektory z rovnic (1.61) a (1.62):

0 +1 i
A: A:( ] =  Ap=%i =  porucha e

1 0
2, =+1 (HJ ha ¢
= ; n;=c , porucha e
0 +1 !
B: Az(l Oj = 111
" Ay =-1 , 712—0( J , porucha e’

Do fazového prostoru zakreslime nalezené typy stability i odpovidajici vlastni sméry:

p= E-’2 p= iz
A=—1 A=+1
stabilni nestabilni
smeér smeér
@ L O\
A B X = &1 A B X = al

Ze stacionarnich bodu, typt stability v nich a vlastnich smérii 1ze zpravidla odhadnout cely
fazovy portrét soustavy:
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PFiklad 3: Castice v periodickém potencidlu (napiiklad nabita &astice v krystalové mtizi)

32

Predpokladejme, Ze se Castice pohybuje v poli potencialni energie dané vztahem
2mx
V(x)==V,cos—
a
Perioda potencialu je a a vyska Vy. Je zfejmé, ze Castice s celkovou energii £ < Vy mize

byt zachycena v minimech potencidlni energie (oscilovat) a Castice s energii £ > V) se
muze volné pohybovat. Pfislusné Hamiltonovy rovnice budou:

2 5C={X,H}=a£=£
H—p——Vcosz—mC op_m
om0 a : oH 2V, . 2m
p=ipH}=-———=- sin ——
Ox a a

Stejné jako v prvnim piikladu odhlédneme od nepodstatnych konstant (jsou dany volbou
jednotek a soufadnic) a budeme fesit soustavu rovnic typu

S1=62

§y =—sing,
V okoli pocatku by po nahrazeni funkce ,,sinus“ argumentem tato rovnice vedla na
harmonicky oscilator (v pocatku je minimum potencialni energie). Obecné je tato rovnice
diky funkci ,,sinus“ nelinearni. Budeme postupovat tak jako v minulém ptikladu.

Stanovime stacionarni body, najdeme v nich matici stability, ur¢ime vlastni ¢isla a vlastni
vektory a zrekonstruujeme fazovy portrét soustavy:

: $2=0
;o : A, = . =0.+1.+2.---
stacionarni body Siné, =0 = i =Lk, 0] ; k=0,£1,%2,
9 A
0 0 0 1
matice stability: A= 51 %2 =
Y 9h | (~cosey O
061 05
) 0 1 . +it
k sudé: A= = A, =%i = porucha e~
-1 0 ’
+1 r
0 1 Ai=+1, m;=c 1l porucha e
k liché: A= =
1 0 +1 ;

Ar=-1, n2=c( J, porucha e~
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Castice s malou energii osciluji v minimech potencialni energie (jsou zachyceny). Castice
s vy$§imi energiemi se pohybuji bud’ v kladném sméru osy x (horni dvé trajektorie) nebo
v zaporném sméru osy x (dolni dvé trajektorie). Cim vyssi je rychlost &astice, tim méné je
jeji pohyb ovlivnén periodickym potencialem.

Separatrisa: oddéluje trajektorie rizného typu (v pfedchozich ptikladech je znafena
¢erchovang).
Mx)

1. 5. 2. Metoda potencialu

Problém stability Ize feSit i jinak nez vypoftem z matice stability. V nékterych ptipadech
muzeme nalézt tzv. potenciadl soustavy. Jde o funkci ¢ (<, ... §y) v jejichz maximech je
soustava nestabilni (analogie kulicky na vrcholu kopce) a v minimech je soustava stabilni
(analogie kulicky v dulku). Zname-li potencial ¢ (&1, ... £y), mizeme si tuto funkci predstavit
jako vysku terénu ¢ nad prostorem (<&, ... £y). Kopce, udoli, sedla a ostatni tvary tohoto
terénu odpovidaji stejnym typum stability jako by m¢la kuli¢ka vlozena na dané misto terénu
v gravitacnim poli.

V jednodimenzionalnim pfipadé mame jedinou diferencialni rovnici

E=f(&) . (1.67)
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Postupem z minulé kapitoly bychom nejprve urcili staciondrni body zrovnice f(&)=0,

potom jednoprvkovou matici stability a =df/d& a jeji hodnotu v nalezenych staciondrnich
bodech. Pro a > 0 je systém nestabilni a pro @ <0 je systém stabilni (porucha e4?).

Definice:
$&)=—[r(&)dé (1.68)
nazyvame potencial rovnice (1.67). Pfimo z definice snadno ukézeme, Ze plati
gpmaextrém = dgldé=0 =  fi=0 = stac. bod
$ma maximum = d2¢/dE2<0 =  a=df/dE >0 = nestabilita
$ma minimum = d?2¢/dE2>0 =  a=df/dé <0 = stabilita.

Ve vicedimenziondlnim ptipadé se pro soustavu (1.56) postupuje obdobng. Definujeme
diferencialni formu

dp=—f(&)dS, - [,(&)dS, — - — [y (&)dSy (1.69)
a hledame potencial ¢ tak, aby f, =— 8¢/ 0&, . Vyraz (1.69) je potom uplnym diferencidlem

funkce ¢. Neni-li diferencialni forma (1.69) integrabilni, 1ze hledat integracni faktor u(§) tak,
aby byla integrabilni forma

dp=—fiudé, — fLpdé, — - — fyudé,

Pro N < 3 existuje integracni faktor vzdy.

Z tvaru nalezené funkce ¢ jiz snadno rozhodneme o stabilité¢ systému. Nasledujici ptiklad je
pro srovnani vyfeSen pomoci matice stability 1 metodou potencialu.

Piiklad 4: Potencial , . konakové lahve*

f;::gg—aﬁ ;. 8>0 ;  EeR . (1.70)
e<0: stac. bod 4: &=0
matice stability a=e-35E =<0 = bod 4 stabilni

e>0: stac. body 4,B,C:  &=0 ; fs:i\/g

g probod 4 nestabilni

matice stability a=&-36&0 = {_ 26 probody B.C  stabilni

<0 A e>0 C A B
@ L @ @
0 3 —Veld 0 V e/0 3

Reseni metodou potencialu:
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_ _ 8 58
#E) = - [1(©)ds = —e= 452

Na obrazku je znazornén prubéh potencialu pro d =1 a rizné hodnoty parametru &.
Vidime, Ze pro ¢ <0 mé ¢ jediné minimum v pocatku, ve kterém je stabilni bod 4. Pro
€ > 0 se tento bod stava maximem a je nestabilni. Objevuji se vSak dvé minima v bodech
E =+ e /0, ve kterych je systém stabilni. Vzhledem k charakteristickému tvaru funkce ¢
pro € > 0 se tato funkce nazyva ,,potencial konakové lahve®.

Potencial
koriakové
lahve O = 1

1. 5. 3. Bifurkace

Bifurkaci nazyvame nahlou zménu fazového portrétu soustavy pii spojité zméné nékteré¢ho
tidiciho parametru vychozich rovnic.

V prikladu 4 z minulé kapitoly vypada fazovy portrét jinak pro € <0 a jinak pro € > 0. Pfi
pomalé zméné ¢ se pomalu méni fazovy portrét soustavy. Vyjimkou je bod € = 0. Fazové
portréty pro € <0 a € > 0 nejsou topologicky ekvivalentni (nelze je na sebe prevést spojitym
zobrazenim).

€

stabilni stacionarni
body pro potencial
& Lkoriakové lahve*

Typickym jevem pfi bifurkaci je vétveni feSeni. V ptikladu 4 je pro £< 0 jediny stabilni bod
& =0, pro &> 0 existuji dva stabilni body &=+ & /8, bod & = 0 se stava nestabilni.

Podle typu vétveni feSeni mulzeme bifurkace dé&lit na superkritické, subkritické
a transkritické:
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< >
— Do

£ £ £
C C C
superkriticka bifurkace subkriticka bifurkace transkriticka bifurkace

Fazové prechody druhého druhu - typicka bifurkace
Potencial konakové lahve se vyuziva v teorii fazovych prechodii druhého druhu (Landau).
Fazové ptrechody prvniho druhu jsou zmény latky, ptfi kterych se skokem méni vnitini
energie, objem, entropie, atd. (tani, tuhnuti, var). Fazové ptfechody druhého druhu jsou zmény
latky, pti kterych se skokem méni az prvni derivace vySe uvedenych veli¢in: mérné teplo,
teplotni roztaznost, modul pruznosti, susceptibilita, atd.
Typickym fdzovym pfechodem 2. druhu je zména chovani feromagnetika pii Curieové teploté
T,.. Uvazujme pro nazornost jen jednu nekonecnou tadu spint o1, 02, ..., které mohou byt
orientovany jen nahoru nebo dolii (tomu budou odpovidat hodnoty o, =+ 1) s jednoduchou
interak¢éni energii danou vztahem

H==J Y 6,

<0 ,0p>

Sumace probiha pies nejbliz§i sousedy. Jsou-li tedy dva sousedni spiny orientovany
souhlasné, prispéji k celkové energii hodnotou —.J, jsou-li orientovany nesouhlasné,
neptispéji vibec. Pti nizkych teplotach (7 < T, ) maji spiny snahu zaujmout stav s co mozna

v v

konfigurace: TTTTL T TP TL T T T T T Thebod L LI LI TLILLLLL
Zvysujeme-li teplotu, dojde pti 7= T, k fazovému piechodu. Pii teplotich 7> T, jsou spiny
promiseny nahodng TI TITITITTTIITTLLT a feromagnetrické vlastnosti se
ztraci. Zavedeme-li parametr usporadani (magnetizaci) jako priimérnou hodnotu spinu

ME%?O‘W

potom v nizkoteplotni fazi s klesajici teplotou M — = 1 a ve vysokoteplotni fazi s rostouci
teplotou M — 0. Potencidl ,,konakové lahve™ a s nim souvisici rovnice (1.70) velmi dobfie
popisuje praveé takovy fazovy piechod. Veli¢ina & odpovida parametru uspotadani tj. £ = M
a fidicimu parametru odpovida veli¢inae = T, — T:

parametr uspofadani

ve stabilni konfiguraci

E=M
&y — 1 uspofadana
faze "spiny nahoru"

&, = 0 vysokoteplotni
(chaotickd) faze
vysoké teploty 7> T;. nizké teploty 7'< 7. €
e<0 e>0
-1 &, — — 1 uspofadana
T=T, (e=0) faze ,spiny doll
Curieova teplota
(fazovy prechod)
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Poznamka: Podobné typy potenciall jako je potencial ,korakové lahve” se uplatriuji nejen pfi popisu
fazovych pfechod(, ale napfiklad v inflaénim modelu ranych vyvojovych fazi Vesmiru a pfi popisu

spontanniho naruseni symetrie v pfirodé.

Pfiklad 5: Hopfova bifurkace

F=r(s+6r?)
p=w ; 0>0, r>0, peR

(1.71)

Jde o soustavu rovnic pro pohyb systému v polarnich soufadnicich. Reseni pro thel je
okamzité: ¢(t) =@y + wt . V thlu ¢ jde tedy o rotacni pohyb proti sméru hodinovych

ruci¢ek s thlovou frekvenci w. Zbyva jedind rovnice pro nezépornou radidlni vzdéalenost

r(t). Snadno nalezneme feSeni staciondrnich bodil a stability:

e<0: stac. body 4,B: rs=0; rg= ?
. o 5 & probod 4 stabilni
matice stability a=+30rg = .
—2¢ probod B nestabilni
e>0: stac. bod 4: re=20
matice stability a=e+306ri =£>0 = bod A nestabilni.
e>0 e<0

-

—

Pro € > 0 je pocatek soutradnic nestabilni ohnisko. Pro € <0 je pocatek soufadnic stabilni
ohnisko a ,,bod“ B's ;=" |¢ |/0 je nestabilni. Ve skute¢nosti tvoii B celou mnozinu bodi
v kartézské soutadnicové soustavé - kruznici. Systémy s pocateCni podminkou » > rg se
budou spiralovité vzdalovat od stfedu a systémy s r <r, se budou spiralovité piiblizovat
ke sttedu. VSechny trajektorie se od mnoziny B vzdaluji. Na obrazku jsou ukdzany dvé
trajektorie s blizkymi pocatecnimi podminkami, jejichz vzdalenost s rostoucim Casem
exponencialné¢ narista. Jde o tzv. ljapunovskou nestabilitu, kterou se budeme zabyvat

v piisti kapitole.

1. 5. 4. Ljapunovska stabilita, limitni cyklus, atraktor

Zkoumejme, jak se budou vyvijet dv¢ trajektorie s blizkymi pocate¢nimi podminkami &,

ag,+e vcase:

/ s
\ 5

Rekneme, Ze trajektorie je ljapunovsky nestabilni, jestlize existuje trajektorie s blizkou
pocatecni podminkou, kterd se od zkoumané trajektorie bude s cCasem exponencidlné
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vzdalovat. Rekneme, Ze trajektorie je ljapunovsky stabilni, jestlize se viechny trajektorie k ni
v Case f( blizké budou exponencialné pfiblizovat.

Meni-li se v ¢ase vzdalenost obou trajektorii exponencialng, plati

1E(tEG +&) — E@E~ e
a snadno uréime
o1
A = lim —In[|§, - &
t—wo t
e—>0

Koeficient A se nazyva Ljapunoviiv exponent. Je-li A >0 hovoiime o ljapunovsky nestabilni
trajektorii. Je-li A <0, o ljapunovsky stabilni trajektorii. Je-li A =0 je zavislost jind nez
exponencialni, naptiklad mocninna, a nelze hovofit o ljapunovskeé stabilité ¢i nestabilité.

Ve vicedimenzionalnich ulohach s & = (£,,¢,,...,&,) Ljapunoviv exponencient

zavisi na zplsobu provedeni limity € -0 . Ziskdme tak N ljapunovskych koeficientl 1. fadu

(ve sméru soufadnicovych os). Miizeme ale sledovat i cely svazek blizkych trajektorii z dvou
nebo tfidimenzionalni oblasti:

Potom hovoiime o vicerozmérnych Iljapunovskych exponentech (2.tadu, 3.tadu, ...).
Trajektorie je ljapunovsky stabilni, jsou-li v§echny ljapunovské koeficienty A < 0.

Ptikladem ljapunovsky nestabilni trajektorie je mnoZina ry=" |e |/8 pro & <0 v poslednim
ptikladu na Hopfovu bifurkaci. Trajektorie s » > rg jsou ljapunovsky nestabilni. Trajektorie
sr<rg jsou ljapunovsky stabilni. Jiny piiklad ljapunovské nestability je kule¢nik s
piekazkami podle nasledujiciho obrazku:

0

Dveé blizke trajektorie spolu v pozdéjSich ¢asech prestavaji souviset.
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Priklad 6: Van der Polav oscilator

él =<,

52 :_§1+5(1_5§12)§2 ) 6>0
V tomto systému se trajektorie s libovolnou pocatecni podminkou bliZi k jediné periodické
trajektorii, kterou nazyvame limitni cyklus. Za dosti dlouhou dobu se kazda trajektorie
pfiblizi libovolné blizko k trajektorii limitniho cyklu. VSechny trajektorie z blizkého okoli
limitniho cyklu jsou ljapunovsky stabilni. V nésledujicim obrazku jsou fazové trajektorie
pro ruzné pocate¢ni podminky pro van der Poluv oscilatorsd =1 ae =0.1.

(1.72)

Van der Pollv oscilator

|
| -

4

o
N
yry
N

Nékteré zakladni pojmy z teorie mnoZzin

Vzdalenost dvou bodut p (A,B):

V tomto u€ebnim textu budeme vzdalenost dvou bodii definovat jako

N
° p(AB)= | (4 -B;)
| k=1

Tj. vzdalenost je ur€ovana z Pythagorovy véty. Pro definici vzdéalenosti 1ze pouzit i jiny
ptredpis spliujici zakladni pozadavky na pojem vzdalenosti. Vzdalenost dvou bodl Casto
piSeme také ve tvaru ||A — B/, kde

N

2

° 1XI= >, X,
k=1

Jde o normu (velikost) rozdilového vektoru A — B.

Vzddalenost bodu a mnoziny p (A, M ):

® minimum vzdélenosti od v§ech bodii mnoziny, v¢etné jeji hranice (M );
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° P(A,M)= min p(A,X)
XeMm

e-okoli bodu Ug (A)
® kruh bez hranice se sttedem v A a polomérem ¢ ;
o U, (A)={X; p(A,X)<s}

Otevrend mnozZina M,

® kolem kazdého bodu mnoziny lze zkonstruovat okoli, které je celé v mnoziné M,;
° keVXeM,IU,(X)cM, ;

® zjednodusené Ize fici, ze oteviené mnoziny neobsahuji svou hranici.

Uzaviena mnozZina M,

® nalezneme-li posloupnost bodit z M,, , ktera v né¢jakém smyslu konverguje, potom bude
limita z této posloupnosti vzdy souc¢asti mnoziny M, ;

. XPey, ; xXH5Xx = Xewm, ;
® zjednodusené lze fici, Ze uzaviené mnoziny obsahuji svou hranici.

Poznamky:
1) V na8em pfipadé fazového prostoru jsou body A, B, X vzdy néjaké N-tice (&1, ... ,En ).

2) Uzavfeny interval a kruh s hranici jsou uzaviené mnoziny; otevieny interval a kruh bez hranice
jsou oteviené mnoziny; polouzavieny interval neni ani oteviena ani uzavifena mnozina; prazdna

mnozina a cely prostor R? jsou ve smyslu pfedchozich definic oteviené i uzaviené mnoziny.

A-B %
<=
W A A
B

p(A.B) P(AM) Ug(A)

Definice z teorie mnozin vztahujici se k FeSeni soustavy diferencialnich rovnic
Invariantni mnozZina 9

® Interpretujeme-li libovolny bod mnoziny 7 jako pocatecni podminku soustavy
diferencialnich rocnic (1.56), potom celd nasledujici trajektorie bude leZet v mnoziné J.
Jakmile se tedy systém dostane do mnoziny 7, potom v ni bude setrvavat i ve vSech
pozdé¢jsich casech.

° 7={X; X =&(ty)eJ = X=E&{t)eJ proVit>ty}

Husté pokryta mnozina ©

® V libovolné malém okoli kazdého bodu mnoziny @ prochdzi néjaka fazova trajektorie.

Chaoticka mnozZina X

1) kazda trajektorie v X je ljapunovsky nestabilni,
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2) existuje trajektorie, ktetrd X" husté pokryje,

3) X jeinvariantni mnozina.

Atraktor A
1) trajektorie z okoli 4 jsou k 4 ,,pfitahovany®, tj s rostoucim ¢asem se k 4 blizi:
AU ;o A4, zepro VE&(y)eU 4 plati lim p(§(),2)=0 |,
t—> o0

2) existuje trajektorie, ktetrd 4 husté pokryje,
3) A je invariantni mnozina,

4) A je uzaviena mnoZina.

Podivny atraktor S
Podivny atraktor je chaoticky atraktor, tj. vSechny trajektorie podivného atraktoru jsou
ljapunovsky nestabilni.

Limitni cyklus C
Uzaviena fazova trajektorie, ktera je atraktor.

Poznamky :

1) Kazdy stacionarni bod je invariantni mnozinou. Také kazda uzaviena trajektorie, napfiklad
harmonického oscilatoru, je invariantni mnozinou.

2) Kazda uzaviena trajektorie tvofi automaticky invariantni uzavfenou husté pokrytou mnozinu.
Limitni cyklus navic ,pfitahuje” trajektorie z okoli, tj. ma prvni vlastnost atraktoru.

3) Prikladem chaotické mnoziny je plocha kule¢niku na strané 39.
4) Podivny atraktor maze vzniknout jen v problému s dimenzi N > 3.

5) Pro dvé rovnice plati Benoixonovo kriterium: 0Of;/0x; + Of, /0x, neméni v jednoduse souvislé
oblasti znaménko = v této oblasti neexistuje uzavfena trajektorie.

Priklad 7: 2D bruselator

Budeme zkoumat chemickou reakcei typu

4 b, x
B+x —25 yip
2x+y s 3y
x b, g
Rychlosti jednotlivych reakci jsou oznaleny ki, ..., k4. Koncentrace vychozich latek

a produktii ozna¢ime c4, cp, cp, cg . Proménnymi budou koncentrace latek X a ¥: & = cy,
& = cy. Z tvaru reakci sestavime vychozi soustavu diferencialnich rovnic

& —kica—hkpcg &+ ks & -k &

‘):2 =kcpéi -kt s

Na pravych strandch jsou jen zapsany zpusoby vzniku a zéaniku latek X a Y. Opustime-li
nepodstatné konstanty, jde o rovnice typu
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dé,
dt

45y _
dt

BE -ELE,

Vlastnosti diferencialnich rovnic

=g (D& +EE,

(1.73)

Tyto rovnice poskytuji feSeni ve tvaru limitniho cyklu. Pro hodnoty & =2 a f=5.9 a rizné
pocatecni podminky jsou fazové trajektorie na nasledujicim obrazku. Po dosti dlouhém case
se koncentrace &1 a &> periodicky se méni (osciluji) kolem jistych stfednich hodnot.

EZZCY

2D bruselator

Pfiklad 8: 4D bruselator

8 £,

Budeme ptedpokladat, ze ptedchozi reakce probihd soucasné ve dvou reaktorech
s moznosti vymény latky X rychlosti 01 a latky Y rychlosti d>. Koncentrace latek X a YV

v reaktorech 1 a 2 oznacime takto: &; = cx1, &2 = cy1, E3 = cxo, E4 = 1.

REAKTOR 1

Vychozi rovnice budou

dé;
dt

dé,
dt

dé&s
dt

déy
dt

61
<——>

%62%

REAKTOR 2

—=a—-(f+)& + 51252 + 61(53-¢1)>
—:ﬂfl - 512§2 + 52(54_52)’
= = (BHDE + E1E, + 81(E-E3),

S =pE - EE + 6,(E-Ey).

(1.74)

Jde o soustavu Ctyt nelinedrnich diferencidlnich rovnic, jejichz feSeni pro nékteré parametry
je podivny atraktor (dimenze systému je vétSi nez 3). Na nésledujicim obrazku je ¢ast fazové
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trajektorie, ktera by husté pokryla oblast podivného atraktoru pro =2, =59, 01=1.21
a 0r=12.1.

&)=y . 1 2
: 3 & =<y
4 :
2
§3 /
1
6 /
4 S
2
4D Bruselator
Pfiklad 9: Lorenzuv atraktor
Jde o nejznadm¢éjsi priklad podivného atraktoru. Vychozi sada rovnic

dé,
dar =a(&,-¢1)
dé,
7=—§1§2+ﬂ§1—§2 > (1.75)
dé,
7 $§162-783

popisuje proudéni kapaliny mezi dvéma planparalelnimi deskami s rliznymi teplotami.
Veli¢iny &1, &2, §3 maji postupné vyznam: 1. Fourierova komponenta rychlosti, 1. a 2.
Fourierova komponenta teploty. Na nasledujicim obrazku je opét zakreslena ¢ast fazové
trajektorie, kterd by hust¢ pokryla oblast atraktoru. Rovnice byly feSeny pro hodnoty
a=3, f=265v=1.
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1.

52 Lorenzlv atraktor

5. 5. Evoluc¢ni rovnice

Pfiklad 10: Elektron dérové plazma v silném elektrickém poli

V silném elektrickém poli zplisobuji urychlené elektrony a diry ionizaci narazem. Pii
setkani elektronu s dirou dojde k rekombinaci, tj. zaniku nosi¢t. Oznadime-li &1 = n,

koncentraci elektront a £ = ng koncentraci dér, budou mit zakladni rovnice pro ¢asovy
vyvoj poctu nosici tvar:

d
jtl:“lfl—ﬂéfz )

d
f;zzazfz -B<&1é,

Prvni Cleny na pravé strané popisuji ionizacni procesy (pfirdstek nosici), druhé cleny
rekombinac¢ni procesy (Ubytek nosici).

(1.76)

Pfiklad 11: Systém dravec <> kofist

44

Ptredpokladame, ze dravec se zivi kofisti (naptiklad vlk a zajici), kofist ma potravy
dostatek (ji napiiklad travu). Ozna¢ime-li §1 = ny pocet draved v uréité oblasti a § = ny
mnozstvi potencialni kofisti, budou mit zakladni rovnice pro Casovy vyvoj poctu zvifat
tvar:
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dg,

7:—“1§1+ﬂ151§2 )

i (1.77)
lsrar s - Bhas

Prvni ¢len v prvni rovnici popisuje tthyn dravct v neptitomnosti kofisti (§2 = 0). Prvni ¢len
v druhé rovnici popisuje mnozZeni se kofisti v nepfitomnosti dravcta (§1 = 0). Druhé ¢leny
predstavuji pozirani kofisti dravci, tzv. ,,parovou interakci®, diky které pocet dravci roste
a mnozstvi kofisti se snizuje.

Pfiklad 12: Dv¢ socidlni skupiny
PopiSme nyni dv¢ skupiny lidi s odliSnym nazorem na urcity problém (piivrzenci dvou
riznych postupd, teorii, nazoru, politickych stran). Ozna¢ime-li &1 = ny pocet ptivrzenct
nazoru A a &y =ng pocet piivrzenci nazoru B, budou mit zakladni rovnice pro ¢asovy
vyvoj poctu pfivrzencu tvar:

d
5212051651 +p186162

d
512205252 - B2616,

Koeficienty f mohou byt kladné i zaporné, parovou interakci zde tvoii setkani piislusnika
raznych skupin, diskuze atd.

(1.78)

P¥iklad 13: Chemické reakce
Uvazme chemickou reakci typu
4+B b, ¢
A+C L) B+D

Rovnice pro Casovy vyvoj jednotlivych koncentraci maji tvar:

dnA

—4& = —knnp, — konyne,
i 1"4"p 2Myne
dn_B = _klnAnB + kznAnc,
dd’ (1.79)
ne

—= = +knmnp — kyn, ng,
di 1"4"p 2y e
an

—= =+ knne-.

di e

Latka B je katalyzatorem reakce. Je-li 4 zastoupena v dostatecném mnozstvi jako
surovina, lze brat n4 = const. a fesit jen tfi rovnice.

Vsechny rovnice z ptedchozich ptikladii maji spole¢ny tvar

dé .
s BlE g (1:30)

a nazyvaji se evolucni rovmice. Poznamenejme, ze pres dvojné indexy se scita.
Charakteristickd je linearni kombinace riiznych parovych interakci. Typickymi feSenimi jsou
oscilace, limitni cykly, ve vice jak tfech dimenzich vznikaji chaotické mnoZiny a podivné
atraktory.

Rozeberme nyni feSeni soustavy dvou rovnic tvaru
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g,
Wzalfl"rﬂwtlfz )
(1.81)
diz—a S2+b2816
2 %292 26192
Standardnim postupem zjistime stacionarni body:
cV=00,00 ;&P =(ay/pr.-ai/B)

Nezapominejme na vyznam proménnych &. Vesmés jde o pocty jedinct néjakého typu.
Smysl tedy maji jen nezdporné hodnoty. Z matice stability uréime, ze prvni stacionarni bod

f(l) =(0,0) jepro «a1,a2>0 nestabilni
a1 ,a2<0  stabilni

a1-ar<0 sedlovy bod.

V druhém stacionarnim bodé
£P =(-a,/By.~a,/B)) je feseni pro
a1,a2>0 nestabilni v jednom sméru.

a1,a2<0 nestabilni v jednom sméru.

a1ar<0 (riizna znaménka a1, @7), jde o oscilace kolem
stacionarniho bodu.

o= Jaya; . (1.82)

Tyto oscilace znamenaji oscilujici rovnovahu mezi jedinci obou typu, jejich pocet je
udrzovan v mezich danych oscilacemi. Prave takovy systém je systém dravec a koftist (ptiklad
11). V systému elektronil a dér v silném elektrickém poli (ptiklad 10) neni mozné dosdhnou
oscilujici rovnovahy. Pocty jedinci dvou socidlnich skupin (pfiklad 12) mohou a nemusi
oscilovat, stejné tak jako koncentrace latek v chemickych reakcich (ptiklad 13).

Frekvence oscilaci jsou

Doplnime-li na pravych stranach evolu¢nich rovnic regulacni €leny f; dostaneme tzv.
Volterr-Lotkovovy rovnice:

ok _ /! 1.83
7_akj§j+ﬁk§j§l+fk' (1.83)
Regulacni ¢leny mohou popisovat v systému dravec <> kofist naptiklad dodévani potravy
zvnéjSku nebo vnéjsi regulaci poctu zvifat. Hodnoty f; mohou byt konstantni i rizné funkce
&asu (periodicky lov). Skala typti feseni Volterr-Lotkovovych systémil je velmi bohatd jiZ i
pro dvoudimenziondlni pfipad. V riiznych oblastech fazového prostoru nachazime rtizné typy
feSeni - oscilace, stabilni a nestabilni ohniska, stabilni oblasti, nestabilni oblasti, sedla. Pii
periodickych regula¢nich ¢lenech pozorujeme rezonance, buzeni systému. Napiiklad rovnice

typu dravec <> kofist s regulacnimi clenem

d§1:_§1+§1§2+1/4 >
d”g (1.84)
dt :+§2_§1§2

ma v bodé & ) = (1,3/4) fteSeni ve tvaru stabilniho ohniska.
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1. 6. POHYBY NABITYCH CASTIC V ELEKTROMAGNETICKYCH
POLICH

Piedpoklady: 1) ¢astice vzajemné neinteraguji

2) vlastni pole ¢astic je zanedbatelné.
Elektrickd a magnetickd pole mizeme popsat bud’ elektrickou intenzitou E a magnetickou
indukei B nebo za pomoci ¢tyipotencialu (¢, A). Pfevodni vztahy jsou

E:_G_A_égﬁ , (1.85)
ot 0Xx
B=rot A . (1.86)

Zde ptedpokladame, Ze ¢(z, x) a A(¢, x) jsou piedem dané funkce. Problém pohybu nabitych
¢astic miizeme potom zapsat v Lagrangeové formulaci takto:

Nerelativisticky Relativisticky

LZ%MVZ—Q¢+QA-V L:—mczwll—vz/cz—Q¢+QA~v (1.87)
pz%zmv+gA pf%=#+% (1.88)
W= gi V—L=%mV2+Q¢ W=%'V—L=%22/02+Q¢ (1.89)
H = P=QA)" Q A)’ — =" 10¢ H=c\/m202+(p—QA)2+Q¢ : (1.90)

Pozn. 1: Energii budeme v této kapitole znacit W, abychom ji odlisili od intenzity elektrického pole E.

Pozn. 2: Povsiméte si, ze W= T+ V, energie totiZz nezavisi na A, magnetické pole neméni energii,
ale pouze smér rychlosti.

UkaZzme (pro jednoduchost v nerelativistickém piipad€), ze ptisluSné Lagrangeovy rovnice
jsou totozné s Lorentzovou rovnici pro pohyb nabité Castice. Ve slozkdch mame

1
L=Emvjvj —09(1,x) + 04;(t,X)V; ;

—— - = =0,
dt ov;  Ox;
d o¢ 8Aj
—(mv; + 04;) + O— —v; =0,
4 (M HOA) + 055 - 07y,
d 04; 04; dx; og 04;
—(my;) + L+ O0—+———+0—-0—v; =0,
dt(m )T e ot Q@x. dt Q@xl- anl- /

J
. 0A; 04,
oo 2o, (4 a4
ot Oox; Toox;  ox;

vektorové
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OA 04

—(m) Q|:-—-—+VXI'OtA:| ,
ot 0x (1.91)

%(mv):Q[E +vxB] ,

coz je znama Lorentzova rovnice.

1. 6. 1. Konstantni homogenni elektrické pole (relativisticky)

y
> K E=(E,0,0) = ¢=—Ex ,
> B=(0,0,0) = A=0 ;
pocatecni podminky:
[ — x(0) = (0,0,0),
_—
0, P(0) = (0. 7gmuy. 0), kde 7o =1/1-03 /e

Hodnota potencialu ¢ plyne ze vztahu (1.85) pro A = 0. Hamiltonova funkce problému je

H—c\/m202+(p QA) +Q¢—c\/mc +px+py OFEx ,

a ptislusné Hamiltonovy rovnice maji tvar

x:{x’H}_ Cpx D)
\/m c +px+py
. cp
y={y,H}— 4 :
J’" ¢+ py +p; (1.92-95)
OH
px:{pxaH} ___QE s
OoH
—{p, Hl=—""=0
={p,.H} oy

Integraci rovnic (1.94), (1.95) dostaneme
Py ()= QEt
Py (1) = p,(0) = const = y mv,

Toto feseni dosadime do rovnic (1.92), (1. 93) a integrujeme'

0 = [ (e +(QEr? - &),
x JT ae 1 )

t mu CcyYomu
(1) = Yomug _ 70 0 arcsh(Q—]

\/m c +px +py «/80 + (QEt

Vysledné feSeni je tedy dano vztahy

dt =
Jmc i)
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2
ce cyomu
x(t) = 01+ QEt) g | 5 y@) = Marcsh QFt ,
OF €0 QF £ (1.96)
Vo = 1/ l—vg/c2 ; &g = \/mzc2 + (yomvo)z.
Proved’'me nyni nerelativistickou limitu
v<<c (. c> o) = yy—>1; gy=mc, t].
2 2 2
x(t)zﬂ 1+(@) _ 1| & e 1+l(%j_1 :%ﬂ’
OF mc OFE 2\ mc 2m
() = %arcsh(QEtj ~ Cmo OBt _ Vot -
OF mc QF mc

Vidime, Ze vyrazy piechazeji ve znamé klasické vztahy - pohyb rovnomérné zrychleny ve
sméru pole a pohyb rovnomérny napfi¢ pole. Soucasné rychlost ve sméru pole vy neroste
nade vSechny meze, tak jako v klasickém ptipadé:

t

fim 0=l = i G QB e
* * * g, +(QFE)
V libovolném kone¢ném cCase ¢ je vzdy vy < c .
Vylouc¢ime-li z (1.96) ¢as dostaneme trajektorii Castice
X = ‘;"; {Ch[cygnfvo yj - 1} . (1.97)
Rozdil mezi funkcemi x = y2/2 (klasicka trajektorie) a x =ch(y) — 1 je na obrazku:

Y
x=y22

1. 6. 2. Konstantni homogenni magnetické pole (nerelativisticky)
y E =(0,0,0) = =0 |,

A=(-By,0,0) nebo
B=(0,00B) = A=(0,Bx,0) nebo
% A=1/2(~By,Bx,0)
pocatecni podminky:
B g x(0) = (0,0,0) ,

p(0) = (0,mv (,0)
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Hodnota vektorového potencialu A plyne ze vztahu (1.86). Pro vektorovy potencial A
budeme pouzivat druhé z uvedenych moznych vyjadfeni. Zobecnénd hybnost je v nasem
ptipad¢ dana vztahem p = mv + QA. Pro Hamiltonovu funkci plati

pr+(p, —0Bx)” + p?

2
- P-0A) +0g =
2m

2m
a Hamiltonovy rovnice jsou
xz{x,H}za_Hzﬁ ’
op, m
: oH P, —OBx
y=inHy=——=~ :
py m
z‘={z,H}=2i=& :
Pz m (1.98-103)
: oH 9B(p, — OBx)
px:{pxﬂH}:_ = X >
ox m
oH
by =Py Hy==52=0
y y ay
: oH
pZ:{pZ,H}:—E:O

Z rovnic (1.102), (1.103) méme ihned
pPy(®)=p,(0)=mvy
p:0)=p-(0)=0
Tyto vyrazy spolu s py vyjadienym z (1.98) dosadime do (1.101) a ziskdme tak rovnici
(2] -2
m m

pro proménnou x. Po jejim vyfeSeni zname zévislost x(¢) a miizeme jiz piimo integrovat
rovnice (1.99), (1.100). Vysledné feSeni ma tvar

x(t)=R; — Ry cosw,.t

y()=Rpsinw.t (1.104)
z(t)=0
kde jsme oznacili
muv B
M, 98 (1.105)
OB m

tzv. Larmoriv polomér R; a cyklotronni frekvenci @. Rovnici trajektorie ziskdme
vyloucenim ¢asu z (1.104):

(x—R; ) +y*> = R} . (1.106)
Vidime, Ze pohyb se d¢je po kruznici s polomérem R; a se sttedem S=[ Ry, 0 ].

Magnetické pole neplisobi na pohyb c¢astice ve sméru podél pole. Kolmo na smér pole
pusobi Lorentzova sila, ktera zaktivuje trajektorii ¢astice na kruznici. Pfi nenulové pocatecni
rychlosti v,(0) je pohyb Castice slozen z rovnomérného piimocarého pohybu podél pole
a Larmorovy rotace (gyrace), tim vznika pohyb po Sroubovici.
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Samotné elektrické pole naopak neplsobi na pohyb ¢astice napfic pole

(v nerelativistickém ptipadé€) nebo jen velmi malo (v relativistickém ptipad¢€). Ve sméru pole
dochézi k urychlovani.

y

Y%
0<0 Y 0>0 g 0>0
0

UOZ X

1. 6. 3. Zkrizena pole (nerelativisticky)

y E =(E,0,0) = p=—Ex ,
A=(-By,0,0) nebo

B=(0,0,B) = A=(0,Bx,0) nebo
A=1/2(-By,Bx,0)

pocatecni podminky:

B x x(0)=(0,0,0) ,
B :

p(0) =(0,0,0)

Pro vektorovy potencidl A budeme pouzivat druhé z uvedenych moznych vyjadieni.
Zobecnénd hybnost je opét p = mv + QA. Pro Hamiltonovu funkci plati

H_M pi +(p, —0Bx)* + p?
2m

tO9 = 2m

- QFEx
a Hamiltonovy rovnice jsou

OH _ py
opy
aH _py _QBX

ap, m ’

z':{z,H}:§7H:%

o _ 0BG, ~0B9
o0x m

. OH
py:{pyaH}:_Ezo )

. OH
pz:{pzaH}:_ =0
Oz

x={x,H}=

b

y={H}=

2

(1.107-113)
px = {pxaH} =
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Postupem zcela analogickym ptredeslému ptikladu ziskame feSeni

xt)=R; —Rjcosw,.t ,

y()=Rysinw.t — vt (1.114)
z(t)=0 |,
kde jsme oznacili
muv
0 =2 ., 2E . g T (1.115)
m B OB

tzv. cyklotronni frekvenci w. , driftovou rychlost v; a driftovy polomér R, Rovnice
trajektorie ma po caste¢ném vylouceni ¢asu z rovnic (1.114) tvar

(x=Rg)* + (y+vgH* = RF . (1.116)

Jde tedy o pohyb po kruZnici s polomérem Ry, jejiz stied S=[R;, —vst] se pohybuje
konstantni driftovou rychlosti v; kolmo na elektrické i magnetické pole. Vyslednd kiivka
(1.116) se nazyva cykloida.

_ Y
Vg = 0Ry
cykloida

v <w CR d
trochoida

Vg~ 0Rg
trochoida

V bodech trajektorie 1, 2,3 ma castice riznou potencidlni energii
p=—Ex =  $<P<¢;

a vzhledem k zdkonu zachovani energie i riznou rychlost
15
Emv + Q¢ = const = U] > Uy > U3

a tim i rizny LarmorGv polomér:
_mv
0B
Cykloidalni trajektorii Castice lze tedy interpretovat jako pohyb po kruznici s proménnym
polomérem. Poznamenejme, ze pro cykloidu plati presné

Uy :a)cRd . (1117)

Neplati-li tato relace, jde o obecnéjsi kiivku, ktera se nazyva trochoida. Pro nenulovou
pocatecni rychlost pohyb probiha praveé po trochoidé:

= R;

L >Ry, >Ry,

1
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x(t)=R; — Ry cosw.t
y(t)=R;smo.t — vyt (1.118)
zZ(t) =vg, t

kde se driftovy polomér zménil na

2 2
m4lvg, + (g, +V,)
R, = vb. gp;y @ (1.119)

Pohyb se opét déje po kruznici s pohybujicim se stiedem

S=|:M,—Udt:|
OB

1. 6. 4. Drifty

Vyse uvedeny vypocet je specidlnim ptipadem tzv. driftovych pohybil. V ptipadé, ze na
Castici plisobi kromé& magnetického pole jeste dalsi silové pole, které se méni v prubehu jedné
gyracni periody jen velmi malo (v Case i v prostoru), posouvd se gyracni stied driftovou
rychlosti

_FxB

OB’
Tento vyraz je ve skutecnosti pfesny jen pro konstantni homogenni pole F. V ptipadé pomalu
se ménicich slabé nehomogennich poli jde o prvni pfiblizeni po vystiedovani vychozich
rovnic pres gyracni pohyb.

v, (1.120)

e E x B drift. E x B drift je drift elektricky nabité castice v elektrickém a magnetickém poli.
Z (1.120) plyne pro F = QE

ExB
Vg = (1.121)
E Bz
Drifova rychlost je kolma k obéma polim a jeji velikost je
Vg :%sina , (1.122)

kde « je uhel mezi obéma poli. Dfive odvozeny vztah (1.115) pro driftovou rychlost je
specialnim ptipadem vztahu (1.122). Driftova rychlost nezavisi na hmotnosti a naboji
Castice, elektrony 1 ionty v elektrickém poli driftuji stejnym smérem. Tento drift nebude
puvodcem elektrického proudu, ale je jednou z madla cest, kterou ziskéavaji ionty vyssi
energii nez elektrony.

e Gravitacni drift. V gravitatnim silovém poli F = m g a magnetickém poli dochézi k driftu
s rychlosti

_mgxB

OB?
ktera je kolma ke gravitatnimu 1 magnetickému poli. Jeji smér zavisi na naboji Castice a
pro elektrony a ionty je opacny. Velikost sily zavisi na hmotnosti ¢astic. Tento drift mize
byt zdrojem elektrickych proudi.

(1.123)

2

Vg
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Grad |B| drift. V slabé nehomogennim magnetickém poli piisobi na gyra¢ni stied ¢astice
fiktivni sila (fiktivni proto, ze jde o silu plsobici na gyraéni stfed - pres gyraci byly
rovnice vystiedovany)

mv?

2B
u je magneticky moment proudové smycky vytvorené Larmorovou rotaci ¢astice. Lze
ukézat, ze tato veliina se zachovava v ptipadé pomalych zmén poli v porovnani s gyraci
(e tzv. adiabatickym invariantem). Rychlost jsme rozlozili na slozku kolmou
a rovnobé&znou s magnetickym polem:

V=V +vV . (1.125)

F=-uV|B| ; (1.124)

V |B| drift je zplisoben zménou velikosti magnetického pole. Pfislusna driftova rychlost
ma velikost

(1.126)

Tento drift zavisi na hmotnost a ndboji ¢astic, povede k riznému driftovani elektronti
a ionti a ke vzniku elektrického proudu v plazmatu.

Drift zakriveni. Pfi pohybu kolem zakiivené silokiivky magnetického pole bude na
Castici pusobit odstfediva sila

2
VI Ry
=— —= 1.127
R R (1.127)
kde Ry je polomér kitivosti siloktivky. Rychlost driftu zakfiveni je
2
mvi R, xB
Vp= o k2 (1.128)
OB~ Ry

Drift zaktiveni opét povede ke vzniku proudu v plazmatu. Polomér kiivosti parametricky
zadané¢ kiivky (parametr /) miizeme urcit ze vztahu:
1

o =lld?/ds?; ds=|dv® +dy? +d2> =i+ + 22 dr . (1.129)

[ ] Q>0
e« ! 0>0
. v FT
—uVB VB . . Q<0
F—

. 4+— 4 7
° : /v
[ ] b B
0<0 )
VB drift drift zakfiveni v okoli vodi¢e
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e Polariza¢ni drift. Bude-li se velikost elektrického pole pomalu ménit v ¢ase, bude se také
meénit driftova rychlost vg. To odpovida plisobeni setrvacné sily

dE
—xB
_ o dvp g
F=m i 7
a polariza¢nimu driftu
Bx(a:iExB]
szﬂ—t , (1.130)

ktery je opét ptivodcem proudu v plazmatu.
1. 6. 5. Nékteré specialni konfigurace poli

Magneticka zrcadla

V magnetickych zrcadlech je mozné po urcitou dobu udrzet nabité castice. Magneticka
zrcadla vyuzivaji sily (1.124), kterd mtze obratit smér pohybu ¢astice. Oznacme thel mezi
rychlosti ¢astice a magnetickymi siloktivkami 6. Potom je

v =vusind ; v =veost . (1.131)

Ze zakona zachovani energie W a adiabatického invariantu u

W= %mv2 + Q¢ = %mvi + %mvf =const ;
) (1.132)
_ muv |
2B
plyne zakladni rovnice pro zrcadla
in? in? sin” @
sin” 0 = const ; tj. sin"0 _ 0 (1.133)

B B B,
Index 0 oznacuje hodnoty pole a thlu v misté nastielu ¢astice. Z (1.133) plyne, Ze Castice
nastfelena pod thlem 6y v misté s polem B( bude obracena zpét, vzroste-li velikost pole na
kritickou hodnotu
By

B, = . (1.134)
° sin? 6,

Nedosahne-1i magnetické pole této hodnoty, Castice ze zrcadla unikd. Mame-li naopak zadano
maximalni pole B, potom ze systému uniknou vSechny castice s 6 <6, v misté s polem By
podle (1.134) (tzv. Gnikovy kuzel).

Zaménou sméru proudu v civkadch magnetického zrcadla vznikne tzv. azimutéalni zrcadlo.
V azimutalnim zrcadle je v centru |B| =0, Larmoriv polomér je nekonecny, cyklotronni
frekvence nulova a zmény poli nejsou malé ve srovnani s Larmorovou rotaci. Adiabaticky
invariant u se nezachovava a cCastice, které proSly centralni oblasti se snadno dostanou do
unikového kuzele.
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LA VR VA VA VI azimutélni zrcadlo
[ ([ ([ X
magnetické zrcadlo

Magneticky dipol
Pohyb nabité ¢astice v magnetickém dipolu se sklada ze tii periodickych pohybii:
1) Larmorova rotace (gyrace)

2) longitudalni pohyb mezi jednotlivymi odrazy v polarnich oblastech (zrcadla)
3) transverzalni driftovy pohyb (drift zakiiveni)
Ptikladem magnetického dipolu miize byt magnetické pole Zeme.

magneticky dipdl

Toroidy

V toroidalni geometrii dochazi k driftu zakfiveni, ktery zptisobuje separaci naboje, tim vznika
elektrické pole a E x B drift, kterym ¢astice unikaji z prostoru toroidu. Tomu lze ¢astecné
celit zkroucenim silokiivek pole (dodatecnym poloidalnim polem). Zékladni toroidalni pole
vznikd za pomoci civky navinuté na plast’ torusu. Dodatecné poloidalni pole mizeme ziskat
riznymi zpusoby. Jmenujme alesponi:
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1) stelarator - vinuti je Sikmé.

2) tokamak - torus je sekundarem transformdtoru. Tim v prostoru tokamaku vznika
elektricky proud, ktery generuje poloidalni pole.

__P primarni
7 vinuti

A A A A

sekundarni
Lvinuti“ - tokamak

3) multipoly - v pracovnim prostoru jsou vodice, které generuji poloidalni pole.

Poznamenejme na zéavér, ze ve skuteCnych zafizenich se jednotlivé castice vzajemné
ovliviiuji a to bud’ lokalnimi sraZkami nebo prostfednictvim vzniku kolektivnich poli celého
systému castic - plazmatu.

Veskeré uvahy zde uvedené plati tedy jen za predpokladii uvedenych na pocatku této kapitoly
(tfidké horké plazma).
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PREDMLUVA

Teoretickd mechanika vychazi ze zobecnénych zkusenosti ¢lovéka, z toho, jak vnimame
svét kolem sebe v naSich métitkach - v tzv. makrosvété. Snazime-li se zédkony teoretické
mechaniky aplikovat na télesa malych rozméra (atomy, castice) - tzv. mikrosvét, nebudou jiz
predpovédi ve shodé s experimentem. V mikrosvété plati jiné zakony. Naptiklad samotny akt
méfeni miize ovlivnit objekty mikrosvéta. Chceme-li urcit polohu fotbalového mice,
zachytime okem fotony odraZené od mice a informaci zpracujeme. Chceme-li urcit polohu
elektronu, odrazeny foton, z kterého na polohu usuzujeme, udéli elektronu nezanedbatelny
impuls a zméni jeho stav. Asi nejvetsi rozdil mezi jevy v makrosvété a mikrosvété souvisi
s komutativnosti. V makrosvété jsme si zvykli na to, Ze jevy, které pozorujeme jsou
komutativni — nezaleZi na pofadi. Je jedno, zda nejprve provedeme méfeni 4 a poté méfeni B
nebo naopak. Zkritka AB = BA. V mikrosvété tomu tak ale neni. Akt méfeni ovliviluje stav
objektl a zalezi na tom, které méteni provedeme jako prvni. To je také hlavnim divodem
selhani teoretické mechaniky pii popisu mikrosvéta. Teoretickd mechanika je zalozena na
komutujicich matematickych objektech. Jedinou nekomutujici strukturou jsou Poissonovy
zavorky, a to navic jesté pomocnou.

Prvni jevy v mikrosvété, které byly v pfikrém rozporu s teoretickou mechanikou, byly
objeveny na pocatku 20. stoleti. Jejich analyza vedla ke zrodu kvantové teorie - jedné ze dvou
nejuspésngjsich teorii v déjinach lidstva (kvantova teorie, obecna teorie relativity). Zakladni
rovnice a vztahy ziistavaji shodné s teoretickou mechanikou, plati vSak pro zcela jiné objekty.
Naptiklad Lieova algebra Poissonovych zdvorek je aplikovana na jisté operatory
pfedstavujici dynamické proménné. Piedpovédi dneSni kvantové teorie se shoduji s
experimentem na mnoho platnych cifer.

Uved’'me nyni zékladni rozdily svéta malych rozmérl - mikrosvéta - oproti situacim, na
které jsme zvykli z naseho okoli - makrosvéta:

1) diskrétni hladiny nékterych dynamickych proménnych (napiiklad energie, moment
hybnosti ...) - v dané situaci mizeme naméfit jen urcité hodnoty u sledované
veli¢iny a zadné jiné. V makrosvéte jsou méiené hodnoty spojité.

2) dualismus vin a castic - objekty mikrosvéta se mohou chovat jako viny 1 jako
Castice.

3) nekomutativnost aktu méfeni - pti méteni hodnot dvou dynamickych proménnych
(naptiklad polohy a rychlosti) mize vysledek zalezet na potadi provedeni méfeni.
Akt méfeni totiz ovliviiuje stav systému, po méfeni se systém obecné nachdzi
v jiném stavu nez pred métenim.

4) relace neurcitosti - zvySeni presnosti méefeni jedné dynamické proménné
v ne¢kterych piipadech snizi presnost méteni jiné dynamické promeénné. Tato méteni
se navzajem ovliviiyji a jsou nekomutativni.

5) nedeterminismus kvantové teorie - dva experimenty pfipravené za stejnych
podminek mohou dopadnout rtzné. Pfi provedeni mnoha pokusi zjistime, Ze
vysledky maji pravdépodobnostni charakter. Jsme tedy schopni predpovédét jen
s jakou pravdépodobnosti naméfime ten ¢i onen mozny jev, nikoli ktery jev
konkrétn€ nastane.

Fyzika se tak dostala pfed ulohu vytvofit takovou teorii, kterd by souhlasila s experimenty
v mikrosvété a v makrosvété prechazela v klasickou teoretickou mechaniku. Konstrukei
kvantové teorie se budeme zabyvat v této Casti skripta. Aktudlni verzi skripta naleznete na
serveru www.aldebaran.cz v sekci Studium.



www.aldebaran.cz

Kvantova teorie Vznik a vyvoj

2. KVANTOVA TEORIE
2.1. VZNIK A VYVOJ KVANTOVE TEORIE

Shriime nyni zékladni experimentalni fakta, ktera vedla ke zrodu kvantové teorie:

Zareni absolutné ¢erného télesa: dll/dw

V absolutné Cerném télese (Ize za né
povazovat naptiklad kazdou hvézdu) je
v rovnovaze latka a zafeni pii néjaké
konkrétni teplot¢ 7. Sledujeme-li
vyzafovani absolutné¢ cerného télesa,
zjistime, ze na ruznych frekvencich
vyzafuje s riznou intenzitou. Experi- , , , ,
mentalné¢ pozorovany prubéh energie IR uv )
vyzéatené na jednotkovou frekvenci je na obrazku. Teoretické vypocty kiivky zateni absolutné
cern¢ho télesa, které provadéli Rayleigh, Jeans a Wien, vedly k odliSnym zévislostem. Bud’
divergovaly v infracervené (IR) nebo v ultrafialové (UV) oblasti spektra. Spravnou formuli
uhodl az Max Planck v srpnu 1900 tim, Zze zkouSel porovnéavat rizné funkce s naméfenymi
udaji. Jeho vysledek znél: dl/dw ~ w3 exp[- const w /T ]. Za dalsi dva mésice odvodil Planck
tuto zavislost 1 teoreticky za pfedpokladu, Ze energie svétla o urcité frekvenci w se nemeéni
spojité, ale je celistvym ndsobkem zékladniho energetického kvanta

E =ho; h=105x10""Js . (2.1)

Veli¢ina % se nazyva redukovana Planckova konstanta. Planck ptivodné pouzil ptedpoklad
o kvantovani energie pro zjednoduSeni matematickych vypocti. Pozdéji se ukézalo, Ze
energie elektromagnetického zafeni urcité frekvence je skuteCné kvantovana, tj. jeji
pozorované hodnoty nejsou spojité, ale meéni se skokem o zakladni energetické kvantum %@ .

Fotoelektricky jev (fotoefekt):

zéreni elektron  Pii dopadu svétla (elektromagnetického zareni) na povrch kovu
muze byt z kovu vytrzen elektron, ktery opusti povrch kovu.
K uvoliiovani elektronti z kovu dochéazi pii frekvencich svétla
vysSich nez prahova frekvence wgq, ktera je pro dany kov
charakteristicka. Mame-li k dispozici svétlo s frekvenci nizsi nez

kov prahovou, emise elektronil nenastane, byt bychom pouzili svétlo
se sebevetsi intenzitou. Tento experiment je v rozporu s predstavou o svétle jako
elektromagnetickém vinéni. K fotoefektu by mélo dochazet pti kazdé frekvenci a dostate¢nou
energii k emisi by mélo jit ziskat zvySenim intenzity dopadajiciho svétla.

Reseni podal A. Einstein v roce 1905. Elektromagnetické vinéni se chové pii fotoefektu jako
Castice. Tyto Castice nazval fofony. Energie jednoho fotonu zafeni o frekvenci w je prave
energie jednoho energetického kvanta (2.1). Vysvétleni fotoelektrického jevu je nyni velice
jednoduché. Na povrchu kovu dochazi ke srdzce fotonu s elektronem. Aby foton vyrazil
elektron, musi mit vyssi energii nez je vazbova energie elektronu v kovu: 7w>E;. Prahova

frekvence zfejmé je w( = E; /. Celkova energeticka bilance
1
ho = Ei + E meU2

se nazyva Einsteinova rovnice pro fotoefekt. Energie dopadlého fotonu se spotfebuje na
vytrzeni elektronu z kovu a na kinetickou energii vylétavajiciho elektronu.
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Elektromagnetické vInéni tedy miZeme povazovat za soubor fotond. Proto i pii zatfeni
absolutn¢ Cerné¢ho télesa se méni energie zafeni o dané frekvenci skokem - tento skok
predstavuje priristek nebo ubytek jednoho fotonu.

Comptonuyv jev

A. H. Compton v roce 1923 zjistil, Ze rentgenové paprsky odrazené od povrchu grafitu méni
svoji vinovou délku. Podle klasickych piedstav by viny mély rozkmitat povrchové elektrony a
ty generovat vinu se stejnou frekvenci. Vysvétleni: Fotony se opét chovaji jako cCastice,
srazeji se s elektrony a pfi srazce ztraci Cast energie e proto meéni svou vinovou délku.

Ohyb elektronii:

Fotoelektricky jev ukazal, Ze vinéni se mlize chovat v uréitych Ipl?téet .
situacich jako Castice. Naopak, n¢kdy se Castice chovaji jako ew

viny. Napftiklad svazek elektronli prochdzejici Stérbinou nebo
dvoustérbinou po dopadu na stinitko vytvofi typicky ohybovy

obrazec. Nemiizeme piedem fici, kam ktery elektron dopadne, elektrony
ale pfi  velkém mnoZstvi elektroni miZeme urit —>
pravdépodobnosti dopadu do konkrétniho mista na stinitku.

Vznikly ohybovy obrazec je tedy typickym statistickym

jevem.

Dnes jsou vlnové vlastnosti elektronti vyuzivany napiiklad $térbina
v elektronovych mikroskopech. Elektrony maji vyrazné kratsi

vlnovou délku nez viditelné svétlo a proto je rozliSovaci schopnost elektronového mikroskopu
podstatné vyssi nez optického. Poprvé byly vilnové vlastnosti elektronu pozorovany
C.J. Davissonem a L. H. Germerem v roce 1927. Zkoumali odraz elektront od povrchu niklu.
Po vyzihéani niklu doSlo k rekrystalizaci a odrazené elektrony zaCaly vykazovat na presnych
velkych krystalech ohybovy obrazec.

stinitko

Poznamka: Castice popisujeme ¢tvefici velicin (E, p). Definice energie E a hybnosti p souvisi se
symetriemi pfi posunuti v ase a v prostoru (teorém Noetherové). VInéni popisujeme ¢tvefici veli€in
(w, K). Uhlova frekvence w je definovana jako zména faze vinéni s Gasem w = 0 /0t a vinovy vektor
k je zména faze vinéni s prostorovymi soufadnicemi k = 0@ /0Ox. Pfi periodickém d&ji s konstantni
periodou 7 v éase a A v prostoru (vinova délka) Ize psat w =27x/T, k=2m/A . Louis de Broglie
vyslovil hypotézu, Ze objekty mikrosvéta se chovaiji jako viny i jako €astice (dualismus vin a ¢astic).

Prevodni vztah ma tvar:
F=lho, p = hk . (2.2)

Casto nas zajima vinova délka vinéni odpovidajiciho konkrétni &astici, napfiklad elektronu
v elektronovém mikroskopu. Ze vztahu (2.2) mame mv = 27 h//”t a tedy

27 h

mu

A= (2.3)

Existence atomu:

Podle klasického planetarniho modelu atomu obihaji zéporné
nabité elektrony kolem kladné nabité¢ho jadra tak, jako ve
Slune¢ni soustavé obihaji planety kolem Slunce. Odstfediva
sila je vyrovnéna pfitazlivou Coulombovou silou.

Mezi gravitatnimi a elektromagnetickymi jevy je ale
podstatny rozdil. Z Maxwellovy teorie elektromagnetického
pole plyne, ze kazdd nabitd Castice, ktera se pohybuje se
zrychlenim, vyzafuje elektromagnetické vinéni a ztraci tak
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energii. Pf1 kruhovém pohybu elektronu kolem jadra se méni smér rychlosti, zrychleni dv/d¢
je nenulové (miifi do centra atomu, jde o dostfedivé zrychleni) a elektron ztraci energii
zafenim. Pohybuje se po spirdle az dopadne na jadro atomu. Tento proces trva napiiklad pro
vodik 10-11's. Podle klasické teorie by tedy za velice kratkou dobu nemély zadné atomy
existovat!! Na tento paradox upozornil poprvé dansky fyzik Niels Bohr.

Niels Bohr vytvofil tzv. Bohritv model atomu na zaklad¢ tii umélych postulatd, které ptidal ke
klasické teorii:

1) elektrony se pohybuji jen po tzv. stacionarnich drahach - tj. po takovych drahéach, ve
kterych je odpovidajici de Broglieho vinova délka ze vztahu (2.3) "namotana" na obéznou
dréhu tj. obvod drahy je n-ndsobkem vinové délky.

_27771

mu

2rr, = nd A

Tato draha neni mozna Tato draha je mozna

Index n ¢isluje mozné stavy elektronu v atomu (7, mozny polomér drahy, v, rychlost na
n-t¢ draze, E,, odpovidajici energie) podle poc¢tu vinovych délek elektronu na jeho ob&zné
draze.

2) na staciondrni draze elektron nezafi.

3) pti preskoku elektronu mezi dvéma stacionarnimi hladinami dojde k vyzafeni fotonu
o energii odpovidajici rozdilu energii téchto hladin.

Tento jednoduchy Bohriiv model atomu neni feSenim vysSe uvedeného paradoxu, jde spiSe
o postulovani nebo konstatovani experimentalné zndmych skute¢nosti. Navic je tento model
aplikovatelny jen na nejjednodussi atomy s jedinym elektronem v obalu (H, He"). Tento
model ale poprvé spravné urcil hladiny energie elektronu v atomu vodiku a vysvétlil spektrum
atomu vodiku.

Heisenbergovy relace neurditosti:

Pii méfeni polohy a hybnosti objektu mikrosvéta budou nepifesnosti méfeni Ax, Ap splitovat
relaci (pies k se nescita)

Ax, Ap, = 5 k=123 . (2.4)
Cim ptesndji uréime polohu objektu, tim méné piesné uréime jeho hybnost a naopak.
Samotny akt méfeni ovliviiuje nas objekt, ale relace (2.4) je splnéna i tehdy, neprovedeme-li
méteni viibec. Jde o principidlni hranici danou piirodou, za kterou nelze nahlédnout.
Napiiklad obycejny ohyb svétla na Stérbiné€ l1ze chéapat jako dasledek relaci neurcitosti pro
fotony. Prichod fotoni $térbinou neni nic jiného nez pokus o ur€eni jejich polohy y
s presnosti Ay (velikost $térbiny). Fotony, které prosly Stérbinou urcité mély v okamziku
prichodu soufadnici y rovnou soufadnici y $térbiny. Zmensime-li $itku $térbiny Ay, zvysSime
pfesnost méfeni y; podle relaci (2.4) se ale zvySi nepiesnost Ap, urCeni odpovidajici
komponenty hybnosti. Vysledkem je zndmy ohybovy jev - fotony za Stérbinou vyletuji
s danou pravdépodobnosti do rliznych sméri se stfedni kvadratickou fluktuaci hybnosti Ap,
danou Heisenbergovymi relacemi neurcitosti.
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- d

| | Sa

Vycet experimentalnich faktt, které¢ jsme uvedli vySe neni zdaleka uplny. VSechny ale
prispély ke zrodu kvantové teorie, popisujici pro nas nezvykly svét atoml a elementarnich
Castic. Podejme nyni struény ptehled jejitho vyvoje. V roce 1925 formuloval Werner
Heisenberg ve svych 25 letech maticovou mechaniku - kazdé dynamické proménné ptitadil
¢tvercovou matici (zpravidla nekonecnou), jejiz vlastni ¢isla byly méfitelné hodnoty ptislusné
veli¢iny. Slo o teorii pramenici z vynikajici intuice, na zakladé které bylo mozné uréit
naptiklad energetickd spektra riznych atomt (nejen vodiku).

V roce 1926 Erwin Schrodinger formuloval vinovou kvantovou mechaniku. Re$enim
rovnice

2

iy w = Ey (2.5)
2m

pro vinovou funkci 3 bylo opét mozné urcit hodnoty energie E pro objekt v potencialnim poli
V(x, y, z). Ob& konstrukce - Heisenbergova i Schrodingerova - poskytovaly shodné vysledky.
Spise nez o ucelenou teorii $lo v té€ dobé o navod, jak urcit energetické spektrum.

Obecnou konstrukci kvantové teorie na Hilbertovych prostorech proved] P. A. M. Dirac.
Ukézalo se, Zze Heisenbergova a Schrodingerova mechanika se liS§i jen jinou volbou
ptislusného Hilbertova prostoru.

Az doposud byla budovana nerelativistickd kvantova teorie. Zobecnéni na relativisticky
ptipad provedli Klein a Gordon pro spin ¢astice s =0 a Dirac pro spin ¢astice s = 1/2 (Klein-
Gordonova rovnice, Diracova rovnice). S relativistickou kvantovou teorii byla objasnéna
podstata spinu, Dirac pfedpovedél existenci pozitronu, ale pfedev§im byl postaven zdklad pro
vybudovani kvantové elektrodynamiky (Dirac - 1949). Odsud byl jiz jen kricek ke vzniku
kvantové teorie elektromagnetického pole (Dirac, Feynman), ve které dochazi i ke kvantovani
samotného elektromagnetického pole (tzv. druhé kvantovani). Vysledky kvantové teorie pole
lze ptehledné zapisovat pomoci tzv. Feynmanovych diagrami.

Na zaklad¢ raznych symetrii v pfirod¢ se od 60. let bouilivé vyviji kalibracni teorie,
napiiklad Weinberg-Salamova teorie elektroslabé interakce, ktera sjednocuje teoreticky
pohled na interakci elektromagnetickou a slabou, rozviji se kvantova chromodynamika -
teorie silné interakce, teorie GUT sjednocujici elektroslabou a silnou interakci a probihaji
intenzivni pokusy o formulaci Einstein-Diracovych rovnic supersymetrickych teorii SUSY
pokousejicich se o jednotny popis vSech Ctyf interakci. Lidstvo stale vice pozndva svét
elementéarnich ¢astic a jeho zakonitosti.

Nasledujici kapitolu budeme vénovat matematice, kterou je tfeba znat pro pochopeni
kvantové teorie. Vlastni stavbou kvantové teorie se budeme zabyvat az v kapitole 2.3
a nasledujicich.
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2.2. (M) OPERATORY V KVANTOVE TEORII

V této kapitole se budeme zabyvat nejdilezitéjsi matematikou potiebnou v kvantové teorii.
Veskeré uvahy jsou z diivodu jednoduchosti provedeny pro ptipad, kdy vlastni ¢isla operatorii
jsou navzajem riznd a tvoii spoc¢etnou mnozinu. Obecnéjsi piipady vicendsobnych vlastnich
¢isel a spojitého spektra jsou kratce diskutovany v zavéru kapitoly.

2.2.1. Unitarni prostory (prostory se skalarnim souc¢inem)

V kapitole 1.4.1. jsme rozsifili pojem vektoru na obecnéj$i objekty nez jsou uspotfadané
trojice a zavedli linearni vektorovy prostor. Pozorné¢ si znovu tuto pasdz prectéte! Nyni
analogicky roz$ifime pojem skalarniho soucinu pro razné linedrni vektorové prostory.
Budeme disledné pouzivat Diracovu symboliku, ve které jsou prvky linearnich vektorovych
prostorti znaceny symboly |f >,|x>,|a> a skalarni souCiny <f|g>,<x|y>,<a|b>,
atd.

®3  prostor relnych trojic

£> = (f1,/2./3) 8> = (£1,82:83)
<f|lg>= figi + />8> + 1383 = 18k skalarni sou¢in

Norma vektoru (velikost) se definuje vztahem

pro ®*

Ifl = J<fit> = fP+prerl 2.6)

Pro reédlné trojice znazornéné jako tsecky opatfené Sipkami je norma vektoru rovna délce
usecky a plati <f|g> = ||f]||-]|g]||-cosa, kde a je uhel sevieny obéma vektory. Z tohoto

vztahu plyne okamzité¢ Schwartzovo lemma:
|[<flg>| < IIfllllgll . 27

Vysledkem operace skalarniho soudinu je &islo, v piipadé linearniho vektorového prostoru ®3
redlné cislo, v obecném piipadé¢ bude vyhodné uvazovat i o cCisle komplexnim. Norma
vektoru (velikost) musi ale vzdy byt nezdporné redlné ¢islo.

®R N prostor realnych N-tic
|f>:(f1,---,fN) s |g>:(g1,...,gN) ; flagleﬁ,

N
<flg>= fig1++fngN = 2Xfk&€k = fr&k
k=1

V platnosti zlstavaji definice normy i Schwartzovo lemma.

¢N  prostor komplexnich N-tic
|f>:(fl="'=fN) ) |g>:(gl="'=gN) 5 f[,gZEC,

* * N %
<flg>= figi++fngn = 2JSr& = fx&k
k=1

Skalarni souc¢in definujeme v jednom z argumentii komplexné sdruzeny (dohodou v levém).
Pro komplexni Cislo z = a + i b je velikost (norma) Cisla ddna vztahem

*
|=l=v="=
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Pravé proto, aby pro komplexni ¢isla zistalo v platnosti, ze norma vektoru je odmocnina
skalarniho soucinu vektoru se sebou samym, je v definici skalarniho soucinu komplexni
sdruzeni v jednom zargumentd. Pfi vySe uvedené definici skalarniho soucinu  bude
vysledkem sice komplexni Cislo, ale norma vektoru ziistane redlna nezaporna:

A=A =R fivees st = |2+ ]3] 2 0

Op¢t plati Schwartzovo lemma.

12 prostor komplexnich posloupnosti (N-tice s N — o)
’f>= {fl’ teeo fna } = {fl};il 7‘g>= {gl};il 5 fl » 81 € ¢,

<flg>=fig + =+ fogn + = D fr& = [r & -
k=1

Takto definovany skalarni sou¢in ma smysl jen pro konvergentni posloupnosti. Do prostoru
[2 miizeme zahrnout jen takové prvky |f >, pro které je || f || < «, tj. pozadujeme

Sfife <o pro ¥V [f>el?
k=1

Potom je
<flg> =1 frgr | < Nfll-llgll <o pro V [f>,|g>el® |
k=1

nebot’ Schwartzovo lemma plati i v pfipad¢ nekonec¢nych posloupnosti.

£2 (— o0, 0) prostor komplexnich funkci realné proménné

Pii dal$im zobecnéni prostoru /2 si miizeme index k piedstavit spojity. Misto k budeme psat
X : fx. Vyraz f; neni ale nic jiného nez komplexni funkce realné proménné (spojitého indexu),
kterou je zvykem zapisovat ve tvaru f'(x) , tj.

f>=fi=f(x), [g>=g,=g(x), ; xeR, f,geC,
+ 00
<flg>= | /T (x)gx)dx
— 00
Analogicky jako v /2 je tfeba do prostoru £2 zahrnout jen prvky s || f || <o , tj.
+ o0
[ F @) f(x)de <o  pro YV f(x)er?
— 0
Potom je
+00
<flg>| = | [ /T ()gdx| < ||f||-[lg]l <o pro ¥V [f>|g>e [’
— 0

a skalarni sou¢in ma smysl. Schwartzovo lemma plati i pro integraly. £2 se nékdy nazyva
prostor funkci integrovatelnych s kvadratem. Lze ho definovat i pro jiny defini¢ni obor nez
(= 0, ), potom piSeme £2 (M), kde M je definiéni obor funkci f(x) € £2 (M).

Nyni mizeme pftistoupit k obecné definici prostorti se skalarnim souc¢inem.
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UNITARNI PROSTOR (prostor se skalarnim soudinem) - unitarnim prostorem nazveme

linedrni vektorovy prostor /(s operaci +: 4 x ¥— ¢ a operaci - : ( x ¥—> 1), na
kterém je definovéana dalsi operace
< | > VxV > C

(tzv. skalarni soucin) s vlastnostmi
) <f|lg+h> = <f|g>+<f|h>,
2) <flag> = a<f|g>,

3) <g|f>:<f|g>* (:><af|g>:a*<f|g>),
4) <f|f>=>20 ; <fl|f>=0 = [f>=0
Poznamky:

1) Pfidanim operace [,] z linearniho vektorového prostoru ziskame Lieovu algebru, pfidanim
operace < | > ziskame unitarni prostor.

2) Prvni dvé operace v definici znamenaiji linearitu v pravém argumentu. Z tfeti operace plyne
antilinearita v levém argumentu (aditivnost + vytknuti komplexné sdruzené konstanty).

3) Symbolika zapisu pochazi od P. A. M. Diraca. Nazyva se také braketova symbolika nebo
brakety (z anglického bracket = zavorka).

<|> Lbracket”
<| Lbra“ (Ize matematicky definovat, dual, nazna¢ena operace skalarniho soucinu)
| > Jket” (vektor z 1)

4)  Pro komplexni N-tice Ize interpretovat | f > jako sloupcovou matici, < f | jako transponovanou
komplexné sdruzenou matici:

S
> =] i <t = (A - )
Iy
Potom je skalarni sougin
81
* k . *
<tlg> =~ ) i | = e
EN

definovan za pomoci maticového nasobeni. Pro jiné prostory nez n-tice neni pro nase ucely
tfeba jednotlivé ¢asti skalarniho souéinu < f | g > néjak interpretovat.

+00
5) Pro £*Ize chapat <f| = J‘f*(x) .-+ dx jako naznacenou operaci skalarniho souéinu. Je
—00

jen tfeba doplnit patfi¢nou funkci, na kterou operace plsobi. Podobna situace je u derivovani,
napiSeme-li jen d/dx.

Paprsek - necht 7/ je unitarni prostor, |f > jeho nenulovy prvek. Paprskem natazenym na

|f > nazveme mnozinu prvka {|g>; |[g>=a|f>; a € C\{0}, [f>,|g>e?}.

>

Hilbertitv prostor - uplny unitarni prostor (hranice prostoru je jeho soucasti).
Separabilni Hilbertitv prostor - Hilbertiv prostor se spoc¢etnou bazi.
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2.2.2. Operatory

Operatorem rozumime zobrazeni

A: vVov o,
které prvku | f > prostoru ¥ pfitazuje prvek |g > tohoto prostoru:
A| f>=|g>

V platnosti zistdva bézné nazvoslovi pouzivané pro zobrazeni (vzor, obraz, definicni obor,
obor hodnot, ...).

Piiklad 1: ® 3 Operatorem na ® 3 miiZze byt libovolna matice 3x3, napiiklad

1 00 1
A=[0o01|; |f>=]2] =
01 1 1
1 0 0)(1 1
Af>=1]0 0 1||2|=]1]=]g> , obecnd
01 1)1 3
) 1 0 0)(f £
Alf>=10 0 1[|-|f|=| f
0 1 1)\f3 S+ /3
Pfiklad 2: £ 2 (— o0, )
b= ;o |[f>=xe™" =
dx
I5|f>=—(xe_x):(l—x)e_x=|g>
dx

Jednotkovy operdtor: 1|/f > = |f > . Pro n-tice je jednotkovym operatorem diagonalni matice
s jednotkami na diagonéle (jednotkova matice) - ovéite!

Kvadrat operdtoru: Druhou mocninu operdtoru mizeme definovat, je-li obor funkénich
hodnot operatoru podmnozinou jeho defini¢niho oboru, potom

A’|f> = A(A|f>)
Pfiklad 3: Operator derivace

A d _xz

Dzdx ; [f>=e =

N2 :i d - _ d _ —*) _ _ 2\ —x*
D°|f> = x(dxe j— dx( 2xe )—(2+4x )e

Mocnina operdtoru: Analogicky definujeme indukci obecnou mocninu operatoru
A"|f> = A(A"'1|f>) :

Funkce operdtoru: Necht f(x) je analytickd funkce s Taylorovym rozvojem

fx) = Y et

k=0
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Potom miizeme definovat funkci operatoru
A © A k
f(A) = D A" . (2.8)
k=0

Ptipomeinime si zde rozvoje nékterych dalezitych funkci:

1
sl x A Hx A

1—-x
e =1+ +x2+x3+ 4+
I TR TR ’
- 3 x5 x7 x9
R TR T TR ’
2 X4 x6 XS
cosx=l— """t —.

-1

. J . Urcete exp( A ).
1 0

Priklad 4: Na prostoru C 2 je zaddn maticovy operator A = (

APT_A L AT =1, n=12
Nyni jiz snadno nalezneme hledanou funkci matice:
; . A2 AP A*
1 1 1 p 1 1 -
=(1+2'+4!+6'+ j1+[1+3'+5!+7'+ jA=
~ ~ chl -ishl
=ch()1 + sh(l) A=| |
ishl chl

Takto ziskaji smysl napiiklad i vyrazy typu sin(d/dx ) a podobné. Pozdéji se nauc¢ime funkci
operatoru nalézt pomoci spektralniho rozvoje operatoru. Jde o efektivnéjsi zpiisob nez je
Taylortiv rozvoj.

, , , , A , , A-1
Inversni operator: Inversnim operatorem k A nazveme takovy operator A, Ze

A-AT-AT.A= 1
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K danému operatoru A muze byt nalezeni inversniho operatoru znaéné obtizné, nékdy
inversni operator neexistuje viibec.

~

SdruZeny operdtor: Sdruzenym operatorem k A nazveme takovy operator A* | Ze
<f|Ag> = <A'f|g>

Pusobeni operatoru A v pravé stran¢ skalarniho soucinu dopadne stejné jako pusobeni

k nému sdruzeného operatoru v levé ¢asti skalarniho soucinu. Sdruzeny operator k A nemusi
vzdy existovat.

Priklad 5:

Skutecné

S P s P
cal
w2

A+'f>:(—2i —O) [fzj [—mfl—lfz] N

~ % % gl+2ig2 * L% L%
<ﬂAg>=Qi ﬁ){ ig J=ﬁgy+mfuh+lﬁgz,
2

A * U &1 * L% L%
<A+ﬂg>=(ﬁ 2Lﬁ+1ﬁ)(gJ=fLa+2Lﬁgz+Légz
2
Poznamka: Nalézt sdruzeny operator pro matice je velmi snadné, puvodni matici staci komplexné
sdruZit a transponovat (pfeklopit kolem diagonaly), tj. A" = (A*)T.

Uved'me nyni velmi uzite¢né vztahy pro vypocet inversniho a sdruzeného operatoru pro
soucin dvou operatoru:

(AB)"' =B'A7! | (2.9)
(AB)* =B* A" . (2.10)
Jejich diikaz je trivialni pfimo z definice inversniho a sdruzené¢ho operatoru:
(A é)_l .AB =1 / B zprava
(A é)_l .A=B"" / A~ zprava

(AB)' =B A"

Analogicky postupujeme pro sdruzeny operator:
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<(AB)'f|g>=<f|ABg>=<A"f|Bg>=<B*A*f|g>

Komutativita operdtorii: Pro operatory je obecné AB = BA. Rikime, Ze operatory
nekomutuji. Miru nekomutativnosti mizeme posoudit za pomoci tzv. komutatoru

[AB] = AB - BA . (2.11)

Je-1i komutator operatori A, B nulovy, operatory komutuji, je-li rizny od nuly nekomutuji.

vvvvvv

(dokazte!)
D [AB]=-[BA]
2) [A+B,C]=[AC]+[BC] ,
3) [a-AB]=a[AB] ,
4) [A[B,C]]1+[B,[C,A]]+[C,[A,B]] = 0
To jsou ale pravé defini¢ni vlastnosti Lieovy algebry (1.20) az (1.23). Komutatory tvoii

Lieovu algebru na prostoru operatora.

Priklad 6: M&jme na £2 dva operatory: D= d/dx a X = x , naptiklad na prvek |x5 > pusobi
takto
IA)|x5>=—x5=5x4 , X|x°> = x-x>=x°
Urc¢eme jejich komutator
2 S OA d d d d
[D.X][f>=DX-XD)|[f>=(x—x)f(x)=——(x/(x)-x"-f(x)=
dx dx dx dx
=f@+xf'(x)-xf'(x)=f)=f> =
[D,X]|f>=[f>= proV [f>e? =
[D,X] = 1
Podobné miizeme urcovat i dalsi komutacni relace.

V celém tomto textu se budeme zabyvat linedrnimi operdtory, tj. operatory s linearni
odezvou: A(a|f>+ flg>)=aA|f>+ fA|g>. VSechny dosud uvedené operatory byly
linearni.

V kvantové teorii se setkame predevSim se dvéma druhy linedrnich operatort - operatory
unitarnimi a operatory Hermitovymi. Uved’'me nyni definice téchto operatora.

UNITARNI OPERATORY
Definice: unitarni operator zachovava skaldrni soucin, tj.

|f>—>0|f>, |g>—>0|g> = <f|g>:<0f|0g> . (2.12)
Skalarni soucin se pied a po ptisobeni unitarniho operatoru nezmeéni.

Véta: Pro unitarni operatory je sdruZeny a inversni operator totozny, tj.

A

ut=u-"' . 2.12")
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Dukaz: Z definice sdruzeného operatoru vime, ze
<Uf|Ug>=<U"Uf|g>
Pro zachovani skalarniho soucinu (definice unitarniho operatoru) je nutné, aby
uru=1,

to ale podle definice inversniho operatoru pravé znamena, ze U* =U -1

Pfiklad 7: operator U=c'* na prostoru £2 je unitarni
f>=/@ . Uf>=c"f(x),
lg>=g(x) . Ug>=e"g(),
<0ﬂ0g>=j@”j(@f&xguyu=je*Xf7me”g@yh=
= [/ @Wedr=<f|g>

HERMITOVY OPERATORY
Definice: Hermitiiv operator pisobi v obou ¢astech skalarniho soucinu stejné, tj.

<Af|g>=<f|Ag> . (2.13)

Véta: Pro Hermitlv operator je sdruzeny operator shodny s operdtorem ptivodnim, je
samosdruzeny:

A" =A . (2.13)
Dukaz: Plyne okamzité z definice sdruzeného operatoru.

Poznamka: V pfesné matematice se definice samosdruzeného a Hermitova operatoru nepatrné [isi
pozadavky na defini¢éni obor, pro nase uCely nebudeme samosdruzené a Hermitovy operatory
rozliSovat. Vzhledem k tomu, Ze Hermitlv operator plsobi v obou ¢astech skalarniho soucinu stejné,
Casto se pise

<Af|g>:<f|Ag>:<f|A|g>

Centralni pozice A naznaduje, Ze podle vlastniho uvazeni miZeme operatorem zapUsobit vievo &i
vpravo. Tato struktura se nékdy nazyva sendvic.

a5 . d : . ,
Pfiklad 8: operator B = i na prostoru £.2 (— o, o) je hermitovsky
X

<éﬂg>:j[uijlﬂjg@ﬁh=— jdf()guyhpffs

=i o], +i jf (1) 780 g = If (x )( 480 )]d - <f|Bg>

Vyraz v hranaté zavorce je nulovy, nebot funkce z L2 (-, ) jsou integrovatelné
s kvadratem na (— oo, ) a proto musi byt

lim f(x)= lim g(x)=0 pronge[,

xX—>tow xX—>tow

72



Kvantova teorie Operatory

Samotny operator derivace D = d/dx hermitovsky neni, pfi provedeni integrace per partes by

se zaménilo znaménko a <Df |[g>=—-<f|Dg>.

2.2.3. Projekéni operatory

Cilem této kapitoly bude naucit se nachazet projekce vektori do predem zadaného
paprsku. Jde o ulohu, kterd ma prvorfady vyznam nejen pro kvantovou teorii. Rozvoje do
riznych typt fad (naptiklad Fourierova fada) nejsou nic jiného nez hledani projekci zadané
funkce do vektorti n¢jaké baze, které reprezentuji paprsek v prostoru.

Z celého paprsku staci vzit jediny vektor, ktery paprsek zcela popiSe. Vybereme tento
»reprezentativni  vektor jednotkovy, tj. tak, aby <ala>=], tj.|la||=1. Snadno
piedstavitelnd je situace v ®2. Na obrazku vidime jednotkovy vektor|a >, ktery representuje
paprsek a vektory |f >,| g >, |h >, které do tohoto paprsku budeme promitat.

VY | >

1

A
P|h> a>
A —> > o
Plg> | i P|f>  paprsek
[h >N

Projekce libovolného vektoru |f> ma velikost |[f|-cosa a smér |a>/||a]|.
Znaménko funkce cos ve velikosti projekce urcuje, zda promitany vektor mifi ve sméru |a >
nebo ve sméru opacném. Projekci 1ze napsat jako soucin jeji velikosti a sméru:
<alf> |a> <alf> <al|f>

Pif> =||f|-cosa oo = ||f]- = a>= ————
> =t 0 fagieial = Tral-ian ™= <aja>!

la

|a>
|

PovSimnéte si, ze pii upravach vyrazii v Diracové symbolice mizeme libovolné
st€hovat ¢isla (normy vektorii a skalarni souc¢iny). Vyraz pro projekci se sklada z koeficientu,
ktery urcuje velikost projekce a vektoru |a >. ZapiSeme-li formalné koeficient az za vektor,
ziskdme operatorovy tvar:
<al|f> Ja><a|f>
<ala> <ala>

I5|f> = |a>

Oznacme

p - |a><al (2.14)
<ala>

Tento vyraz se nazyva projekénim operatorem. Sdm o sobé vyznam nema, jde

o naznacenou operaci skalarniho soucinu, ktera musi byt vykonana. Teprve zaptisobenim P
na n¢jaky vektor |f > dostaneme smysluplny vyraz — projekci vektoru danou koeficientem
<a|f>/<ala> a smérem vektoru |a>. Situace je podobna operatoru d/dx, také jde jen
o naznacenou derivaci, ktera musi byt vykonana na konkrétni funkci. Bude-li vektor |a >, do
kterého promitame jednotkovy, vyrazy se jesté zjednodusi:
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P =|a><a| , 2.15)

Pif> = |a><al|f>

Koeficient projekce je <a|f > asmérje |a>.

Priklad 9:
Naleznéte projekci vektoru | f > do vektorti [a> a | b >. Vektory jsou dany takto:

() weefl) s ()

Nejprve nalezneme projekcni operatory:

s la><a| _ G]'(l L _

P, =
<ala> 1 2
1 1) |

(i 1).
5 _ |b><b| _ (;3(_ s B ti ;3 =( 1/2 —1/2}

1 +
P, = =
7 <b|b> 1 e 2 —12 12
+1

Nyni snadno nalezneme hledané projekce:

. 12 12) (1 2
P”'“:( 12 1/2]'@:(2] !
L (2 -2 (1) (-1
Plt> = (—1/2 1/2)@ } (J

Vyuzijme nyni tohoto piikladu a vyzkousejte
si, ze plati jednoduché a uzitecné relace.
Vypocty jsou natolik snadné, ze zde uvedu

A\ 4

jen vysledky: 2
R
~ - - -
2. Pa = Pa 5 b — Fp
5 B+ B, =i

Prvni relace znamend, ze projekéni operatory jsou hermitovské. Pro matice je vyznam
jednoduchy: Matice se po pieklopeni kolem hlavni diagonaly a nésledném komplexnim
sdruzeni nezméni. Druhd relace ma také velmi jednoduchy vyznam: Projekce dvakrat
provedend po sobé (kvadrat operdtoru) je shodnd s projekci provedenou jednou. Obé
vlastnosti jsou pro projekéni operatory charakteristické a vétSinou se povazuji za definici
projekéniho operatoru:

Definice: Projekénim operdtorem nazveme takovy linearni operator, ktery je hermitovsky
a plati P2 = P.

Poznamka: Snadno Ize ukazat, ze obé vlastnosti jsou spinény pro definici 2.14, napfiklad pro druhou
vlastnost:
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P2 _ la><a| [a><a| |a><ala><a| |a><a| _ p
<ala> <ala> <ala><ala> <ala>
V prostfednim vyrazu jsme zkratili skalarni soucin v Citateli (uprostfed) s jednim ze skalarnich soucin
ve jmenovateli. Jde o prosta komplexni &isla, ktera Ize vytknout pfed vyrazy a kratit.
Vyznam tfeti relace je také snadno pochopitelny: Vektory |a> a |b >jsou navzajem kolmé

avrovin¢ tvofi ortonormalni bazi (bazi sloZzenou zkolmych a jednotkovych vektori).
Projekce do téchto vektorti nejsou ni¢im jinym nez rozkladem ptvodniho vektoru do této
baze. Zkuste si obé projekce secist. Dostanete plvodni vektor. Pravé matematickym
vyjadfenim faktu, Ze soucet vSech projekci da ptivodni vektor je tfeti relace:

FA’a+FA’b:’AI = I5a|f>+|§’b|f>=|f>

Neékdy se této relaci fikd relace uplnosti. Pokud je dana baze uplna (nechybi v ni Zadny
vektor), potom je soucet vSech projekcénich operatorti roven jednotkovému operatoru. To
znamena, ze soucet vSech projekci libovolného vektoru d4 ptivodni vektor.

2.2.4. Rozvoj prvku do baze

M¢jme v unitarnim prostoru spocetnou bazi (maximalni mnozinu linearné nezavislych
vektortl) {| e, >}. Vhodnou linedrni kombinaci jednotlivych prvki miizeme vzdy zajistit, aby

prvky baze byly navzijem kolmé a méli jednotkovou velikost. Takové prvky budeme
oznacovat jen pofadovym dCislem: |k >. Baze slozend z vektor |k > ma dvé zdkladni

vlastnosti:

<k|l> =6, , (2.16)
MNik><k] =1 . (2.17)
k

Vlastnost (2.16) je vyjadienim ortonormality. Skalarni soucin dvou rGznych vektort je
nulovy (jsou navzajem kolmé) a dvou stejnych je roven jedné (vektory baze maji jednotkovou
velikost). Vlastnost (2.17) je relaci tplnosti baze. Soucet vSech projekénich operatort da
jednotkovy operator, tj. soucet vSech projekei libovolného vektoru da pivodni vektor.
V relaci Uplnosti je mozné vynechat sumaci a vyuzit Einsteinovu sumacni konvenci.
V piipadé neseparabilnich prostorii s nespocetnou bazi maji ob¢ relace tvar:

<x|y>=0(x-y) , (2.16')

flx><xjde =1 . 2.17")

Na pravé strané relace ortonormality je misto Kroneckerova symbolu Diracova 0 distribuce
a v relaci uplnosti je misto sumace projek¢nich operatort integrace.

Rozvoj prvku do baze je v Diracové symbolice mimotadné jednoduchy. Staci ptred
prvek vsunout relaci tplnosti v podob¢ jednotkového operatoru:

If>=1f> = Dlhk><k|f>=>clk> , ¢ =<k|f> . (2.18)
k k
Koeficienty rozvoje jsou dany skaldrnim sou¢inem rozvijen¢ho vektoru s prvkem baze.

Priklad 10: Fourierova fada

Uvazujme prostor £(0,27) periodickych funkei integrovatelnych s kvadratem. Diky
pozadavku f{(0) = f{27) tvoii v tomto prostoru uplnou bazi soustava funkci (viz elementarni
ucebnice z matematiky nebo latka z prvnich semestri):
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| fi>=e™ | k=0,+1,%2, ..
Tyto funkce jsou sice navzajem kolmé, ale nejsou jednotkové:
2z 2z
R : 0 rol#k
<felfi>= Ie_‘kxellx dx = Ie‘(l_k)x dx = P = 27mdyy
0 0 2r prol=k

Nulovost skalarniho souc¢inu pro /# k plyne z periodi¢nosti trigonometrickych funkci na
intervalu <0, 27>, Vydélime-1i prvky baze jejich velikosti, ziskdme ortonormalni bazi

|k >= L S

2z

pro kterou plati relace ortonormality (2.16) a relace uplnosti (2.17). Rozvoj libovolné funkce
z naseho prostoru je potom

1f> =D ¢ lk> cp =<k|f> |
k
neboli

1 2z ik
= [ @
N2y
coz jsou zndmé vztahy pro Fourierovu fadu. Nezapomerite, Ze skaldrni soucin je v levém
argumentu komplexné sdruzeny, proto je v koeficientu ¢; minus.

1 i
S(x) = mzk:ckek" s Gk

Reprezentace

V dané bazi muzeme snadno piepsat operatorovou rovnici A|f >=|g>. Vlozime pted
vektor jednotkovy operator.
A1 If>=|g> =

SAl><l|f>=|g> /<k| zleva =
[

S <klAlI><I|f>=<k|g> . (2.19)
1
Ziskany vyraz neni ale nic jiného nez maticové nasobeni
An e A fl 8! A Ay =<klA|l>,
. = |, if>— f=<I|f>,
A A 8 2> fi=<llg>.
neboli
;Aszﬁgk : (2.20)

Jestlize operatoru pfifadime ¢tvercovou matici A — A;; = <k|A|/ > a vektoru sloupcovou
matici |[f >— f; =</|f >, miZeme s operatorovymi vyrazy zachdzet jako s obycejnym
nasobenim matic. Hovoiime o tom, ze jsme zvolili reprezentaci dané¢ho prostoru. Ve
skutecnosti nejde o nic jiného nez o volbu konkrétni baze. Ma-li baze nekonecny spocetny

pocet Clend, budou vektorim odpovidat posloupnosti a operatorim nekoneéné matice.
Vidime, ze v libovolném separabilnim Hilbertové prostoru existuje jednoznac¢né zobrazeni
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prvkG na prostor posloupnosti /% (isomorfismus). V ptipad¢ neseparabilnich prostorQ
s nespocetnou bazi ziskame obdobnou relaci:

[<xlAly><ylf>dy=<x|g> . (2.19')
coz neni nic jiného nez integralni transformace.
[0 dy=g()

Ax,y)=<xlAly> ,  f(y) =<ylf> , gx) =<x|g>

s jadrem A(x, y). VeliCiny x, y hraji ulohu spojitého indexu.

(2.20")

Piechod mezi bazemi
Mame-li k dispozici dvé sady bazovych vektora {|k>} a {| k' >}, bude mezi koeficienty
rozvoju platit jednoduchy vztah, ktery opét odvodime jen vloZzenim relace uplnosti:

fi =<k |f>=Y<klk><k|f>=YSfi » Spp=<klk>
0 k k

Matice S se nazyva matice prechodu.

2.2.5. Spektralni teorie

V teorii operatoru patii k zakladnim uloham nalézt sméry, ve kterych se piisobeni dan¢ho
operatoru projevuje jako komplexni natahovani:

Af>=Af> ; JleC . (2.21)

Vektor |f> se nazyva viastnim vektorem (charakteristickym vektorem) operatoru A
a koeficient natahovani A viastnim cislem (charakteristickym ¢islem). Naptiklad u tenzoru
setrvacnosti lezi vlastni vektory ve sméru os, ve kterych téleso pii rotaci nehazi. U linedrnich
operatorti je i kazdy nésobek vlastniho vektoru vlastnim vektorem se stejnym vlastnim
Cislem. Jde tedy o cely paprsek v Hilbertové prostoru, neboli viastni smer. Takovych
vlastnich sméra a Cisel mize existovat u linedrnich operatorti celd fada, jejich maximalni
pocet je roven dimenzi prostoru (poctu prvki baze). U separabilnich prostordt mizeme tedy
ulohu nalezeni vlastnich ¢isel a vektorti formulovat rovnicemi:

Alfy>=A,f,> ; k=12,..; A,eC . (2.217)

Mnozina vSech vlastnich ¢&isel {A;,...,4,,...} se nazyva spektrum operdatoru A.

Nalezneme-li spektrum operatoru a jeho vlastni vektory, mizeme relativné snadno fesit
rovnice obsahujici tento operator. Pomoci vlastnich ¢isel a vektorti lze naptiklad feSit
soustavy obycejnych linedrnich diferencialnich rovnic (viz kapitola 1.5 prvni ¢asti skripta).

Véta: Hermitovsky operator ma realnd vlastni Cisla a vlastni vektory dvou riznych vlastnich

¢isel jsou navzajem kolmé.

Dukaz: Pfi vypoctu skaldrniho soucinu vyuZzijeme hermitovosti operatoru a ponechdme
operator jednou ptisobit v pravé casti skalarniho soucinu a podruhé v levé ¢asti. Vysledek
musi byt stejny:

<fk |ﬂ“k fk >=ﬂk <fk |fk >

<fk|Afk>: = ﬂ,k:ﬂ’;{ = lkeﬁ.

<Af | >=2 <fi [f >

Vlastni ¢isla jsou tedy redlna. V druhé ¢asti budeme postupovat obdobné. Pro vlastni ¢islo
z levé Casti skalarniho soucinu vyuzijeme prvni ¢asti dikazu:
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<f |4, 5, >=4,<f, |f, >
<Afk|f,>=/12<fk|fl>:/1k <f,[f; >
U
Ay <t |ty >=4, <f, |f, >
U
(A=A )<t [f,>=0
U
<f, |f; >=0prok =/

<fk’Afl> =

Véta: Vlastni Cisla unitarniho operdtoru lezi na komplexni jednotkové kruznici a vlastni
vektory dvou riznych vlastnich ¢isel jsou navzajem kolmé.

Dukaz: Pii diikazu vyjdeme s definice unitarniho operatoru:
<f [, >=<Uf, [Uf, >=A7 4, <f, |f, >
Porovndmim prvniho a posledniho vyrazu je zfejmé, ze
A =1 = |A]|=1

Zbyva dokazat kolmost vektorii. Budeme postupovat analogicky jako v pfipadé
hermitovského operatoru. V levé casti skalarniho soudinu vyuzijeme opét prvni ¢asti
dikazu:

<fk‘ﬂ’l fl>:ﬂ’l<fk|fl>
< WUf > =0 1, |f, >=

<fk|fl>:ﬂ“k <fk|fl>

*

k
U
Ay<fi|f;>=4, <f, [f, >
U
(A=A )<t [f,>=0
U

<f, |f,>=0prok =1/

Poznamky:
1. Realné vlastni hodnoty hermitovskych operatori budou v kvantové teorii vyuzity jako mozné

vysledky mé&feni dynamické promé&nné, které odpovida operator A . Ani kolmost vlastnich vektort
neni bez uzitku. Vhodny hermitovsky operator nam mulze v podobé svych vlastnich vektor(
sporodit” vyhodnou ortonormalni bazi v Hilbertové prostoru.

2. Unitarni operatory se v kvantové teorii vyuzivaji k popisu ¢asového vyvoje stavu objektu.

Pfiklad 11: Urceme vlastni ¢isla a vektory matice Az prikladu 4:
A= ;
1 0
~ 0 —i -4 —i 0
i 0)\f2 /2 i -1) /2 0
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Rovnice mé netrividlni feSeni jen pokud je determinant roven nule. Z této podminky plynou
dvé mozné hodnoty vlastniho ¢isla 4. Pro kazdou z nich potom jiz snadno ué¢ime piislusny
vlastni vektor. Pozor! Podminka pro determinant ¢ini rovnice pro slozky vlastniho vektoru
zavislé. To je ale v poradku, feSeni rovnic musi mit jeden volny parametr, tak aby
predstavovalo cely paprsek v prostoru. K vlastnim vektorim miZeme najit normované vlastni
vektory a ptislusné projekéni operatory. Vysledek je:

1 ) 't +1i B 1 (+1 P 1< 1( 1 +i1
=-1, >=c , >=— , =|1><1] = | . ,
! ! +1 J2\+1 ! 2l-i 1

Ay =+1 If - 12 L~ P, =|2><2|= b
=+ . >=cC R >=— , = >< = — X
2 2 +1 J2\+1 2 2l+i 1

PovSimnéte si, Ze matice A byla hermitovskd (matice pieklopena kolem diagonaly
a komplexn¢ sdruzend je shodnd s plivodni matici). Proto ma redlna vlastni Cisla a vlastni
vektory tvofi ortonormalni soustavu:

<1ljI>=<2|2>=1 , <1|2>=<2|1>=0
Tato soustava vektoru je Uplna, tvoti bazi v prostoru komplexnich dvojic:

11><1\+12><2\:|51+|52:i

Véta o spektralnim rozvoji: Necht' A je linearni operator s mnozinou vlastnich vektort, ktera
tvofi tplnou ortonormdlni bazi v Hilbertové prostoru. Potom miizeme pro analytickou funkci
operatoru definovanou Taylorovym rozvojem (2.8) psat

FAY = Y fAplk><k] = 3 (AP . (2.22)
k k

Dukaz: Nejprve si povSimnéme pisobeni mocnin operatoru na vlastni vektory:
A|fk >:/1k |fk >,
A% |f, >= A f >=27 |f, >,

A" T, >=2"f, >,
1
SR >=Dc, A" [T, > = D e, AL T > = f(A)|f; >

V dalsi fazi dikazu budeme funkci operatoru plsobit jiz na obecny vektor. Provedeme ale
jeho rozklad do baze slozené z vlastnich vektort, kde pisobeni zname z posledni rovnosti:

S E> = Y f(A)k><k|f> = f(Ap)k><k|f>
0 k k

To je ale pfesné rovnost, kterou jsme chtéli dokazat. Vynechame-li ve vyrazech libovolny
vektor |f >, na ktery operatory piisobi, dostavame vétu o spektralnim rozvoji.

Poznamky:

1) Ma-li operator vicenasobné vlastni €islo stupné N, neni to na zavadu. Vlastni vektory
k vicenasobnému vlastnimu Cislu tvofi cely podprostor ®@ dimenze N a Ize zvolit N nezavislych
kolmych vlastnich vektort odpovidajicich tomuto vicenasobnému ¢islu.

2) Je-li prostor neseparabilni, bude za nékterych dalSich pfedpokladl mozné vétu o spektralnim
rozvoji modifikovat do tvaru:
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SA) = [f(A)]x><x]|dx
3) Pro vyjadreni funkce operatoru je asto mnohem jednodussi pouzit misto Taylorova rozvoje vétu
o spektralnim rozvoji. PfisluSna fada probiha jen pfes vlastni Cisla operatoru.

4) Zname-li spektrum operatoru a jeho vlastni vektory, mizeme snadno napsat jeho libovolnou
funkci a FeSit tak rovnice, ve kterych se tato funkce operatoru vyskytuje. Specialné inverzni
operator je dan formuli

A 1 1 A
Al = —|k><k| = —P
;ﬂ'k| | ;ﬂ“k k

Vidime, Ze pro jeho existenci je kromé pfedpokladd véty nutna nenulovost vSech vlastnich &isel.

] lj . Urcete exp( A ).
1 0

Pfiklad 12: Na prostoru C 2 je zadan maticovy operator A = (
Tento ptiklad jsme jiz fesili pomoci Taylorova rozvoje jako piiklad 4. Z ptikladu 11 zndme
vlastni Cisla, vektory i projekéni operatory tohoto maticového operatoru. Z véty o spektralnim
rozvoji mizeme proto napsat:

eA :e/llﬁlﬁ_e/lzﬁz:e—ll 1 +1 +e+11 1 -1 _ Chl —1ishl
2\ -1 1 2l+1 1 ishl chl

Na rozdil od Taylorova rozvoje ma fada nyni jen dva Cleny.

Pfiklad 13: Naleznéte Casovy vyvoj prubéhu teploty tyCe délky L, jejiz oba konce jsou
udrzovany na nulové teploté. Pocatecni teplota tyce je dana funkei 7j(x).

Ukolem je najit feSeni rovnice teplotni difiize
2
T_OT
ot ox2
s pocatecnimi a okrajovymi podminkami
T(to,X):To(X) 5 T(f,O):T(t,L):O

Pieformulujme nyni Glohu do Diracovy symboliky. Zaved’'me nejprve Hilbertliv prostor

H = {f(x): Fel?(0,L) A f(0)=f(L)= o}.
Jde o prostor funkci definovanych na intervalu <0, L>, periodickych a integrovatelnych
s kvadratem. Okrajova podminka piivodni rovnice je pfesunuta do definice prostoru. Kdyby
byly okrajové hodnoty na obou strandch rtzné, mohli bychom teplotni funkci zrcadlové
rozsifit (tim bychom ziskali stejnou hodnotu teploty na obou koncich tyce). Jestlize by
hodnota teploty ty€e na obou koncich byla nenulovd, miZeme posunout pocatek teplotni
stupnice. Vzhledem k derivacim v rovnici teplotni difuze to na tvar rovnice nema vliv.
Pozadavek nulové teploty na obou koncich tyée tedy neni na Gjmu obecnosti feseni. Uloha

ma nyni tvar:

. . d?
:—KA|T> , |T>€.7‘[ , AE—d—Z. (223)

X

d|T >
dt

Z ptikladu 8 vime, ze operator B = 1d— je hermitovsky (ma realnd vlastni Cisla a kolmou
X

soustavu vlastnich vektor). Proto i kvadrat tohoto operatoru A= B je hermitovsky.

Znaménko minus zde neni podstatné, jen zajisti nezaporna vlastni ¢isla operatoru A . ReSeni
ulohy mtizeme formalné napsat okamzité (!!) :
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|T(1)> = <A | 7)) > . (2.24)
Skute¢né: dosadime-li pocatecni Cas, da feSeni pocatecni podminku. Derivujeme-li feseni
podle Casu, zjistime, Ze feSeni (2.24) spliuje vychozi rovnici (2.23):
jt | T(t) > = jte"“‘(f‘fo) IT(ty) > =-x Ae AU | T(1)> =k A|T(1) >
Jediny problém je, ze v nalezeném feSeni (2.24) vystupuje funkce operatoru A. Abychom ji

mohli urdit, musime znat spektrum a vlastni vektory operatoru A na prostoru #. Resme tedy
nejprve ulohu

Alf>=Alf>, |f>eH =
f'+Af=0, f0)=f(L)=0
Reseni této obyéejné linearni diferencialni rovnice s okrajovymi podminkami je:
2,2
A =T s =esin| |k>:\/zsin ) k=12
12 L L L

Vlastni ¢isla jsou redlna (A je hermitovsky operator), vlastni vektory jsou navzdjem kolmé
a tvofi pfirozenou bazi v H. Napsat feSeni (2.24) je nyni jiZ jen jednoduchou aplikaci véty
o spektralnim rozvoji:
k%K
—ikA(—1y) O A x(t—ty) * 5 (1—ty)
|T(t)>=¢e DTy >=De " | k><k|T(tg)>=D cye L k>
k=1 k=1

|k>s\/%sin(k%x] , ¢, =<k|T(ty) >

ResSeni miizeme samoziejmé zapsat i standardné, bez pouziti Diracovy symboliky:
272

22 T (ke 2k (kx
Tt,x) = ,|— Ycre L sin| —x | cr == |sin| —x |Ty(x) dx
() Lkzzlk [Lj k\/Lg (Ljoo

Pro t =ty mame Fourierovu fadu pro pocatecni podminku. Pro ¢ # ¢y nejde o nic jiného nez
orozvoj do jednotlivych Fourierovych modi. Kazdd Fourierova komponenta ubyva
exponencialné s Casem.

Vidime, Ze véta o spektralnim rozvoji ndm mize byt uzitecnd i pfi feSeni parcidlnich
diferencialnich rovnic.
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2.3. ZAKLADNI PRINCIPY KVANTOVE TEORIE

Jak uZ vime, klasickd mechanika selhala pfi popisu d€jii mikrosvéta zejména proto, ze
je postavena na komutujicich objektech. V mikrosvéte déje ale nekomutuji. Zakladnim cilem
bude tedy misto dynamickych proménnych pouzivat nekomutujici objekty (operatory)
a nalézt vztah mez operatory a realnymi meétitelnymi veli¢inami.

2.3.1. Zakladni axiomy a definice

I. Redefinice stavu

p V klasické mechanice je stav Castice uren polohou a hybnosti.
Vzhledem k tomu, ze v mikrosvéte nelze soucasné tyto veliiny
mefit a méfeni jedné ovlivni méfeni druhé, je nutné pojem stavu
definovat novym zplUsobem. Fazové trajektorie jiz nelze
v mikrosvété popsat kiivkami. Vnimame je s pfesnosti danou

% relacemi neurcitosti AxAp > /2 . MiZeme si predstavit, ze faizovou

trajektorii vidime jako rozmazanou &aru srozliSenim danym &tvereCkem o plose 7/2
(sledujeme-li jednu soufadnici a ji odpovidajici zobecnénou hybnost).

Kompatibilita: Rekneme, Ze dvé dynamické proménné jsou kompatibilni, jestlize méreni jedné
veliciny neovlivni méreni veliciny druhé. Ptikladem kompatibilnich proménnych jsou (x, y),
ptikladem nekompatibilnich proménnych jsou (x, p,). Kompatibilita je symetricka vlastnost,
ale neni transitivni.

(AkompB) = (Bkomp4d) ,
(Akomp B)A(BkompC) =% (4kompC) .
Piiklad 14: (x komp y) A (y komp p,) % (x komp p,).

Uplnd mnofina pozorovatelnych (UMP): Maximdlni nezavislda mnoZina vzdjemné
kompatibilnich dynamickych proménnych. Jakékoli dal§i dynamickd proménnd uZ s nimi neni
kompatibilni. Naptiklad v nerelativistické teorii jsou nejznaméjsi UMP (x, y, 2), (Px, y» P-)
apro centralni pole jeste¢ energie, kvadrat momentu hybnosti a jeho jedna komponenta
(E, L?, L3). Soutasné lze tedy zméfit viechny tfi soufadnice nebo viechny tfi slozky hybnosti.
Nelze jiz ale soucasn¢é zméfit vSechny tii sloZky momentu hybnosti.

Stav systému: Rekneme, Ze zndme stav systému, zname-li vysledek méreni nékteré UMP.
Stavem tedy nazveme jen to, co lze ve skutenosti soucasné zmeéfit.

Zéakladnim rysem nové teorie musi byt nekomutujici objekty — operatory. Misto
dynamickych proménnych z klasické mechaniky (soufadnice, hybnost, energie, moment
hybnosti, ...) budeme pouzivat operatory (operator souradnice, hybnosti, ...). Nekomutativnost
téchto operatorti bude vyjadifovat nekomutativnost aktu méfeni dynamickych proménnych
v mikrosvété. Veli€iny naméfené piistrojem v mikrosvété jsou realna cisla, nékdy spojita
(poloha c¢astice), nekdy diskrétni (naptiklad jednotlivé hladiny energie elektronu vazaného
v atomu). Jak ziskat z operatoru dynamické proménné sadu realnych cisel spojitého nebo
diskrétniho charakteru? Takovou sadou je pravé spektrum hermitovskych operatort.
Dynamickym proménnym budeme tedy prirazovat hermitovské operatory.

Kazdy operator pasobi na prvky n¢jakého Hilbertova prostoru #. Musime se tedy ptat,
jaky vyznam bude v nasi teorii mit sdm Hilbertiiv prostor a také prvky, na které operatory
pusobi. Pozdé&ji uvidime, Ze ptili§ nezalezi na volbé Hilbertova prostoru. Podstatné jsou spise
vztahy mezi dynamickymi proménnymi, nyni operatory. Kvantovd mechanika zalozend na
prostoru £? funkei integrovatelnych s kvadratem je znama Schrodingerova vinova mechanika
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vedouci na Schrédingerovu rovnici a vinové funkce. Kvantova teorie zaloZena na prostoru /°
posloupnosti scitatelnych s kvadratem je Heisenbergova maticovd mechanika. Ob¢ teorie se
na prvni pohled zdaji naprosto odlisné. Piesto vlastni ¢isla operatori v obou teoriich jsou
stejnad a ob¢ teorie tak davaji stejné predpovedi. Hilbertv prostor se vSemi svymi prvky
a s operatory, které na prvky plsobi koresponduje s vlastnostmi celého systému z klasické
mechaniky. Misto systému budeme proto v kvantové teorii hovorit o Hilbertové prostoru
daného systemu (naptiklad Hilbertv prostor elektronu).

Zbyva rozlustit posledni hadanku — k ¢emu jsou prvky Hilbertova prostoru? Jiz v uvodu
jsme si fekli, Ze v mikrosvété sam akt méfeni ovlivni stav systému. Pfed méfenim je systém
v jiném stavu neZ po méfeni. Akt méfeni dynamické proménné zastupuje v kvantové teorii
hermitovsky operator této proménné. Plsobenim tohoto operatoru na prvek prostoru
dostavame jiny prvek tohoto prostoru. A to je ptesné to, co hledame. Prvky (vektory) prostoru
tedy predstavuji stav systému. Akt méteni je plisobeni piislusného operatoru na stav (prvek
prostoru) a novy stav je prvek, ktery vznikl plisobenim operatoru.

Vlastni ¢islo operatoru prezentuje namétenou hodnotu a vypovida tak o stavu systému.
Vime uZz, Ze nasobky kazdého vlastniho vektoru jsou opét vlastnim vektorem. V # tedy
existuje k danému vlastnimu ¢islu cely vlastni smér (paprsek). Stavu systému proto musi
odpovidat cely paprsek v %, nikoli jen jeden jediny vektor. Pfichazime tak ke tfem zakladnim
axiomim kvantové teorie:

m systému prifadime Hilbertiv prostor systtm — H
m stavu systému pfifadime paprsek |y > v H stav - |y>
m dynamické proménné prifadime hermitovsky operator A na 7 A - A

S linearitou budované teorie se poji velmi dulezity princip:
m Princip superpozice: Necht |p>eH a |y >eH reprezentuji dva rizné stavy
systému. Potom je kazdy vektor aj|¢ > + ap|y > je také fyzikalné realizovatelny

stav.
Bez tohoto pozadavku by nebylo mozné vybudovat linearni teorii.

Il. MéFeni v kvantové teorii

Akt méfeni dynamické proménné 4 v néjakém stavu znamena aplikaci operatoru A této

dynamické proménné na dany stav |y >. Operatorem A a stavem |y > musi tedy byt zcela
jednozna¢né dano, co je a co neni mozné na systému naméfit. Odpovéd na tuto otazku
poskytuji tzv. interpretacni postulaty:
m Postulat A. M¢time-li dynamickou proménnou A4, mohu na systému naméfit jen
n¢kterou zvlastnich hodnot {a;} operatoru A této dynamické proménné:
m Postulat B. Pozorovani dynamické proménné 4 na systému, ktery byl ptfipraven ve
vlastnim stavu | j > operatoru A, vede zcela jist€ k naméteni vlastni hodnoty a;.

m Postulat C. Je-li systém pfipraven v obecném stavu |y > € #, vede opakované méteni
veli¢iny 4 k riznym vysledkiim a;. Stfedni hodnota téchto opakovanych méfeni bude

rovna <1//|A]t//>.

Poznamky:

&3



Kvantova teorie Zakladni principy

1) Opakovana méfeni si nemusime predstavovat tak, ze bychom na stejném systému opakovali
neustale tatdz méfeni. V praxi by to nebylo proveditelné. Tézko mizeme na jednom jediném
elektronu zopakovat néjaké méreni. Musime mit pfipraveno velké mnozstvi systému ve stejném
stavu (napfiklad svazek elektron(l) a opakovat méfeni na riiznych elektronech (systémech).

2) Vyraz pro stfedni hodnotu je nejjednodudsim moznym vyrazem slozenym z operatoru A a stavu
| w >, ktery da jako vysledek reainé &islo. Stfedni hodnotu byva zvykem oznacovat <A> nebo

A.

3) Automaticky prfedpokladame, Ze stavové vektory jsou normovany k jedné. Neni-li stavovy vektor
normovan, musime vyraz pro stfedni hodnotu vydélit jedté kvadratem normy stavového vektoru:

_<v|Aly>

<yly>
4) Vyraz pro stfedni hodnotu rozepsany v prostoru £3(®>) da:

Jv' 0 Ap(x) dx
Jv @y s

<A>

<A>=

5) Jsou-li vdechny systémy pfipraveny ve vlastnim stavu | j > operatoru A, da stfedni hodnota

dana postulatem C samoziejmé pfislusnou vlastni hodnotu podle postulatu B a vSechna méreni
daji v tomto vyjimecném pfipadé stejny vysledek (pfes j se nesgita):

<j|A|j>_aj<J|J>_a_
<jlj> <jlj> /

<A>=

lll. Statisticka interpretace stavového vektoru
Rozvineme-li stavovy vektor do ortonormalni spo¢etné baze | n > nebo nespocetné baze | x >

|l//>:Z|n><n|w>=Zl//n|n>, resp. |w>:'[|x><x|w>dx:'[w(x)|x>dx,

nazyvame koeficienty rozvoje y,,, respektive y(x), amplitudou pravdépodobnosti, Ze systém
nalezneme ve stavu |n >, respektive |x>. K tomu nas opraviiuje fakt, Ze jde o projekce

stavového vektoru do patiicného prvku béaze. Z ortonormality bdze a normovanosti stavu
k jedné okamzité plyne

Y v, =1, resp. [v wode =1
a vyrazy

* *
Wy =W,W,, TeSp. w(x) =y (x)y(x)
proto chapeme jako pravdépodobnost realizace stavu |z > resp. hustotu pravdépodobnosti
nalezeni systému ve stavu | x >. Pravdépodobnosti jsou automaticky normalizovany k jedné.

IV. Princip korespondence

Poslednim ze zakladnich principti kvantové teorie je princip korespondence. Vymezuje, které
¢asti z teoretické mechaniky je mozné prevzit v kvantové teorii.

m Princip korespondence pro zakladni relace. Zéakladni relace mezi dynamickymi
proménnymi v teoretické mechanice a ptislusnymi operatory v kvantové mechanice se
mohou lisit jen poradim operatort.

m Princip korespondence pro algebru Poissonovych zavorek. Struktura Poissonovych
zévorek v teoretické mechanice je identicka se strukturou komutéatorti v kvantové teorii:
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A—>A
BB = {4B=C — [AB] = kC
C—)é

Prvni ¢ast principu korespondence plati pro jednoduché relace mezi dynamickymi
proménnymi, které neobsahuji derivace. Napiiklad definice Hamiltonovy funkce
v potencidlnim poli V'

2 2 2
+ p5 +

o= P )
ptejde v definici Hamiltonova operatoru

N

H= —F—+VX)Y,2) . (2.25)
2m
Vyraz pro potencialni energii je typickou funkci operatoru, kterou jsme probirali v kapitole
0 operatorech Pro vyrazy typu A = xp nelze kvantovy analog jednoznacné urcit. Mize jim

byt bud’ A=XP nebo A=PX. Operatory nekomutuji a proto zalezi na jejich portadi.

Spravna varianta z obou moznych musi byt vybrana na zdkladé experimentu. Stejné tak
muzeme z riznych Lagrangeovych funkci téhoz systému obdrzet rizné kvantové teorie a
spravnou variantu je tfeba opét vybrat na zakladé experimentu.

Druhé ¢ast principu korespondence se tykd Poissonovych zavorek — vyrazl, které

v klasické mechanice obsahuji derivace dynamickych proménnych. Poissonovym zdvorkdm

v kvantové teorii odpovidaji komutdtory dynamickych proménnych. Nelze vSak polozit

rovnost mezi komutacni relaci a Poissonovou zéavorkou. Diivody jsou hned dva:

1) rozmeérovy: Poissonova zavorka obsahuje derivace, které do vyraz vnaseji fyzikalni
rozmér, komutatory nikoli = je tfeba pouzit rozmérovy prevodni koeficient k.

2) principialni: Dynamickym proménnym v kvantové teorii miizeme piifazovat jen
hermitovské operatory (maji redlna vlastni Cisla, ktera interpretujeme jako naméiitelné
hodnoty). Jsou-li operatory odpovidajici 4 a B hermitovské, musi byt operator
odpovidajici C také hermitovsky. To lze opét zajistit pomoci konstanty £.

Urc¢eme nyni podminku na konstantu £, ktera plyne z pozadavku hermitovosti operatori:

[A,B] = kC
AB-BA = xC /*
B*A* -A*B* = k'C* /0*=0
BA-AB = £t'C
~[AB] = k' C

Porovname-li pocatecny a koncovy vyraz, musi platit k* =—k. To ale spliiuji jen ryze
imaginarni ¢isla. Pfevodni konstanta tedy musi mit tvar:

k=ih . (2.26)

Konstanta 7 je néjaké redlné Cislo a je jedinou fundamentalni konstantou kvantové teorie.
Tato konstanta se bude vyskytovat ve vsSech ptredpovédich kvantové teorie (naptiklad
v energetickém spektru elektronu vazaného v atomech, ve vztazich pro zafeni absolutné
¢ern¢ho télesa, v Heisenbergovych relacich neurcitosti, atd. ...). Jeji hodnotu je mozné zméftit
experimentalné na zéklade¢ téchto predpovédi a je rovna:

h = 1.0545887x10* Js . (2.27)
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Princip korespondence pro Poissonovy zdvorky miizeme strucné zapsat jako
1 A A
{A,B} — 7 [A,B] . (2.28)

Tim jsme zakoncili piehled zakladnich principti kvantové teorie. Jelikoz jde o zakladni
neodvoditelné principy, na kterych teorii stavime, bylo by mozné jen stroze vypsat axiomy,
postulaty a principy oznacené v této kapitole ctvereCkem. Doplitujici texty se snazi jen
poukizat na to, Ze pravé tato volba zdkladnich axiomi je pfirozena a povede k cili.
O spravnosti zakladnich principi v8ak mohou rozhodnout jediné¢ experimenty ovéfujici
vypovédi z téchto principi plynouci.

2.3.2. Kompatibilita méreni a Heisenbergovy relace

Rozhodnout o tom, zda se méfeni dvou dynamickych proménnych ovliviiuji ¢i nikoli, je
jednoduché. Stac¢i znat komutator operatora téchto proménnych. Je-li tento komutator nulovy,

je AB=BA a mé&feni se neovliviiyji. Zakladni komutatory pro soufadnice a hybnosti

muizeme odvodit z principu korespondence, ostatni uz pak zvlastnosti komutator. Pro
Poissonovy zadvorky mezi souradnicemi a hybnostmi plati (1.55):

xb={pepi}=0 . Axp}=90y
Tomu odpovidaji podle principu korespondence komutacni relace:
[X,, X,1=[P,, P1=0,[X,, P]=in15, . (2.29)

Z nich je ziejmé, Ze soucasné lze u objektu zméfit vSechny tii soufadnice nebo hybnosti. Také
se vzajemn¢ neovlivni méfeni napiiklad soufadnice x a hybnosti p,. Jedina méreni, ktera se
vzajemné ovliviiuji a u kterych zalezi na poradi méreni (nenulovy komutétor) je méreni
zobecnéné souradnice a ji prislusné zobecnéné hybnosti.

Rovnice (2.29) jsou zdkladnimi komuta¢nimi relacemi v kvantové teorii. Bylo by samoziejmé

vvvvvvv

odvozovat je ze zakladnich relaci (2.29) a vlastnosti Lieovy algebry komutatort. Tim se
oprostime od klasické mechaniky a nemusime se kni pfi kazdé komutacni relaci vracet.
Kvantova mechanika zac¢ind ,,zit vlastnim Zivotem®. To, co pfebrala z klasické mechaniky
prostiednictvim principu korespondence jsou jen relace (2.29).

Odvod’'me nyni komuta¢ni relaci mezi prvni a druhou komponentou momentu hybnosti:
[Ly.Ly]=[XP; - X3Py, X P, ~ X Py ] =
=[X,Py, X3P ]~ [X,P;s, X,P3 ]~ X3Py, XsP; |+ [ X3Py, X Ps] =
=X, [P;. X3P ]+ [Xy, X3P, 1Py — X, [Py X/ Py ]~ [X, , X ,Ps Py -
X5 [Py X3P, 1= [X3. X3P, 1P, + X; [Py, X\Ps ]+ [ X5, X,P;]P, =
= X, X; [Py P 1+ X, [P X 1P + X5 (X5, P IPs + (X, X5 1RP; —
=X, X, [Py, Py] = X, [Py, X, 1P; — X, [X,,P;1P; —[X,, X, ]PsP; -
— X;X;5 [Py, P 1 - X5 [Py, X5 1P, — X5 [X5,P 1P, — [X;5, X5 ]PP, +
+X3X1 [I52,I53]+X3 [FA’za)A(l]l% +5(1 [)A(3,I53]FA’2 +[X3,X1]§3f’2 =
=0 - X, [X5,P;]P,+0+0-0-0-0-0-0-0-0-0+0+0+X,[X5,P5]P, +0=
=—inX, 1P, +in X, 1P, =ih(X,P, =X, P,) =iAL;
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Je jasné, Ze postup je velmi zdlouhavy, ale pfimocary. Hledanou komutacni relaci
postupné ,,rozméliiujeme* podle pravidel Lieovy algebry az na elementdrni relace mezi
soufadnicemi a hybnostmi. Prakticky vSechny symbolicky orientované programy C¢i
programovaci jazyky bez problémi tuto tlohu feSi za nés a obsahuji baliky pro vypocet
komutacnich relaci.

Analogickym postupem mizeme nalézt komutacni relace pro ostatni komponenty
momentu hybnosti. Neni to ale nutné, staci je ziskat cyklickou zaménou soutadnicovych os.
Kompletni komutaéni relace pro moment hybnosti potom jsou:

[I:l,l:z]:ihl:3 5
IL,,Ly]=inl, (2.30)
[|:3 ,I:l]:ihl:z

Vysledkem je, Ze soucasné neni mozné¢ zmeéfit zddné dvé komponenty momentu
hybnosti. Méfeni kazdé komponenty ovlivni méteni kterékoli jiné komponenty. Zaved'me
operator kvadratu velikosti momentu hybnosti

L2=L3+L3 +L5 . (2.31)

Stejnym postupem jako diive dopocteme komutac¢ni relace kvadritu momentu

s jednotlivymi komponentami. Tentokrate pii ,,rozmélnovani* komutacni relace postaci dostat

se jen krelacim (2.30) pro moment hybnosti. Jejich vysledek uz zname. Po vypoctu
dostaneme:

2.L]=0 , k=123 . (2.32)

Neni tedy mozné soucasné¢ zméfit dvé rizné komponenty momentu hybnosti. Vzdy je
ale mozné zméfit kvadrat velikosti momentu hybnosti a jednu z jeho libovolnych komponent,
zpravidla se pouziva tfeti komponenta. Ze zatim provedenych uvah je zfejmé, ze soucasné
muiZzeme méfit dynamické proménné {x, y, z} nebo {p, p,, p-} nebo {L?, Ls}. V kapitole 2.5
uvidime, Ze v ptipad¢ sféricky symetrického potencidlu je s posledni mnozinou kompatibilni
jeste energie. Jde o zakladni tfi iplné mnoziny pozorovatelnych (UMP) pro nerelativistickou
castici.

Nalezli jsme tedy jednoduchy postup, pomoci kterého zjistime, které veliCiny lze
soucasné méfit a které ne. Postaci nalézt komutator odpovidajicich operatorii. Tento postup
nam ale umozni odpovéd’ typu ano/ne. V pftipad¢, ze dynamické proménné spolu soucasné
méfit nelze, se musime ptat, jak moc narusi akt méfeni jedné proménné akt méfeni proménné
druhé. Na tuto otazku odpovidaji Heisenbergovy relace neurcitosti, které si nyni odvodime.

Predtim si uved'me piehled zakladnich statistickych pojma a jejich operatorovych
analogii v kvantové teorii:

statistika kvantova teorie
a sttedni hodnota | g =<y | A ly > sttedni hodnota
Aa=a-a sttedni odchylka | AA=A — a1 operator odchylky
Aa=0 vztah proE <1//|AA|1//>:0 vztah proE
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<y|AA’ |y >=
(Aa) = PER Vztah pro (Aa)’ —<y A? > — Vztah pro (Aa)’
(variance) . (variance)
—<y|Aly>?

—- [~ _, |strfedni kvadr. = sttedni kvadr.
Aa,, =\(Aa) =ya’ =@ |dchylka By =<y AR [V > | Sdchyia

Zkuste si dokazat oba dva statistické vztahy v klasické statistice 1 v kvantové teorii.
V obou ptipadech staci jen dosadit z ptislusnych definic.

Nyni jiz mizZeme pfiistoupit k odvozeni relaci neurcitosti. Predpokladejme, ze mame
dvé nekompatibilni proménné:

4B —> AB ; [A,B]=C
Naleznéme stfedni kvadratické chyby méteni:
2 2 A2 ~ 2 D A A " "
(Aay, ) (Aby, )* =<y [(AR) |y ><y [ (AB)? |y > = <AAy |AAy >< ABy |ABy >=
i B A - , (3)
=[[AAy ||” -[|ABy ||” 2 [< AAy |ABy >" =|<y | AAAB|y >|7 =
1, 7o o | P , (4
=|<1//\E(AAAB+ABAA) + 5(AAAB—ABAA)|://>] =
1 o 1 . , 9)
=|5<WI[AA,AB]+II//> + 5<WI[AA,AB]_IW>I 2

1 ~on 9 *6) A n ) 1 A )
2|5<W|[AA,AB]_|1//>I = |5<WI[A,B]|1//>I =|E<W|C|W>|

Po odmocnéni dostdvame konecny tvar Heisenbergovych relaci:

Aay, Aby, > ;|<y/|é|y/>| . (2.33)

* Poznamky k odvozeni:
(1) vyuziti hermitovosti operator(;
(2) Schwartzovo lemma (2.7);
(3) rozdéleni na symetrickou a antisymetrickou ¢ast;
(4) oznaceni symetrické ¢asti jako antikomutator a antisymetrické jako komutator;
(5) symetricka Cast je pozitivné definitni operator (nezaporné stiedni hodnoty);

(6) jednotkovy operator v definici AA komutuje s ¢imkoli.

Znéame-li vysledek komutacni relace operatort ptislusicich dvéma dynamickym proménnym,
muzeme z Heisenbergovych relaci urcit miru ovlivnéni jednoho meétfeni druhym. Toto
vzajemné ovlivnéni vysledkli méfeni zavisi na stavu, ve kterém je systém pfipraven. Jen
jsou-li obé dynamické proménné ve vztahu zobecnénd souradnice — zobecnena hybnost,
nezavisi vzdjemné ovlivnéni na stavu systému:

XPI=inl = avap = JlewlAlysd = Dyl = 5
To je nejzndmé;jsi tvar relaci neurcitosti

AxAp > % . (2.34)
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Jde o prvni konkrétni méfitelny vysledek zndmi budované teorie, ktery obsahuje jedinou
konstantu teorie — Planckovu konstantu.

Poznamka: Operatory kinetické a potencialni energie zpravidla vzajemné nekomutuji. To ma za
nasledek, ze neni souCasné presné zjistitelna kineticka i potencialni energie a ¢astice se muze (na
rozdil od klasické fyziky) ,pfehoupnout® pfes potencialovou bariéru (tzv. tunelovy jev).

2.3.3. Vlastni stavy energie, Schrédingerova rovnice

V minulé kapitole jsme se naucili rozhodnout, které dynamické proménné lze spolecné
méfit a které ne. Pomoci Heisenbergovych relaci neurcitosti jsme schopni i kvalitativné
postihnout miru naruSeni jednoho méfeni métenim druhym. Nyni se budeme vénovat druhé
zakladni tloze kvantové mechaniky: Nalézt spektrum operdtoru energie — hodnoty energie,
které je mozné na systému naméfit. Ulohu miizeme zformulovat napiiklad takto:

Hin>=E, |n> , (2.35)
A |§2 2 Af +P? +|€’Z N
H= —+7X) = —* = 4+¥7(XY.,2) , (2.36)
2m 2m
{Xk,Xl}={Pk,Pl}=0 5 {Xk’PZ}:ih15kl . (237)

Budeme hledat vlastni hodnoty operatoru energie (Hamiltonova operatoru) ze vztahu (2.35).
Tato rovnice pro vlastni hodnoty Hamiltonova operatoru se nazyva Schrodingerova rovnice.
Operator energie (Hamiltoniv operator) je dan vztahem (2.36). Zakladni operatory, ze
kterych je slozen Hamiltonv operator, podléhaji komutacnim relacim (2.29), resp. (2.37).
Nezalezi pfiliS na tom, jaky Hilbertiv prostor zvolime. V pfisti kapitole uvidime feSeni
harmonického oscilatoru v riznych prostorech #, vzdy dostaneme stejné spektrum
Hamiltonova operatoru. Na daném prostoru je nejpodstatnéjsi zvolit Hermitovy operatory
zobecnénych soutradnic a hybnosti tak, aby spliiovaly komutacéni relace (2.37).

Ukazme si nyni prepis Schrédingerovy rovnice v prostoru £(®’) funkci integrovatelnych
s kvadratem na celém prostoru ®”. Nejjednodussim operatorem na tomto prostoru je operator
nasobeni soufadnici. Tento operator ztotoznime s operatorem souiadnice:

A A

X=x ; Y=y ; Z=z . (2.38)
Nyni zbyva nalézt hermitovské operatory pro hybnost tak, aby spliovaly komutacni relace
(2.37). V ptikladu 6 jsme si ukdzali, ze operator derivace a operator nasobeni soufadnici
splnuji v jedné dimenzi komutaéni relaci [ﬁ,X] = ‘AI, neboli [X,ﬁ] = 1. Je ziejmé, ze
operator P= —ihd/dx splije relaci [X,ﬁ] =inlav jedné dimenzi plni ulohu operatoru
hybnosti. Sdm operator derivace neni hermitovsky, ale operator derivace vynasobeny ryze
imaginarni konstantou jiz hermitovsky je (viz ptiklad 8). Aby ve tfech dimenzich operator
hybnosti splitoval komutacni relace (2.37) a platila volba (2.38) pro operator soufadnice, musi
operator hybnosti mit tvar

Bo——in . B=-inl ; B=-inl , neboli (2.39)
’ ox ’ oy Oz
P=-inv . (2.39)

Schrodingerova rovnice (2.35) s operatorem energie (2.36), volbou prostoru #= £X(R’)
a operatory (2.38) a (2.39) vede potom na slavnou Schrodingerovu rovnici v x reprezentaci:
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{—ﬁA + V(x)} v,(X) = E,y,(x) . (2.40)
2m

Reseni této rovnice pro konkrétni potencial V poskytne spektrum operatoru energie {E,}
jakozto mnozinu moznych méfitelnych hodnot energie.

Poznamka 1: ResSeni rovnice (2.40) Ize nalézt pro kazdou hodnotu energie. Ne vzdy je vSak toto
feSeni z prostoru Lz(qf‘). Je proto vzdy tfeba vybrat z moznych feSeni jen ta, ktera jsou integrovatelna
s kvadratem, tj. donekonec¢na ubyvaji dostate¢né rychle, aby zajistila integrovatelnost.

Poznamka 2: Existuje jednoduchy zpuUsob, jak odhadnout typ spektra pro dany potencial. MUze-li se
v klasické mechanice ¢astice vzdalit do nekonecna, je spektrum operatoru energie spojité. Nemuze-li
se ani v jednom sméru vzdalit do nekonec¢na je spektrum operatoru energie diskrétni.

X

Pfipomenme, Ze v klasické mechanice se ¢astice mize pohybovat tam, kde je jeji celkova energie
vétsi nez potencialni To plyne ze vztahu £ = m02/2 + V(x) . Jde vlastné o podminku nezapornosti
kinetické energie. V nakreslené situaci je pro £ < V) spektrum energie diskrétni, pro £ > V) spojité.

Piiklad:
11|V 2 |V 3 |V 4 |V
Vo 4 "
—_ Yo —
I X X I X I X
5y Vo 61V 15 7|y 8|y
N r
r r r

1D potencialy; xe(—o0,+0o0)

1. Symetricka pravouhla jama. Diskrétni spektrum pro E <V, spojité pro E> V. Pro
nekoneénou jamu (¥, — ) je spektrum jen diskrétni.

2. Bariéra. Spojité spektrum.

3. Nesymetricka pravouhla jama. Diskrétni spektrum pro E < Vj, spojité pro E > Vj.

4. Harmonicky oscilator. Diskrétni spektrum.

3D potencialy; »> 0
5. Sféricka jama. Diskrétni spektrum pro E <V, spojité pro £ > V. V podobném potencialu
se pohybuje naptiklad neutron v atomovém jadre.
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6. Coulombova bariéra (sféricka jama kombinovand s Coulombovym odpuzovanim,).
Diskrétni spektrum pro E <V, spojité pro E> V. Nenulova pravdépodobnost priniku
bariérou, tunelovy jev (operator kinetické a potencidlni energie nekomutuje).
V podobném potencidlu se pohybuje proton nebo « ¢astice v atomovém jadre.

7. Coulombiiv pritazlivy potencial. Diskrétni spektrum pro E <0, spojité pro E>0.
V podobném potencidlu se pohybuje elektron v atomarnim obalu. Stavy se zapornou
energii jsou vazané stavy, stavy s kladnou energii jsou volné (elektron neni vazan
k atomovému jadru).

8. Sféricky harmonicky oscilator. Diskrétni stavy energie. Systém je pifi vychyleni do
kteréhokoli sméru vracen do po&atku podle predpisu V(r) = 1/2 ki’

Cela kapitola 2.4 bude vénovana feSeni Schrodingerovy rovnice pro vlastni hodnoty
operatoru energie na prikladu harmonického oscilatoru. Harmonicky oscilator je velice
dilezitym systémem. Jedna se o parabolické piiblizeni k jakékoli potencidlni energii
s minimem a mnoho systému Ize povazovat za harmonicky oscilator alesponn v prvnim
priblizeni. Nakonec i1 samo elektromagnetické pole je soustavou fotonli — elementarnich
harmonickych oscilatori. Mohli jsme jisté zvolit ptiklad jednodussi - pravothlou jamu ¢i
bariéru. V téchto piikladech je potencidlni energie po castech konstantni a feSeni
Schrédingerovy rovnice je viceméné trividlni. Jen je tieba jednotlivé ¢asti feSeni v mistech
zmény piedpisu potencidlni energie spravné navazat. Tyto elementarni Glohy jsou feSeny
v kazdé uvodni ucebnici zékladniho kursu fyziky a zvidavy ¢tendf si je tam jisté najde.
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2.4. HARMONICKY OSCILATOR

Na ptikladu harmonického oscilatoru si ukdZzeme typické feSeni tlohy pro vlastni hodnoty
operatoru energie. NaSe tloha je

|:||n>:En|n> ,

~ A2 ~

=P Lk (2.41)
2m 2

[%p|=in

Jde o problém vlastnich hodnot Hamiltonova operatoru s konkrétnim pribéhem
potencialni energie a zadanymi zdkladnimi komuta¢nimi relacemi mezi operatorem polohy
a hybnosti.

V kapitole 2.4.1 tlohu vyfeSime v ramci klasické Schrodingerovy vinové mechaniky.
Za Hilbertliv prostor zvolime prostor L£(R), volba operatori (2.38) a (2.39) povede na
diferencialni rovnici (2.40) v jedné dimenzi. ReSeni této rovnice se provadi rozvojem do
nekonednych fad, které je tieba ,,ofiznout* tak, aby feSeni bylo zprostoru L*(R), tj.
integrovatelné s kvadratem. Odsud ziskdme spektrum operatoru energie.

V kapitole 2.4.2 si ukdZzeme feSeni Ulohy (2.41) bez volby reprezentace. Nebudeme
viibec volit konkrétni podobu Hilbertova prostoru. Reseni nalezneme jen z formulace tlohy
(2.41). Uvidime tak, Ze konkrétni volba Hilbertova prostoru neni podstatnd. Pfi tomto
pfistupu si zavedeme kreacni a anihilacni operatory, které svym plisobenim posouvaji
energetické hladiny o jednu vyse ¢i nize. Tyto operatory jsou v kvantové teorii velmi uzite¢né
a proto se s nimi seznamime jiz nyni u jednoduchého ptikladu harmonickych oscilaci.

V kapitole 2.4.3 si ukazeme feSeni ulohy (2.41) na prostoru /> nekoneénych
posloupnosti scCitatelnych s kvadratem (tzv. Heisenbergova maticova mechanika). Operatory
zde budou nekonecné matice. Moznd se vam zda obtiznd tUloha najit vlastni cisla
nekonec¢nych matic. Problém ale neni tak slozity. Jestlize za vektory baze zvolime vlastni
vektory ptislusného operatoru, bude matice odpovidajici tomuto operatoru diagonalni. Vlastni
¢isla diagonalnich matic se hledaji snadno ... . Jsou to pravé prvky na diagonale.

Tiemi raznymi zpusoby tak uvidite feSeni jednoho a téhoz problému. V kvantové teorii
jde totiz o vnitini strukturu teorie, nikoli o konkrétni reprezentaci, ve které vypocet
provadime.

2.4.1. Reseni pomoci vinové mechaniky (Schrédinger)

Hamiltonova funkce jednodimenzionalniho harmonického oscildtoru je déna souctem
kinetické a potenciélni energie (1.44)

2

H(x,p) :p—%rlma)zx2 . (2.42)
2m 2
Hamiltontiv operator je v prostoru £*(—o, +00) potom déan jednoduchou relaci
2 2
Hz—h—a]—zﬁtlma)zx2 . (2.43)
2mdx~ 2

Odpovidajici Schrédingerova rovnice pro vlastni funkci y(x) z prostoru £2(—oo, +o0) mé tvar

n? d* 1 2 2
————+—mo°x" | y(x)=Ey(x) (2.44a)
2m gy? 2
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Jde o obycejnou linedrni diferencidlni rovnici druhého tadu s nelinearnim koeficientem
unulté¢ derivace. Standardni tvar této rovnice (s jednotkovym koeficientem u nejvyssi
derivace) je:

2 2 2
dx?

Rovnici budeme fesit ve ¢tyfech krocich:

1. substituce v nezavislé proménné

V nezavislé proménné budeme volit takovou substituci, kterd ,,zbezrozmérni®“ rovnici.
Presunime koeficienty tak, aby byly symetrické u proménné x

2
dy _mo., 2k, (2.44c)
mao d 2 h ha)
—dx
a proved’'me substituci
= "Y (2.45)
h
po které Schrodingerova rovnice ziska bezrozmérny tvar
2
Y _erysay -0, a=t (2.46)
dé ho

2. substituce v zavislé proménné

V zavislé proménné budeme volit takovou substituci, které zohledni chovani vinové funkce
pro & — +o. Pro velka & miizeme zanedbat posledni ¢len v rovnici (2.46) a piiblizné plati

2
f—)iOO = %—gzyjzo = V/zeiﬁfz/z

(feSeni staci dosadit do pivodni rovnice a zanedbat ¢leny s niz§imi mocninami &). Kladné
z nalezenych feSeni evidentné neni z prostoru Yol integral z kvadratu ptes cely prostor by byl
nekoneény. VInova funkce se tedy pro velka & musi chovat jako exp[—¢&2 / 2]. To nas ptivadi
k substituci pro zavislou proménnou

w(E&=e " u@ | (2.47)
po jejimz provedeni dostaneme rovnici
u"=2u"+(A-Du=0 . (2.48)

Derivace se automaticky rozumi podle nové proménné &. V principu by z matematického
hlediska bylo v potadku fici ,,v rovnici (2.44) provedeme substituce (2.45) a (2.47), vysledna
rovnice je (2.48)“. V bodech 1 a 2 jsme si jen ukézali, jaké pohnutky nas k témto substitucim
vedou, protoze postup je obdobny i u jinych prubéht potencialu.

3. rozvoj reSeni do mocninné rady

Reseni rovnice (2.48) budeme hledat ve tvaru mocninné fady

w(@) =Y ¢ &

k=0

Snadno nalezneme prvni a druhou derivaci
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W= ke, & 5 w'(@) =Y k(k=1e, £
k=0 k=0
Vyrazy pro u a jeji derivace dosadime do rovnice (2.48):
Dkk=1)c, 7 =Y 2kc, &  +(A-DD ¢, & =0
k=0 k=0 k=0
Jednotlivé ¢leny preindexujeme tak, aby mocniny & byly stejné:
DA+DI+2)e, E =D 20 E +(A-DD ¢ &N =0
=2 1=0 1=0
Prvni dva €leny v prvnim vyrazu jsou nulové a proto mizeme spodni hranici posunout na
[=0:
M+ +2)c,, - 2I+1-A)¢ )¢ =0
1=0

Ma-li byt polynomidlni vyraz identicky nulovy pro kazdou hodnotu &, musi byt nulové
vSechny koeficienty, tj. vyrazy v hranaté zavorce. Ziskavame tak rekurentni relaci pro
koeficienty c¢;nasi fady:
21+1-2)
Cria = ¢
(+D(I+2)
Budeme-li znat koeficienty ¢y a c;, budeme znat celé feSeni, protoze z rekurentni relace
muzeme spocitat

(2.49)

c, = Cy,CyyCs -
¢ = C3,C5,Cqy ...

Koeficienty ¢y a ¢; tak hraji roli dvou integra¢nich konstant feSeni diferencialni rovnice (2.48)
druhého fadu. Suda ¢ast fady se pocita z ¢y a licha z ¢.

4. oFiznuti Fady

Nalezené feSeni je ve tvaru nekonené mocninné fady. Resi sice piivodni rovnici, ale neni
z prostoru £*. Aby bylo feseni z £* (integrovatelné s kvadratem), musi byt fada koneéna, tedy
polynomidlni. Prakticky to znamend, Ze koeficienty fady musi byt od urc¢itého /= n nulové.
V rekurentni relaci (2.49) bude Citatel pro toto / = n nulovy a veskeré odvozené koeficienty ¢;
s [ > n nulové. Vidime, ze nebude mozné takto ,,ofiznout* soucasné sudé i liché ¢leny tady.
Proto jsou mozna jen suda feSeni (co#0,c;=0) nebo jen lichd feSeni (co=0, c; #0)
predstavujici sudy nebo lichy polynom stupné n. Podminka ofiznuti (nulovost Citatele)
v(2.49) je 2n+1-A=0 a plyne z ni po vyjadfeni A spektrum energie harmonického
oscilatoru:

E,=(n+ 1/2) heo . (2.50)
P amky:
oznamky ) Vv
1) Nezapominejte, Ze energie E (vlastni hodnota operatoru H) E /__ Thwl2
je po celou dobu vypoétu schovana v bezrozmérné 3 \ / w
konstanté (vlastnim &islu) 4. E, --- 5hw/2

2) Sama Schrodingerova rovnice ma feSeni pro kazdou E \—t—f - 35w/
hodnotu energie. Tato feSeni ale nejsou integrovatelna 1

s kvadratem, aZ vybér integrovatelnych funkci (ofiznuti Eyx—1—F - hw/2
fady) vede k diskrétnimu spektru operatoru energie (jen pro
nékteré vybrané hodnoty energie ubyva feSeni v zwo X

dostateCné rychle, aby bylo integrovatelné s kvadratem). Tato situace je typicka pro spojité
pribéhy potencialni energie s minimem.
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3)

Zakladni hladina energie £\ = ha)/ 2 je nenulova!! | pfi nulové absolutni teploté neni harmonicky
oscilator v klidu a vykonava tzv. nulové kmity (napfiklad oscilace krystalové mfize). PFi absolutni

Spektrum operatoru energie je ekvidistantni, rozdil dvou libovolnych sousednich energetickych
hladin je AE=FE, —E, =hw: To je pravé znamy Planckiv vztah z pocatku stoleti. Energie
jakychkoli kmit se nemGze ménit spojité, ale po skocich (energetickych kvantech)

AE = ho . (2.51)

Zde se také nachéazi jedna z prvnich mozZnosti experimentélniho uréeni Planckovy konstanty
méfenim energetickych kvant (napfiklad pfi fotoelektrickém jevu: vyrazeni elektrond z povrchu
kovu kvanty energie elektromagnetického zafeni — fotony). Zatim byla Planckova konstanta
jedinym neuréenym parametrem zakladnich postulat kvantové teorie.

Polynomialni feSeni pro funkci u se nazyvaji Hermitovy polynomy a oznaéujeme je H,(&). Pro
dané n nejprve uréime bezrozmérné vlastni éislo 4,

A= 2E, _ 2(n+1/2) heo ol
fiw hiow

a zrekurentni formule (2.49) uréime pomoci ¢y nebo c¢; (podle toho zda jde o sudy &i lichy
polynom) ostatni koeficienty rozvoje. Pro ¢, = ¢1 =1 se nalezené polynomy nazyvaji Hermitovy.
Prvnich nékolik Hermitovych polynoma vychazi:

Ho(&)=cq , H3(&)=c|(E-2/3¢7)
Hi&)=¢ & Hy(€)=co(1-4E% +4/38%)
Hy(@)=co(1-2&%) ,  Hs(&)=c (E-4/38° +4/158°)

Koeficienty ¢y a c¢; se voli rovny jedné. Stupen polynomu 7 udava soucasné pocet nulovych bodu
polynomu (pocet prisecikl s osou §&).

Hermitovy polynomy se prakticky snadno pocitaji nenormované z rekurentni formule

Hy1(6) =26 Hy(5) = 2nH )1 (S)-
Pro prvni polynomy vychazi:

Hy) =1, Hy(&) =853 —12¢
Hi($)=2¢ , Hy(€)=16&* —48&% 412,
Hy(E)=4E2 -2, Hs(E) =328 1608 +120&
Normovaci koeficienty (i s exponencialni vahou exp[-£2]) jsou dany vztahem
a, = !

Celkoveé feSeni spektralniho problému je
E, = (’”%j ho,  In>=y,@=a,H e n=012... (252

Vlastni funkce (&) tvofi pfirozeny Uplny ortonormaini systém na prostoru [?(—o0, +0), ktery pro
& — +wo ,dosti rychle® ubyva k nule.

Hustota pravdé&podobnosti, Ze ¢astice kmitajici s energii E,, (oscilator ve stavu |n>) se nachazi
v poloze x (resp. bezrozmérné poloze &), je dana vyrazem w, =y, i/, . Pro nékolik prvnich stavu

je vykreslena na obrazku. Pravdépodobnost ma oscilujici charakter a existuje mala nenulova
pravdépodobnost vyskytu oscilatoru i za klasickymi body obratu. Tento obraz nastava pro
systémy s nizkou teplotou a je zcela odliSny od klasického feSeni. Pro velké energie (vysoka n)
by se méla kfivka blizit klasické pravdépodobnosti vyskytu oscilatoru (1.49). Vidime vsak, ze
oscilace jsou sice velmi husté, ale existuje znaéné mnozstvi bodu, ve kterych je kvantova
pravdépodobnost nulova. Nic takového vSak u makroskopickych systému neméfime. Pro¢? Je to
dano rozlisovaci schopnosti makroskopickych pfistroji. Zadny pfistroj nebude méfit polohu
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s takovou presnosti, aby registroval jednotlivd minima pravdépodobnosti u vysokych
energetickych stavu. PFistroj ve skute€nosti ur€uje polohu s kone€nou pfesnosti, do které se
vejde fada minim a registruje jen stfedni hodnotu hustoty pravdépodobnosti. A tou je pravé
klasicka kfivka.

w w w

Wlas Whlas Welas

2.4.2. Reseni bez volby reprezentace (Dirac)

Ulohu (2.41) budeme nyni fedit obecné. Hamiltonliv operator nejprve prepiseme do
bezrozmérného tvaru:
5, .
AXE) = Lok 22, H _mog 1
2 2m ho 2h 2mho

Pievedeni do bezrozmérného tvaru naprosto neni nutné, veskeré dalsi uvahy by bylo mozné
provadeét i s rozmérovym hamiltonianem a vSechny nasledujici vztahy by se liSily o konstantu
hw , kterou jsme hamiltonian vydélili. Divodem je to, ze vztahy ziskané z bezrozmérného
hamiltonianu jsou ponékud ndzornéjsi. Pro komutujici ¢isla je mozné soucet kvadrati
,odmocnit“ pomoci vztahu a’ +b> =(a+ib)-(a—ib). U nekomutujicich objektd neni
situace tak jednoduchd. Zaved'me operatory:

22X 4 Lp ., a=/mx_ il p (s
2h 2mhae 2h 2mhao

Oba tyto operatory jsou pro kvantovou teorii velmi dilezité¢. Nazyvaji se anihila¢ni a kreacni
operatory (smysl tohoto ndzvu uvidime za chvili). Krea¢ni a anihila¢ni operatory, jako jedny
zmala v kvantové teorii, nejsou hermitovské a neplisobi tedy v obou c¢astech skalarniho
soucinu stejné. Plati pro n€ nékteré dulezité relace, naptiklad:

p> . (2.53)

a

(1) % — A

@ % —da

@ %= (a+a)

4 P=i ’"Th“’(a ~a) , (2.55)
&) |Aa|=-noa |

© [Aa]= +hoa |

7 [aa]=1
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Dtikaz vSech relaci je trividlni. Staci jen dosadit z definice kreacnich a anihila¢nich operatort
a’, a (2.54) a vyuzit zakladni komutaéni relace [X,P]=i%1. Relace (1) a (2) jsou
zobecnénim relace a’ + b’ =(a+ib)-(a—ib) pro nekomutujici objekty a piedstavuji
formalni odmocnéni hamiltonidnu. Krea¢ni a anihila¢ni operatory jsou linedrni kombinaci
operatoru soufadnice a operatoru hybnosti. Proto je mozné naopak operator soufadnice
a hybnosti vyjadfit jako linedrni kombinaci kreacnich a anihila¢nich operatorti - viz relace (3)
a (4). Zname-li kreacni aanihilacni operator, mizeme zrelaci (1) az (4) zpétné
zrekonstruovat hamiltonidn, operator soufadnice a operator hybnosti. Komutac¢ni relace (5) az
(7) vyjadiuji zakladni vlastnosti kreacnich a anihilacnich operatori: Uvidime, Ze relace (5)
znamena, ze anihilacni operator posouva stavy systému o energetickou hladinu %@ doli a
relace (6) znamena, Ze kreaCni operator posouva stav o energetickou hladinu %@ vzhiru.
Relace (7) je potom vzdjemnou relaci mezi anihilatnim a krea¢nim operatorem.

V nasledujici vété dokazeme, Ze operator @* je kreaénim operatorem, tj. posouva energetické
stavy o jednotku vzhtiru (kreuje, vytvari energetické kvantum).

Véta:
Necht H|n>=E, |n>.Potom a* [n>~|n+1>.
Dukaz:

. © . . ) . A
Ha'|n>=(@ H+hwa")|n>=@"E, +hwa")|n>=(E, +hw)a" |n>

U
Ha'|n>=(E, + hw)a'|n>
U
a'|n>~|n+l>.

Zcela analogicky mlzeme zrelace (5) ukézat, Ze pro anihilaéni operator plati
a|n>~|n-1>. Zavedeme-li normovaci konstanty (pozadujeme, aby vSechny stavy byly
normovany k jedné, tj. ortonormalni bazi z vlastnich vektori operatoru energie), mizeme
posouvani v energetickém spektru provadéné krea¢nim a anihilaénim operatorem jednoduse
zapsat jako

A+

a

ln>=a |n+l1>

. (2.56)
ajn>=oqa,|n-1>

Normovaci konstanty a uré¢ime pozdé€ji. Nyni naSe Usili zaméfime na nalezeni spektra

Hamiltonova operatoru pro harmonicky oscilator.

Hamiltonliv operator je souctem kvadrati dvou Hermitovych operatorii a je proto
pozitivné definitni, tj. jeho vlastni ¢isla jsou nezapornd. Kreacni a anihilacni operatory
posouvaji ve spektru energie o konstantni hodnotu (energetické kvantum). Musi tedy
existovat stav s nejniz§i moznou energii, kterd je nezapornd. Tento stav nazyvame zakladni
stav a oznacujeme ho |0>. Zapusobime-li na zakladni stav anihilacnim operatorem, musime

cvwr

energii). Pro zékladni stav tedy plati:
H0>=E,|0> ; aj0>=0

Naleznéme kvadrat velikosti posledni relace (skalarni soucin prvku se sebou samym):
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A ~

o (2.55.1)
<0la*aj0>=0 = <0|i—1|0>=0 =
ho 2
hlw<0||3||0>—;<0|i|0>=0 = (2}—;J<0|0>=0 =
Ey 1 ho
w20 T PeTy

Zname-li hodnotu zdkladniho energetického stavu, mizeme dalSi hodnoty energii ziskat
pusobenim kreacniho operatoru, ten posouva v energii o konstantu %® , je tedy jasné, ze

E =E +ho :gha) ,

E, = E,+2hw zgha) ,

En:(n+%jha) ; n=0,1,2,...

Spektrum harmonického oscilatoru jsme ziskali jen z vlastnosti Hamiltonova operatoru, resp.
jen z formulace ulohy (2.41). Nikde jsme nevolili konkrétni reprezentaci, konkrétni Hilbertiv
prostor. Krea¢ni a anihilani operatory, se kterymi jsme se zde poprvé setkali, maji znacny
vyznam v kvantové teorii pole, kde pomoci podobnych operatorti kreujeme a anihilujeme
jednotlivé castice pritomné v systému. Zde u harmonického oscildtoru jen kreujeme Cci
anihilujeme energetické kvantum a tim se dostavame o jednu hladinu vySe nebo nize. Aby
nase odvozeni bylo Uplné ur¢ime na zavér normovaci konstanty ve vyrazu (2.56). Vytvoime
nejprve kvadrat normy obou relaci:

~ A 2
é+|n>=a;|n+1> <n|aa+|n>=‘a; <n+l|n+1> (2.55.1,2)
~ _ = ’ =
aln>=a,|n-1> <nla‘aln> = @, <n-1/n-1>

A

2
<n+l|n+1>

H 1 NE E, 1 .
<n|— +—|n>:‘an <n+l|n+1> + = <”|”>=‘0!n
ho 2 2

ho
' E 1 2
<n|i —l|n>: ‘ a, 2<n—1|n—1> (—" - —j<”|”>=‘an‘ <n-1[n-1>
how 2 8 hiw 2

Z pozadavku normovanosti vlastnich vektorti operatoru energie k jedné mame:

2:(5 . lj:[(nH/Z)ha) .\ lj:””
how 2 ho 2

_p (E 1) ((n+1/2)ha> 1)
‘an‘ = —_— = - = D ——— =n
ho 2 ho 2

Féazovy faktor pfi odmocnovani komplexniho ¢isla neni podstatny (jednotkovou velikost
vektoru neovlivni). Vysledné plsobeni krea¢niho a anihilaéniho operatoru (2.56)
1 s normovaci konstantou tedy je:

a'|n>=An+l|n+l>
ajn> = \/;|n—l>

Tento vysledek si miZete snadno zapamatovat: Pod odmocninou je vzdy potadové cislo
vys§iho energetického stavu zobou stran rovnice. Zajimavé vlastnosti ma jeSté jeden
operator:
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N=aa . (2.58)
Zapusobme s timto operatorem na n-ty energeticky stav:
R . (2.57) R
Nin>=a'aln> = Jna'n-1>=n'n|n>=n|n>
Vlastnim ¢islem tohoto operatoru je pocet kvant ptfitomnych v daném energetickém stavu.
V kvantové teorii pole ma tento operator vyznam operatoru poctu castic.

2.4.3. Reseni pomoci maticové mechaniky (Heisenberg)

Resme nyni jesté jednou ulohu (2.41) o harmonickém oscilatoru na prostoru nekoneénych
posloupnosti /% séitatelnych s kvadratem. Na prostoru n-tic jsou operatory matice nxn. Na
prostoru nekone¢nych posloupnosti (n — o) budou operatory nekone¢né rozmérné matice.
Ukol tedy je: najit nekoneéné rozmémé matice X, P, H, které vyhovuji tuloze (2.41). Tyto
matice nemusime hledat ,na zelené louce”. Stim co vime o krea¢nich a anihila¢nich
operatorech je snadno zkonstruujeme. Tyto matice najdeme v energetické reprezentaci, to

znamena, ze uréime maticové elementy operatora X,P,H v bazi vytvofené z vlastnich

vektori Hamiltonova operatoru. VSechny tfi operatory umime zkonstruovat pomoci kreacnich
a anihilac¢nich operatori podle relace (2.55). A ptlisobeni krea¢nich a anihila¢nich operatort
na zvolenou bazi také zname — viz relace (2.57). Konstrukce elementl pfisluSnych matic je
tedy viceméné trivialni zalezitosti:

- 255 [ 4 (2.57)

X, =<k|X|I> = kilat +al|/> =
i =<k|X[I> me<!(+)|>

= L(«/l+1<k|l+1>+\ﬁ<k|l—1>)=

2mo

h
:«/%(Vl_"lé‘k,lﬂ"k“ﬁé’k,l—l) )
. (2.55) A . (2.57)
Py =<k|P|l> = 14/””;“”<k|(a+—a)|1> =

=14/’"2h‘“(«/1+1<k|1+1>—ﬁ<k|1—1>)=
- [mh
=i sz(w”wk,m—ﬁ%,z—l) ;

. (2.55) N (2.57) |
Hy;=<k|H|lI> = ha)<k|(a+a+§]|l> = ---:(l+5)ha)5k1

Napi$me si tyto matice:

o o =o
s Ble &
Seo S
o Plo o
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0 -1 0 0
V1 0 -2 0
mhw
P=iJ—| o0 42 0 -3 :
2
0 0 3 0
2
3?;(0 0
H= 0 5hw
2

Ovéite si, 7e skute¢né [X,P]=in1 a H=P%2m+ mw’X*/2 podle pozadavki ulohy
(2.41). Ze znalosti matic X a P jsme jiz mohli Hamiltonovu matici urcit ptimo z této relace.
Posledni co zbyva je nalézt vlastni ¢isla matice H. Tato uloha je mimofadné jednoducha. U

diagonalni matice jsou vlastni Cisla pravé prvky na diagonale. Pokud tento fakt nevite,
vypocet je jednoduchy:

Hin>=E|n> = MH-1E)|n>=0 = det(H-1E)=0 =

(- -e)fe] - -0 -

Op¢ét tedy mame vztah (2.50) pro spektrum harmonického oscilatoru.
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2.5. SFERICKY SYMETRICKY POTENCIAL

Sféricky symetrickym (centralnim) nazyvadme potencial, ktery | I

zavisi jen na vzdalenosti od urcitého centralniho bodu. Pro )
popis pohybu téles v sféricky symetrickém potencialu je velmi
vyhodny sféricky soufadnicovy systém. Mezi nejznamé;jsi
sférické potencidly patii sféricky harmonicky oscilator,
sférickd jama a Coulombuiv potencidl. Sféricky oscilator si
muzete predstavit jako télisko v pocatku soutadnic, od kterého r
vedou pruziny na vSechny strany. Kdykoli ho vychylime, bude
pusobit vratnd sila smérem do centra. Prib¢h potencialni
energie je kvadraticky. Sférickd jama pfiblizné odpovida (3)
potencidlu, ktery pocituje neutron zachyceny v atomovém
jadie. Jaderné sily na hranici jamy (»=a) jsou znacné
(v idealizaci (2.59) dokonce nekonecné) a v jinych oblastech velmi slabé. Coulombiv
potencial se uplatni naptiklad ve vodikovém atomu, kdy osamoceny elektron podléha
pusobeni jediného protonu v atomovém jadie. Nezapominejte, ze r € (0, o). Pribéhy téchto
znamych potenciald jsou:

(1) V() = %krz :
0 r<a
2) V(r) = , (2.59)
VO r=a
o rn-Ll.“
drey r r

V klasické mechanice bude popsan systém Lagrangeovou funkci, zobecnénymi hybnostmi
a energii a Hamiltonovou funkci ve sférickém soutadnicové systému takto:

L :lmf2+ lmrzsinzﬁ o+ lmr2 0> - V(r) ,
2 2 2

pr = ml;"

P, = mr’sin’ 6 ¢ ,

Fap—y (2.60)
1 -2 1 2 .2 2 1 2 92

E=—mir + —mr'sin"@ ¢ + —mr 60" + V(r),
2 2 2

2 2 2 2 2

L

H=2 4 p92+ f)‘“,z +V(r)=&+
2m 2mr 2mr-sin” @ 2m 2

7 + V(r) .
Jiz v klasické mechanice jsme si ukazali, ze zobecnéné hybnosti odpovidajici thlovym
proménnym jsou komponenty momentu hybnosti. Druha ¢4st Hamiltonovy funkce odpovida
rotacnim stupnum volnosti a lze ji zapsat pomoci vektoru momentu hybnosti L. vzhledem
k ose z, od které je odvozen sféricky soufadnicovy systém.

Z ptedchoziho jiz vime, Ze jednotlivé komponenty momentu hybnosti nejsou soucasné
méfitelné a nekomutuji spolu (2.30). Soucasné ale mliZzeme méfit kvadrat momentu hybnosti
(2.31) a libovolnou zjeho komponent (2.32). U sféricky symetrického problému budeme
preferovat tfeti osu a tfeti komponentu. Osa zma preferované postaveni pii budovani
sférického souradnicového systému, ve skutecnosti je vSak lhostejné, kterou z komponent
momentu hybnosti zvolime do uplné mnoziny pozorovatelnych. Je-li v systému piitomno
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vngj$i magnetické pole, volime zpravidla soufadnicovy systém tak, aby tfeti osa mifila ve
sméru tohoto pole, osa z je potom souc¢asné¢ smérem vnéjSiho magnetického pole.

Je-li systém sféricky symetricky, potom s operatory > a |:3 jest¢ komutuje Hamiltontv
operator H. To je vidét jiz z klasického rozpisu (2.60). Vime totiz, ze zobecnéné soutadnice
nekomutuji jeding se svymi zobecn&nymi hybnostmi. V komutatoru [L* ,H] mohou tedy byt

s g rox , v s . .z . roov "2 ,
jediné nenulové ¢leny s thlovou ¢asti Hamiltonianu, tou je ale pravé nasobek L°. Operator

sam se sebou komutuje, takze vysledek miize byt jediné nulovy. Podobné komutator [IA.3 ,I:I]

muze mit jediné nenulové ¢asti s thlovou ¢asti Hamiltonianu, tj. ~ [|:3 ,I:Z ]. Tento komutator
je ale opét nulovy podle (2.32).

Nalezli jsme tak trojici nezavislych komutujicich operatord, kterd tvofi uplnou mnozinu
pozorovatelnych u nerelativistického sféricky symetrického problému (v relativistické tloze
k témto proménnym jesté pribude spin):

[C,L,]=[*AH] =[L,,H] =0 . (2.61)

U soustavy nezavislych vzajemné komutujicich operatori je mozné hledat spolecné
vlastni vektory ke vSem operatorim. U sféricky symetrického problému budeme tedy feSit
soustavu tfi rovnic pro vlastni vektory

|:||v,l,m> = E |v,im>
L2 (wlom> = A,|vlm> (2.62)
|:3 |v,l,m> = p, |v,l,m>

Index v Cisluje energetické stavy, index / stavy kvadratu momentu hybnosti a index m
stavy projekce momentu hybnosti do libovolné osy (zvolili jsme tfeti). Vlastni ¢isla jsme
oznacili E, A, u. Tuto soustavu je tieba fesit soucasné. Co by se stalo, kdybychom napiiklad
tesili jen rovnici pro energii? Nalezena vlastni ¢isla £, by samoziejmé byla v potadku, ale ke
kazdému vlastnimu cislu (kazdé hodnoté energie) by existovalo vice nezavislych vlastnich
rovnici). Tomuto typu spektra tikdme degenerované spektrum. Znamena to jen to, ze
k danému vlastnimu ¢&islu existuje vice vlastnich vektort. Odlisili bychom je od sebe az
pomoci dalSich operatort, které komutuji s operatorem, jehoz spektrum prave hledame.

V nasledujicich dvou kapitolach se budeme zabyvat momentem hybnosti, tedy druhou
atfeti rovnici v (2.62). ReSeni pro moment hybnosti je stejné pro vsechny prib&hy
potencialni energie. V kapitole 2.5.1 nalezneme feSeni bez pouziti konkrétni reprezentace a
v kapitole 2.5.2. naznacime, jak by se pii feSeni postupovalo v x reprezentaci. Prvni rovnici v
(2.62) se budeme zabyvat v kapitole 2.5.3. Reseni pro energii (energetické spektrum) jiz
samoziejm¢ zavisi na pribéhu potencialni energie a je jiné napftiklad pro vodik a jiné pro
sféricky oscilator. Navic feSeni pro energii zavisi na Cislech / a m. To je logické: moment
hybnosti souvisi s rotaénimi stavy systému a ty k energii pfispivaji. Vidime to konec koncii
1 v hamiltonianu (2.60), kde je pravé rotacni Cast energie vyjadiena ptes kvadrit momentu
hybnosti.

2.5.1. Moment hybnosti

Zakladnimi komutacnimi relacemi pro moment hybnosti jsou vztahy (2.30), dilezity je také
vztah (2.32):
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[I:l ,I:z] = ihL3 + cyklické zdmény,
[L2,L]1=0
Zaved’'me nyni tzv. posuvné operatory
L, =L +il, . (2.63)

Tyto operatory budou mit podobny vyznam jako kreac¢ni a anihilani operatory u energie
harmonického oscildtoru. Budou nés totiz posouvat ve spektru momentu hybnosti. NapiSme
prehledné jejich dilezité vlastnosti (vSechny Ize snadno odvodit z definice posuvnych
operatort a z komutac¢nich relaci momentu hybnosti):

W L=o(L+L ),

2
@ L= (L-L)
3 L =L,

4 LL=0C-01+aL,,

(2.64)
6) LL=C-01 -nL,,
6 |L,.L

(7 | L,,L,

(8) _f_z,f_i}o .
Zname-li posuvné operatory, mizeme zrelaci (1), (2) a (6) zrekonstruovat cely moment
hybnosti. Ulohu, kterou budeme nyni fesit, 1ze zformulovat takto:
2 Au>=AlAu> |
Ly | Au> = pldu>

Dokazme nejprve, ze posuvné operatory posouvaji vlastni vektory ve tfeti komponenté
momentu hybnosti o Planckovu konstantu:

Lemma 1: |:i|/1,/1>~ | A, uth>

Dukaz:

Oznacme |y > = IA_i | A, 1t > . Aplikujme operatory |:3 a L2 na tento vektor:

n ~ A (2.64.7) . . n n
Lyly>=LsLi |4 u> = (Lilkstnblo )| A u>=(uth)b, [ u>=uth)|y>,
n ~ A (2.64.8) . . n

L |y>=LL, [ Au> = L L Au>=AL |Au>=A|y>.

Vidime, ze posuvné operatory L, posouvaji ve spektru operatoru L; o konstantu +7. Ve

spektru operatoru L2 nedélaji posuvné operatory nic. L, tedy méni jen hodnotu projekce
momentu hybnosti do zvolen¢ osy.
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Lemma 2: Pfi daném 4 je spektrum operatoru I:3 omezeng, tj. existuje Umin @ Umax -
Diikaz: V relacich
A, u>=A |4, u>,
"2 2 PI) 2
( 2 +L2)|4,ﬂ>:( [ —L3) A >=(A—u®)| A u>

jsou operatory na levych stranach pozitivné definitni. Proto musi platitA >0, A - ,u2 >0.
Ziejmée tedy musi byt ,u2 <A A A20 aproto pe<—J/4 44 > a existuje Umin @ Umax-

Nyni jiz spektrum momentu hybnosti odvodime standardnim zplsobem. Podobné jako
u harmonického oscilatoru zaptiisobime posuvnym operatorem na prvni (resp. posledni stav).
Vysledek pisobeni musi byt nulovy, protoze dalsi stav jiz neexistuje:

L+|ﬁ“a/umax>zo A L—|2’numin>:0
vytvoirme kvadrat normy téchto vektort:
<A lhmax [L_Ly [ Aty > =0 A <A pigin L LA, gy >=0
Souciny operatort vyjadiime z (2.64.4) a (2.64.5).
"2 2 1 "2 12 1
<A Hmax |L" = L5 =hAls [ A, thiey > =0 A <Aty L7 =5 + L3 [ 4, iy > =0
Po zapiisobeni operatori mame:

(j’_zurznax _/umaxh) | Zuumax ||2 =0 A (ﬁ“_lurznin +ﬂminh) I j”/umin ||2 =

vynulovanim koeficientli u obou relaci dostadvame:

2 2
A= Hmax + :umaxh AN A= Hmin — /uminh >
neboli
A= Hmax (ﬂmax +h) A A= Hmin (/umin —-n) . *)

Posuvné operatory posouvaji ve spektru tfeti komponenty momentu hybnosti o Planckovu
konstantu, proto musi také soucasné platit:

H= Hmin> Hmin +h’ Hmin +2h’ Hmin +3h’ covs Hmax — h’ Hmax -

zaved'me bezrozmérné ¢islo m = /% . Potom

M =My, Mg 1, Mgy +2, Mg +3, ooy Mgy — LM,

min> *min
Oznacme mpyax = [. Z relaci (*) snadno zjistime, Ze miyin =—[. Cislo m tedy miize nabyvat
celkem 2/+1 rtznych hodnot z mnoziny me {—/,—-/+1,-/+2,...,1—1,1}. Pocet hodnot
2/+1 musi byt nezaporné celé Cislo a proto samo cislo / mize nabyvat jen polociselnych

hodnot

ZE{O1 ... Vlastni ¢islo 4 = g, (Upax +7) =10 (A + 1) = h21(1+1)

AT
PRRE

Zavér: Vysledky celého odvozeni miizeme zformulovat takto:
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2 _ 2 3,5 :
I:|l,m>—l(l+1)h >, 1e{0.5,1, 52, )
Ly |lm> = mh|l,m> mel—1,—1+1,-1+2,...,1-11} ; (2.65)

L.|/im>~ |lmtl>
Poznamky k feseni: (velmi dulezité, ¢téte pozornéji nez samo feSenilll)

1) Cislo [ &isluje velikost momentu hybnosti a nazyva se vedlejsi kvantové &islo (hlavni kvantové
&islo &isluje energii). Cislo m &isluje projekci momentu hybnosti do libovolné osy. Vzhledem
k tomu, Ze nabita rotujici Castice ma nenulovy magneticky moment, a toto Cislo bylo poprvé
zavedeno pro elektron v atomarnim obalu vodiku, nazyva se magnetické kvantové ¢islo.

2) Mozné hodnoty velikosti momentu hybnosti a jeho projekce do tfeti osy jsou:

IL|=\I(+D) A , 1=0123,..;

(2.66)
Ly=mh m= —1,—-1+1,...,1

3) Polociselné hodnoty, které jsme odvodili pro &islo / jsou skute¢né také mozné. Realizuji se
uspinu, jehoz operator ma stejnpou komutaéni strukturu jako moment hybnosti.
V Schrodingerovské X reprezentaci (nasledujici kapitola) tyto hodnoty nedostaneme. Volba
reprezentace zde znamena ztratu Gasti feseni. To, Zze polociselné hodnoty / jsou jiz soucasti
komutacnich relaci (2.30) bylo objeveno az relativné pozdé (v roce 1968 Kaufmannem) postupem
podobnym nasemu odvozeni.

4) Zvysledku (2.66), respektive (2.65) plyne skute¢ny vyznam Planckovy konstanty. Jedna se
o elementarni kvantum momentu hybnosti. Pfi méfeni momentu hybnosti budeme vzdy méfit
projekci momentu do urdité osy, dané méficim zafizenim. Tato L,
projekce je vzdy nasobkem Planckovy konstanty. o

5) Vidime, ze stavy s konkrétnim vedlej$im kvantovym &islem / jsou
degenerovany — existuje vice vlastnich vektort |/, m>, které
pfislusi stejnému kvantovému Cislu /. Tyto vektory se od sebe liSi B
kvantovym ¢&islem m a jejich pocet je 2/+1 (tzv. stuperi
degenerace, ktery oznacujeme #).

6) Historicky byly oznaovany kvantové stavy velikosti momentu

hybnosti elektronu v obalu atomu vodiku pismeny s, p, d, f podle 0
nasledujici tabulky:

=0 s stav m=0 #=1 "
I1=1 p stav m=-1,0,1 #=3
[1=2 d stav m=-2,-10,1,2 #=5

/=3 f stav m=-3,-2,-1,0,1,2,3 #=17

7) Vztah pro velikost kvadratu momentu hybnosti Ize dostat také jako
aritmeticky primér vSech moznych hodnot. Napfiklad pro / = 2 jsou mozné hodnoty projekci Ly,

Ly nebo L. rovny —27, -1, 0, h1, 2/1. Primérna hodnota kvadratu je proto dana vztahem
<I? >=<L§ >+<Li >+<L§ >=3<L§ >=3(4h2+h2+0+h2+4h2)/5=6h2.
Velikost |L| = \/gh piesné podle vztahu (2.66).

8) Neni obtizné napocitat maticové elementy < Z,m'||:k |l,m > operatoru momentu hybnosti ve
vlastni reprezentaci pomoci posuvnych operatord podobné jako u harmonického oscilatoru
v kapitole (2.4.3). Pro /=0 mGze byt mi m' jen 0 a proto jde o jediny prvek. Tato matice pusobi
na skalarni veliginy, hovofime o skalarni reprezentaci. Pro [ = 1/2 mGze nabyvat m i m' hodnot
-1/2 a +1/2. Jde o matice 2x2 pulsobici na uspofadané dvojice, které nazyvame spinory. Jedna se
o tzv. spinorovou reprezentaci. Pro [ = 1 mlze nabyvat m i m' hodnot —1, 0 a +1. Jde o matice

3x3 plsobici na usporfadané trojice, které nazyvame vektory. Jedna se otzv. vektorovou
reprezentaci. VSimnéte si, Ze matice L; jsou diagonalni s vlastnimi Cisly na diagondle.
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Spinorova reprezentace (/= 1/2)

leﬁ(o +1j ; Lzzﬁ(q —1J ; L3=E(+1 o)
2{(+1 O 2{+1 O 20 0 -1
Vektorova reprezentace (/= 1)
01 0 0 -1 O +1
Ly=r|1 0 1| ; Ly=a|1 0 —-i| ; L;=n
0 1 0 0 i 0 0 0 -1

Matice pro [ = 1/2 se nazyvaiji Pauliho matice (bez nasobicich koeficientd).

2.5.2. Reseni v x reprezentaci, kulové funkce

V x reprezentaci budeme problém sférického potencidlu fesit ve sférickych soutradnicich (jsou
nejblizsi symetrii potencialni energie). Je tieba fesit soustavu rovnic (2.62), ktera bude mit
nyni tvar:

Hy(r,0,0) = E, y(r,0,0) ,
L y(r.0.0) = 2,(r.0.0) | (2:67)

L3 l//(l",@,@) = /Um l//(l",(D,e)

Operatory zapsané ve sférickych soufadnicich maji tvar:

2 ) 2 2
TR R T N Aoy + V(r),
2m 21 2m 2mr*
> = - 1Ay,
|:3 = - 1hi;
op
1 (2.68)
A= A+ A,
r
A oo dld,
dr v dr
2
Agy = .1 i(siné’ij + L o .
sind 060 00 sin’ @ a(p2
Kinetickd energie v Hamiltonovée operatoru vede v Schrédingerové rovnici na ¢len
n? n? n? 1

LR U I L LT P
2m 2m(x Y Z) Zm( TR 6@}

V kartézskych soutadnicich se Laplacetiv operator S$tépi na soucet druhych derivaci podle
jednotlivych os, tomu odpovida rozklad kinetické energie na slozky T, 7, a .. Ve sférickych
soutadnicich se Laplacetiv operator déli na radialni a uhlovou c¢ast, tomu odpovida rozklad
kinetické energie na radidlni a thlovou ¢ast. Pravé thlova cast kinetické energie je rotacni
energie spojena s momentem hybnosti a proto kvadratu momentu hybnosti odpovida uhlova
¢ast Laplaceova operatoru.

Hledané feseni y(r,p,0) samoziejmé zavisi na kvantovych cislech v, [, m. ReSeni budeme
hledat v separovaném tvaru

y(r.p.0)=f(r)g(p)h(0) . (2.69)
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Nejdtive feSme posledni z rovnic (2.67):
., O
-ing 1) g(@)h(O0) = i f(1) glp)1(O) =

_in98 _
do

Nalezen¢ feSeni musi byt periodické v thlu ¢:

g = glp=c eXP{i%” ¢>]

2(0)=g(2n) = My =mh; m=0, £1, £2, ...

V x reprezentaci jsme opét odvodili kvantovani projekce momentu hybnosti. Projekce
momentu hybnosti miize nabyvat jen celistvych ndsobkli Planckovy konstanty. Polo¢iselna
feSeni nelze v x reprezentaci nalézt. Prechodem ke konkrétni reprezentaci pfichdzime o Cast
feSeni. Hledané feSeni ma nyni tvar:

w(r, 0,0)= f(r) ﬁei’"q’ nO); m=0,+1,%2,... (2.70)

Konstantu ¢ jsme zvolili tak, aby nalezené feSeni bylo normovano k jedné. Jako dalsi krok
dosadime toto feSeni do druhé rovnice (2.68) a budeme ji fesit

2 . .
—n? .1 i[smeij L O] ime o) = 4, o) =
sin@ 06 06 sin @ O

2 A
1 i(sineﬁj I LN -
sin@ do do sin?@  #?
Vysledkem je obycejnd diferencidlni rovnice pro funkci 4(0), kterd se fesi standardnimi
matematickymi postupy pifesahujicimi radmec tohoto skripta. Vysledkem jsou polynomialni

funkce v cos 6 a sin 0, které se nazyvaji ptidruzené Legendreovy polynomy P;,(cos 6) a jsou
definované vztahem

ol iy !t

Pro m = 0 se tyto polynomy nazyvaji Legendreovy polynomy. Pfislu$né vlastni ¢islo je

Py, (x) = =1y 1=0,1,2,...; |m|<l; m=0,%1, ... (2.71)

A= I(I+1)h? (2.72)

Cela uhlova cast feSeni se nazyva kulova funkce a oznacuje se

1
Yy (9.0) = —

Celkové tfeseni druhych dvou rovnic soustavy (2.67) tedy je

e™? B, (cosd). (2.73)

W (r.0.0) = () Vi (.60) = ﬁ £0r) €™ By (cosd)

Ap=10+Dh%; 1=0,1,2,... (2.74).
Uy =mh; 3 m=0, £1, ..; |m| <1

Odvozené kvantovani momentu hybnosti je az na absenci poloc¢iselnych hodnot shodné se
vztahy odvozenymi jinou cestou v ptedchozi kapitole. Pro radialni funkei f{r) 1ze feSeni ziskat
z prvni rovnice (2.67). Toto feSeni zavisi na tvaru potencidlni energie. Pro nékteré zakladni
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tvary potencialni energie bude feSeni diskutovano v pfisti kapitole. Na zavér uved’'me
ptiklady nékterych kulovych funkei:

YOO—L; )’10—1/43 cosf; Yll—_wfgi el? sin€; Y, 1—1/% e_i(psin@;

2.5.3. Jednoduché systémy: oscilator, vodik, jama
Nyni zbyva ftesit prvni z rovnic (2.67) — rovnici pro energii. Tato rovnice nam poskytne
energetické spektrum a radialni ¢ast celého feseni (7, ¢, 0). Jak energetické spektrum, tak
radialni ¢ast mohou zaviset na kvantovych ¢islech / a m z predchoziho feSeni a budou zavislé
na konkrétnim tvaru potencialni energie V(7).
V posledni rovnici (2.67) zname pusobeni rotani casti kinetické energie Hamiltonova
operatoru na celkovou vlnovou funkci. To je ddano plsobenim kvadratu momentu hybnosti
podle druhé z rovnic (2.67). Zname jiz i vlastni ¢islo A; podle vztahu (2.72). Po zaptsobeni
rotacni ¢asti zkratime uhlové ¢asti g(¢) a h(0) na obou strandch rovnice a ziskdme rovnici pro
radialni ¢ast feSeni:

2 d1d R+

o v W +V) | foi(r)=Ef,(r) . (2.75)

PovSimnéte si, Ze v rovnici vystupuje vedlejsi kvantové Cislo / a energetické spektrum proto
nezavisi jen na radidlnim ¢isle v, které Cisluje energii, ale 1 na vedlej$im kvantovém cisle /.
Reeni rovnice (2.75) se provadi standardnimi metodami (rozvoj do fady, hledani
asymptotického chovani, ofiznuti nekone¢né ftady). Uvedeme vysledky vypocti pro
potencialni energii sférického harmonického oscilatoru, prostorové jamy a Coulombiv
potencial (2.59).

Harmonicky oscilator

Pro potencialni energii harmonického oscilatoru vychazi energetické spektrum
V(r) = % mo*rt = E,; =Qv+I+3/2) ho=n+3/2)ho. (2.76)

Nejmensi mozna hodnota energie (nulové kmity) je 3/2 hw . Radialni kvantové &islo v Eisluje
pofadi radialnich stavil a zpravidla také pocet prisecikli radidlniho feSeni s osou x. VEtSinou
se zavadi tzv. hlavni kvantové Cislo n, které skutecéné Cisluje stavy energie:

n=2v+l; n=0,1,2,... , [=0,1 ... n. (2.77)

Spektrum oscilatoru je degenerované (ke kazdé hodnoté energie piislusi vice stavil, kazdé n
1ze slozit z vice kombinaci v a /). Snadno ur¢ime stupen degenerace, uvédomime-li si, ze ke
kazdému vedlejSimu kvantovému ¢islu existuje 2/ + 1 hodnot magnetickych cisel m:

n/2 n/2
Zzl+1_ S 2(n-2w)+1= Y 2n—4v +1= wz(””) 2.78)
v=0 v=0

Radu (2.78) jsme secetli jako aritmetickou fadu. Kazda energeticka slupka n obsahuje
(n+ 1)(n+ 2)/2 stav.
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Coulombicky potencial

Pro Coulombicky potencial vychazi energetické spektrum

2 2
V(r) :ﬂl:_g — E, =- Zam =" azmz . (2.79)
drey 1 r 2h (v+1+1) 2h*n
Hlavni kvantové ¢islo n Cislujici stavy energie jsme zavedli vztahem
n=v+Il+1 ; n=012,... , [=0,1...n-1. (2.80)
Stupeini degenerace bude
n-1 n—1
#,=>20+1= > 2(n-v-)+1= Y 2n-2v-1=n>. (2.81)
[ v=0 v=0

Jde-li o atom vodiku, mize mit kazdy elektron jeSté dva spinové stupné volnosti m,==+1/2
a celkovy pocet stavii v jedné energetické slupce je proto 2n”. Tyto stavy se lisi hodnotou
kvantovych cisel /, m, m.

Kvantova jama
Sféricka konec¢na kvantova jama s potencidlem

0 r<a
Vr) = (2.82)
VO r=>a

nema analytické feSeni. Problém Ize fesit jen numericky nebo graficky.
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2.6. CASOVY VYVOJ

Prozatim jsme se v kvantové teorii zabyvali staciondrnimi stavy, tj. stavy systému, které se
v ase nevyviji. Skute¢né kvantové stavy jsou linedrnimi kombinacemi stacionarnich stavi
(prvki baze) a koeficienty téchto kombinaci se méni s Casem. Prechod stavu z jednoho ¢asu
do ¢asu pozdéjsiho provadi tzv. evolucni operator (operator casového vyvoje).

2.6.1. Evolucni operator
Evoluéni operator prevadi znamy stav Case # na stav, do kterého se vyvine v Case ¢:

lw(0)>=U(10) | w(ty) >. (2.83)

Evoluéni operator musi spliiovat nékteré podminky a pozadavky:
1) poéateéni podminka: vyvoj z pocatecniho ¢asu do pocatecniho ¢asu neméni stav

U (19.20) =1
2) semigrupova podminka: vyvoj ze stavu #; do t, dopadne stejné, je-li proveden nardz nebo
pfes mezicas f:

ll —> fz = tl —> > l2

ly(ty) >=U(,t)|w() > < |w(t)>=U(y,0) U@ n)|w(t) >
Porovnanim obou postupt ziskame semigrupovou podminku
U(.0) U@t,5)=U(12.0)

3) unitarita: ¢asovy vyvoj neméni normovani stavu:

(wﬁaﬂwﬁo»=<wﬁﬂw0»

(volvo)=(vo

Ut =1

4) inverze: inverzni evolucni operator ma obracené potradi argumentii. Odvodime ze semigru-
pové podminky:

)

P,
Ut =U(@1y) U@y,.)=1 =
U9, = Uttg)
5) spojitost: samovolny vyvoj stavu (bez aktu méfeni), ktery popisuje evolucni operator musi
byt spojity:
<(p|ﬂ(t0,t)|l//(to)> je spojité pro V¢, a V|(p>e£/f.
Nyni odvodime zdkladni rovnici pro evoluéni operator. Vyjdeme z definice stiedni hodnoty

dynamické proménné (viz tabulka v kapitole 2.3.2) a tuto stfedni hodnotu budeme derivovat
podle Casu:

da _d

. d
E_E@/A W>_E<l//0

Jinou moZnosti je ptimo zavést operétor casove derivace dynamické proménné vztahem

V)= Wo )-

A

1+ AL — du* ;o ‘+‘@
U*tAU |wo) = (wo| AU+ UTA— lwo)-

da ; o
44 _ ly|A ¥
- = (v UTAU|vg

Porovndnim obou postupt ziskdme rovnici
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A+AA ~ A ) A A A
d‘; AU+ U+Aa;,—? _ 0AU , *)

ve které za Casovou derivaci operatoru dynamické proménné dosadime casovy vyvoj
dynamické proménné zapsany v Poissonovych zavorkach (1.53) prevedeny do kvantové
podoby pomoci principu korespondence (2.28):

i=tam) = A=—|AR].

Ziskame tak rovnici, ze které se budeme snazit ziskat rovnici pro evolu¢ni operator:

dU" -~ -~ d N B IV A
u AU + U+A—U=U+_—[A,H u =
t t ih
dU” d 1 (A~ n A A A~~~
U AU + UJ“ATU —E(UJFAH U-U+HAU) (**)

v , e , , vr 1 . . + + . .
Ve vSech nasledujicich upravach vyuzivame unitaritu UU" = U U = 1. Z rovnice (**) je tfeba
e 7 + . . . v ’ 7 . SN .
vyloucit operator U a jeho derivaci podle Casu, kterou ziskdme derivovanim definice
. . v , ’ ’ 7 +
unitarity podle ¢asu a ndsobenim vysledku operatorem U™ zprava:

u'u=1 = au U+ U+ﬂ:0 = au + U+dUU+— =
dt dt dt dt
dU* __ gedUgs
dt dt

Vysledek dosadime do rovnice (**) a vynasobime ji operatorem U zleva a U” zprava:

-0 Yo an+ 0rA9Y - L (GrARG-0TRAG) =
t dt 1h
dU . AU 1 (xn  na
- —U'A+ A—U" =— - =
dt dt ih(AH HA)
~ dU » 1 [~ =
A,—U"| =—|A, =
dt } ih[A H
ﬂfﬁz ! H =
dt 1h
ihd—uzﬁﬂ . (2.84)
dt

Pravé odvozend rovnice se nazyva rovmice casového vyvoje. Zapusobime-li touto
operatorovou rovnici na pocatecni stav [)o>, provede evolucni operator vyvoj stavu do Casu ¢
a ziskana rovnice pro [((¢)> se nazyva casova Schrodingerova rovnice:

WAIZ0)

el I70)8 (2.85)
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2.6.2. Casova Schrédingerova rovnice

Reseni ¢asového vyvoje lze najit relativné snadno, neni-li Hamiltonv operator explicitni
funkci Casu, tj. zavisi jen na operatorech zobecnénych soutadnic a hybnosti. V takovém
ptipad¢ je vyhodné volit v Hilbertové prostoru popisovaného systému bazi generovanou
vlastnimi vektory Hamiltonova operatoru (2.35):

|:||n>:En|n> ; <m|n>=5nm ; Z|n><n|::|
n

Do téchto vektort rozvineme hledany stav, koeficienty rozvoje budou funkcemi ¢asu:

() >=Ya, 0 n> .

ResSeni v tomto tvaru dosadime do ¢asové Schrodingerovy rovnice ziskdme linedrni rovnici
pro koeficienty a,(¢).

iny,
n

da
dt
da
dt

n|n>= I:Izan(t)‘n>;
n

iny
n

“ln>=Ya,)E,|n>; |/ <m| zleva
n

d
i — g (O)E,

dt
- iEm (t_tO)
a,t)=c,e "
Reseni ¢asového vyvoje tedy je:
- iEn (t_IO)
lw()>=>c, e |n> . (2.86)
n

Ponékud elegantngjsi feSeni je nalézt pfimo evolucni operator jako superpozici projektorii
generovanych Hamiltonovym operatorem pomoci véty o spektralnim rozvoji. ReSeni rovnice
pro evolu¢ni operator l1ze formalné zapsat jako

1
] R n —H(-p) R —E,(t-ty)
MY w = Ot ty) = e = Uty = De’ |n><n
n

Nyni zaplisobime nalezenym evolu¢nim operatorem na pocatecni stav | o >:

1
~7E)1(t_t0)
| y(@)>= " [n><nly, >
n

a ziskame tak okamzité€ feSeni ¢asové Schrodingerovy rovnice:

-iEn(t_tO)
ly(@)> = D¢, n>;
n

lwo> = D cyln>; (2.86")
n

c, = <nlyy>.
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Priklad:

Naleznéte vyvoj pravdépodobnosti systému, jehoZ pocatecni stav je zadan jako redlnd linearni
kombinace dvou redlnych vlastnich funkci Hamiltonova operatoru. Napiiklad mtze jit o dva
stavy harmonického osciladtoru nebo kvantové jamy ¢i o dvoustavovy systém. Pozadavek
redlnosti vlastnich funkci a koeficientl je jen z diivodu jednoduchosti vypoctu.

Reseni: Pocate¢ni stav je kombinaci dvou vlastnich stavii 1 a 2 Hamiltonianu

wo(x) =y (x) + ey (x)
casovy vyvoj je

ig g
pt,x)=cie " yi(x)+ce T ps(x)
a vysledna hustota pravdépodobnosti pro realné vlastni funkce vychazi
1 1
w(t,x) =y = (e))’ + (cw)” + ey, [eE(Ez_El)[ te g(Ez_El)t] :

Celkova pravdépodobnost je souctem pravdépodobnosti, ze se systém nachazi ve stavu 1, ve
stavu 2 a interferencniho ¢lenu, ktery je pro kvantové procesy typicky. Vysledek lze
jednoduse zapsat takto:

w(t,x) = wy(x) + wy (x) + f(x)cos(wt); w=AE/h.
Frekvence ¢asovych oscilaci pravdépodobnosti odpovida Planckovu kvantovani AE = hw .

Poznamka: Znamé jsou napriklad oscilace elektronového a mionového neutrina. Castice se s pevné
danou frekvenci méni z jedné na druhou. Ve vztahu pro frekvenci oscilaci vystupuje namisto rozdilu
energii rozdil klidovych hmotnosti obou stavi @ = Amc”/h. Z jevu oscilaci dvou neutrin Ize
usuzovat jen na nenulovy rozdil hmotnosti obou neutrin.

2.6.3. Dvoustérbinovy experiment

Predstavme si, Ze na dv¢ Stérbiny dopadd proud castic. Po
prichodu Stérbinami se na stinitku zaznamenéava, kam ktera
dopadla. Vysledkem je klasicky interferen¢ni vlnovy obrazec s
maximem dopadd paradoxné mezi obéma Stérbinami. Podobné
jako v pfedchozi kapitole se scitaji amplitudy pravdépodob-
nosti obou moznosti, nikoli samotné pravdépodobnosti.

Na vysledku nic nezméni ani pocet pritomnych ¢astic: bude-li
tok zleva velmi slaby a v priiméru se bude vyskytovat v oblasti
experimentu jedind Castice, nikdy nezjistime, kterym otvorem
prosla. Po dosti dlouhé dobé ziskame statisticky obraz dopadu
Castic na stinitko podle obrazku. Muzeme si tfeba myslet, ze Cast Castice prosla jednim
otvorem a ¢ast druhym, nebo Ze interferovala sama se sebou. Takové uvahy nemaji realny
smysl. Pro posouzeni statistického vysledku mnoha opakovanych dopadi je dilezity jen
souhlas experimentalniho vysledku s predpovédi danou teorii.

stinitko

Jiny obraz se nam ale naskytne, pokusime-li se zjistit, kudy > pg?
Castice prolétla. Zakryjeme-li jeden ¢i druhy otvor, bude | Gastic
maximum dopadajicich Castic samoziejmé proti otevienému —  p = -—____ >
otvoru. Miulzeme vymyslet rafinovanéj§i postup. Budeme —p ° ? %
sledovat naptiklad pomoci ¢astic svétla — fotont, kudy castice ——» % ot |
prolétla. Bude-li foton malo energeticky, bude mit piili§ ——» © .7

dlouhou vinovou délku na to, aby zjistil, kudy castice prolétla. ——» ,U g

Bude-li ale foton mit pro detekci dosti kratkou vinovou délku, —— ¢~

muzeme skutecné rozhodnout, kudy prolétla castice. Ale néco —> |

za néco: kratkovinny foton ma znaénou energii a siln& ovlivni — > stinitko

stav prolétajici Castice. Dokonce natolik, Ze interferencni
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obrazec zmizi. Obecné plati: nepokusime-li se o detekci, s€itaji se amplitudy
pravdépodobnosti a statistika dopadii ma charakter interferen¢niho jevu. Pokusime-li se o
detekei, interference zanikd a scitaji se klasicky samotné pravdépodobnosti. Té€Zko se nam
tento fakt pfijima. Je to vlastnost mikrosvéta, ktera se nam zda velmi podivna. Nase
zkuSenosti z makrosvéta jsou zaloZeny na komutujicich objektech. Pravé nekomutativnost
jevi v mikrosvéte vede ke skladani amplitud pravdépodobnosti jednotlivych moznosti a k
interferen¢nimu jevu.

2.6.4. Ehrenfestovy teorémy, virialovy teorém
V této kapitole si probereme tfi zékladni teorémy tykajici se casového vyvoje.

1. Ehrenfestliv teorém

Prvni Ehrenfestiiv teorém se tyka casového vyvoje operatoru soufadnice. Pro jednoduchost
ho odvodime v jednorozmérném piipad€, vyjdeme z principu korespondence a ¢asového
vyvoje (1. 53) ve tvaru Poissonovych zavorek:

— lh[x] {X—+V(X>] 2mlh[xpz] L% voo)-

L (inp +in)=P

2mih m

- (Plxp [+ [x. 2 ]p)-

Ziskali jsme tak vysledek, ktery je analogicky definici hybnosti z klasické mechaniky a je
znam pod nazvem prvni Ehrenfestitv teoréem:

X _P
dt m

(2.87)

2. Ehrenfestliv teorém

Druhy Ehrenfestiiv teorém se tyka ¢asového vyvoje operatoru hybnosti. Budeme postupovat
podobné jako v ptfedchozim pﬁpadé:

4P 1o { V(X)}

Hodnotu posledniho komutdtoru ur¢ime takto: Nejprve nalezneme komutator operatoru
hybnosti s libovolnou mocninou operatoru soufadnice (indukci) a vysledek budeme ¢len po
¢lenu aplikovat na operator potencidlu rozvinuty do mocninného Taylorova rozvoje:

[IS,S(] - —[X,ﬁ] — —inA,

|+ Llp voo] = L[e. veo].

[
B.%1] = X[B.X7] + [BX]X" = —in(nenX
[ls, V()i)] = -in e

Zakladnim ptedpokladem téchto uvah je samoziejmé rozvinutelnost potencialni energie do
Taylorovy fady. Po dosazeni za vypocteny komutator druhy Ehrenfestiv teorém vychazi:
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SR (2.88)
dt  oX

coz je vlastné kvantovou analogii Newtonovych pohybovych rovnic (zdporn¢ vzaty gradient
potencialni energie je pasobici silou).

Virialovy teorém

Viridlovy teorém je velmi uziteCny nejen v kvantové teorii, ale i ve statistické fyzice. Urcuje
sttedni hodnotu kinetické energie obsazené v systému z tvaru energie potencialni. UrCeme
nejprve maticové elementy komutatoru dynamické proménné 4 s Hamiltonovym operatorem
v energetické reprezentaci:

<n|[AAlm>=<n|AH-HA|m>=(E,, — E,)<n|Alm>=(Ey - Ey) Ay -
Pro n = m mame
<n|[AH]|n>=0.
Za operator dynamické proménné 4 budeme nyni volit soucin soutadnice a hybnosti:
<n|[XP,H]|n>=0,
<n|[X,AHIP|n>+<n|X[P,H]|n>=0,

dX - < dP
<n[—XP\n>+<n]X—|n>=0.
dt dt
Za Casovy vyvoj soufadnice a hybnosti dosadime z Ehrenfestovych teorémd:

<n|—|n>=<n|l)A(61A/|n>.
2m 2

A

Ve tfech dimenzich je vysledek souctem prispévkil v jednotlivych osach. Na levé strané stoji
sttedni hodnota kinetické energie systému, napravo tzv. operator virialu:

<n|f|n>:<n|lf(k s (2.89)
2 7% ox,
Pro jednorozmérny harmonicky oscildtor je operator viridlu ptimo roven potencialni energii:
. 1. - 1 o0V 1 4
X =—kX> = S Xo=— kX
2 29X 2

Stfedni hodnoty kinetické a potencialni energie jsou si proto v kazdém stavu rovny.

Poznamka: Jiz v roce 1933 upozornil F. Zwicky, ze ve vnéjsich oblastech galaxii jsou rotani rychlosti
vySSi nez teoretické, coz odpovida vétSimu mnozstvi hmoty v galaxiich nez se pozoruje. Proto by
galaxie mély obsahovat skrytou hmotu, kterou nevidime. tyto prvni experimenty byly nezavisle
potvrzeny pomoci viridlového pohybu méfily se stfedni hodnoty kinetické energie hvézd v galaxii a
vysledek byl v pfikrém rozporu se stfedni hodnotou virialu pro gravitaéni potencialni energii. Virialovy
teorém muze byt proto velmi uziteény i pro makroskopické nekvantové systémy. Svitici (registrované)
hmoty v galaxiich je jen asi 1%. V roce 2000 se pomoci HST ukézalo, Ze az 50 procent hmoty Galaxie
muze byt soustfedéno ve velmi starych a malo sviticich bilych trpaslicich, které doposud nebyly
pozorovatelné. Patfily pravdépodobné k prvni generaci hvézd pfed cca 12 miliardami let a vyplfiu;ji
celé halé Galaxie. Obdobné tomu bude asi i u ostatnich galaxii. K FeSeni problému skryté hmoty vSak
jen bili trpaslici nestaci. Snad jde o neznamou formu hmoty nebaryonové povahy.
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2.7. RELATIVISTICKA KVANTOVA TEORIE, SPIN

2.7.1. Prostorova rotace a Lorentzova transformace

Prostorova rotace
Pootoc¢ime-li soufadnicovym systémem kolem osy z o uhel ¢, Ize transformaci zapsat jako
t'=t,
x'=xcosp — ysing,
y' =xsing + ycose,
z'=z.
Casovou soufadnici budeme davat na nultou pozici, pfi prostorové rotaci se ¢as neméni.

Celou transformaci popiSeme pomoci rotacni matice R,, Podobné mizeme popsat rotace
kolem ostatnich soutfadnicovych os (staci cyklicky zaménit x - y — z — x):

1 0 O 0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 0

0 0 cose

sin @

—sing

cos @

0

0

cosp 0
0 1

—sing 0

sin @
0

Cos @

0 cosg

0

0

sin @

0

—sing 0

cosp 0

0 1

Rotace patii mezi unitarni transformace. Pfipomenime si, Ze unitdrni operatory zachovévaji
skalarni soucin, proto plati

U'U=1 = detUdetU" =1 = |detU|=1.

Pro realné matice muze byt determinant vSech unitarnich transformaci roven bud’ +1 (rotace)
nebo —1 (zrcadleni). Snadno se presvéd¢ime, Ze determinant vSech tii rotacnich matic je
roven jedné. Srotacni symetrii se poji zachovani veli¢iny, kterou nazyvdme moment
hybnosti. Tato veli¢ina je danou symetrii definovéna (viz teorém Noetherové, kap. 1.3.1).

Lorentzova transformace

Velmi piibuznou transformaci k rotacim je Lorentzova transformace popisujici ptechod mezi
dvéma vzajemné se rovnomérné pohybujicimi inercialnimi soufadnicovymi systémy,
pfedpokladejme, Ze v ose x:

t—vx/c2

\]1—02/02 ’

, x—Ut

\/1—02/02 ,

t' =

Tuto znamou transformaci lze zapsat podstatné elegantnéji v maticové podobé. Zavedeme-li
relativistické proménné x( =ct, x| =x; xo =y; x3 =z a relativistické koeficienty

p=vic; y=1/ l—ﬂz,

116



Kvantova teorie Relativita a spin

budou matice Lorentzovy transformace (v ostatnich osdch matice ziskame cyklickou
zdmenou) mit tvar

vy ~—yp 00 y 0 —-yB 0 y 00 —-ypB
—yB ¥y 00 0O 1 0 0 0 10 0
A, = , A= , A=
0 0 1 0 —yB 0 0 0 01 0
0 0 0 1 0 0 0 1 —yB 0 0

Determinant transformac¢nich matic je roven

det A=y%—y?p% =y2(1-p*) =1

a jde tedy opét o rotace, tentokrat v roviné dané Casovou a jednou prostorovou osou.
Charakter rotaci Iépe vynikne, zapiSeme-li Lorentzovy matice pomoci rapidity
u= arcth (v/c):

chu shu 0 O chu 0 shu O chu 0 O shu
shu chu 0 O O 1 0 0 O 1 0 O
A, = , A= , A=
0 0O 1 0 shu 0 chu O 0 0 1 0
0 0 0 1 0O 0 0 1 shu 0 0 chu

S Lorentzovou symetrii (experiment dopadne stejné ve dvou inercidlnich soustavach, které se
navzéajem pohybuji rovhomérné ptimocaie) se poji existence nové zachovavajici se veliCiny,
kterd se nazyva spin.

2.7.2. Spin

V minulé kapitole jsme vidéli, Ze podobnou ulohu, jakou ma
prostorova rotace ma i Lorentzova transformace. Jde také o rotaci, ('
ale vrovin¢ dané cCasovou a jednou prostorovou soufadnici

o imaginarni thel nazyvany rapidita. Rotani symetrie odpovida
symetrii systému vzhledem k pootoc¢eni, Lorentzova symetrie
odpovida stejnému chovani systému v riznych, navzijem se
rovnomérné pohybujicich, inercialnich soutfadnicovych systémech.

S obéma symetriemi se poji odpovidajici zakony zachovani:

rotaéni symetrie - moment hybnosti L
Lorentzova symetrie - spin S

Spin ma velmi podobné vlastnosti jako moment hybnosti, 1ze si ho vSak jen velmi tézko
predstavit. Znacné nepiesné, ale piesto ilustrativni, je predstavit si ¢astici obihajici kolem
centra a soucasn¢ rotujici kolem vlastni osy. V této klasické piedstavé odpovida momentu
hybnosti orbitalni rotace a spinu vlastni rotace. Skutecné ¢astice ani neobihaji kolem centra,
ani nerotuji kolem vlastni osy. Jejich celkovy rotacni stav je dan dvéma veli¢inami —
momentem hybnosti (orbitdlnim momentem) a spinem (vnitinim momentem). Ob¢ veliCiny se
mohou skladat, potom hovofime o spinorbitalni interakci, neboli LS interakci ¢i LS vazbé.
Operator spinu ma stejné komutacni relace jako moment hybnosti (2.30, 2.32)

[él ,éz] = ihé3 + cyklické zamény ,

S (2.90)
[S2,85]1=0
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Stejné tak jako u momentu hybnosti zavadime dv€ kvantova ¢isla popisujici spin: spinové
¢islo neboli spin s urcujici velikost a magnetické spinové Cislo m; urcujici projekei spinu do
treti osy. Pro spin lze pomoci posuvnych operatorti odvodit stejné jako pro moment hybnosti
vztah (2.66)

IS|=4s(s+D)n s =0,1/2,1, 3/2,...;

Sy=m,h , mg= —s,—s+1,...,s

(2.91)

Tentokrat se ale realizuji i polociselné hodnoty, které jsme pro komutacni strukturu (2.90)
resp. (2.30) odvodili difive. Hodnota spinu s je pro elementidrni Céastice neménnou
charakteristikou, stejné tak jako hodnota elektrického nadboje O nebo klidové hmotnosti m.

Spin nékterych ¢astic

leptony (elektron, tauon, mion, neutrina) 1/2
kvarky (d,u,s,c,b,t) 1/2
skalarni mezony (77, kaony) 0
vektorové mezony (p,kaony) 1
hadrony (neutron, proton, A hyperon) 1/2
hadrony (A, Q) 3/2
intermedialni bosony (y, W=, Z°, gluony) 1
gravitony 2

Pritomnost spinu zvySuje stupen degenerace energetickych stavi. Naptiklad elektron
v atomarnim obalu, ktery ma energeticky stav urCeny hlavnim kvantovym ¢islem, jiz nema
stupefi degenerace #°, ale 2n”. Elektron ma totiz spin 1/2 a jeho stavy jsou ureny &tvefici
¢isel n, I, m, m,. Projekce spinu m, mize nabyvat dvou hodnot £1/2 a pocet stavii se
zdvojnasobuje.

Castice s nenulovym spinem vykazuji magneticky moment, aniz by mély orbitalni moment
hybnosti. Magnetické vlastnosti ¢astic proto nemusi souviset jen se skute¢nym rotacnim
pohybem (¢astic, ale 1 s ,,vlastnim momentem* — spinem. V pfitomnosti nehomogenniho
magnetického pole reaguji Castice na toto pole. Stavy, které pivodné odpovidaly jediné
energii se Stépi na multiplety blizkych energetickych podhladin. Stupent degenerace se
snizuje, stavy s ruznym m a m, maji riiznou energii. Hovofime o tzv. sejmuti degenerace
v pfitomnosti magnetického pole.

Pec Kolimator Magnet Stinitko

Spin byl poprvé pozorovan ve Stern Gerlachové experimentu (1925). Atomy stiibra
odparujici se zpicky byly kolimovany do svazku prochazejiciho nehomogennim
magnetickym polem. Na tyto elementarni magnetické momenty v nehomogennim poli pisobi
sila (1.124) F =—-uVB. Magneticky moment jednotlivych stavll je rtizny a proto je rizna
1 vysledna piisobici sila a energie daného stavu. Kdyby neexistoval spin, nebude se stav /=0
Stépit vitbec (m = 0), stav / = 1 se bude §tépit na tfi rizné podstavy (m = 0, £1) a na stinitku se
vytvori jedna nebo tfi stiibrné skvrny (i ve vyssich stavech / pijde vzdy o lichy pocet skvrn).
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Na stinitku vSak byly pozorovany dvé stiibrné skvrny, coz svédci o elektronu s orbitalnim
stavem / = 0 a spinovym stavem s = 1/2 (magnetické vlastnosti jsou ureny dvema projekcemi
ms==*1/2). Sudy pocet projekci znamena polocCiselné teseni komutacnich relaci (2.90)
respektive (2.30). Hypotézu o existenci vlastniho momentu elektronu, ktery méa podobné
vlastnosti jako orbitalni moment, podali jesté pred teoretickym objasnénim spinu Uhlenbeck
a Goudsmit v roce 1925.

Na nasledujicim obrdzku je numerickd simulace (Yamanashi University) Stern Gerlachova
experimentu. Stavy s projekci my=+1/2 jsou oznaCeny modie, stavy m;=—1/2 Cerveng.
V malé vzdalenosti se na stinitku objevi dvé vyrazné stiibrné skvrny, ve vétsi vzdalenosti
nejsou pravdépodobnosti dopadu atomt v jednotlivych stavech vyrazné prostorové oddélené.

2.7.3. Klein-Gordonova a Diracova Rovnice

Schrédingerova rovnice neni relativistickd a proto nemize spravné popsat spin. Pfi jejim
odvozeni jsme pouzivali nerelativisticky tvar Hamiltonovy funkce. Vysledkem byla
Schrédingerova ¢asova rovnice (2.85), kterd ma v x reprezentaci tvar

., oy 7’
h——=(——4+V)y=0.
' ot ( 2m i )l//

V rovnici se nachdzi prvni casova derivace a druhé prostorové derivace, ¢as a prostor neni
rovnopravny, rovnice zjevné neni relativistickd. Relativistickou konstrukci lze vytvorit jak ve
druhych (Klein-Gordonova rovnice), tak v prvnich (Diracova rovnice) derivacich. Obég
konstrukce maji své misto, rovnice Klein-Gordonova spravné popisuje chovani castic se
spinem 0 a rovnice Diracova chovani ¢astic se spinem 1/2.

Klein-Gordonova rovnice (Oskar Klein, Walter Gordon)
Pii odvozeni Schrédingerovy rovnice v x reprezentaci jsme hybnosti pfifadili operator
P —> -iAV.

Toto pfifazeni je nyni nutné zobecnit na Casoprostor. Hybnost souvisi se symetrii vzhledem
k posunuti v prostoru, s posunutim v ¢ase souvisi veli¢ina nazyvana energie. Relativistické
pfifazeni by tedy mélo byt:

E — +iho/ot,

P — -iho/ox.
Odlisné znaménko u ¢asové proménné souvisi s relativistickymi transformacnimi vlastnostmi
ctytvektorl a je pro nase odvozeni nepodstatné (je dano tim, Ze ¢as a prostor se v derivacich

vyskytuji v jmenovateli). Nyni pfevedeme do operatorové podoby relativisticky vztah pro
energii

2
E? :p202 +m?ct > (—h28—2+h202A—m204)t//:0.
ot

Jednoduchou upravou ziskdme Klein-Gordonovu rovnici pro volnou ¢astici
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1 8% m??
o
ot? n
Klein-Gordonova rovnice je spravnou relativistickou rovnici pro volnou castici se spinem
nula. Jde o vlnovou rovnici s konstantnim ¢lenem, kterd limitné pfechazi v nerelativistickou
Schrédingerovu rovnici.

Yy =0 . (2.92)

Jde o linedrni rovnici a kazdé jeji ,,rozumné® feSeni je mozné zapsat pomoci Fourierovy
transformace jako superpozici rovinnych vin

2r 2
t,x)= exp[ikx —wt]; k=—, o=—.

(1, x) = exp| ] 7 T
Po dosazeni rovinné viny do Klein-Gordonovy rovnice ziskame disperzni relaci

m?c?

0 =2k? + 5
h
Standardnim postupem ur¢ime fazovou a grupovou rychlost:

:— =c f1+ f
4 h2
v C
g " ak
h2k2 47r h2

Na prvni pohled je zfejmé, Ze grupova rychlost je vzdy podstvételnd. Z Hamiltonovych
rovnic mechaniky

& 0k ohk Op
plyne, ze grupova rychlost vinového baliku je analogem mechanické rychlosti pohybujici se
Castice. Oproti tomu fazova rychlost je vzdy nadsvételnd a nema vyznam pfenosu informace.
Mezi obéma rychlostmi je jednoduchy vztah v v, = ¢* . Obé& rychlosti zavisi na vlnové délce

parcialni viny (tzv. disperze).

Diracova rovnice (Paul Adrien Mauric Dirac)

Relativistickou konstrukci rovnice pro volnou d¢astici, kterd limitné prechazi na
Schrédingerovu rovnici, lze také provést v prvnich derivacich. Tuto tUlohu fesil
P. A. M. Dirac, ktery hledat spravné koeficienty u prvnich derivaci:

0 0 0 0
(COE+016—+025+C3E+61)1// 0.

Z transformacnich pozadavki Dirac odvodil, ze rizné koeficienty c¢; musi navzijem
antikomutovat. Tuto vlastnost nelze splnit, pokud jsou koeficienty obyc¢ejna cisla. Je to ale
mozné, jde-li o 4 nezavislé antikomutujici matice. Ctvefici nezavislych antikomutujicich
matic lze nalézt az pro matice 4x4 a vétsi. U matic 4x4 existuje 16 nezavislych matic, ze
kterych lze vybrat Ctyfi antikomutujici. Dirac tak odvodil rovnici

(iny* 0, —mc)y =0, (2.93)

ve které jsou koeficienty derivaci tzv. Diracovy matice
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Diracova rovnice popisuje chovani ¢astic se spinem 1/2 (naptiklad elektron). Ctvefice 1 se
nazyva bispinor. Ma specialni transformacéni vlastnosti. Horni dvé komponenty bispinoru
popisuji stavy cdastice s projekci spinu +1/2 a —1/2 a maji kladnou energii. Dolni dvé
komponenty maji zapornou energii a Dirac je interpretoval jako stavy anticdstice s projekci
spinu +1/2 a —1/2. Diracova rovnice je v jist¢ém smyslu "odmocnénim" Klein-Gordonovy

rovnice postavené¢ na vztahu E 2 = pzc2 +m2c*. Proto stavy se zapornou energii nejsou

prekvapenim. Elegantni v§ak bylo Diracovo vysvétleni: VSechny zaporné stavy jsou zaplnény
(Diracovo mote elektronil se zdpornou energii). Nezaplnény stav se chova jako "dira", kterou
Dirac interpretoval jako anti¢astici. Rozborem tvaru rovnice a jejich feSeni teoreticky Dirac
predpovédél existenci pozitronu jesté pred jeho experimentalnim objevem.

Spin se tak stal automatickou soucésti relativistickych rovnic kvantové teorie. Rovnice
Klein-Gordonova fesi problémy skalarnich poli a skaldrnich castic, rovnice Diracova
problémy elektronu, neutrin a kvarkd. Pravé na ni je postavena dnesni kvantova
elektrodynamika.
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2.8. SOUSTAVA STEJNYCH CGASTIC

Stejnymi Casticemi nazyvame dvé castice se shodnymi parametry (hmotou, nabojem,
spinem, ...). Z hlediska teoretické mechaniky je trajektorie téchto ¢astic dana Hamiltonovymi
rovnicemi a zname-li pocate¢ni polohy a rychlosti Castic, 1ze presné predikovat budouci
polohy castic a v kazdém okamziku fici ktera je ktera.

V kvantové teorii mizeme piredpoveédét jen pravdépodobnost vyskytu ¢astice v néjakém misté
a Case. Tato pravdépodobnost ma maximum v misté klasické trajektorie a se vzdalenosti od ni
zpravidla exponencialné¢ ubyva a dosti daleko od klasické trajektorie je sice velmi mala,
nikoli vSak nulovad. Mame-li dvé stejné Castice, nikdy si nemizeme byt jisti, ktera ¢astice je
ktera. Pravdépodobnost vyskytu jedné ¢astice v misté druhé je nenulova. Hovotime o tom, ze
stejné Castice jsou v kvantové teorii nerozlisitelné. Hamiltoniv operator se pii zaméné dvou
stejnych Castic nezméni:

Hi; =Hy. (2.94)

2.8.1. Operator vymeény dvou ¢astic

Pro jednoduchost budeme uvazovat jen dvé castice, u kterych sledujeme dynamickou
proménnou 4 (nejlépe celou uplnou mnozinu pozorovatelnych). Stav, ve kterém ma prvni
¢astice hodnotu a; a druha ¢astice hodnotu a, ozna¢ime

ly>=|aj,ap> .
Opacnou situaci, kdy prvni ¢astice ma hodnotu a; a druhd a,, ozna¢ime
lp>=laz,a;> .

Diky nerozliSitelnosti identickych ¢astic v kvantové mechanice musi byt oba stavy zavislé
(vyjadiuji ve skuteCnosti jeden a tentyz kvantovy stav), proto

|a2:al>:ﬂ|alaa2> . (295)

Zaved’'me nyni operator vzajemné vymény castic vztahem

Py |ay, a;>=|ay, ar> (2.96)
a prozkoumejme jeho vlastnosti:
1 p?=1,
(2) 4=%1, (2.97)

3) [P,H]=0.
Dukaz (1): Dvojnasobné zdména ¢astic vede na piivodni konfiguraci.
Dukaz (2): Vlastnimi vektory jsou vektory | > a | ¢ > definované vyse:

Plz]al,a2>z|a2,a1>=ﬂ|a1,a2>. (298)

Cislo B8 je vlastnim &islem operatoru vymény. Proved'me nyni dvojnasobnou vyménu
jednak pomoci vztahu (2.97.1) a jednak podle (2.98):

lay, ap>

P2|a1,a2>= = ﬂ2=1 = ,B=i1.
2
B lar,ar>
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Hodnota vlastnich ¢isel operatoru vymény je ziejma jiz ze vztahu (2.97.1). Jde o unitarni
a hermitovsky operator. Vlastni ¢isla musi lezet na jednotkové kruznici v komplexni
rovin¢ a soucasn¢ byt redlna. Jediné takové hodnoty jsou + 1.

Dukaz (3): V diikazu vyuzijeme ¢asovou Schrodingerovu rovnici (2.85):

A A - - 1 dlay,a; > 15 d|aj,ap>
H{»Ppylaj,arh >=Hpylar,a; >=H»y|lay,a >=— —————=—Pp, ———=—=
12712 141,42 12142,%1 2114241 i dt i 12 dt

P A
=EP121hH12|a1,a2>=P12H12|a1,a2>.

2.8.2. Bosony a fermiony, Pauliho princip
Z ptedchoziho rozboru je ziejmé, ze

|ay,a; >=P|aj,ay >== |aj,ar >. (2.99)

Vlnovéa funkce dvou castic mize byt jen symetrickd nebo antisymetrickd. Neexistuje nic
mezitim. Castice mohou byt jen dvojiho druhu: se symetrickymi vinovymi funkcemi (bosony)
nebo s antisymetrickymi vinovymi funkcemi (fermiony) vzhledem ke vzajemné zdméené. Tuto
vlastnost nelze zménit ani ¢asovym vyvojem, protoze operator vymeny castic podle (2.97.3)
komutuje s Hamiltonovym operatorem a jeho ¢asovy vyvoj je proto nulovy. Vznikne-li
Castice jako fermion ¢i boson, zlstava takovou az do svého zaniku.

Bosony

Bosony maji symetrickou vinovou funkci

|a2,a1>= |a1,a2> . (2100)
Budou li oba stavy stejné, tj. a; =a, =a, ziskdme relaci |a,a >= |a,a >, kterd je vzdy
splnéna a proto muze existovat vice bosonli ve stejném kvantovém stavu. Pfi nizkych
a vytvaret tzv. bosonovy kondenzat. Ten je zndmy zejména v supratekutosti a supravodivosti.
Statistika, které podléha soustava bosonil se nazyva Bose-Einsteinova statistika a zabyvame
se ji v casti TF3 (Statisticka fyzika). Z dal§iho vyvoje kvantové mechaniky se ukézalo, ze
bosony jsou vzdy cCastice s celociselnym spinem (0, 1, 2, ...) a pro tyto Castice lze zavést
krea¢ni operatory spliujici jednoduché komutacni relace (viz nasledujici kapitola).
NejtypictejSimi predstaviteli této rodiny jsou skalarni (s = 0) a vektorové (s = 1) mezony, dale
vechny intermediélni &astice (foton, W*, Z° a gluony se spinem 0 a graviton se spinem 2).

Fermiony

Fermiony maji antisymetrickou vinovou funkci

|a2,a1>:—|a1,a2> . (2.101)
Budou li oba stavy stejné, tj. a; = a, = a, ziskdme relaci |a,a >=— |a,a >, kterd neni nikdy
splnéna a proto nemiiZze existovat vice fermiond ve stejném kvantovém stavu. Tomuto faktu
se fikd Pauliho vylucovaci princip. Pii nizkych teplotich obsazuji fermiony postupné
jednotlivé energetické hladiny, naptiklad v atomdrnim obalu mtize byt na kazd¢ hladiné jen
tolik elektronli, kolik kvantovych stavii tato hladina pfedstavuje (to je dano stupném
degenerace). V atomarnim obalu tedy nemohou existovat dva elektrony se stejnymi
kvantovymi Cisly n, [, m, m;.. Statistika, které podléhd soustava fermiond se nazyva Fermi-
Diracova statistika a budeme se ji zabyvat v ¢asti TF3 tohoto skripta. Fermiony jsou vzdy
Castice s polociselnym spinem (1/2, 3/2, ...) a pro tyto Castice lze zavést kreacni operatory

vvvvvv

predstaviteli této rodiny ¢astic jsou leptony (elektron, mion, tauon a neutrina se spinem 1/2),
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kvarky (d, u, s, ¢, b, t se spinem 1/2), Castice slozené ze tii kvarkli, neboli baryony (neutron,
proton, A hyperon se spinem 1/2 a naptiklad A baryony se spinem 3/2).

BOSONY FERMIONY
spin celociselny polociselny
vinova funkce symetricka antisymetricka
statistika Bose-Einsteinova Fermi-Diracova
Pauliho princip nesplriuji splfuji

kreacni operatory  splfiuji komutacni relace splfiuji antikomutaéni relace

2.8.3. Druhé kvantovani

Predstavme si, Ze mame N stejnych Castic, které obsazuji stavy n¢jaké dynamické proménné.
N castic je v prvnim stavu (hodnota a;), N, ¢astic je ve druhém stavu (hodnota a), atd. Cisla
Ny nazyvame obsazovaci Cisla stavu k. Soucet vSech obsazovacich ¢isel je roven poctu ¢astic:

> Ny =N (2.102)
k

Pro bosony je N; =0,1,2,3,... Pro fermiony je situace jednodussi. V daném stavu mtize byt
nejvyse jeden fermion, tj. Nj =0,1. Pfislusny stav soustavy N stejnych ¢astic s danymi
obsazovacimi ¢isly oznac¢ime

|y >=|N,Noy, ..., Np, ..> . (2.103)

Tomuto zépisu fikdme reprezentace obsazovacich Cisel. Dale se situace bude liSit pro bosony
a pro fermiony.

Bosony

Zaved'me podobn¢ jako u harmonického oscilatoru kreacni a anihilacni operatory do stavu k
defini¢nimi vztahy (normovaci konstanty ponechame stejné jako u harmonického oscilatoru):

C}; ‘N19N29"'7Nk="'>51/Nk +1 |N1,N2,...,Nk +1,...>, (2 104)
&k |N1,N2,...,Nk,...>EwlNk |N1,N2,...,Nk—1,...>.

Piimo z téchto defini¢nich relaci (pouhym zaptisobenim na stavovy vektor (2.103) snadno
spo¢teme komutacni relace kreac¢nich a anihila¢nich operatort:

lay,a;]1=0,
[a] ,a1=0, (2.105)
[ay, a; 1= 5y -
Zaved’'me dalsi operator
Ny =af ay. (2.106)

Tento operator se nazyva (analogicky jako u harmonického oscilatoru) operator poctu castic
ve stavu &, protoZe zaplisobenim na stavovy vektor ziskdme pocet Castic ve stavu k:
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&; &k ’NI’NZ"-"Nk"“>: Nk &;|N1,N2,...,Nk—1,...>=

qlNk 1,Nk ‘Nl,Nz,...,Nk ,...>=Nk|N1,N2,...,Nk yeee >

Operator celkového poctu ¢astic potom je

N=Ya; ay. (2.107)
k

Je-li uplna mnozina pozorovatelnych spojitd miizeme cely postup zopakovat pro spojité
proménné. Naptiklad v x reprezentaci lze zavést

v (x) krea¢ni operator do polohy x,
W (x) anihilacni operator z polohy x.

Komutacni relace budou obdobné, jen misto Kroneckerova symbolu vystupuje na pravé
strané Diracova 0 distribuce (viz pfiloha):

[y (), y(N]=0,
[ (), v (11=0, (2.108)
(), v (D]=8(x~y).

Operator hustoty poctu ¢astic se zavadi vztahem

N =v T ()p(x), (2.109)

operator poctu ¢astic vyskytujicich se v intervalu <a, b> je
. b
N(a,b) = j vt () (x) dx (2.110)
a

a operator celkového poctu ¢astic je

~+00
N(a,b) = j vt () w(x) dx. (2.111)
—0o0
Obdobn¢ by se postupovalo ve tfech dimenzich. Cely prechod od fyziky jedné castice
k fyzice mnoha stejnych ¢éstic 1ze formalné provézt nahrazenim vinové funkce kreacnimi
a anihilaénimi operatory a nahrazenim hustoty pravdépodobnosti operatorem hustoty poctu
castic:

w(x) - ¥(x)
w) =y k) o N =g ) )

Tomuto postupu se fika druhé kvantovani, vinové funkce popisujici systém se stavaji
operatory a kvantova teorie ptechazi v kvantovou teorii pole, ve které jsou pravé veli¢iny
popisujici klasicka spojitd pole nahrazovany operatory. Druhy tadek pfifazeni (2.112) ma
jesté jeden dilezity vyznam: U soustavy stejnych castic vyjadiujeme pravdépodobnost déje
operatorem hustoty poctu ¢astic, tak jak to byva u skute¢nych systémii (naptiklad svazku
stejnych ¢astic v experimentu). U jedné ¢astice miizeme hovofit o hustoté pravdépodobnosti

(2.112)

jejiho vyskytu W*(x) w(x) . Celkova pravdépodobnost je rovna jedné, tak, jak to odpovida
normovani stavového vektoru.
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Fermiony
U fermionii probihd druhé kvantovani obdobné. Opét zavadime kreacni a anihilaéni operatory

5; , 51 do stavii k a /. Vzhledem k antisymetrii vinovych funkci musi tyto operatory spliiovat

antikomutac¢ni relace:
(ki>=-|Lk> = |ki>+|Lk>=0 =  bbl +b/b =0.
Antikomutétory znac¢ime sloZzenymi zdvorkami a relace (2.105) pro bosony tak ziska tvar:
{by , b} =0,
br.bry=0, (2.113)
{br b} =61 -

Definice spojitych operatorii i operatoru hustoty poctu ¢astic zistavaji shodné. U fermiont
jsou vSude nahrazeny relace komutacni relacemi antikomuta¢nimi. V mnoha situacich se
chovéni fermioni a bosont li§i pouze znaménkem (symetrie vinové funkce; komutacni
a antikomutacni relace; BE a FD statistika).

Nekteré dalsi informace o kvantové teorii interakci a pokusech jejich sjednocovani muzete
najit online na serveru http://www.aldebaran.cz v sekci Astrofyzika, v pasazi vénované
interakcim.

126


http://www.aldebaran.cz/

Kvantova teorie Zobecnéné funkce

PRILOHA - ZOBECNENE FUNKCE
P1. Diracova distribuce

Ve fyzice se velmi Casto setkdvame s nutnosti popsat bodovy naboj nebo hmotny bod. Naboj
¢i hmotnost ¢astice si piedstavujeme lokalizované v jediném misté, coz s sebou nese problém
nekoneéné hustoty naboje ¢i hmoty v tomto misté. ReSenim je zavedeni tzv. zobecnénych
funkci, zejména Diracovy distribuce. Ukazme si problém na linearni hustot¢ naboje
lokalizovaného v misté x = 0:

) 0; x#0 (2.114)
X)= .
P9 %0 x=0.
Integral z hustoty ale musi dat celkovy naboj QO:
+00
jp(x)dng. (2.115)

—ao0
Je jasné, ze hustota naboje neni ,,normalni* funkci. M4 nenulovou hodnotu v jediném bod¢
a integral z ni by pfesto m¢l dat konecné Cislo. Takové funkce ale neexistuji, miizeme je
zavadét jako limitu posloupnosti funkei a jejich vyznam je jen ve skalarnim soucinu s jinou,
tzv. testovaci funkci.

S (x) () S (x)
/e

Y X X X

&

Posloupnost obdélniku
Zaved’'me si obdélnikové funkce

Ve, xe<—g/2,&/2>;

_ e 2.116
1:) {o, xg<—gl2,62> (@.116)

Vsechny obdélniky maji stejnou plochu rovnou jedné a funkce maji zajimavé vlastnosti:

o prox=0

[ f@de=1; fg<0)=§; ;Lrlaofg<x>:{0 Toxeol  G1D

Diracovu distribuci miizeme formalné zavést jako limitu téchto obdélnikovych funkei
o(x)=lim f,(x). (2.118)
=0

Posloupnost kopeckll
Obd¢lniky z predchozi ukazky nejsou hladké funkce. To ale neni nepiekonatelny problém,
misto obdélnikt mizeme pouzit funkce spojité se vSemi svymi derivacemi podle vztahu

1
fe=— . (2.119)

Plocha pod témito funkcemi je rovna jedné pro kazd¢ &, protoze

Ifg(x) = I— = l{arctani} " l(£+£j =1. (2.220)
v

_7Z'g+x el mw\2 2
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Pro mala ¢ se ,,kopce* zuzuji a ptitom se zvétSuje jejich vyska:

7 1 . o prox=0
[ fidx=1;  f(0=—; lim f,(x)= . @221
= TE £—>0 0 prox=0
Opét miizeme zavést Diracovu distribuci jako limitu téchto spojitych funkei:
o(x)=lim f.(x). (2.222)
=0
Posloupnost Dirichletovych jader
Diracovu Distribuci mizeme zavést také pomoci jednoduché funkce
. + 00
sin x
fW===: fO-1 [ fd=r.
Zaved’'me posloupnost
k sin kx
fr(x)=——, (2.223)
T kx

ktera ma jednoduché vlastnosti
o prox=0

e k .
_J;ofk(x)dle; fk(o):;§ klgfiofk(x):{o prox=0

Diracovu distribuci lze zavést jako limitu funkci
o(x)= lim f;(x).
k—©
Poznamenejme, Ze funkce f;(x) jsou zndmé z diikazu véty o Fourierové rozvoji do fady
a nazyvaji se Dirichletovo jadro.

Fouriertiv obraz jednotkové funkce
Spoctéme nejprve nasledujici integral:

+k ko ke —ike .
J.e’kxdk:[_ie’kx} _eme g Sinke
—k -k

X

Integral az na koeficient 772 dava Dirichletovo jadro. Diracovu distribuci lze proto napsat
jako

1 +k ‘ 1 +00 .
5(x) = lim — j X dk=— j e dk . (2.224)
k—w 27T ! 2 -

Integral v nevlastnich mezich chapeme pravé ve smyslu uvedené limity. Diracova distribuce
je tak Fourierovym obrazem jednotkové funkce.

Diracova distribuce nema vlastnosti béznych funkci. Ptestoze je jeji hodnota nenulova
v jediném bod¢, da integral z ni nenulovou hodnotu. To plyne z limitniho charakteru zavedeni
této distribuce. K jejim zédkladnim vlastnostem patii:

j5(x) F(x) dx = j 5(x) £(0)dx = £(0) j S(x)dx = £(0). (2.225)

Dtvod je snad zfejmy. Distribuce 6 je vSude nulovd kromé jediného bodu x=0. Proto
vysledek integralu mize ovlivnit jediné hodnota funkce f v poc¢atku. Tu vSak mizeme
vytknout pied integral a dostaneme jako vysledek hodnotu funkce v pocatku.
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Poznamka 1.: Distribuci Ize také chapat jako velmi jednoduché zobrazeni, které pfifadi funkci jeji
hodnotu v po¢atku (zobrazeni, které pfifadi funkci Cislo se nazyva funkcional).

N Ts
Tsf(x)=f(0);  resp. f(x)—> f(0).

Poznamka 2.: Distribuci Ize chapat jako funkcional dany skalarnim soucinem
T, f(x)=(g|f);

Skalarni sougin plsobi na libovolnou funkci f z tzv. prostoru testovacich funkci. Funkce g je pevné
dana, definuje toto zobrazeni a nazyva se temperovana distribuce. Cim hez¢i vlastnosti budou mit
funkce z testovaciho prostoru (napfiklad budou dostateéné rychle konvergovat k nule na hranicich

oblasti), tim horSi vlastnosti mize mit funkce g definujici zobrazeni. Za prostor testovacich funkci
mUze poslouzit napfiklad Soboleviv prostor.

Poznamka 3.: Casto se hledaji feSeni celych rovnic ,ve smyslu skalarniho souginu“. Napfiklad misto
rovnice

Ap=f
feSime rovnici

(Ap - flw)=0,

kde @ je hledané feSeni a  je libovolna funkce z prostoru testovacich funkci. Tato feSeni se nazyvaji
slaba fesSeni. Jejich tfida je mnohem bohatsi nez byla tfida feSeni pavodni rovnice. Nachazena feseni

mohou mit ,divoCejSi“ charakter a jsou blizSi fyzikalni realité. Jejich hledanim se zabyvala vynikajici
matematic¢ka Ladyzenska.

P2. Konvoluce

Na separabilnich prostorech (se spofetnou bazi) muizeme zobrazeni 121| f >=| g> psat

v konkrétni reprezentaci v maticovém tvaru
D Afi=gr - (2.226)
!

Jednotkové zobrazeni ‘i| f > = | f > je dano jednotkovou matici, jejiz prvky tvoii Kroneckeriiv

symbol:
D St = f - (2.227)
l

V ptipadé¢ neseparabilnich prostori je zobrazeni ddno funkci dvou proménnych
[ A/ dy=g(x). (2.228)
Q

Integral (2.228) se nazyva konvoluce a oznacuje se
A* f = [ AGoy) f()dy . (2.229)
0

Konvoluce je analogii maticového nasobeni na neseparabilnich prostorech. Roli indext
prebiraji spojité proménné x a y. Roli matice piebird tzv. jadro konvoluce A(x,y).
Specidlnim ptipadem konvoluci jsou rizné integralni transformace (Laplaceova, Fourierova,
Abelova, atd.). Jadrem jednotkového operatoru je Diracova distribuce (je nenulova jen pro

xX=y):
[8G=») f()dy=f(x)

Diracova distribuce tak na neseparabilnich prostorech ptebira tlohu Kroneckerova symbolu.
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P3. Greenulv operator a Greenova funkce

NapiSme maticové elementy jednotkového operitoru v x reprezentaci (maticové elementy
jednotkového operatoru jsou praveé Diracovou distribuci):

See-»)=(|i|x) = (y[nXn|x) = £y ) £, (x).

n

Ve spojitych prostorech
S(x=y)=[ fe D) fe () dk (2.230)
k

Distribuci Ize tak napsat pomoci libovolnych bazovych funkei, naptiklad pomoci baze
1.
)=
dostaneme

S(x-y)=— [e™ e dk = €1 [P ak = s(x)= €1 [e*™dk, (231)
2z 2z 2z
k k k
coz je vySe odvozeny vztah (2.224).

Greentlv operator
Hledejme feSeni linearni operatorové rovnice s pravou stranou

Llg)=r. (2.232)

Z véty o spektralnim rozvoji vime, Ze feSeni je mozné zapsat pomoci vlastnich vektort (tvofi-
li ortonormalni bazi) a vlastnich ve tvaru

1
9)=S+1X115).
I
PtepisSme feSeni takto

8) = G|f); é=zli|z><z|. (2.233)
1 M

A

Operator G se nazyva Greeniiv operator a je inverznim operatorem k operdtoru L.
V piipadé operatoru se spojitym spektrem piejde sumace v integraci.

Greenova funkce

Zabyvejme se nyni specidlnim piipadem - rovnici s linedrnim operatorem a nenulovou pravou
stranou na prostoru L

L=f. (2.234)

Hledejme nejprve feSeni pro jednotkovy impuls na pravé strané (bude reprezentovany
Diracovou distribuci):

LG(x)=5(x)

Toto feSeni se nazyvd Greenova funkce. Obecné fteSeni rovnice (2.234) je konvoluci
Greenovy funkce a pravé strany rovnice

¢(X)=G*f=IG(x—y)f(y)dy-

Dtkaz je velmi jednoduchy. UkdZeme, Ze plsobenim operdtoru L na nalezené feSeni
dostaneme pravou stranu puvodni rovnice:

L) = [LG(x-y)f()dy = [(x-p)f()dy = f().
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PREDMLUVA

Chceme-li popisovat chovani velkého souboru mnoha stejnych systémi (klasickym
prikladem je plyn sloZzeny z mnoha stejnych molekul), mizeme v podstaté pouzit jen Ctyii
piistupy:

1) chovani prohlasime za ,,bozi zazrak* a dale nezkoumame.

2) na zaklad€ vysledka jednoduchych experimentli se snazime nalézt zédkony, kterymi se
soubor fidi. Naptiklad zjistime, ze v uzaviené nadobé roste tlak s rostouci teplotou i
rostoucim poctem castic a naopak tlak plynu kleséa, budeme-li zvétSovat rozméry nadoby.
Kombinaci téchto vztaht mizeme nalézt stavovou rovnici. Vzdy vSak musime mit na
mysli, Ze jde o odvozeni na zaklad¢ experimentl, bez zkoumani podstaty jevii samotnych
a ne vzdy budeme zcela rozumét, kdy odvozené zdkony piesné plati. Timto ptistupem se
zabyva termodynamika a nazyvad se popisny, odvozeny ze zkuSenosti, neboli
fenomenologicky.

3) pokusime se vypocitat trajektorii kazdé castecky tvotici soubor ze zakladnich zakont.
Tento postup nutné musi selhat u soubortt mnoha ¢astic, kde je takovy popis nad nase
moznosti. Mliizeme ale pouZit rtizné numerické metody, nepopisovat vSechny systémy ze
souboru a podobné.

4) zakony popisujici chovéani souboru jako celku se pokousime odvodit teoreticky ze znalosti
chovéani jednotlivych c¢lenti systému statistickymi metodami. Ziskané vysledky maji
pravdépodobnostni charakter, ale u souborti mnoha ¢astic to vilbec neni na zavadu, spiSe
naopak. Timto pfistupem se zabyva statisticka fyzika, kterd je naplni tohoto skripta.

Soubor systémi popisovany metodami statistické fyziky mize byt velmi rozmanity. MizZe jit
o jednoduchy monoatomarni plyn, o neutronovou hvézdu slozenou z neutroni ¢i
o feromagnetikum slozené z mnoha elementarnich magnetkd (spinti). Systémy popisované¢ho
souboru mohou byt jak klasické tak kvantové. Jiz v kvantové teorii jsme se zminili
o mimoiadné dulezitosti harmonického oscilatoru a proto i zde budeme vénovat pozornost
souboru kvantovych harmonickych oscilatort.

Samoziejm& si odvodime jednoduché zikony idealniho plynu, stavovou rovnici, ze
statistického hlediska se sezndmime s pojmem entropie. Stejné tak ale budeme studovat
kvantové systémy fermionli a bosoni nebo mnoha elementarnich kvantovych rotatort
(naptiklad rotujicich molekul).

Pieji vSem hodné tuspéchi pii studiu této mimotadné krasné a elegantni partie fyziky,
s jejimiz pocatky jsou spjata jména takovych velikant, jako byl napiiklad Ludwig Boltzmann
¢1 Josiah Gibbs nebo v kvantové statistice Enrico Fermi, Paul Dirac, Satyendra Bose a Albert
Einstein.

Aktudlni verzi skripta naleznete na serveru www.aldebaran.cz v sekci Studium.
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3. STATISTICKA FYZIKA

3.1. (M) NECO Z MATEMATIKY

3.1.1. Uzitecné vztahy

Na uvod uvedu piehled vzorcii uziteCnych ve statistické fyzice. Neucte se je zpaméti, ale
naucte se je pouzivat. Odvozeni naleznete v kazd¢ zakladni ucebnici matematiky a pro nas
neni podstatné. Ve vztazich je n!=n(n—-1)...1; n!ll=n(n-2)(n—-4)...1.

=
=
@ |
g
oY
|

ﬁ;a>0;n=l,2,--- (Vl)
a

2 g g @n-DINZ

Ot 8 O =8 O —8

* 1 @n D)2 ya>05n=1,2, (V2)
!
x2n+le—ax2 dx: n: ;a>0;n:0,1’2’... (V3)
2a}’l +1
K —ax2 _ T, o . .
.[ e dx=,—; a>0 (Gausstv integral) (V4)
a
LT _ 2
je—“x dx=%\/E © a>0 (V5)
a
0
< 2
[erar b ay = \/E e 450 (V6)
a
Z q" = 1; ;1 g | <1 (soucet geometrické fady) V7)
n=0
Von = %RzN ; (objem koule v sudém poctu dimenzi) (V8)
© 3 o 3 4
[T—dax=506822; [T —dx=" (V9)
J e¥ +1 : e’ —1 15

3.1.2. Pfaffovy diferencialni formy
Urcité si vzpominate na pojem malého pfirtistku funkce vice proménnych, neboli
diferencialu. Naptiklad k funkci

[y =x"+y° (3.1)
je prvnim diferencidlem vyraz

df =2xdx+2ydy. (3.2)

Zkusme nyni ulohu obratit. Predstavme si, ze napiSeme podobny vyraz jako je na pravé strané
rovnice (3.2) a budeme se ptat, zda existuje funkce, ke které by vyraz byl prvnim
diferencidlem. Naptiklad
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dw,=2xdx+2ydy, (3.3)
do,=2ydx+xydy. 3.4)

K prvnimu vyrazu takova funkce existuje, jde o funkci (3.1), zatimco k druhému vyrazu
takovou funkci nikdy nenajdeme. Obecné vyrazy tohoto typu nazyvame Pfaffovy
diferencialni formy a zapisujeme je ve tvaru

dw=a/(x,....,x,)dx; + -+ a,(xq,...,x,)dx, (3.5)

nebo pouzijeme-li usporné€jsi sumacni konvenci, ma zapis jednodussi tvar
d o =a;(x)dx;. (3.6)
PoloZena otazka tedy je: Kdy je Pfaffova forma ve tvaru uplného diferencidlu né¢jaké funkce?
Odpovéd’ je velmi zajimava. VSechny diferencidlni formy se déli na dvé veliké skupiny. Prvni
z nich neni ve tvaru Uplného diferencidlu n¢jaké funkce a tento typ nemé zadné ,hezké™
vlastnosti. Druhy typ je ve tvaru uplného diferencidlu néjaké funkce, ma mnoho velmi
elegantnich vlastnosti a velmi snadno se s nim pracuje. Proto matematici 1 fyzici vzdy dava;ji
pfednost diferencidlnim formdm ve tvaru uplného diferencidlu. Zformulujme nyni tzv. vétu
o péti ekvivalencich:
Véta o péti ekvivalencich: Necht’ ma diferencialni forma d @ = a;, dx; koeficienty, které maji
spojité derivace do druhého fadu véetné. Potom jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
1) Existuje funkce f(xq,...,x,) takovd, Ze forma je jejim prvnim diferencidlem, tj.
koeficienty formy jsou parcialnimi derivacemi této funkce:
0
a, = —f . (37)
8xk
2) Existuje funkce ¢ takova, ze kiivkovy integral mezi dvéma body je jen rozdilem
koncové a pocateni hodnoty této funkce (nazyvame ji potencidlem diferencialni

formy):
B
[y, = g(B) - g(4). (3.8)
4
3) Kiivkovy integral mezi dvéma body nezavisi na kiivce (cesté integrace):
I a,dx;, nezavisi na kiivce y . (3.9)
Y
4) Kitivkovy integral po jakékoli uzaviené kiivce z diferencialni formy je nulovy:
$ayd, =0. (3.10)
5) Koeficienty formy spliuji relace:
Ok _ 941 okl (3.11)
0 X] 0 Xp

Poznamky:

e Mame-li diferencialni formu, bud pro ni plati vSechny vlastnosti vyjmenované ve vété o péti
ekvivalencich nebo zadnd z nich. Neexistuje nic mezitim.

e V dukazu véty by stacilo dokazat jen implikace ,kruhem® 1= 2 = --- = 5 =>1. Tim je mozné se

od kazdého tvrzeni dobrat ke kterémukoli dalSimu. Cely dikaz zde provadét nebudeme, omezime
se jen na nékteré Casti.

e Paté tvrzeni je vlastné navodem jak poznat ,spravné“ diferenciaini formy, tj. formy ve tvaru
uplného diferencialu. Ovéfime-li, Ze plati vlastnost 5), plati uz i vSechny vlastnosti ostatni.
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e Ve fyzice bychom fekli, Zze koeficienty a; diferencialni formy tvofi konzervativni pole, jde
napfiiklad o pole gravitacni. Kfivkovy integral z gravitacni sily ma vyznam vykonané mechanické
prace. Ta nezavisi na cesté mezi dvéma body, po uzaviené kfivce je nulova, existuje potencialni
energie a vykonana prace je rozdilem potencidlni energie v koncovém a pocateénim bodé.
| posledni podminka je snadno interpretovatelna. Pfevedeme-li oba ¢leny na levou stranu,

oa oa
——k _ZZL-0 proVk,l,
axl axk
nejde o nic jiného, nez o podminku, Ze rotace pole je nulova a jde tedy o nevirové pole.
X X
2 B : B
11

" V3 12

Xy X

Dukaz: Nazna¢me nyni dikaz n€kterych implikaci véty o péti ekvivalencich:
Implikace 1 = 2:
Zkusme najit ve fdzovém prostoru (xy,...,x,) integral zdiferencialni formy ve tvaru

uplného diferencidlu mezi dvéma body A a B:

B B (1)B B
[do=[adx, = I;—fdxk:_[df:f(B)—f(A).
y y 1 9k y

Je-li diferenciadlni forma ve tvaru uplného diferencidlu, potom jsou koeficienty déany
parcidlnimi derivacemi funkce f a vysledny integral je pouze rozdilem hodnot funkce f
v po¢atecnim a koncovém bodé¢. Hledanym potencidlem diferencidlni formy je tak sama
funkce f.

Implikace 2 = 3:

Zélezi-1i hodnota integralu jen na koncové a pocatecni hodnoté funkce f, nezavisi potom na
integracni ktivce. Je zcela lhostejné, zda integrujeme po kiivce yi, 3 nebo y; na obrazku.
Implikace 3 = 4:

Uzavienou kiivku v pravé ¢asti obrazku si predstavime jako soucet dvou jednotlivych kiivek.
Musime ale davat pozor na orientaci kiivky, kterd méni znaménko kiivkového integralu:

Cj)da)=J.da)+ j dco=_[dw— .[ da)(i)O.

71 ~72 71 V2
Implikace 1 = 5:
Dtkaz je velmi jednoduchy a je zalozen na zdménnosti druhych derivaci funkce f:
Oay M o [of | o [of | Oa
ox, Ox;|\0x, | Ox,|0x, | 0Ox;

Pfiklad 1: Zjistéte zda je forma dw ve tvaru uplného diferencialu:
do=2xydx+ xzdy .
Z podminky (5) véty o péti ekvivalencich nalezneme ,,kiizové derivace
5 da, oa

a, =2xy; a,=x = =2x; L =2x.
TV y 8y ox
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Ob¢ derivace jsou si rovné a diferencialni forma je proto ve tvaru Uplného diferencidlu.
Snadno ovéftite, Ze jde o Gplny diferencial funkce

2
fy)=x"y. ¢
Priklad 2: Zjistéte zda je forma dw ve tvaru Gplného diferencialu:
do="dx+dy.
y
Pro , kfizové® derivace mame:
oa 1 oa
ax=£; a, =1 = x=——2; ~=0.
Y oy y ox

Derivace si rovny nejsou a proto diferencidlni forma neni ve tvaru uplného diferencialu
a neexistuje funkce ftakova, ze by forma byla jejim prvnim diferencidlem. .

Ne vSechny diferencialni formy, které nejsou ve ,,spravném* tvaru je vSak tieba zatratit.
Nékteré z nich Ize snadno ,,spravit®. Formu z ptikladu 2 Ize opravit vyndsobenim funkci y:

dO'=yda)=y(£dx+dyj=xdx+ydy.
Y

Nova diferencidlni forma zjevné ma potencial a je diferencidlem funkce (x2 + yz)/ 2.
Zjistime-li, ze diferencidlni forma neni ve tvaru uplného diferencidlu, mizeme se pokusit
najit tzv. integracni faktor x, aby nova forma

do = u(xy,....,x,)dow (3.12)

jiz byla ve tvaru Uplného diferencialu. To se ale bohuzel ne vzdy musi podafit, zejména
u diferencidlnich forem mnoha proménnych je hledani integracniho faktoru mimotadné
obtizné. Pro diferencialni formy s po¢tem proménnych do tii ale existuje integracni faktor
vzdy:

Véta: Pro n <3 existuje vzdy integracni faktor Pfaffovy diferencidlni formy.

Dukaz: Zkoumejme, zda je nova forma d o = u(x,...,x,) a;(xy,...,x, ) dx; ve tvaru Gplného

diferencialu. Hledame tedy funkci £, jiz je nova forma uplnym diferencidlem, t;.
of
——=qua.
0%, Hay
To bude mozné tehdy, kdyz si budou rovné kiizové derivace koeficienti:
Opa, Oua
0 X; 0 X

pro V k,L.

Z téchto rovnic je tfeba urcit integracni faktor. Aby byla uloha feSiteln4, musi byt jejich
celkovy pocet mensi nez dimenze fazového prostoru n:

[HJSn = Mén = n<3.
2 2

Pro diferencialni formy s vice jak tfemi proménnymi nemame obecné existenci integracniho
faktoru zadnym zpisobem zarucenu.

Existuji 1 vytiibenéjsi véty, které za urcitych podminek umoziuji existenci integracniho
faktoru ve vice dimenzich (naptiklad Caratheodoryho princip), ale ty jsou nad radmec tohoto
sylabu.
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3.2. VYBRANE PARTIE Z TERMODYNAMIKY

Tato ¢ast neni v Zadném piipad¢ néjakym systematickym vykladem termodynamiky. Jde jen
o ptehled nékterych pojmi ztohoto oboru, které¢ budou potieba k porovnani vysledkii
termodynamiky a statistické fyziky. V termodynamice budeme hovofit o popisované
soustave. Ve statistické fyzice pak budeme disledné rozliSovat systém (jedna popisovana
entita) a soubor (velké mnozstvi téchto entit).

3.2.1. Prvni a druha véta termodynamicka

Prvni véta termodynamicka neni nic jiného nez zadkon zachovani energie soustavy:

Vnitini energie soustavy se miize zvysit dodanym teplem nebo pridanim dalSich castic a snizit
soustavou vykonanou praci.

dU =dQ —dA + dU, (3.13)

Sama vnitini energie soustavy je Uplnym diferencialem. Cleny na pravé strané ale Gplnymi
diferencialy nejsou. Plyne to z mnoha experimenti. Dodané teplo J-dQ je ruzné po riznych

cestach ve fazovém prostoru (p, V, T') a zavisi tak na cesté. Podobn¢ je to i s dalSimi ¢leny na
pravé stran€. Podivejme se na jednotlivé ¢leny podrobnéji:

Prace vykonana soustavou (dA)

Prace vykonand soustavou mlize byt nejriznéjs$i povahy: mechanické, elektrické, magnetické,
polarizacni, elastické, atd. a vysledny vyraz je souctem mnoha c¢lenl. Prozatim se ale
spokojime jen s vyrazem pro mechanickou praci, elektrické a magnetické Cleny budeme
diskutovat pozdéji.

dA=Fdl+- =pSdl+- =pdV +-- (3.14)

Vnitini energie spojena se zménou poctu €astic (dUy)
Ptichazeji-li do soustavy dalSi Céstice z vnéjSku, roste vnitini energie soustavy umérné
ptirtstku ¢astic:

dUy = pudN . (3.15)

Koeficient imérnosti ¢ se nazyva chemicky potencial soustavy a zavisi na typu latky, ze
které se soustava sklada. Z matematického hlediska o zddny skute¢ny potencidl nejde a nazev
ma jen historicky ptivod. Obsahuje-li soustava vice druhti ¢astic, je ptirastek vnitini energie
spojeny se zménou poctu ¢astic dan souctem podobnych ¢lenti pres vSechny druhy c¢astic
(pouzivame sumacni konvenci):

dUy =y, dN,, (3.16)
Tepelna energie (dQ)
Teplo je jednim z Gstfednich pojmi termodynamiky a je proto obzvlaSté nepiijemnou
zalezitosti, Ze neni ve tvaru uplného diferencidlu. Nastésti lze ukazat, ze vzdy existuje
integracni faktor, ktery teplo pfevede na diferencialni formu ve tvaru Uplného diferencialu.
To je obsahem druhé véty termodynamickeé, kterad se vyskytuje v mnoha podobéch. Pro nas

vvvvvv

K diferencialu tepla existuje integracni faktor. Je jim prevracend hodnota absolutni teploty.
Nove vzniklou uplnou diferencidalni formu nazyvame entropie a oznacujeme ji dS:

_1
ds =--dQ (3.17)

e Existuji i jiné formulace druhé véty termodynamické, které maji hluboky vyznam pro
termodynamiku, naptiklad: Neexistuje perpetum mobile druhého druhu (stroj trvale
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a cyklicky konajici praci ochlazovanim teplotni lazne). To jak spolu obé formulace
souvisi mize Ctenaf nalézt v kazdé ucebnici termodynamiky.

e Ke spravnému integracnimu faktoru Ize dojit naptiklad rozborem Carnotova cyklu, kde se
ukazuje, ze integrace dQ zavisi na cesté integrace, ale integrace veli¢iny dQ/T je nezavisla
na cest¢ a je proto Uplnym diferencialem.

e To ze pievracend hodnota teploty je spravnym integra¢nim faktorem diferencialu tepla Ize
také ukazat porovnanim derivaci ,,kiizem* u diferencidlu entropie.

e V termodynamice rovnovaznych déji ma entropie vyznam diferencidlu tepla, ktery je
integraénim faktorem opraven na uplny diferencial. Pro entropii plati vSechny tvrzeni
véty o péti ekvivalencich: integral z entropie nezavisi na cesté, integral po uzaviené
kiivee (cyklicky d€j) je nulovy, atd. Proto vzdy ddvame piednost entropii a misto
diferencialu tepla piSeme:

dQ=TdS (3.18)

Po vyjadieni vSech veli¢in na pravé stran¢ prvni véty termodynamické (3.13) ziskdme tvar,

ktery budeme pouzivat:

! dU=TdS - pdV + u dN, (3.19)

V poslednim ¢lenu pouzivame sumacni konvenci, s¢ita se ptes vSechny druhy ¢astic, jejichz

pocet se miize ménit (naptiklad v plazmatu elektrony, neutralni ¢astice a ionty).

3.2.2. Termodynamické potencialy

V minulé kapitole jsme se seznamili se dvéma veli¢inami, které tvoti diferencialni formy ve
tvaru uplného diferencialu. Jde o vnitini energii a entropii. Existuje vSak postup, kterym
milzeme vytvaret celou fadu dalSich, velmi uzite¢nych uplnych diferencidlnich forem. Zde se
zminime o entalpii, volné energii, Gibbsov¢ potencialu a grandkanonickém potencidlu. Praveé
vyznam téchto veli¢in je pro statistickou fyziku velmi dalezity.

Entalpie H

Pravou stranu diferencialu vnitini energie (3.19) ,,zaplnime* v ¢lenu pdV. ZapiSeme ho jako
d(pV)—Vdp aprvni len pfevedeme na levou stranu. Tak ziskame novou veli¢inu ve tvaru

uplného diferencialu, tzv. entalpii:
dU:TdS—pdV+ﬂdek,

dU=TdS —-d(pV)+Vdp+ u, dN,,
dU+pV)=TdS+Vdp+ u, dNy.

Pro nové zavedenou veli¢inu miZzeme napsat celou fadu relaci. Jednak zname jeji definici
(nalevo v zévorce), zname jeji prvni diferencial (prava strana rovnosti). Z tvaru prvniho
diferencidlu pozname, na kterych veli¢inach entalpie zavisi. Navic vime, ze jde o uplny
diferencial, tj. parcidlni derivace entalpie daji koeficienty diferenciélni formy na pravé strané:

H=U+pl,
dH:TdS+Vdp+ﬂdek,

H=H(S,p,Ny) (3.20)
- [6_Hj oy (6_1{} - (6_1{} |
85 prk ap SﬂNk aNk SapsNiik
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Ze znalosti entalpie mizeme urcit teplotu, objem a chemické potencidly soustavy. Z prvni
relace (3.20) mizeme také urcit za pomoci entalpie vnitini energii soustavy:

op

Tato rovnice se nazyva Gibbs-Helmholtzova rovnice prvniho druhu. Z vnitini energie pak
muzeme pocitat tepelné kapacity soustavy 1 dalsi veli¢iny.

U:H—pV:H—p[a—H]. (3.21)

e Indexy u parcialnich derivaci znamenaji, Ze pfislusné veli€iny jsou pfi derivovani konstantni,
zkratka si jich nevS§imame, tak jak jsme bézné zvykli. V termodynamice, kde déje zavisi na cesté,
byva zvykem tuto cestu explicitné vyznaCovat. V naSem textu budeme automaticky rozumét, ze
veli¢iny, podle kterych se derivace neprovadi jsou konstantni a indexy nadale nebudeme psat.

e Pismeno H znamena velké fecké éta (souvisi se slovem enthalpy).

Volna energie F

Budeme postupovat obdobné¢ jako u entalpie, jen nyni ve vyrazu (3.19) pro vnitini energii
zuplnime ¢len 7dS:

d(U—TS)=_SdT—pdV+IdeNk

Opét tak ziskdvame novou diferencialni formu ve tvaru uplného diferencialu, kterou
nazyvame volnd energie. Stejné jako u entalpie miizeme kromé& definice ihned napsat celou
fadu relaci:

F=U-TS,
F=F(T,V,N,), (3.22)

o(or) (P . _(oF
or ) P\ av ) M T\an, )

Pravé volna energie ma ve statistické fyzice mimotfadny vyznam. Uvidime totiz, Ze tuto
veli¢inu na zaklad¢ statistickych uvah budeme schopni zjistit. Volna energie je funkci snadno
ptredstavitelnych veli¢in: teploty, objemu soustavy a poctu ¢astic riznych druhti. Pozname-li
tuto funkci, snadno pouhym derivovanim ur¢ime entropii soustavy, jejiz intuitivni pochopeni
¢asto narazi na problémy. Derivovanim volné energie podle objemu zjistime tlak v soustave,
tedy stavovou rovnici a derivovanim podle poctu ¢astic mizeme urCit chemické potencidly
soustavy. Co vice si prat? Snad jesté vnitini energii, ale ani to neni problém. Z definice volné
energic F'=U — TS ur¢ime U=F + TS a dosadime jiz vypoc¢tenou hodnotu entropie:

U=F-T {8—Fj (3.23)
or

Jde o tzv. Gibbs-Helmholtzovu rovnici druhého druhu a je vychodiskem k mnoha dal$im
odvozenym veli¢inam které se pocitaji z vnitini energie.

Pfiklad 3: Dokazte, ze Gibbs Helmholtzovu rovnici (3.23) lze zapsat jako U =0(SF) /00 .

Gibbsuv potencial G

Naprosto stejnym postupem jako v predchozich ptipadech ziplnime diferencial vnitini
energie v obou ¢lenech pdV a TdS. Vysledkem je nova veli¢ina, Gibbstv potencial, pro ktery
zieyme plati:
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G=U-TS+pV,
dG=-SdT +Vdp+ u, dN;
G=G(T, p,Ny), (3.24)

s__(26) (%), (26
oT op ON,

Gibbstiv potencial ma velky vyznam pro chemii a termodynamiku, my ho ve statistické fyzice
nevyuzijeme. Kulaté zavorky znamenaji, ze veskeré ostatni veli¢iny (kromé¢ té, podle které se
derivuje) jsou drzeny konstantni, indexy jiz nevypisujeme.

Grandkanonicky potencial )

Poslednim z potencidlii, ktery pro nas bude mit velky vyznam je grandkanonicky potencial.
Diferencidl vnitini energie ziplnime v ¢lenech 7dS a u dN. Vysledek je:

QEU_TS_ﬂka,
dQ:—SdT—pdV—de,Uk,

Q=Q(T,V, 1), (3.25)

(o) (o2} . (o@)

Ve statistické fyzice soubori sproménnym poctem castic budeme schopni, alespoil
teoreticky, urcit pravé grandkanonicky potencial. Z ného pak jiz snadno nalezneme entropii
soustavy, tlak (stavovou rovnici) a pocty jednotlivych castic. Z definice grandkanonického
potencialu potom vypocteme vnitini energii:

ktera je vychodiskem k vypoctu mnoha dalSich veli¢in.
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3.3. ZAKLADNI POJMY STATISTICKE FYZIKY

3.3.1. Slovniéek pojmu

Systém

Systémem rozumime jakoukoli popisovanou entitu. Sadu nezédvislych parametrii nutnych
k popisu nazyvame zobecnéné soutradnice. Standardnimi postupy (TF1) ptitadime kazdé
zobecnéné soutradnici zobecnénou hybnost. Zndme-li pocate¢ni hodnoty soufadnic a hybnosti,
muzeme predpovedét trajektorii systému za pomoci Hamiltonovych rovnic. Jde-li o kvantovy
systém, je stav dan vektorem v Hilbertové prostoru a casovy vyvoj urc¢ime pusobenim
evolu¢niho operatoru (TF2). V tomto ptipadé ma trajektorie pravdépodobnostni charakter a je
kvantové ,,rozmazana‘“ s velikosti ,,pixelu” 277 danou relacemi neurcitosti.

klasicky p kvantovy
systém systém

Fazovy prostor

Fazovym prostorem nazyvame prostor zobecnénych soutfadnic a hybnosti (g, p). NepiSeme-li
indexy, automaticky myslime celé mnoziny vSech zobecnénych soufadnic a hybnosti. Pro¢ se
pouzivaji hybnosti namisto rychlosti? Je pro to hned n¢kolik divodii:

e Chceme-li sledovat c¢asovy vyvoj, pouzivame Hamiltonovy rovnice pro soufadnice
a hybnosti.

e Svét na elementarni Urovni je kvantové rozmazan diky Heisenbergovym relacim
neurcitosti. Ty plati opét mezi zobecnénou soufadnici a ji pfislusejici zobecnénou
hybnosti.

e Je-li situace symetricka vzhledem k posunuti v nékteré zobecnéné soutadnici, zachovava
se ptislusnad zobecnéna hybnost. Tyto dvé veli¢iny neoddélitelné patii k sobé.

e Poissonovy zavorky zobecnénych soufadnic a odpovidajicich zobecnénych hybnosti jsou
rovny jedné, ostatni zdvorky jsou nulové.

e Ve statistické fyzice uvidime, ze ve fazovém prostoru s osami (g, p) se pii statistickém
vyvoji mnoha systémi zachovava objem a soubor systému se chova jako nestlacitelna
kapalina (Liouvilliiv teorém), coz je pro popis velmi vyhodné.

Soubor

Souborem rozumime velké mnozstvi stejnych systémi se stejnym p L
fazovym prostorem. Systémy mohou mit rtizné pocate¢ni podminky N
a ve fazovém prostoru jsou v daném okamziku reprezentovany .
mnozinou mnoha bodu. tak jak se soubor s Casem vyviji, jednotlivé
body se presouvaji po svych fazovych trajektoriich danych y

Hamiltonovymi rovnicemi. q

Fazovy objem
Ve fazovém prostoru mizeme standardnim zplisobem zavést elementarni objem fazového
prostoru jako 2f rozmérny diferencial (fje pocCet stupnii volnosti)

dg=dq-dgy dpy-+-dpy =11dg 1dp, = d'qd’ p (327)

Kone¢na oblast 2 fazového prostoru ma potom objem
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Ap=[dp=[d qd p. (3.28)
0 Q0

Vahovy faktor

Kazdy stupen volnosti je ve WKB aproximaci rozmazan s hodnotou ,,pixelu 277 . Stejny
rozmér také pfinasi kazdy stupenn volnosti do integralu (3.28). Je velmi vyhodné zavést
bezrozmérny fazovy objem vyrazem

de d’qd’ p
['=——;
Qrhy I Qrh)

Tato bezrozmérna veli¢ina se nazyvd vahovy faktor, vyuziva se zejména u kvantovych
systémil a ma vyznam poctu kvantovych stavli obsazenych v oblasti £2, protoze jeden stupen

(3.29)

volnosti zaujimé objem 277% a jeden stav (27zh)f .

Rozdélovaci funkce (hustota pravdépodobnosti)

Bude-li soubor obsahovat velké mnozstvi systémi, mizeme zavést hustotu poctu systémii
v elementu fazového objemu AN/A¢g . Cim bude toto &islo vyssi, tim vice je v daném mist&
systémi a tim vysSi je pravdépodobnost nalézt v dané oblasti néjaky systém. Hustota

pravdépodobnosti je imérnd hustot¢ poctu systému ve fazovém prostoru a li§i se jen
normovaci konstantou Proto zavédime spole¢ny nazev rozdélovacz’ funkce Prévé z dﬁvodu

vvvvv

vyuzit bezrozmérny fdzovy objem (vdhovy faktor) a tak jsou celkem 4 moznostl zavedeni a
normovani rozdélovaci funkce:

p—fl—]; dw=pdg, [ aw j—d¢ N;
1 dN
p=—, dw=pdp, dw=— —d¢—1
N df ! Jan j (3.30)
z%, dw=pdrl, [aw= j—dr N;
pE%j_]ﬁ, dw=pdI, j :—j—dr_l.

Celkova pravdépodobnost je normovana bud’ k jedné (tak to mu je nejcastéji v matematice)
nebo k celkovému poctu ¢astic. V tomto sylabu budeme vyuzivat druhé a ¢tvrté moznosti
normovani rozdélovaci funkce (k jedné).

Stredovani pres fazovy prostor

Je-li zndma rozdé¢lovaci funkce, miZeme primérovat dynamické proménné pies fazovy
prostor. Secteme hodnoty dynamické proménné 4 pro vSechny systémy s vahou danou
rozdélovaci funkci p:

= [ 4(g, p)dw=[ A(g,p) pd$ ~ nebo
= jA(q,p)dw = IA(q, p)pdl”  nebo (3.31)

(=3 4,m,

Prvni ptipad plati, pouzijeme-li fazovy prostor, druhy pouZzijeme-li vdhovy faktor, tfeti pro
systém s diskrétnimi stavy, kde prosté s¢itame pies pravdépodobnosti jednotlivych stavi.
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Priklad 4
Zadani: Urcete fazovy objem soustavy N nezavislych linedrnich harmonickych oscilatort,
jejichz maximalni energie je E.
Reseni: Hamiltonova funkce a fazovy objem tohoto systému jsou

N 2 2.2

pi  Mmo;X;
sz + ; ¢ = I dx;---dxydpy---dpy .
— 2m,; 2 HeE

Provedeme-li substituce &, = (m, > /2)!2 X,5 N,=DPy /(Zm,,)l/2

zjednodusi se oblast integrace na 2N rozmérnou kouli

2N
p=—— [dVeaVy;  Q={Em):E v a4y < B
a)l...a)N Q

Vysledkem integralu je objem 2N rozmérné koule o poloméru JE -

b=—2 p(JE) ' gy .
WOy w0y N!

Priklad 5
Zadani: Vypoctéte fazovy objem, ktery ohranicuje energetickd nadplocha molekuly chovajici
se jako tuha Cinka.

Reseni: Molekula ma celkem 5 stupiiti volnosti. Miize se pohybovat
jako celek (tento pohyb popiSeme soutadnicemi tézist€¢ molekuly x, y, z)
a muze rotovat ve dvou nezavislych uhlech (popiseme je uhly 8 a ¢
sférickych soutadnic). Fazovy prostor ma tak 5 soutadnicovych os a 5
hybnostnich os, je tedy desetirozmérny. Molekula se ve fazovém
prostoru vZdy nachazi v nékterém bodé tzv. energetické nadplochy

2
_ 1 .2 ) ) / %) ) .2\
E—Em(x +y 4z )+m(§ (9 +sin“ 6 ¢ )—const.
Standardnim postupem ur¢ime hamiltonian

2 2 2 2
p p
H=Px 20 Pz = po+—2—1|.
2m 2m  2m  4ml] sin” @
Nyni se jiz miZzeme pustit do vypoctu objemu oblasti fazového prostoru, kterou uzavird
energetickd nadplocha:

$= | drdydzdpd0dp, dp,dp,dp,dp, =
H<LE

2z V4
¢ = jdxdydz jdgojsinede j 82m21r dp =
v 0 0 pi+pi<E

¢ =3222Vm® 212 E5 V(1)

V druhém tadku jsme provedli standardni substituce, podobné¢ jako v pfedchozim piikladé.
Veli¢ina Vs(1) je objem jednotkové pétirozmérné koule. .
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3.3.2. Liouvillav teorém

Proudéni zpravidla popisujeme hustotou a tokem néjaké aditivni veli¢iny 4. Mize jit o tok
hmotnosti, naboje, tepla, energie a podobné. Hustota a tok jsou definovany vztahy

p= lim —,
AV—0 AV (3.32)
i=pv

a tvori relativisticky ctytvektor (p,j) transformujici se pomoci Lorentzovy matice. Veli¢ina
v(t,x) je rychlostni pole. Jestlize se pfi prodéni veli¢ina 4 zachovava, plati rovnice kontinuity

%§+deV=O. (3.33)

Jde o soucet ptes ¢asovou i vS§echny prostorové derivace:

a_p+ap—vk:0.
62‘ 8xk

vvvvvv

hustotou je rozdélovaci funkce. Tok ale musime brat ve fazovém prostoru vSech soutradnic
a hybnosti

J:(pql”quappl”ppf)
stejn¢ tak jako divergence v rovnici kontinuity bude obsahovat derivace pifes vSechny osy
fazového prostoru:
dp O0pqr Oppy
o Oqp  Op

0.

Je jasné, Ze pokud se systémy ve fdzovém prostoru neztraceji musi takovy zdkon zachovani
poctu systému platit. Proved’'me nyni derivace soucint:

0 op . 04k op . Opy
_p+ ’qu+ p+ ’opk+—p=0.

ot 0Ogy gy Opk Op
Ve tietim a patém ¢lenu vyuzijeme Hamiltonovy rovnice
. _OH . OH
9k = a ) Pr =~ @
a dostaneme
2 2
6_p+8pq.k+ 0°H p+8ppk_ 0°H _
ot 0Oqy 0q; O py O Pk 0Pk 0qy

Diky zdménnosti druhych parcidlnich derivaci se nakonec oba zminéné Eleny vyrusi.
Dostavame tak rovnici kontinuity ve tvaru

0 op . op .
ot Oqy Ok

Vzhledem k tomu, ze p = p(t,q;, p; ) dostavame tak

dp
1 P _y. 3.34
” (3.34)

Hustota (rozdélovaci funkce) se neméni a pravdépodobnost vyskytu systémi ve fazovém
prostoru se chova jako nestlacitelna kapalina. Rovnice (3.34) se nazyva Liouvilliv teorém
a ma ve statistické fyzice zasadni dilezitost.
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Poznamka: Rovnici kontinuity mizeme obdobné upravit i u proudéni bézné tekutiny:

op . op op Op ovy,
—+divpv=0 = —+ 0, (pv,)=0 = —+ v, +—~p=0.
o VP or T OkPU) or ox, ¥ ox”
Prvni dva €leny davaji uplnou derivaci hustoty a posledni Ize upravit za pomoci divergence:
dp .
—+ pdivv=0
ar "’

Je jasné, Ze proudéni normalni tekutiny je nestlagitelné (d p/dt =0)je-li divv =0,

Rozd¢€lovaci funkce je podle vztahu (3.34) konstantni. Kolik konstant mame ve vypoctu
k dispozici? Pocitdme-li zobecnéné soutadnice a zobecnéné hybnosti z Hamiltonovych
rovnic, vyjde feSeni zavislé na poc¢atecnim stavu (f polohach a f hybnostech), tj. obsahuje 2f
integrac¢nich konstant pohybu, ptesné&ji 2f-1, protoze jednu konstantu spotiebujeme na volbu
pocatku casové osy f.:

qk = qk(t,al 5o .,azf_l ) ,

pk :pk(t,al ,...,azf_l).
Kdybychom ziskané feSeni dokézali beze zbytku invertovat a spocitat tyto integracni
konstanty

1273 :ak(quan apla-“apf)a

ziskali bychom vSechny zdkony zachovani souboru. Bohuzel ne vzdy jsou definovany na
celém oboru a zmechaniky mame zajiSténu existenci jen sedmi zékladnich zakon
zachovani: energie, hybnosti a momentu hybnosti. Ma-li byt uplnd derivace rozdé¢lovaci

funkce podle Liouvillova teorému konstantni, je rozumné predpokladat, ze je funkci téchto
znamych integralli pohybu:

p=p(E,p,L)

zUstava jedina nenulova veli¢ina, na které mize zaviset rozdélovaci funkce — energie:
! p=p(E). (3.35)

NS 24

p . p(t, 4, p) p 1:D mistnos:
... ;" ° : ° ° :
®et f X | |
l'.i“ ° o N !
'S)’. -.0 ::..E } ’.-‘:. .' 3
R i o o . E

q a b q

Diky nestlacitelnosti ,,proudici pravdépodobnosti“ se neméni fazovy objem zaujimany
vybranou makroskopickou c¢asti systému. Jestlize systémy zaujimaly na zacatku ve fazovém
prostoru urcity objem ¢, bude se tento objem v pribéhu casového vyvoje rizné deformovat,
ale jeho velikost se nebude ménit. Tento objem (nebo véhovy faktor) tedy bude opét jen
funkci energie systému

! 6=§(E); T'=I(E). (3.36)

To je jen jind formulace Liouvillova teorému.

Hustota energetickych stavi
Pro element pravdépodobnosti miizeme diky Liouvillovu teorému psat
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dw=pdI" = p(E)dI(E)= p‘;—g dE = p(E) y(E)dE (3.37)
kde jsme oznacili
dr
£ =L 3.38
7(E) 1B (3.38)

tzv. hustotu energetickych stavl (vzpomeiite si, ze /- ma vyznam poctu kvantovych stavii
v uvazovaném fazovém objemu). U spojitych problémil je hustota energetickych stavi
spojitou funkci, mnohdy mé vsak i diskrétni Cast:

Y(E)=g(E)+ ) g, 6(E~E,). (3.39)

Symbol 6 znamena Diracovu distribuci (analogie Kroneckerova delta v prostorech I,
u prostort L,). Koeficienty g, nazyvame stupeil degenerace stavu 7.

3.3.3. Ergodicky problém

Stiedni hodnotu dynamické proménné A(g,p) v souboru mohu v zdsad¢é urcit dvojim
zpusobem. Prvni z moznosti je sttedovani pies soubor pomoci zavedené rozdélovaci funkce:

(4)= j A(q, p)dw= j A(q, p) pd . (3.40)

Druhou z moznosti je zvolit si jeden ze systéml souboru a primérovat veli¢inu A4 po
dostate¢né dlouhou dobu v Case:
1 to +7
A=lim — [ A(q(), po))dt. (3.41)
T—>o T
l

Samoziejmé by vysledek limity nemél zaviset na poCatecnim case #. Velmi diskutovanou
a velmi starou je otazka, zda obojim zptisobem ziskame tyz vysledek:

(d)=4. (3.42)

Tento problém se nazyvéa ergodicky problém, je vyfeSen kladné v mnoha jednotlivych
ptipadech, ale obecné feseni pro mechanické systémy zndmo neni. V tomto sylabu budeme
budovat statistiku, veli¢iny budeme stfedovat pomoci vztahu (3.40) a budeme doufat, Ze
1 primérovani (3.41) by vedlo ke stejnému vysledku.
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3.4. GIBBSOVO KANONICKE ROZDELENI

3.4.1. Odvozeni rozdéleni

Pti odvozeni kanonického rozdéleni pouzijeme nasledujici predpoklady:

e Systém o N casticich miiZze vyménovat energii s okolim.
Znamena to tedy naptiklad moznost vymény tepelné
energie pies stény systému.

e Pocet Castic systému je konstantni. Systém nevymeénuje
Castice s okolim, Castice v ném nevznikaji ani nezanikaji.

e Jedinym vngjSim parametrem je objem systému (je dan
vnéj§imi faktory, tvarem nadoby). Prace obecné¢ miuze
zaviset na mnoha vné&jSich faktorech: d4 = 4, da, . Veli¢iny A, nazyvame zobecnéné sily

a veli¢iny a; vn&jSi parametry. V naSem jednoduchém piikladé méme jediny clen
dA=pdV .

e Energie vdzana na povrch soustavy je zanedbatelnd vzhledem k celkové energii soustavy
(zanedbame povrchové jevy).

e Budeme podle Liouvillova teorému ptedpokladat, Zze rozdélovaci funkce i fazovy objem
z4&visi jen na energii soustavy.

Prvni véta termodynamicka bude pro tuto soustavu mit jednoduchy tvar
dU =TdS — pdV . (3.43)

Vzhledem k tomu, Ze pocet Castic soustavy se neméni, je posledni ¢len v (3.19) nulovy.
Proménné okoli budeme oznacovat carkou. Pravdépodobnost, ze systém 1 s okolim
nalezneme ve stavu s ur¢itou energii je dana aditivnosti energie a multiplikativnosti fdzového
objemu:

i = p(Eg)d T = p(E+EYd I dT". (3.44)

Pro nezavislé subsystémy se ale pravdépodobnosti ndsobi a mélo by proto také platit:
AW,y = dW(E) dW(E") = p(E)d T (E) p(ENdT(E")Y= p(E)p(E"dT'dI".  (3.45)

Porovnanim obou moznosti zjistime, ze pro rozdélovaci funkci musi platit vztah

pP(E+E") = p(E) p(E). (3.46)
V matematice se ukazuje, ze existuje jedina funkce stouto vlastnosti a tou je obecna
exponenciela
p(E)=e1 72" (3.47)
V exponenciele ozna¢ime konstanty linedrni kombinace pismeny « a f. U energie zvolime
zaporné znaménko. Volba znaménka je v tuto chvili nepodstatnad a kdyby nebyla spravna, g
by vyslo ziporné. Uvidime, ze ve skuteCnosti srostouci energii systému klesa
pravdépodobnost jeho vyskytu a proto je minus pied energii spravné. Uved'me vyraz jak pro
spojity, tak pro diskrétni ptipad:

p(E)=e*PE, w, =e% Phn (3.48)
Hodnoty konstant  a f odvodime z podminky, Ze statistické vysledky musi limitné pfechéazet
ve znamé zakony termodynamiky. V diskrétnim ptipad€ zavisi mozné hodnoty energetického
spektra na vnéjSich parametrech systému, v naSem pfipadé€ na objemu zaujimaném systémem,
ti. E,=E,(V).
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3.4.2. Konstanty rozdéleni

Urc¢eme nyni konstanty « a f. Nalezneme diferencidl stfedni hodnoty energie a porovname ho
s prvni vétou termodynamickou. Odvozeni je mozné provést spojit¢ nebo diskrétne, naptiklad
pro stiedni hodnostu energie miizeme ve spojitém piipadé psat

U:jEdw:jEp(E)dr=jEp(E)y(E)dE (3.49)
a v diskrétnim
U=Y Ew, =) E,(V)w,. (3.50)

My se v tomto odvozeni budeme drzet diskrétniho piipadu a naopak nékteré ptisti odvozeni
pro zménu povedeme spojité. Naleznéme tedy diferencial vyrazu (3.50):

dU:ZH%% a’V}wn} + Y E,dw,.

Hustota energie n-té¢ho stavu odpovida tlaku generovanému n-tym stavem (aZ na znaménko).
Tlak je vzdy hustotou energie: p=AF/AS =AFAl/(ASAl)=AE/AV . Znaménko se voli

zaporné (sila je minus gradient energie). V druhém vyrazu pouzijeme genialni trik, energii £,
vyjadiime z rozdé€lovaci funkce (3.48):

dU:—Z(pnwndV) + Z(%—%lnwnjdwn.

V souctech ponechame jen vyrazy pies které se opravdu s¢ita, ostatni ¢leny vytkneme:

dUz—Z(pnwn)dV + %dan - %Z(lnwndwn).

V prvnim vyrazu je stfedni hodnota parcidlnich tlaki rovna celkovému tlaku. V druhém
vyrazu je soucet vSech pravdépodobnosti roven jedné a diferencial jednotky je nulovy. Treti
vyraz upravime podle vztahu fdg =d(fg)—gdf:

dU=-pdV - %dZ(wnlnwn) + %Z(Wndlnwn)

Nyni ukazme, Ze posledni vyraz je nulovy:

> (w,dinw,) = z[wnldwn] = Ydw, =dY w, =d1)=0.

Wn

Ze statistickych tivah jsme tak konecné dostali vyraz pro diferencidl energie, ktery miizeme
porovnat s prvni vétou termodynamickou dU = pdV + T dS :

dU =— pdV - %dZ(wnlnwn) (3.51)

Je zfejmé, Ze koeficient £ musi byt tmérny pievracené hodnoté absolutni teploty a suma
v druhém vyrazu entropii. To plati az na libovolny multiplikativni koeficient, ktery musi byt
urcen experimentalng:

ﬂ=kLT, (3.52)
! S=—k> (w,Inw,). (3.53)

Poznamky:

e Tak jako v kazdé fyzikalni teorii je i ve statistice jedna volitelna konstanta k. Nazyvame ji
Boltzmannova konstanta a volbou jeji hodnoty muZeme vytvaret rizné statistické teorie. Jen
jedna znich bude ale odpovidat realné pfirodé. Jde o stejnou situaci, jakou jsme poznali
v kvantové teorii pfi zavedeni Planckovy konstanty. Po porovnani prvnich odvozenych vztah
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(napfiklad stavové rovnice idealniho plynu) se skuteCnosti zjistime hodnotu Boltzmannovy
konstanty

k=1,38x10"2 JK! (3.54)

¢ Nauvic jsme ziskali statisticky vyraz pro entropii (3.53), ktery stfeduje logaritmus pravdépodobnosti
n-tého stavu. Z hlediska statistiky je az na konstanty entropie rovna stfedni hodnoté logaritmu
pravdépodobnosti:

S=—k(lnw)

e Vztah mezi entropii a pravdépodobnosti realizace systému odvodil jiz L. Boltzmann a je znam
jako Boltzmannova rovnice ve tvaru

S=—klnP (3.55)

Porovnanim s prvni vétou termodynamickou jsme zjistili vyznam koeficientu £ v rozdélovaci
funkci. DalSimi upravami statistick¢é definice entropie a opétovnym porovnanim

s termodynamikou ziskame jesté vyznam koeficientu «:
S=—k > [w, lnwn]:‘ w, =¢* Pl = Inw =a-pE,
=—ka) w, + kY E,w,.
Interpretace souctli je zjevna a tedy miizeme psat:
S =-ka+kpU

Snadno nyni ur¢ime neznamy koeficient o:
a_—S+k,BU_—S+U/T_U—TS F

=~k Y [w,(@—pE,)] =

k k kT kT
Ziskali jsme tak hodnoty obou koeficienti:
F 1
! a= T ; = T (3.56)
Rozdélovaci funkce tedy je (pro spojity 1 diskrétni ptipad):
F-E F-E,
! p(Ey=e Ty (E)=¢ T . (3.57)

Casto vyrazy zkracujeme pravé pomoci koeficientu £ =1/kT :
! p(E)=ePT=B) .y (E)=PFED, (3.58)

Odvozené vztahy se nazyvaji Gibbsovo kanonické rozdéleni podle vyznamného amerického
fyzika Josiaha Gibbse (1839-1903), ktery se zabyval termodynamikou a statistickou fyzikou.
Mimo jiné také zformuloval zndmé Gibbsovo pravidlo fazi platné ptfi zméné skupenstvi.

V kvantové teorii se pouziva misto rozdélovaci funkce operator hustoty p = e_ﬂ (F-H) .

Poznamka: Ve vyrazu pro pravdépodobnost dw = pd I = pydE je rozdélovaci funkce p exponen-

cialné klesajici funkci energie. Naopak hustota energetickych stavd y srostouci energii roste.
Vysledna hustota pravdépodobnosti proto ma maximum v okoli urcité charakteristické energie, ktera
je v systému zastoupena s nejvétsi pravdépodobnosti.

P>V

pxy
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3.4.3. Parti¢cni suma

Nyni zndme obé& dvé konstanty rozdéleni a z normovaci podminky muizeme urcit volnou
energii. A to je pravé kli¢ k vitézstvi. Zname-li volnou energii, mizeme jejim derivovanim
zjistit mnoho informaci o systému, napiiklad stavovou rovnici. Vypocet volné energie
provedeme paralelné v diskrétnim 1 spojitém piipadé, abyste oba postupy mohli porovnat.
V levé ¢asti bude diskrétni vypocet, v pravé spojity:

Sw,=1 = [pdr=1 =
SAFEI 1 o [P Dar-1 =
Se el o [ePEar-eff =

ln(Ze‘ﬂE")?ﬂF = 1n(je‘ﬂEdr)=—ﬁF =
F=—kT1n(Ze‘ﬂE") F:—len(je‘ﬂEdr)

Veli¢ina nachézejici se v logaritmu v kulaté zavorce se nazyva particni funkce (parti€ni suma,
stavova suma) a je Ustfedni veli¢inou statistické fyziky, oznacujeme ji Z. Vzhledem k tomu,
ze argument logaritmu by mél byt bezrozmérny, je pouziti vdhového faktoru namisto
fazového objemu vhodnéjsi. V podstaté kazdy statisticky vypocet zacina urenim parti¢ni
(stavoveé) sumy. PopiSme si nyni zékladni konstrukei statistického vypoctu:

Schéma statistického vypoctu:
1. Zjistime, jakych energii £, mize systém nabyvat. V klasickém ptipad¢ jde o vSechny
hodnoty energii, které se v systému mohou vyskytnou. V kvantovém piipadé musime
urcit spektrum Hamiltonova operatoru (napiiklad fesit Schrodingerovu rovnici).

2. Nalezneme parti¢ni funkci Z jako soucet tzv. Boltzmannovych faktorti e~ PE ptes cely
obor energetického spektra:

Z:Ze_ﬂE” ; resp. sze_ﬂEdF. (3.59)

Pravé tento krok mize byt velmi, velmi komplikovany. Casto se feSi rlznymi
grafickymi ¢i numerickymi metodami. Je tfeba poscitat skutecné vS§echny moznosti a na
zadnou nezapomenout.

3. Logaritmovanim nalezneme volnou energii F:
F=—kT InZ. (3.60)

4. Ze znalosti volné energie ur¢ime entropii, tlak (stavovou rovnici) a chemicky
potencial systému podle vztahu (3.22):

. __[9F _|oF
or) P av ) M T\on, )

5. Urcime dalsi odvozené veliCiny, tj. vnitini energii a jeji derivace (napiiklad mérna
tepla, susceptibilitu, atd.). Vychozim bodem miiZze byt Gibbs Helmholtzova rovnice
(3.23) pro vypocet vnitini energie ze zndmé volné energie.

oF

U=F+TS=F-T| |
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Vyznam parti¢ni sumy:
e Parti¢ni suma je souctem vSech Boltzmannovych faktort pfes mozné hodnoty energie

Z:Ze_ﬁEn; resp. Z:Ie_ﬂEdF.

e V kvantové teorii lze particni sumu zapsat takto:

2= PE, =Z<n|e_ﬁﬁ|n>:Tr(e_'B[:{].

n

Tr znamend stopu (soucet diagondlnich prvkl v néjaké reprezentaci) funkce operatoru
uvedeného v zavorce. Vysledny vyraz je zndm jako Slaterova rovnice. Je pojmenovana
podle vyzna¢ného amerického fyzika Johna Clarka Slatera (1900-1976), ktery se zabyval
pfedevsim kvantovou teorii.

e Partiéni suma ma jednoznaény vztah k volné energii a mizeme ji urCit z experimental-
niho méfeni volné energie:
F=—kT' Wz = Z=e/".

e Parti¢ni suma je prevracenou hodnotou normovaci konstanty v rozdélovaci funkei, staci
dosadit za F z pfedchoziho vztahu:

p(B)y=cPF-D - Lpr gy ofFE) L opE

VA VA

e Parti¢ni suma je Laplaceovym obrazem hustoty energetickych stavl y(E):
Z= J.e_ﬂEdF= .[e_ﬂE;/(E)dE .
0 0

Naopak, zname-li parti¢éni sumu (napiiklad z experimentalniho zméteni volné energie),
dostaneme po provedeni inverzni Laplaceovy transformace hustotu energetickych stavi:
o+i©

_ BE
y(E)—zma_jme Z(B)dp.

Nyni jiz vime vSe, co je tfeba k zahajeni a n¢kdy i1 k uspésnému dokonceni statistického
vypoctu. V piisti kapitole se s timto postupem sezndmime na jednoduchych ptikladech.
Priklad 6: DokaZte, Ze kanonické rozdéleni ma maximum pii £, = <E >
Reseni: Uvazujme diskrétni kanonické rozdéleni
-BE
w,(B)=Ae PEn.
Z normovaci podminky nalezneme normovaci konstantu A4:
Z 1 e_ﬂEn
z e PEk " Ze PE
k k

vvvvv

sumy. Nyni najdeme podminku pro maximum vzhledem k parametru £

0
o0 = E=Ew = E=(E).
op 7
Nejvice je v systému zastoupen stav odpovidajici stiedni hodnot¢ energie. .
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3.5. JEDNODUCHE PRIKLADY

3.5.1. Rozdélovaci funkce ¢astice ve vnéjsim poli

V tomto prvnim jednoduchém piikladu se zatim omezime jen na prozkouméni vlastnosti
rozdélovaci funkce. Teprve v nasledujicim ptikladu provedeme kompletni statisticky vypocet
od zac¢atku do konce.

Budeme piedpokladat, ze systém tvoii jedna jedina Céstice ve vnéjSim potencidlnim poli
V(x,y,z). Souborem je mnoho takovychto Castic. Fazovym prostorem bude n-tice soutadnic
a hybnosti (x,y,z, py,p,,p.) . Energie systému ma tvar

2 2 2
Px TPyt P
2m

E= +V(x,v,2).

Element pravdépodobnosti bude
dw=pdg=e"T D Pxddp=Ke PP &*xd’p.
Po dosazeni za energii ziskavdme vyslednou rozdé€lovaci funkci:

2 2 2
(m+m+m

dw=Kexp|—-pf +V(x,y,z)J d’x d3p. (3.61)

Vzhledem k vlastnostem exponenciely vidime, Ze vysledek lze napsat jako soucin
pravdépodobnosti pro soufadnice a pro hybnosti, tj. rozdéleni soufadnic a hybnosti je
nezavislé

dw = dw(x)dw(p) ;

V(x,y,z)

2 2 2
+pi+
=, exp{_ 3 u] .

d>x x K,exp| -
} 2 p{ 2mkT

V ptipadé vhodného tvaru potencidlni energie se miize rozdeleni rozpadnout dokonce i na
nasobky pravdépodobnosti v jednotlivych osach. Pro hybnosti to jde vzdy automaticky.

dw(p) = dw(p,) dw(p,) dwm(p,) ;

2 2 2

Dy py Pz
aw(p) =K. exp| — dp. x K_exp|— dp, xK_exp|———=—| dp..
®) * p{ 2ka:| P 7 p[ 2ka} Py : p{ 2ka} &

Konstanty rozdéleni mizeme snadno urcit z normovaci podminky I dw=1, ktera plati pro

kazdou ¢ast rozdéleni zvlast’.

Barometricka formule
Zabyvejme se nyni rozdélenim poloh castic v tthovém poli V' = mgy . Hmotnost jedné Castice
je m, vyska nad povrchem y. Pravdépodobnost vyskytu ¢astice bude

dw(x,y,z) =K exp MV gy dydz .
kT
Je evidentni, Ze pravdépodobnost vyskytu ¢astice nezavisi na soufadnicich x, z, ptes které

muizeme integrovat a vysledek integrace zahrnout do normovaci konstanty. Ziistane jen
pravdépodobnost vyskytu ¢astice ve svislém sméru:

dw(y)=C exp[—n;;iy} dy. (3.62)
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Hustotu pravdépodobnosti vyskytu castice dw/dy sleduje naptiklad koncentrace castic nad
zemi:
mgy
n(y)=nyexp| —|. 3.63
(y)=nyg p{ T } (3.63)

Jde o znamou Boltzmannovu barometrickou formuli, ktera popisuje pokles poctu Castic
s vyskou. S tim souvisi i pokles tlaku v atmosféte.

Pfiklad 7: Urcete hustotu plynu ve valci o poloméru R a délce L, ktery rotuje kolem své osy

uhlovou rychlosti @.
Reseni: Potencialni energie jedné rotujici ¢astice je zaporné vzata rotaéni energie

Jw? mrw®
V(r)y=- =—
2 2
Z barometrické formule mame okamzit€ koncentraci ¢astic
mrlw®
n(r)=ngexp .
2kT

Boltzmanovo rozdéleni
Zabyvejme se nyni rozdélenim jedné slozky hybnosti ¢i rychlosti. Pro konkrétnost uvazujme
projekci hybnosti ¢i rychlosti do osy x, mohli bychom vSak zvolit libovolnou osu:

2

Dx
d =K S < S
w(p,) eXp{ 5 kT} Dy

Ur¢eme nejprve konstantu rozdéleni z normovaci podminky (integrace podle vztahu V4):

Jawpy=1 =
+ 00 2
IKeXp _ _Px dp, =1 =
- 2mkT

KA2mmkT =1 =
K =1/27xmkT .

Boltzmannzovo rozdéleni v hybnostech €i rychlostech ma tedy charakter Gaussova baliku
y=exp(—x"):

1 p2
d = exp|——>— | dp, ;
w(p,) — p{ 2ka} P
! (3.64)

X

m 2 P
— exp| ——2X | dv. .
N27amkT P 2kT o

Nejpravdépodobnéjsi projekei hybnosti nebo rychlosti je nulova hodnota, to je dano
chaoti¢nosti pohybu. Cim vyssi je teplota, tim vyssi je podil ¢astic s vysokymi rychlostmi.

dw(v,) =
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Kladné 1 zaporné projekce jsou zastoupeny stejné, rozdéleni je symetrické. Plocha pod
rozdélenim je vzdy rovna jedné, tj. celkové pravdépodobnosti vyskytu Castice.

dw
dv

Boltzmannovo rozdéleni Maxwellovo rozdéleni

Maxwellovo rozdéleni

V tomto odstavci se budeme zabyvat rozdélenim velikosti celkové rychlosti Castice, tzv.
Maxwellovym rozdélenim. Nejprve napiSme rozdéleni ve vSech tfech rychlostech, které je
soucinem rozdéleni v jednotlivych oséch:

e (o2 + 02 +0?)
aw(v) = dw(v,))dw( ,)dw(v,) = ——— exp| — dv_ dv_ duv. .
() = o e, () =y exp o (dv,dv,

Ptejdeme-li v prostoru (x,y,z) k sférickym soufadnicim a pfes uhlové proménné
integrujeme, zlstane jedind promeénnd — vzdalenost od pocatku » a objemovy element bude
dV =4xr? dr . Nyni provedeme tutéz operaci, ale v rychlostnim prostoru, tj. s osami
oznacenymi (v,,0,,0,). Vysledek je analogicky. Zistane velikost rychlosti v a objemovy

element bude dv, dv,dv, = 4zv*dy .

P A
N N

Nyni jiz mizeme snadno napsat rozdéleni ve velikostech rychlosti (Maxwellovo rozdélent)

drm’ mv?
! dw(v)= ———— v exp| - —— | dv. (3.65)
QrmkT)*>'?

Jde o funkci typu y = X2 exp[— x’]. Pravdépodobnost nalézt ¢astici s konkrétni rychlosti ma

maximum zavislé na teploté. Je malo pravdépodobné nalézt Castici s nizkou 1 s vysokou
rychlosti. U vysokych rychlosti pravdépodobnost nalezeni c¢astice s touto rychlosti
exponencialné klesa. Céstice s vysokymi rychlostmi z chvostu Maxwellova rozdéleni mohou
mit unikovou rychlost od Zem¢ a zemska atmosféra je ztraci. Prohlédnéte si hustotu
pravdépodobnosti dw/dv na obrazku. dw

dv
Typické rychlosti ™
Ze znalosti rozdéleni mizeme snadno urcit
nejpravdépodobnéjsi hodnotu rychlosti (pfi ni ma

rozdéleni maximum), stfedni hodnotu rychlosti (d€li 0 v
o Us Uky
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plochu pod kiivkou rozdéleni na dvé stejné poloviny) a stfedni kvadratickou rychlost (ta je
dalezitd pro urceni stiednich kvadratickych fluktuaci, kterym budeme vénovat samostatnou
kapitolu). Nejpravdépodobnéjsi rychlost uréime jako maximum hustoty pravdépodobnosti:

d 2 mU2 2kT
—vexp|—-———1| =0 = Vg =a|— -
dv 2kT m

Stfedni hodnotu rychlosti spocteme z definice, ktera vede na integral typu (V3):

t drm® % 3 mv? 8kT
v.=(v)=|lvdw(V)=————— |V exp| ——— | dv=,|—.
»= (o) £ ") (27:ka)3/2£ p{ 2kT} m

Stedni kvadratickd hodnota vede na jednoduchy integral typu (V2):

2 T 2 47[7’1’13 T 4 ml)2 3kT
= = d = _— —_——_— d = _—
o = {07 \/ £” ) \/ QrmkTY? {v eXp{ ur | T\ m

Vsechny tfi charakteristické rychlosti se 1isi nepatrné a jsou fadoveé shodné:

! vo=,/—2kT ; vsa/—SkT ; vkv=,/—3kT. (3.66)
m wm m

S rostouci teplotou se hodnota stfedni rychlosti ¢astic zvysuje.

3.5.2. Idealni plyn

Nyni poprvé provedeme kompletni statisticky vypocet podle postupu uvedeném v kapitole
3.4.3. Systémem bude N stejnych klasickych ¢astic, které neinteraguji ani vzajemné, ani
s okolim (potencidlni energie je nulova). Souborem by bylo mnoho téchto systémi
(systétmem je napiiklad celd naddoba naplnéna plynem, soubor je mnoho téchto néadob).
Rozhodli jsme se tedy popisovat nddobu jako celek, to ndm umozni naptiklad zjistit tlak
v této nadobé¢. Postupujme nyni piesné podle diive uveden¢ho schématu:

1. energetické spektrum. Energie systému muze nabyvat libovolné kladné hodnoty a je ddna
pouze souctem kinetickych energii vSech castic:

N p2
-y P
a=1 2m

2. parti¢ni funkce. Nalezneme parti¢ni funkci jako soucet vSech Boltzmannovych faktort:

N 2 3N 3N
Z:J.e_ﬁEdF:J.eXp - Z Py |4 xd3Np
azl 2mkT (27h)
1 N N 3N
Z=——"7- V" |exp| - —<—1d"p ,
)N J Z_:l 2mkT
5 3N
1 v T 4 1 N 3N
Z=— VN [ exp| - dé| = ———= VN(2zmkT) .
@zhyN _[O { 2mkT } (2xh)*Y ( )

kde jsme rozepsali do slozek jednotlivé hybnosti, 3N souctli v argumentu exponenciely jsme
prevedli na soucin exponenciel. Integral se tak stal sou¢inem 3N stejnych integralit Gaussova
typu (V4). Vysledna parti¢ni suma tedy je
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Z(T,V,Ny=a™ yN13N'2 . a=Qrmk)’’? I2xh)’ . (3.67)
3. Volna energie. Volnou energii snadno urcime ze vztahu (3.60):

F(T,V,N)=—kT'InZ :—Nlen(a VT3/2).

4. Termodynamické veli¢iny. Ur¢ime nyni entropii a tlak (stavovou rovnici) jako parcidlni
derivace (3.22) volné energie. Chemicky potencidl je vzhledem ke konstantnimu poctu ¢astic
nepotiebny.

s—-| 9 :%+Nkln(aVT3/2)
or ) 2

_ _[OF|_NkT
P="ar ™ v

V entropii automaticky vySla jeji integracni konstanta S, =3Nk/2, kterd je hodnotou
entropie pii teplot¢ absolutni nuly (jeji hodnota je mimo jiné predmétem tieti véty
termodynamické, o které jsme se zde nezminovali). Entropie zavisi prostfednictvim
koeficientu a na Planckové konstanté. To je proto, ze Planckova konstanta urcuje velikost
jednoho stavu ve fazovém prostoru a entropie jako statistickd veli¢ina souvisi
s pravdépodobnosti vyskytu urcitého stavu. Entropii budeme vénovat samostatnou kapitolu
pozd¢ji. PovSimnéte si, ze velikost entropie je umérnd poctu Castic. To je logické, jde
o tepelnou energii vynasobenou integracnim faktorem a energie je v poctu ¢astic aditivni.

Druhy odvozeny vztah je stavovou rovnici idealniho plynu (pV = NkT) a na Planckové
konstanté samoziejmé nemuze zaviset. Jde o klasické vlastnosti klasického plynu.

S. Vnitini energie. Vnitini energii bychom mohli urcit pfimou integraci z definice
U= <E > = IE dw, ale rychlejsi je vyuzit definici volné energie F =U —TS :

U=F+TS=—Nlen(a VT3/2)+ ¥+NkT1n(aVT3/2)=%NkT.

Vnitini energie opét nezavisi na Planckové konstanté, povSimnéte si, ze kazdy stupeii
volnosti systému pfispivd k vnitini energii hodnotou £7/2. Toto tvrzeni je znamo jako
ekviparticni teorém.

Na zavér vypiSme odvozené vztahy pro idealni plyn:

7o a2 . Qamk)*"N'?
’ zh)*N
F=—Nlen(a VT3/2),
! S=¥+Nk1n(avr3/2) : (3.68)
_ NkT
p=—
U=3 Nkt
2

Poznamka: Zpravidla se vypocet particni sumy provadi jen pro systém s jednou jedinou Castici.
Partiéni sumu jedné €astice oznaCujeme malym pismenem z. Jak je z vypoctu vidét, budeme-li mit N
nezavislych ¢astic, bude celkova partiéni suma soucinem integrald parti¢nich sum jednotlivych ¢astic.
Pro identické nekvantové &astice proto plati

Z=lez...ZN=ZN (3.69)
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Particni suma je multiplikativni v poctu &astic, volna energie, entropie, tlak a vnitfni energie jsou
aditivni veli€iny.

3.5.3. Klasicky oscilator

Termodynamické veli€iny
Za systém budeme nyni povazovat soustavu N stejnych nezavislych oscilatorti. Oznacme ¢
energii jednoho oscilatoru a z parti€ni sumu jednoho oscilatoru. Urceme tyto veli¢iny:

1 p2
e=—ma* x>+ .
2 2m
2.2 2
Z=J.exp _mao°x” p dxdp
2kT 2mkT | 27h

1|5 ma? x* N p2 e 27sz
=L | [ exp| -2 e || [ exp| - d J2amkT =
: 272'71{‘[0 Xp[ 24T }XJ[L Xp{ 2mkt || 2mn

N
kT kT
z= Z=|—
ho’ ho
PovSimnéte si, ze particni suma je bezrozmérnd, je podilem tepelné energie a energie
elementarniho kvanta energie oscildtoru. Vahovy prostor ndm opét zanese Planckovu

konstantu 1 do nekvantového vypoctu. V klasickych veli¢indch Planckova konstanta
pfirozenym zpusobem vymizi. Déle jiz jen ur¢ime jednotlivé termodynamické veli€iny:

F=—kTInZ=-NkT'ln k—T ,
hiow

S:—a—F—Nk[ lnk—T} ,
oT fiw

U=F+TS=NkT .

Parti¢ni suma je opét multiplikativni v poctu Castic, ostatni veli¢iny jsou aditivni. ZapiSme
znovu piehledné dosazené vysledky pro klasicky oscilator

N
! Zz(k—Tj ; F=—NkT In k—T; S=Nk 1+lnk—T ;. U=NkT. (3.70)
hiow i ho

Rozdélovaci funkce

NapiSme na zavér jeSté rozdélovaci funkci v polohéch a hybnostech klasického oscilatoru
s uréenymi normovacimi konstantami (normovaci konstanty jsou pievracenou hodnotou
odpovidajici ¢asti parti¢ni sumy:

2 2.2
dw(x) = mao exp{—mw X :I ’

27kT 2kT
(3.71)

1 p2
aw(p) = exp| —
2 2amkT P { 2mkT }

Ob¢ rozdeleni maji charakter Gaussova baliku a v principu jsou u souboru mnoha oscilatorti
pii dané teploté mozné i velmi velké vychylky z rovnovazné polohy a velké hybnosti. Jsou
ale velmi nepravdépodobné.
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3.6. DALSI PRIKLADY

3.6.1. Kvantovy oscilator (vibrator) ‘ PR 4

Termodynamické veli€iny
Problém jednoho harmonického oscilatoru je definovan vztahy (2.41)

N 4 _F 1 22

Hin)=E |n); =— + — mo X" .
Energetické spektrum harmonického oscilatoru (2.52) jsme odvodili v druhém dilu sylabu
nékolika zptsoby (Schrodingerova, Diracova, Heisenbergova reprezentace):

2
E, :(n+%jha), ) =y, (&) =a,H,(E)e /2, n=0,1,2, ...
Nezavisla proménna a normovaci koeficienty jsou dany vztahy
1
&= no X; a, = —F—.

Nyni jiz mizeme pfistoupit k vypoctu parti¢ni funkce, nejprve pro jeden oscilator

1 n
> (n+§)ha) ho | & nhw ho | < hao
= ) exp| ——=—|=exp| ——— exp| ——— |=exp| - —— exp| ——— || .
: Z;;, A P\ "okt Z:%) Xp[ kT} P\ kT Z::0 Xp{ kT}

Zbyla tada je geometricka tada, kterou lze snadno secist podle (V7), exponentem je kvantové
¢islo n:

_ ha
e 24T 1 1
T he T e e T hp Y
l—e KT o 2KT _o 24T 2sh(2ij

Pro N nezavislych oscilatori je particni funkce ptisluSnou mocninou,
_ N[ ho
Z=2Nsh V| = |
2kT
Nyni nalezneme standardnim postupem volnou energii, entropii a vnitini energii systému:

F=—kT'InZ = NkT In 2sh[h—wj ;
kT

s=—F __ Nkm|2sn[ 12| ¢ N g PO
or kT 2T kT

Nho ho
cth—— .
2kT

Shriime dosazené vysledky (misto teploty pouzijeme koeficient £:

z= 2VshV(prel2) ;

F = NkT In[ 2sh(phe/2)] ;

S= - Nkln[2sh(phw/2)] + Nphocth (Bro/2) ;
Nho

U=F+TS=

(3.72)

U=

cth (Bhw/2) .
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Posledni vztah pro vnitini energii odvodil Albert Einstein v roce 1906. Naleznéme stfedni
energii soustavy harmonickych oscilatort v limité nizkych a vysokych teplot:

Nhw ho

1) T—0: U= lim cth (Bho/2)=N"2.
T—0 2
2) kT > ha: U= i Brawrzy > N2

2 fho

Ptipad nizkych teplot je ryze kvantovy. Pfi absolutni nule jsou vSechny oscilatory
v zékladnim stavu a vnitini energie je rovna poctu oscilator krat energie zdkladniho stavu.
Pii vysokych teplotdich jde naopak o ryze klasicky piipad. Stfedni tepelnd energie je
podstatné vetsi nez zékladni energetické kvantum a vnitini energie je déana klasickym
vztahem (3.70).

Teplota, pti které je stiedni tepelna energie rovna vibraénimu kvantu (argument exponenciel
je roven jedné, hw = kT ) se nazyva vibracni teplota, oznacujeme ji Ty. Limita nizkych teplot

znamend T < T}, limita vysokych teplot znamena 7" >> 7}, . Pro vibra¢ni teplotu mame vztah
_ho
k

Pro rizné kvantové vibratory (napiiklad vibrujici molekuly ¢i krystalovou miiz) jde
o charakteristickou veli¢inu.

| T, (3.73)

Pravdépodobnost nalezeni vibratoru v daném energetickém stavu
Pravdépodobnost je dana Boltzmannovym faktorem

w, = C exp{_%} .

Normovaci konstantu ur¢ime bud’ z podminky, Zze soucet vSech pravdépodobnosti je roven
jedné, nebo si uvédomime, Ze jde o pfevracenou hodnotu parti¢ni sumy. Vysledny vztah je:

! W, = 2sh(@j e At/ Do (3.74)

Op¢ét proved’'me rozbor v limité nizkych a vysokych teplot:

1 =0
T—0 2kT kT 0 pron#0

) T>Ty: wn=2shh—a) exp —M —>2-h—w-1=h—w.

2kT kT 2kT kT
Prvni ptipad je opét ryze kvantovy a vidime, ze pii absolutni nule je obsazen jen zdkladni
energeticky stav. Druhy ptipad je naopak klasicky. Pfi vysoké teploté jsou vSechny stavy
zastoupeny rovnomeérne.

Pravdépodobnost nalezeni vibratoru v dané poloze

Vypocet hustoty pravdépodobnosti 1ze provést bud’ pfimo nebo pomoci triku, na ktery piisel
americky jaderny fyzik Felix Bloch (1905-1983). Ptimy vypocet by se vedl takto:

P0) = (x] A1) = (x]e" [x) = xlm) (] ™" [ m) (m[x) = 3 w7 o Gmbr = 2wy 0y

Za vinové funkce se dosadi ptislusné Hermitovy polynomy a za pravdépodobnosti rozdéleni
v energetické reprezentaci (3.74). Je titeba ,jen* secist pfisluSnou fadu Hermitovych
polynomu. Nepitimé odvozeni Blochovym trikem vyuZije pisobeni operatort pp a Xxp
v x reprezentaci a v Heisenbergoveé maticové reprezentaci:
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x> = <x|j)e‘f3ﬁ |x> = Z‘//anPnka =
n,k

= D iN2mhao (\/k+1 ViV _\/Z'//k—ll//k)wk =
k=0

=iV2mho Y Nk+1(wg =Wy ) Wiy =
k=0

:i\/tha) (l—e_ﬂhw) i \/k+1Wk ViV -
k=0

Pii vypoctu jsme pouzili maticového rozpisu operatoru hybnosti podle kapitoly (2.4.3). Zcela
analogicky budeme hledat piisobeni operatoru xp :

(x5 [) = (x| 76 )= Y Xy -
n,k

0

h
= Z\/%(Vk"‘l‘//kmﬂk +\/;‘//k—1§”k)wk =
0

k=

h o0
%Z;‘) VE+1(W + Wi )Wi¥ =
h 3 [e0]
:‘,% (1+e ﬂhw) Z \/k+1Wkl//k+ll//k .

k=0
Plisobeni obou dvou operatorit vede na tutéz fadu. V tom prave tkvi genidlni Blochiv trik.

Vyd¢lenim obou ziskanych rovnosti se zbavime nepiijemné fady a ziskame jednoduchou
rovnici

—inP

dx  iN2mho (1=
xp z,Za, (1+e—,b’ha)) ’

ktera vede na diferencialni rovnici v separovaném tvaru

dp__2mo th(ﬂhw]xdx.

p_ h 2

Reseni je snadné, integraéni konstantu uréime jako vzdy z normovaci podminky:
A 2 ha
! x)=,|—exp|—Ax" |; A1) ="% 3.75
pe) =\~ exp| -2’ | (=" (Mj (3.75)

Tuto, dnes slavnou, Blochovu formuli odvodil F.Bloch vroce 1932. Formule ma velky
vyznam v teorii kmitl krystalové miiZze. Odvod’'me, tak jako v minulych ptipadech, limitu pfi
nizkych a vysokych teplotach:

ma x*
h

m x2
26T |

D) T<Ty: p(x)— m—a)exp{ } =y (x)

D) T>Ty: p(x)—>
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Prvni pfipad odpovidd opét ryze kvantovému fteSeni, jde o hustotu pravdépodobnosti

oscilatoru v zdkladnim kvantovém stavu. Pfipad vysokych teplot dava klasicky vysledek

(3.71).

Pfiklad 8: Urcete vibracni teplotu pro dvojici atomd, jejichZ interakce je popsana Morseovym
2 2

potencidlem V (r) =V, (1 —e® (rn) j

Reseni: Nejprve uréime tuhost oscilaci pfi malych vychylkich z rovnovazné polohy (1.37)
jako druhou derivaci potencidlni energie v minimu, z tuhosti oscilatoru ur¢ime frekvenci:

V"(r()) _ 20!2V0

Nyni jiz snadno odvodim vibracéni teplotu:
ho ha |2V,
TV = _—
k k m

Z charakteristického pribéhu potencidlni energie 1ze snadno urcit vibra¢ni teplotu. .

3.6.2. Kvantovy rotator

Prozkoumejme nyni vlastnosti rotujici castice snenulovym
momentem hybnosti L a nenulovym momentem setrvacnosti J. r
Muze jit napiiklad o rotujici dvouatomovou molekulu nebo
n¢jaky podobny systém. Nejprve odvodime partiéni sumu pro .
systém tvofeny jedinou molekulou. Standardni translacni vztah
p*/2m u rotaénich pohybi piejde v L*/2J:
2 2

LMD 000,

2J 2J
Vyuzili jsme vztah (2.65) pro kvantovani velikosti momentu hybnosti. Nesmime zapomenout,
ze kazdy takovy energeticky stav je degenerovan, vyskytuje se 2/+1 krat, jednotlivé stavy se
stejnou energii se lisi magnetickym kvantovym ¢islem m=-1,-1+1,...,0,...,/—1,/. Proto
v parti¢ni sumé musime kazdy Boltzmanntiv faktor vzit v ivahu tolikrat, kolikrat je dany stav

degenerovan:
2 (+Dn* | & (1 +D)r?
z= exp| ———— | = 20+ Dexp| —————| .
,gog’ p{ 2JkT} ,:zo( ) p{ 2J kT

Poprvé se setkavame s fadou, kterd neni analyticky feSitelnd. Tuto fadu mizeme secist jen
numericky nebo v limité€ nizkych ¢i vysokych teplot. Oblast nizkych a vysokych teplot je
dana argumentem exponenciely. Je-li argument roven jedné, dostdvame charakteristickou
teplotu, pfi niZ je tepelnd energie rovna rotacni energii. Vyjdeme-li ze vztahu n? ~2J kT,
dostaneme pro tzv. rotacni teplotu vztah
72

Tp=——. (3.76)

2kJ

Rotacni teplota je pro dany systém, podobné jako vibracni teplota, zcela charakteristickou
veli¢inou. V nasledujici kapitole se seznamime srotaénimi a vibraénimi teplotami
jednotlivych molekul. Nyni se pokusime seCist fadu pro parti¢ni sumu alespoil v limité
nizkych a vysokych teplot.

1) T < T . Pii nizkych teplotach exponenciely v fad€ s rostoucim / prudce klesaji, ¢leny fady
velmi rychle konverguji a proto sta¢i vzit v ivahu prvni dva ¢leny tfady:
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h2
z=1+3exp|——| = 1+3exp(—-27,/T).
p{ JkT} P( R )

Standardnim postupem urc¢ime termodynamické veli¢iny v limité nizkych teplot:
Z=[1+3exp(-274/T)]",
F=-kI'InZ=-NkTIn[1+3exp(-2T5/T)],

§=— 28 Netn[1+3exp(<27 /T) ]+ 6N k& oxp(“2x /T)
oT T 1+3exp(—2T3/T)

b

exp(—2T3 /T)
1+3exp(—2T3/T)

U=F+TS=6NkTy ~ 6N kTqexp(—2T3/T).

2) T > Tj. Pii vysokych T je obsazeno mnoho stavii s velkym / a sumu nahradime integraci:

> (+nn* | % x(x+1)R?
- 20 +1 ——— 7 | = |(2x+1 ————|d.
: EO( )GXP{ 2J kT } g( ¥ )exl{ 2kl |

V integralu provedeme substituci & =x(x+1):

b n? 2JKT T
~ | exp|— dé = = — .
: { p{ 2J kT 5} g W’ Tk

Standardnim postupem uré¢ime termodynamické veliciny v limité vysokych teplot:
Z=(T/T)"
F=—-kTnZ=-NkTIn(T/Ty) ,

OF
S:_E:Nk[1+ln(T/TR)],
U=F+TS=NkT .

Jak jsme mohli ofekavat, dostavame v limité vysokych teplot klasické vysledky. SepiSme na
zaver vysledky v limit€ nizkych i vysokych teplot do piehledné tabulky:

T < Ty T'>Tg
Z=[1+3exp(-273/T)]" Z=(T/T)"
F =-3NkTexp(—-2T3 /T) F=—NkT'n(T/Ty) (3.77)

S =3Nkexp(—2T; /T)+ 6NkT?R exp(-2T3 /T) | S=Nk[1+In(T/Ty)]

U=6NkTypexp(-2T/T) U=NkT

Piiklad 9: Urcete nejpravdépodobnéjsi rotacni kvantové cCislo pro kvantovy rotator (stav
s nejvyssim zastoupenim).
Reseni: Pravdépodobnost, Ze se systém nachazi ve stavu s vedlej$im kvantovym Eislem / je

I+ nn’

w; =A21+1)ex
1 =A( ) Pli ST 4T

} = A(21+1)exp[—l(1+l)T7R} .
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Pii nizkych teplotdch systém nerotuje, pravdépodobnost je téméf nulova. Pfi vysokych
teplotach nalezneme standardnim postupem maximum (s proménnou / budeme zachazet jako
se spojitou proménnou):

an T 1 T
i A SN A L
ol 2T, 2\ 27

Z vypocteného vztahu mizeme zjistit typicka vedlejsi kvantova Eisla rotujicich molekul pfti
dané teploté. Hodnoty rotacnich a vibracnich teplot nékterych plynii naleznete v tabulce:

Plyn Rotacni teplota Vibracni teplota

N, 3K 3340 K

(0)3 2K 2230 K

H, 85K 6100 K
HCI 15K 4140 K
HCN 30K 1500 K

3.6.3. Dvouatomovy plyn

Uvazujme nyni systém slozeny z N dvouatomovych molekul

s rozliSitelnymi atomy (jinak bychom se museli zabyvat r tr
symetrii vlnovych funkci). Tak se chova fada plyn{i. Energie rot
P

jedné molekuly bude slozena z translacni energie, vibracni
energie, rotacni energie a energie dalSich (naptiklad
jadernych) stupiii volnosti. Parti¢ni suma pro jednu molekulu

bude soucinem particnich sum jednotlivych stupiii volnosti

a termodynamické veli¢iny budou souctem odpovidajicich ¢lenti:

vibr

E=6, +&; + &

rot T €nuet T -

-peE. .+, +&€  + e - peE - D& . —
Z:ze ﬂ( tr vib rot ):J.e ﬁtrd]",ze 'Bwb,ze ﬂgi’Ol‘ = ZZyih Zyor

Celkova parti¢ni suma pro N ¢astic potom bude:

_ N N _N
Z_Ztr'zvib'zrot”'

Zakladni termodynamické veliciny jsou podle své definice aditivni a bude pro né€ platit

F=—kTWWZ=F, +F,;, +F,+,

oF
\) :_a_T:Str + Svibr + Srot e,
U:F+TS:UW +Uvibr +Urot LR

oU
Cr =571 =Cr +Cipp + Crpp +

ar ),

Zkoumejme nyni ptispévek k tepelné kapacité jednotlivych stupni volnosti:

Translaéni stupné volnosti

Uy=2mr = e=~| | 3k
2 nN\or), 2

Translacni stupné volnosti pfispivaji k mérné tepelné kapacité plynu (tepelnd kapacita
vztazena na pocet ¢astic) konstantni hodnotou.
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Vibraéni stupné volnosti

2
Uvib:thCth ho — cEi v —k ho sh™2 ho .
2 2kT N\oT ), 2kT 2kT

Na nasledujicich obrazcich jsou vykresleny vypoctené pribéhy. Pii nizkych teplotach je
vnitini energie dana nulovymi kmity ( Naw/2), pti vysokych teplotach je linearni funkci
teploty. K pfechodu mezi obéma pribéhy dochédzi v okoli vibracni teploty. Pfi nizkych
teplotach vibradni stupné volnosti nepfispivaji k mérnému teplu. Rikame, Ze pii teplotach
vyrazné nizSich nez je vibracni teplota jsou vibracni stupné volnosti ,,zamrzlé*. Pti vysokych
teplotach prispivaji vibracni stupné volnosti k mérnému teplu konstantni hodnotou.

U ¢,
T T
T<1T, Ty T>T, T<T, Ty T>T,
Provedeme-li limity malych a velkych teplot, dostaneme:
T<Ty = U=Nho/2, C=0; c=0;
T>T, = U = NkT , C=Nk, c=k .

Kazdy vibra¢ni stupent volnosti ptfidava pii vysokych teplotach k tepelné kapacité plynu
hodnotu £. Boltzmannovu konstantu tak mizeme interpretovat jako tepelnou kapacitu jedné
vibrujici molekuly.

Rotacni stupné volnosti

Pro rota¢ni stupné volnosti nezname analyticky pribeh vnitini energie a tepelné kapacity pii
konstantnim objemu. Zndme ale hodnoty v limit¢ nizkych a vysokych teplot vzhledem
k rotacni teploté, viz (3.77):

T<Ty, = U=6NkTyexp(—2T/T), C=0; c=0 ;
T>T, = U=NkT, C=Nk, c=k .

Vidime, ze rotacni stavy pfispivaji k mérnému teplu stejnym zptisobem jako vibraéni stavy,
prispévek se projevi pii teplotach vysSich nez je rotacni teplota. Pii teplotach nizSich jsou
rotacni stavy opét ,.zamrzlé®. Kazdy
rotatni  stav  prispéje  ktepelné 7
kapacité opét hodnotou
Boltzmannovy konstanty.

Vysledny pribéh mémé tepelné
kapacity ma schodovity charakter:

Pti zvySovani teploty pfibyvaji dalsi a
dalsi  stupné  volnosti,  kazdy
~rozmrzly“ stupeil volnosti pfispéje T T T
k mé&ré tepelné kapacité hodnotou k. R 4

Transla¢ni stupné ptispivaji k mérné tepelné kapacité nezavisle na teploté hodnotou 4/2.

Poznamka: U kyanu HCN odpovida pfechod mezi druhou a prvni rotaéni hladinou vinové délce 1.3
mm, coz koresponduje s vinovym maximem reliktniho zareni. Praveé reliktni zafeni proto zpusobuje
rotacni excitace mezihvézdného kyanu.
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Priklad 10:
Zadani: Kvantovy systétm ma dvé blizké energetické hladiny ? T

£0=0 a g; = £ s degeneratnimi faktory gy a g;. Naleznéte prub¢h
cy(P) ptispévku k mérnému teplu systému.
Reseni: Parti¢ni suma pro jednu ¢astici bude mit jen dva ¢leny

z=gy+ g exp(=pe).

Nyni budeme postupovat standardné:
N
Z= [go T 81 exp(—ﬂg)] ;
F=—kI'nZ=-NkT 1n[g0 +g exp(—ﬂg)],

S :_Z_f;: Nk In| go + gy exp(- ) | + [1+ gjxl;ﬂ(ﬂg)] | gzi_?’
U=F+TS= e ’
[1+ g exp(fe)]
¢y~ U _ nghst L)
oT [1+ g exp(fe)]
Cy S gke? P exp (/) 2
N [1+ g exp(Be)]

Dostali jsme velmi zndmy vztah pro piispévek dvouhladinového systému k mérnému teplu.
Prispévek konverguje k nule v oblasti nizkych i vysokych teplot. To znamena, Ze existuje
teplota, pii které je prispévek k mérnému teplu maximalni. Maximum je mozné urcit
numericky, pro g = 1 vychdzi cmax ~ 0,34 £.

CV/ Crmax

1 |
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3.7. GRANDKANONICKE ROZDELENI

3.7.1. Odvozeni rozdéleni

Na rozdil od kanonického rozdéleni pfipoustime u grandkano- N E.S'
nického rozdéleni vyménu Castic sokolim. Ostatni | n g ,,_’__’\\
predpoklady jsou stejné jako u kanonického rozdéleni. Systém ’ y {\
samoziejm¢ muze s okolim vymeénovat energii, zanedbame % N,E, S )
povrchové jevy a jedinym vnéj$im parametrem systému bude ‘!\ _____ ,x/
prozatim objem. Opét piedpokladdme platnost Liouvillova

teorému. Prvni vétu termodynamickou budeme psat ve
standardnim tvaru (pro jednoduchost uvazujeme jeden druh ¢astic):

dU=TdS - pdV + udN (3.78)
Vzhledem k tomu, ze N ve statistice znamend okamzity pocet Castic v systému, musime
stiedni pocet v prvni vété€ oznacit symbolem s pruhem. Rozdé¢lovaci funkci v diskrétnim, resp.
spojitém piipadé oznacime
Wy =Wy (E); resp. oy =pn(E) . (3.79)
Index n cisluje kvantové stavy systému, index N pocet Castic v systému. Pozadujeme
aditivnost v energii a poctu ¢astic systému a jeho okoli:
E =E+E, Nyt =N+ N'. (3.80)
Podobné jako v kanonickém piipadé pozadujeme nezavislost (multiplikativnost)
pravdépodobnostnich rozdéleni systému a okoli:

Wan ' (E+E) = w,n (E) wyp (E). (3.81)

Resenim je jeding exponencialni funkce typu

C1+C2EnN+C3N:ea—ﬂEnN+7/N (3 82)

Konstanty linearni kombinace jsme oznacili «, — £, ¥ a ur€ime je v nasledujici kapitole.

WnN =¢C

3.7.2. Konstanty rozdéleni

Pii uréeni konstant budeme postupovat obdobné jako u kanonického rozdéleni, tj. porovname
diferencial vnitini energie s termodynamickym vztahem. Postup je pon€kud pracny a student,
kterého to nezajima si mize precist vysledek na konci této kapitoly. V principu pro uréeni tii
konstant musime vyuzit tii rovnice, jde o normovani pravdépodobnosti, stiedovani energie
a sttedovani poctu c¢astic (posledni rovnice nebyla tfeba u kanonického rozdéleni). Problém
muzeme fesit jak diskrétné, tak spojité€ (v levém sloupci naleznete diskrétni vztahy, v pravém
spojité analogie):

n,N N

> Egyway =U, Y [Epy(EYdly =U, (3.83)
n,N N

> Nwy =N. YN |[py(EYdTy=N.

n,N N

I ve spojitém piipadé musime scitat pies vSechny mozné pocty ¢astic. Odvozeni budeme
provadét v diskrétnim ptipad€é. Podobné jako u kanonického rozdéleni nejprve nalezneme
diferencial vnitfni energie:
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dU=d Y E,n(V)w,y = ZK ¥ gy 4 Oy dNJ HN} + Y E.ydw,y
n,N ON n,N

Derivaci energie podle objemu budeme opét interpretovat jako parcialni tlak, zména energie
s poctem castic je parcialni chemicky potencial, v poslednim ¢lenu vyjadiime E,y z rozd€leni
(3.82):

1
dU = Z(—pannNdV) + Z(ﬂnN wnNdN) + Z[nglN——lnwnN]dwnN
n,N n,N n,N IB IB ﬁ

Prvni ¢len interpretujeme stejn¢ jako u kanonického rozdéleni jako mechanickou praci.
Posledni ¢len roznasobime a vytkneme konstanty:

dU ==pdV + Y piyy waydN +2 5 Naw,y + Sd> wyy - —Zln W AW,y
n,N n,N n,N
Tteti a paty ¢len upravime podle vztahu pro derivaci soucinu fdg = d(fg)—gdﬁ ctvrty Clen je
nulovy (soucet pravdépodobnosti je roven jedné a diferencial jednotky je nulovy):

AU ==pdV + 3 oy waydN +Zd> Nwy = L 3w,y dN - le(lnwnN)wnN
n,N 'B n,N ﬂn,N ﬂ n,N

Jako jeden z poslednich krokt slou¢ime druhy a ¢tvrty €len:

n,N ﬂ ,B ﬂ n,N

Ma-li tento vyraz korespondovat s prvni vétou termodynamickou ve tvaru (3.78), musi byt

1 ya
! =—, = S=-—k lnw . 3.84
p=mr V= Z Wy (3.84)

Druha podminka (y/f= u) nam zajisti korespondenci tietiho ¢lenu s odpovidajicim ¢lenem
prvni véty termodynamické a soucasné vypadnuti ¢lenu druhého. Ostatni podminky jsou
shodné kanonickym rozd€lenim. V tuto chvili tedy mame ureny dvé konstanty. Zbyva jedina
neurcena konstanta rozdéleni — konstanta «. Tu uréime napiiklad ze vztahu pro entropii:

S=—k> wyInw,y ——kz BE,y +yN)=—ka+kBU —kyN.

Po trividlnim vypoctu urc¢ime hledanou konstantu:
I o U-TS- ,uN 2

3.85
kT T kT (3.85)

Nyni zname vSechny konstanty a mizeme napsat vysledné rozdéleni v diskrétnim i spojitém
ptipadé:
!

IH(Q_EnN+ﬂN); ﬂ(Q_EN“'IUN). (386)

Py =€
Grandkanonicky potencial zjevné souvisi s normovanim pravdépodobnosti, pouzijeme-li
explicitné vypsanou normovaci konstantu, ma rozdéleni ¢asto pouzivany tvar

—E v+ uN —Ey+uN
! Wy =K exp{%} oy =K exp[]\;{—Tﬂ] (3.87)

WnN=e
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3.7.3. Parti¢cni suma

Podobny vyznam, jako méla volna energie u kanonického rozdéleni, md grandkanonicky
potencial u systémi s proménnym poctem cEastic. Grandkanonicky potencidl vypocteme
znormovaci podminky rozdéleni. Vypocet provedeme v diskrétnim (nalevo) i spojitém
(napravo) ptipade¢.

Swpy=l = Slovdry=1 =

n,N N
Zeﬁ(Q_EnNWN):l = ZIeﬂ(Q‘ENWN)dFN:l =
n,N N
ze—ﬂEnNJrﬁ,uN:e—/}Q N Zje_ﬂEN +BuN dry=e P92 =
n,N N

In eﬂEnN+,8yN]=ﬂQ - 1n[2je_ﬂEN+ﬂﬂNdFNJ=—ﬂQ -
N N

n,

Q=—kT h{z o PEN +ﬁﬂN} Q= —len(Zje_ﬂEN tBuN dFN].

n,N N
Veli¢ina nachazejici se v logaritmu v kulaté zdvorce se nazyva grandkanonicka particni
funkce a je ustfedni veli¢inou statistické fyziky s proménnym poctem castic, oznacujeme ji =
Vzhledem k tomu, Ze argument logaritmu by mél byt bezrozmérny, je pouziti vdhového
faktoru namisto fazového objemu vhodnéjsi.

Schéma statistického vypoc€tu s proménnym poctem castic:
1. Zjistime, jakych energii £,y mize systém nabyvat. V klasickém ptipad€ jde o vSechny

hodnoty energii, které se v systému mohou vyskytnou. V kvantovém piipadé¢ musime
urcit spektrum Hamiltonova operatoru (naptiklad fesit Schrodingerovu rovnici).

2. Nalezneme particni funkci Z'jako soucet veli¢in e~ PE+ PuN pies cely obor energetického
spektra:

E:Ze_ﬂE”NJrﬂ'uN; resp. E:Zje_ﬂENJr’BﬂN dary (3.89)
n,N N

3. Urc¢ime grandkanonicky potencial

Q=—kTIn=. (3.89)
4. Urcime zakladni termodynamické veli¢iny S, p, N:
S:_(a_gj’ p:_(a_gj’ N:_(a_gj' (3.90)
oT oV ou
S. Ur¢ime vnitini energii U a jeji derivace:
U=Q+TS+ uN. (3.91)

6. Vzhledem k tomu, ze grandkanonicky potencial je funkci chemického potencidlu g, je
tteba ho ze vSech odvozenych termodynamickych vztahi vyloucit. Teoreticky to lze
provést z relace

N=> Nwy =  u=u(N,TV). (3.92)
n,N
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Prakticky muze vylouceni chemického potencidlu zrovnic ¢init problémy. Chemicky
potencial Ize také chapat jako parametr v parametrickém zadéani kiivek. Pozndme-li naptiklad

z (3.90) zavislosti p=p(T,V,u) a N=N(T,V,u) mizeme do grafu sosami (p,N)
vykreslovat soufadnice (p,N) pro uréity interval hodnot x a tim zkonstruovat graficky
zavislost tlaku na priimérném poctu ¢astic.

Vztah grandkanonické a kanonické particni sumy
Upravme nyni vztah pro grandkanonickou parti¢ni sumu:

== z e_ﬂEnN +puN — z (ze_ﬁEnN}.(eﬂ;u)N
n,N N n
Oznacime-li Zy kanonickou parti¢ni sumu pro N Castic a zavedeme tzv. fugacitu
c=eft (3.93)

dostaneme prehledny vztah

Z=>2Zys". (3.94)
N

Uvedeny vztah plati v klasické fyzice, kde jsou v systému N castic jednotlivé Castice
v principu rozliSitelné. V kvantové teorii jsou Castice nerozliSitelné a kazda z N! moznych
permutaci ¢astic je stejnym stavem. Ve vztahu (3.94) je kazda permutace v souctu zapocitana,
to znamena, Ze jeden stav je zapoc¢ten namisto jednou vicekrat (N! krat). V kvantové teorii je
proto spravnym vztahem vyraz

Z
E =Y NN (3.95)
~ N

ktery siln€é piipomind Tayloriv rozvoj v proménné nazyvané fugacita. Koeficienty jsou
kanonické parti¢ni sumy pro N ¢éstic.
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3.8. FERMIONY A BOSONY

NerozliSitelné &astice

V kvantové teorii mizeme piredpoveédét jen pravdépodobnost vyskytu ¢astice v néjakém misté
a Case. Tato pravdépodobnost ma maximum v misté klasické trajektorie a se vzdalenosti od ni
zpravidla exponencidlné ubyva a dosti daleko od klasické trajektorie je sice velmi mala,
nikoli v8ak nulova. Mame-li dv¢ stejné ¢astice, nikdy si nemizeme byt jisti, ktera Castice je
kterd. Pravdépodobnost vyskytu jedné ¢astice v misté¢ druhé je nenulova. Hovofime o tom, Ze
stejné ¢astice jsou v kvantové teorii nerozlisitelné. To ve svém dusledku vede k rozdé€leni
vSech castic na dva zékladni typy, fermiony a bosony, které se 1iSi svymi vlastnostmi
a chovanim (viz kapitola 2.8). Fermiony maji poloc¢iselny spin, dva nemohou byt ve stejném
kvantovém stavu (splituji Pauliho vyluc¢ovaci princip), jejich vinova funkce je antisymetricka
a jejich krea¢ni a anihilaéni operatory spliuji komutaéni relace. Naopak bosony maji
celociselny spin, ve stejném kvantovém stavu jich mtze byt libovolné mnozstvi, jejich vinova
funkce je symetricka a jejich kreacni a anihila¢ni operatory splituji antikomutacni relace.
Viechny intermedialni &stice tvofici interakce (fotony, gluony, W', W, Z°) jsou bosony se
spinem 1. K bosonim také patii Castice slozené ze dvou kvarkli (mezony), které maji spin
roven 0 (skaldrni mezony) nebo 1 (vektorové mezony). VSechny zakladni stavebni kameny
hmoty (kvarky a leptony) jsou naopak fermiony se spinem 1/2. K fermionim také patii
castice slozené ze tii kvarki (hadrony), naptiklad neutron a proton. Z hlediska statistiky maji,
zejména pii nizkych teplotach, fermiony a bosony zcela odlisné chovani a jejich rozdélovaci
funkce jsou rtizné. Fermiony podléhaji Fermi-Diracovu rozdéleni a bosony Bose-Einsteinovu
rozd¢leni.

Reprezentace obsazovacich Cisel
Obsazovacim ¢islem nazyvame pocet ¢astic v daném energetickém stavu:

Energie stavu Obsazovaci Cislo
& N,

& N,

Pro fermiony mulzZe obsazovaci ¢islo (z divodu platnosti Pauliho vylucovaciho principu)
nabyvat jen hodnot 0, 1. Pro bosony muze jit o jakékoli celé nezaporné ¢islo 0,1,2,...
V reprezentaci obsazovacich ¢isel miizeme pro pocet Castic a celkovou energii psat

N=>'N,,
i

4%=ng.

1

(3.96)

Grandkanonickou parti¢ni sumu mizeme upravit v reprezentaci obsazovacich ¢isel takto:

= Z' e_ﬂE”N+'BNN = Z exp|:_ﬂZ(EiNi _ﬂNi):IZHzeXP[_ﬂNi (& _ﬂ)]-
N,n i

NN, ... i N,

1

Carka v prvnim souétu mé naznadit, ze viechny permutace ¢astic povazujeme v kvantové
teorii za jeden jediny stav a do celkového souctu prispéji tyto permutace jedinym ¢lenem. Je
vidét, ze celkova grandkanonickd suma se rozpada na soucin parcialnich grandkanonickych
sum jednotlivych stavi:

EzHEi; Ei:zeXp[_ﬁNi(gi_ﬂ)]- (3.97)
i N,
V dasledku toho jsou termodynamické veli¢iny dany souctem ptislusnych parcialnich ¢lenti:
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i

042,
§=2.8;; S,:—(E},

i

00, (3.98)
pzzpi; pi=—[ ]

oV

_ _ _ 00,
N=>N;; Ni:—[—l].

i ou

3.8.1. Fermi-Diracovo a Bose-Einsteinovo rozdéleni

Fermi-Diracovo rozdéleni

Zabyvejme se nejprve fermiony. Podle Pauliho vylucovaciho principu nemohou byt dva
fermiony ve stejném kvantovém stavu. V daném stavu tedy neni bud’ Zadny fermion, nebo je
ptitomen jeden jediny

N;=0,1. (3.99)
Parti¢ni suma i-tého stavu ma proto v reprezentaci obsazovacich ¢isel jen dva Cleny:
Z; =Y exp[-BN; (& — )] = 1+ exp[- B (& - w)].
N;

Snadno dopocteme grandkanonicky potencial i-tého stavu
Q=—kTInZ; =—kTIn(1+ exp[-B (s — w)] )

a stfedni pocet ¢astic v i-tém stavu

— 042, 1
! N,o=-—2 = . (3.100)
ou  exp[f(g—-w] + 1

Tento vyraz se nazyva Fermi-Diracovo rozdéleni. Naleznéme jeho pribéh v limité nizkych
teplot (7 — 0, f —> o):

R ‘ 1 I pro ¢; < u,
lim N; = lim
0 pro &; > u.

e o exp|fle -] + 1

Vsechny stavy jsou zaplnéné po jedné Castici az po tzv. Fermiho mez ¢ = x. Nad Fermiho

mezi jsou stavy neobsazené. Fermiho mez je tak posledni obsazenou energetickou hladinou
pii nulové teploté. Chemicky potencial je pfi absolutni nule roven —
Fermiho mezi. Fermiony se chovaji ,,nesndSenlivé®. Je-li n&jaky Ni T=0
stav obsazen Castici, dal$i Castice jiz tento stav nemiize obsadit. 1 —

L4

li jiz obsazen, obsadi nejblizsi dalsi volny. Tim dojde k tomu, Ze >0
pfi absolutni nule jsou obsazené vSechny stavy aZ po Fermiho
mez. & =U €

Bose-Einsteinovo rozdéleni

Naleznéme nyni rozdé€leni souboru bosonil. Bosony nespliiuji Pauliho vyluovaci princip
a v daném stavu jich mize byt libovolné mnozstvi. Obsazovaci ¢isla proto jsou:

N;=0,1,2,... (3.101)

Grandkanonickd parti¢ni suma i-tého stavu bude nekone¢nou fadou
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o]

== Z exp[- BN, (s - w)] = z (exp[—ﬂ(gi—,u)])
N, =0

N,;=0

N;

Jde o geometrickou tadu, kterou bez problémi secteme:
- _ 1
T l—exp[-Bg -]
Snadno dopocteme grandkanonicky potencial i-tého stavu
Q =—kTInZ;=+kTn(1- exp[- (s, - p)] )

(3.102)

a stfedni pocet ¢astic v i-tém stavu
— 042, 1
! N;, = - = . (3.103)
ou  exp[Bs-w] -1

Tento vyraz se nazyva Bose-Einsteinovo rozdéleni. PovSimnéte si, N;

ze od Fermi-Diracova rozd¢leni se lisi jen znaménkem. To je pro
vztahy popisuyjici fermiony a bosony typické (symetricka

a antisymetrickd vlnova funkce, komutdtor a antikomutator).

Z podminky pro konvergenci geometrické fady plyne, Ze chemicky T
potencial souboru bosonll musi spliiovat podminku &

>0

I
e

U<e, . (3.104)

Naleznéme priib&h rozdéleni v limité nizkych teplot (77— 0, f — ©):

_ 1 0 Pro &; =&y = H,
lim N; = lim =
pe p—wexp| B (g — )] - 1

MiIcky jsme pii souctu geometrické fady predpokladali nekonecny pocet ¢astic. Pii absolutni
nule vSechny obsadi zdkladni energeticky stav. V redlnych systémech je pocet Castic
konec¢ny. Stav latky pti které se Céstice hromadi v zdkladnim stavu nazyvadme bosonovy
kondenzat. Typickym ptikladem jsou naptiklad Cooperovy pary elektrontl, které pii nizkych
teplotach vykazuji jako bosonovy kondenzat supravodivé a supratekuté vlastnosti.

0 pro ¢;>¢&.

Ob¢ rozdéleni 1ze je souhrnné zapsat
= 1
exp[ A — )] * 1

Znaménko ,+* plati pro fermiony a ,.— pro bosony. Za jakych podminek ob¢ rozdéleni
splynou? Je ziejmé, ze k tomu dojde tehdy, lze-li zanedbat jednicku ve jmenovateli, tj.

exponenciela pievladne a N ; < 1. Potom

p—
eXp[ﬁ("fi - ﬂ)]

a ob¢ rozdéleni prechdzi v Boltzmannovo rozdéleni. Kvantové stavy jsou vétSinou prazdné
a jen tu a tam je néktery obsazeny. K této situaci dochdazi, je-li

Nl =

~ K exp[—,&’aiJ

- vysoky pocet kvantovych stavu,
- Ttidky plyn (maly pocet ¢astic),
- vysoké teploty (Castice excitovany do vysokych energetickych stavil).

Shriime na zavér vlastnosti fermiont a bosont do pfehledné tabulky:
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Fermiony Bosony
Spin 1/2,3/2, ... 0,1,2, ...
Hamiltonian H(1,2)=H(2,1) H(1,2)=H(2,1)
Vinova funkce 1,2> =—12, 1> 1,2> =+ 2,1>
vy e ] = o [t )= 2
Statistika N, = ! N, - 1
exp[B(s; —w)] + 1 exp[ (g, — )] — 1

3.8.2. Soubor fotonu (Planckiv vyzaFovaci zakon)

Fotony jsou castice elektromagnetické interakce Sifici se rychlosti svétla. Jejich zakladni
charakteristiky (spin, chemicky potencial, klidova hmotnost, elektricky naboj) jsou

s=1; u=0; my=0; 0,=0. (3.105)

Mezi ¢asticovymi a vinovymi vlastnostmi plati pfevod dany de Broglieho relacemi (2.2)
e=hw, p=7k. (3.106)

Ze vztahu pro fazovou rychlost ur¢ime snadno vztah mezi energii a hybnosti pro castice
s nulovou klidovou hmotnosti (jen ty se §ifi rychlosti svétla):
o _ho ¢
k nk p
Tento vztah nahrazuje pro &astice s nulovou klidovou hmotnosti vztah & = p*/2m. Predstavme
si soubor fotonl uzavieny v néjaké oblasti o objemu V pfi teplot¢ 7. Na fotony budeme
v prvnim pfiiblizeni nahlizet jako na spojity systém (WKB aproximace) a ur¢ime element
vahového prostoru systému skladajiciho se zjednoho fotonu. Degeneracni faktor g =2,
protoze elektromagnetické zafeni je piicné a existuji dva nezavislé pticné mody (polarizace)
zateni. U elementu vahového faktoru provedeme automaticky vSechny trivialn€ proveditelné
integrace, element hybnostniho prostoru pievedeme do sférickych soutfadnic a hybnost
prevedeme podle vztahu (3.107) na energii:
de dxdydzdp, dp, dp, 2V 5 Vel
=g 3 =2 3 - s 4rpidp=——=—<de.
(27h) (27h) (27h) n°hc
Ziskali jsem tak vztah pro hustotu energetickych stavli, kterd kvadraticky roste s energii
stavu:

E=pc. (3.107)

dl’

&

dr. = y(e)de: _re 3.108
. =r(e)de; 7/(3)—m- 3. )

NapiSme piehledné dalsi zakladni statistické a termodynamické veli€iny pro jeden stav:

= _ < -fN.e _ 1

-3 e N (3.109)
‘ Ngz_:o 1-eP¢

_Q€=—lenE€=len[1—e_ﬂgJ, (3.110)
— . 00, 1
N, =— lim _ . 3.111)
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Vsechny tyto vztahy jiz byly odvozeny dfive, viz napi. (3.100), stacilo jen polozit u=0.
Nyni pfistoupime k vypoctu celkovych termodynamickych veli¢in:

:ngng FErEy 3kTJg ln[l e 'Bg}dg.
0
Vznikly integral budeme fesit per partes
3 * © 3
Jo—— g—ln(l—e_ﬂg) - ﬁj’ P
Thce 3 0 3 0 eﬁg -1

Prvni Clen ve slozené zavorce je nulovy, druhy je snadno fesitelny (V.9), ale pro tuto chvili
ho ponechame v nevyfeSeném tvaru (podobny integral pro fermiony nebude fesitelny a chci,
abyste vidéli, Ze 1 bez feSeni integralu ziskdme jednoduché vztahy):

Q= —

2h3 73 j N de (3.112)

Nyni uré¢ime sttedni pocet fotontl, tlak, vnitini energii a hustotu vnitini energie:
o0 2

— — V £
N=[N.,dr, = de | (3.113)
.[ ehe T 33 ) B
0 3
po_02 1 213 [ de (3.114)
oV 3 rhc Oeﬁg—l
U—ng\_/ ar.- V& g, (3.115)
_0 & 5_7Z'2h36‘3 eﬂé‘ 1 ? ’
0 3
u= Yo 213 [ ds . (3.116)
V. rhc Oeﬂg—l

Vsimnéte si, Ze 1 bez provedeni integrace zjistime porovnanim rovnic (3.114) a (3.116) vztah
mezi tlakem zéfeni a hustotu energie

! p= % u. (3.117)
Ze vztahu 3.116 nalezneme snadno diferencial hustoty energie
1 &
du = de . (3.118)

he eﬂg -1

Tok energie neboli intenzitu zatfeni (/ = u ¢ ) mizeme nyni snadno napsat jako funkci energie
stavu &, thlové frekvence (& = fiw ) nebo vinové délky (@ =2xc/A):

1 &
dl(&)=—5 5 e (3.119)
n°h’c exp(j—l
kT
3
d1(w)= f - ;‘_l’w do (3.120)
e exp(]—l
kT
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-5
dI(A)=—-167%hc? A da. (3.121)

2rhe
exp -
AkT
Jde o slavny Plancklv vyzatovaci zakon odvozeny v roce 1901. Asi nejcastéjsi se pouziva
intenzita zafeni piipadajici na frekven¢ni interval dl/dew. Pribéh vidime na pfiloZzeném

obrazku

dildw Pro nizké frekvence je dl/dw ~ o’ (ve

jmenovateli exp[x]—1~ x). Pro vysoké

frekvence dominuje exponenciela a plati
dlldw ~ exp[—hw /kT]. Vztah pro nizké

frekvence se nazyvéa Rayleigh-Jeanstv
zdkon. Byl znam ptfed objevem
Planckova zakona. Vztah diverguje pro

: : | — vysoké frekvence (tzv. UV katastrofa)
IR uv w

Pfiklad 11: Naleznéte vinovou délku maxima vyzatovani.
Reseni: Toto maximum je zavislé na teploté a uré¢ime ho derivovanim vztahu (3.120):

d w° ho (ha)j (ha)j
— =0 = —exp| — |=3|exp| — |- 1.
do | exp(hw/kT) -1 kT kT kT

Vysledna rovnice je transcendentni rovnice typu

xex:3(ex—1),

kterou lze snadno fesit numericky nebo graficky, vyjde xo = 2,822 a proto

™ =2,822.

Prevedenim na vinovou délku ziskdme Wienliv posunovaci zékon:

! Ao :?; b=0,00289 Km . (3.122)

Cim teplejsi téleso, tim na kratsich vinovych délkach vyzatuje. Reliktni zafeni (T~ 3 K) ma
maximum pro vlinové délky piiblizn€ 1 mm, ¢lovék (7 ~ 300 K) pro vinové délky asi 10 um,
chladné hvézdy (7'~ 3000 K) vyzatuji v IR oboru na délce asi 1000 nm, hvézdy jako Slunce
(T~6000K) ve viditelném spektru na vinové délce 500 nm a velmi horké hvézdy
(T ~ 30000 K) vyzatuji v UV na vinové délce 100 nm. .

Piiklad 12: Naleznéte celkovou vyzafenou energii za jednotku @9
¢asu z jednotkové plochy télesa. —

Reseni: Intenzita vyzaiena v daném sméru (¢@,#) na frekvenéni P

interval dw a prostorovy thel do je podle (3.120) rovna (cely

prostorovy uthel je 47) FOTONY

© 3
I={|dl Odw ) =— fdo |do;
<_([ (w)cos a)> I['([ 2 exp(ho/kT) 1 cos  |do

Vztah budeme integrovat pies celé frekvencni spektrum a pies vnéjsi prostorovou polokouli:
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1 o /2( 27 B 0)3
[=— cos@sinfdo |dO |do
4z 3 -!; -([ 72c? exp(hw/kT)—1 4

Integrace pies uhly je trivialni a dava

c? E[ exp ha)/kT)

Jako posledni krok provedeme substituci x = 2@/kT :

4 (V9) 4 4 2,4
= 3kzzT4f dx:%ﬂ'”—:”—l;z“
an’z?c* yexp(x)-1 an’rie 15 60n’c
Vysledkem je znamy Stefaniiv-Boltzmanntiv zédkon
ala
! I=cT*; o=—"—"75=58x10°Wm K™ (3.123) ¢
607 ¢

Pfiklad 13: Naleznéte zavislost hustoty energie zaieni na rozmérech Vesmiru pfi jeho expanzi.
Reseni: Cely Vesmir nema zadné okoli se kterym by si vyméfioval tepelnou energii a proto je
dokonale tepelné izolovany, dQ = 0. Jako celek Vesmir nevyménuje ¢astice s okolim a proto
z prvni véty termodynamické zlistane jen

dU =—-pdV,

d(uV):—%u dv,

d(uV)+%u dv =0,

dwR>) + %u dR> =0,

R du+3R*udR+u R*dR=0,

d” 4d_R:0’
u R
nuR* =K = u~L4.
R

Hustota energie zafeni klesd rychleji nez hustota energie hmoty. To je dano tim, Ze
s rostoucim objemem klesa hustota jako 1/R*, ale navic se pii expanzi prodluzuje vlnova
délka fotond, ktera expanzi Vesmiru ,,sleduje®. Tim se déle snizuje energie fotonl a vysledny
pokles je roven 1/R*. .

Poznamky

e Pfi odvozeni Planckova z&kona jsme vahovy faktor odvodili spojité. Fotony jsme si ale mohli
pfedstavit jako stojaté viny v krabici ve tvaru kvadru, které maji vinové vektory ve sméru
soufadnicovych os a uzly na hranicich kvadru. Vysledek by byl stejny jako pfi naSem odvozeni.

e Znamé problémy s vyzafovanim absolutné ¢erného télesa z konce 19. stoleti byly dany vyuzitim
klasickych vztahu pro energii a pocet ¢astic

dU = ¢-N_-y(¢)-de = kT-1-K&*-de ~ & -de.

Tyto uvahy vedly na chybny Rayleigh-Jeansuv vztah, ktery nebyl v souhlasu s experimentem
a daval jen nizkofrekvenéni &ast Planckovy kfivky.
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3.8.3. Soubor fermionu (bily trpaslik, neutronova hvézda)

V zavéreCnych fazich vyvoje hvézd miize snahu gravitace zhroutit hvézdu do cerné diry
zastavit tlak degenerovaného elektronového planu (bily trpaslik) nebo degenerovaného
neutronového plynu (neutronova hvézda). Proto se budeme zabyvat souborem fermioni
nenulové hmotnosti. Vypocet bude podobny jako v predchozi kapitole, jen vztahy pro energii
a pro hustotu energetickych stavli se budou lisit. Zakladni charakteristiky obou ¢astic jsou

s=1/2;  p#0;  my#0. (3.124)

Nenulovost chemického potencialu znamena provést dopocet podle vztahu (3.92), nenulovost
klidové hmotnosti znamen4 jiny vztah mezi hybnosti a energii stavu nez v minulé kapitole:

2
ng—m; p=A~2me; dp:%w/Zm eV de. (3.125)
Urceme nyni element vahového faktoru

3. 43
darl’, :gd xd 3p_) 47ng3 pzdp: 47ng3 -2m£-l«/2m eV de ;
(27h) (27h) (27h) 2

dr,=y(s)ds; y(e)=aVe’?; a=21__. (3.126)

Na rozdil od souboru fotonl neroste s energii poCet kvantovych stavl tak drastickym
zpusobem, presto ma rostouci tendenci a pro vyssi energie lze hustotu energetickych stavii
povazovat za téméf spojitou.

y(€)| fotony y(¢)| elektrony, neutrony

témér

spojité
€ €
Urceme statistické a termodynamické veli¢iny odpovidajici jednomu energetickému stavu:
1
E,= Y ANl _ oy o PlEmm) (3.127)
N, =0
Q =—kThE, :—krln[ne‘ﬁ(g‘ﬂ)} (3.128)
N, 0% : ; 3.129
& aﬂ _eﬂ(g_:u)+1’ ( )
U.=¢N. =— % (3.130)
€ € eﬁ(g—/l) + 1

Nyni nalezneme integralni veli¢iny, podobné jako v minulé kapitole je tieba grandkanonicky
potencial integrovat per partes. Vypocty jsou jinak zcela pfimocaré:

p o) © 83/2 p
Q=(0.dr.==—Zav[—2——ds: 3.131
Ja.ar, s e G130
© 3/2
A gajg—dg; (3.132)
o 3 Oeﬂ(e—ﬂ)+1
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o0 1/2
N=[N.dI, = aV| B e (3.133)
o€ +1
o 3/2
&
U—J.Ugdfg—aV.([eﬂ(g #)Hde. (3.134)

Integraly v jednotlivych vztazich je nutné nalézt numericky, ale i bez jejich vypoctu je patrny
vztah mezi tlakem a hustotou vnitini energie pro fermiony o nenulové hmotnosti:

! pz%u. (3.135)

Hvézdy ve fazich bilého trpaslika nebo neutronové hvézdy jsou v zavérecnych fazich svého
vyvoje. V centru neprobiha termojaderni reakce a i kdyz teplota nitra je z ,,lidského* hlediska
znacnd, z hlediska aktivniho Zivota hvézdy je zanedbatelna a pro hvézdu v podstaté znamena
nulovou teplotu. V limité nizkych teplot ( f — ) lze integraly snadno vypocist, protoze

1 {1 pro & < u,

—_————
Ble—1) 4 0 proe> i,

a integrace se tak stava trividlni zalezitosti:

4 5/2 4 5/2 = 2 3/2 2 5/2
Q=——aV ; =—a ; N=—aV ; U=—aV .
15 Ho p 15 Ho 3 Ho 5 Ho

Pov§imnéme si intenzivnich veli¢in (tlak p, koncentrace &astic N/V , hustota energie U/V ):

4 2 2
p=—am’; n=Zau)’; u=Zam’. (3.136)
15 3 5
Chemicky potencial je parametrem rovnic a lze ho vyloucit z rovnice pro koncentraci Castic:
3
! ,uO:constnz/3 = p:constn5/3; uzzp.

Fermionovy plyn vykazuje polytropni chovani s koeficientem 5/3. I pii nulové teploté
existuje obrovsky nenulovy tlak zplsobeny kvantovymi procesy (,,nesnaSenlivosti
fermionti). Plyn se stfedni tepelnou energii mensi nez Fermiho mez (k7 < u() nazyvame
degenerovany. V piipadé¢ relativistického vypoctu vyjde polytropni koeficient 4/3, coz je
prave na hranici stability a nestability polytropni hvézdy.

STABILNi KONFIGURACE HVEZDY BEZ TJ SYNTEZY
M/M

Oppenheimer-Landau-Volkovova mez
2 ....... .

NEUTRONOVE BiLi 7
HVEZDY TRPASLICI

RRg
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3.9. FLUKTUACE A ENTROPIE

3.9.1. Fluktuace

V minulych kapitolach jsme zavedli stiedni hodnotu dynamické proménné A stiedovanou
ptes soubor
(4)=>"A,w,.
n

Definujme nyni odchylku veli¢iny 4 od stfedni hodnoty
Ad = 4—-(A) (3.137)
Stiedni hodnota odchylek je samoziejmé nulova (je zhruba stejné kladnych i zapornych
odchylek od stfedni hodnoty):
(A4)=0 (3.138)
Chceme-li pfesto znat primérnou velikost odchylek, musime priamérovat bud’ absolutni

hodnoty odchylek nebo kvadraty odchylek (primér z kvadrath je tfeba samoziejmé nakonec
odmocnit):

2
Mg =(|0]); Ay, = <(AA) > . (3.139)
Druha z veli¢in se nazyva stiedni kvadraticka fluktuace veli¢iny 4. Velky vyznam ma ve
statistice 1 sama neodmocnéna veliCina (pramér z kvadrata odchylek, rozptyl, variance nebo
druhy centralni moment veli€iny A):

vard=(Ad)’ = (4-4) = (42 244+ 2%) = 2222+ 4° = 4277,

Pro jednoduchost zapisu jsme pro stfedni veli¢iny pouzili pruh nad proménnou. Vysledek je
samoziejm¢ mozné zapsat standardnim zptisobem:

vard=<(Ad)? > = <A*>—< A>%. (3.140)

Fluktuace rtiznych fyzikalnich veli¢in Gzce souvisi s dilezitymi charakteristikami systému.
Naptiklad fluktuace velikosti rychlosti v souvisi s teplotou, fluktuace energie E souvisi
smérnym teplem, fluktuace poctu castic N s kompresibilitou systému a fluktuace
magnetizace M (hustoty dipdlového momentu) se susceptibilitou. Tyto charakteristiky
systému lze relativné snadno experimentalné meéfit. Pfi pocitacovych simulacich je naopak
snadné sledovat fluktuace simulovanych veli¢in a znich usuzovat na mérnd tepla,
kompresibilitu a susceptibilitu systému. Uved'me nyni vztahy pro fluktuace nékterych veli¢in:

2
Varv=k—T(3—8/77); Varl)2=6(k—Tj ;
m m
VarE=kT2CV ; varS=kCp; (3.141)
A72
VarN:kTN—zK; VarM:Lk—T;(
V Ho V
V uvedenych vztazich je C tepelné kapacita, K komprese a  susceptibilita:
za—U; K:—a—V; zzaﬂ. (3.142)
oT op oH

Odpovidajici intenzivni veli¢iny jsou mérné teplo (mérna tepelna kapacita) a kompresibilita:
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= tOU. 1OV (3.143)
N oT V op

V této kapitole se budeme zabyvat fluktuaci rychlosti a energie. V kapitole 3.10.2 dokazeme
vztah pro fluktuaci magnetizace. Dikazy ostatnich vztahl ptfesahuji ramec tohoto sylabu.
Ctenaf je nalezne v kazdé ucebnici statistické fyziky (napt. J. Kvasnica: Statistickd fyzika,
ACADEMIA 1983).

Fluktuace rychlosti

Odvod’'me prvni ze vztahl pro fluktuace velikosti rychlosti. VyuZijeme pii tom hodnotu
sttedni kvadratické rychlosti a stfedni rychlosti ze vztahu (3.66):
3kT  8kT kT
varv = <v?>-<v>? = v;%v—vsz =———=—3-8/n).
m m m
Piimym vypoctem z Maxwellova rozdéleni miizeme odvodit vztah pro fluktuace kvadratu
rychlosti:

varv? = <vt>—<v?>? = ... = 6(kT/m)2.

Fluktuace energie
Spoctéme z definice tepelnou kapacitu pii stalém objemu

ou _ @ 0 F(T,V)-E,(V
Cr="r = a—T[ZEnwn] = E(;En(V)exp{ ( lT ( )D =

n

OF hr (F—E, )k
oT

C, = E
’ Z " (kT)?

—SkT —(F - E,)k
C, = E g .
V ; n( (kT)2 jwn

Ziskany vyraz rozd¢lime na jednotlivé ¢leny a ze souctu vytkneme veli€iny, pies které se
nescita:

S F 1 2
Cyp =—-——DEw, ——=>Ew, + —5>E;w,.
kT < kT~ %, kT* %,
Nyni jsou jiz Gpravy jednoduché:
CV=—iU— FU+ 1 <E’> =

kT kT? kT?
 (F+TSYU+<E*> —UU+<E?*>  <E’>-<E>’

C _
d kT2 kT2 kT2

Rozptyl energie proto je
varE=<E?>-<E>? = kTZCV.

Tim jsme dokazali tieti z fluktuacnich vztaht. Tepelna kapacita je dana fluktuacemi energie
systému!! Kdyby energie nefluktuovala, systém by mél nulovou tepelnou kapacitu.

Relativni fluktuace energie (disperze)
Ptedpokladejme idedlni plyn, pro ktery je U = fNkT/2 a Cj = f Nk/2. Ur¢eme relativni
fluktuaci energie (disperzi) definovanou vztahem
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<E’>-<E>? _ kT CV 2 1
<E>? U? fN N

Sy~
JN
Disperze je bezrozmérna veli¢ina charakterizujici fluktuace energie systému. Cim vétsi pocet
¢astic systém obsahuje, tim mensi fluktuace vykazuje. Systémy s velkym poctem ¢astic maji
minimdlni relativni fluktuace celkové energie. Systémy s malym poctem Céstic maji velké
relativni fluktuace energie.

(0p)° =

Fluktuace fyzikalnich veli¢in maji ve fyzice mimofddny vyznam. Sama piiroda na
nejelementarnéj$i urovni nuti veli¢iny fluktuovat. Mald fluktuace libovolné zobecnéné
soufadnice vede podle Heisenbergovych relaci neurcitosti na velkou fluktuaci odpovidajici
zobecnéné hybnosti a naopak. I sama kvantova pole 1ze chépat jako zobecnéné soufadnice
a piislusi jim zobecnéné hybnosti. Ani u poli nelze fluktuace potlacit a jsou jim vlastni.
Zodpovidaji za tvorbu virtudlnich parG ve vakuu i za samotnou slozitou strukturu
Casoprostoru v malych méfitcich. Fluktuace maji vyznam také v teorii chyb, prave fluktuace
zpusobuji ptfedpovidateln¢ chyby méfeni. Dal§i vyznam fluktuaci je v numerickych
simulacich. Sledovanim fluktuaci lze zjiStovat mémé teplo, susceptibilitu ¢i kompresibilitu
systému. Prestoze jsme fluktuacim vénovali relativné malou cast tohoto sylabu, maji pro
statistickou fyziku mimotadny vyznam.

Piiklad 14: Naleznéte profil spektralni ¢ary zplsobeny chaotickym
pohybem atomu zdroje.

ReSeni: Pohybuje-li se zdroj zafeni vzhledem k pozorovateli, méni se ‘/4&

pfijimand frekvence podle Dopplerova jevu

v
=0 1+;cosa =W, 1+7

Je-1i zdrojem zafeni naptiklad néjaky zahtaty plyn ¢i obalka hvézdy, jednotlivé atomy se
pohybuji riznymi rychlostmi ve shod¢ s Maxwell-Boltzmannovym rozdélenim. Pozorovatel
vidi jednotlivé emisni akty frekvencné posunuté a celkovym vysledkem je Dopplerovo
rozsifeni spektralni Cary. Ze vztahu pro Doppleriv jev ur¢ime fluktuaci frekvence zateni:

2 E— 2
LA i L s
c c mc

v
! 0—-0)=0—= = Aw? = of

Nalezli jsme tak kvadratickou fluktuaci frekvence. Je umérnd kvadratu zakladni frekvence
a podilu tepelné energie a klidové energie jedné zafici ¢astice. Cim chladn&jsi plyn zafi, tim
uzsi je spektralni ¢ara. Naleznéme nyni piesny profil ¢ary. NapiSeme profil intenzity pomoci
rozdéleni rychlosti zdrojt zateni:

dI(v,) =Ty exp| —~mv /24T | dov,
Rychlost v, pievedeme na frekvenci pomoci Dopplerova vztahu
w=w,(1+v,/c) = v.=cl@-wy)lo,

a dosadime do vztahu pro intenzitu:

) 2
mc”| W=

2kT (O

! dl(w)=1,exp| - do .

Spektralni ¢ara ziskava vlivem Dopplerova jevu profil Gaussova baliku. .
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3.9.2. Entropie

Entropie je veliina, kterou jsme zavedli v termodynamice rovnovaznych procesi jako
diferencial tepla vynasobeny integracnim faktorem. Entropie je Uplnou diferencialni formou.
Statistickd fyzika ndm poskytla dal$§i moznou (statistickou) definici entropie jako stfedni
hodnotu logaritmu pravdépodobnosti (az na nepodstatnou konstantu):

dS:d?Q; dS=-k> w,Inw,.
n

Tim entropie souvisi s pravdépodobnosti realizace daného stavu systému. Pro entropii plati
velmi zajimavé tvrzeni:

! Entropie rovnovazného stavu je extremalni < system podléha kanonickému, respektive
grandkanonickému rozdéleni.

Tedy plati-li kanonické (grandkanonické) rozdéleni, potom entropie dosahuje pii rovnovaze
extrému (maxima). Nerovnovazné déje v uzavieném izolovaném systému sméfuji k tomuto
maximu a zvySuji neuspofadanost systému. A naopak, pfijmeme-li extremalnost entropie
v rovnovdzném stavu jako vychozi princip, musi platit kanonické (grandkanonické)
rozdéleni. Dokazme tuto implikaci pro grandkanonické rozdélent:

05=0,
anzl,
n
ZEnwn:U,
n
Zan:]V.
n

Jde o hledani extrému za tfi vazebnich podminek. Extrémy s vazebnimi podminkami se
hledaji metodou Lagrangeovych multiplikatorti. Zavedeme funkci:

dwy, A Ay, A3) ==k Y w,Inw, + 4 (ZWn —1]+/12£2Enwn —UJ + /13[2an —1\7}.
n n n n

Jde o entropii, k niz jsou pfidany vazby (nulové vyrazy) s multiplikdtory A. Nyni budeme
zkoumat podminku extremalnosti nové zavedené funkce tii proménnych.

99 _y
an

= —klnwl_k‘f‘ﬂlwl‘i‘ﬂzEl‘f‘ﬂ:;N = Wl:ecl+czEl+c3N.

Grandkanonické rozdéleni je tak pfirozenym zplsobem provazano s extremalnosti entropie.
V ptipadé¢ kanonického rozdéleni je pocet cCastic konstantni a extremalnost entropie
zkoumame jen za pritomnosti dvou vazeb. Vysledkem stejné uvahy je kanonické rozdéleni.
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3.10. ELEKTRICKY A MAGNETICKY AKTIVNIi SYSTEMY

3.10.1. Zakladni pojmy

Soustava nabitych ¢astic

Predstavme si systém slozeny z N nabitych Castic, které jsou schopné
reagovat na vnéjsi elektricka a magneticka pole, vytvaret vlastni pole a
vzajemn¢ interagovat prostfednictvim téchto poli. Budeme-li chtit ilohu
feSit komplexné, musime pocitat pole z Maxwellovych rovnic
doplnénych o materialové vztahy (vztahy popisujici jak systém reaguje * e °

na pritomnost poli jako celek) a dale pocitat pohyby castic z Lorentzovy pohybové rovnice.
Ozna¢me polohu a-té ¢astice r, a rychlost a-té Castice v,. Soustava ¢astic vykazuje jako celek
dipdlovy elektricky a magneticky moment. Zopakujme v této kapitole nékteré pojmy
z elektfiny a magnetismu, které budeme ke statistickému popisu potiebovat.

Elektricky dipél
Dipolovy moment p soustavy Castic je definovan vztahem

E ye, ! p=p.=Y0,r,. (3.144)
p a a

‘ Elementarni dipol: Pro dvojici ¢astic s opaénym nabojem a vzajemnou
polohou d dé tato definice vyraz

p=+0r, —Q0r =Q(r, -r )=0d.
Interakce dipolu s vnéjSim elektrickym polem je déna prostiednictvim energetického
predpisu

! W.=-pE. (3.145)
Polarizace P systému je definovéana jako hustota elektrického dipélového momentu:
1
! P=?2Qa r,. (3.146)
a

Materialovy vztah mezi indukci a intenzitou elektrického pole 1ze zapsat s pomoci polarizace
(prave polarizace popisuje reakcei systému na elektrické pole) takto:

! D=¢,E+P(E). (3.147)
Elektricka susceptibilita: Pro slaba pole Ize odezvu systému povazovat za linearni a provést
Taylorlv rozvoj vektoru polarizace do prvniho fadu (pouzivame sumacni konvenci):

oP
Dy =¢yEy +aTkEl =eoEy tegky Ej =690y + k) E; -
!

Ptislusnd matice koeficientil se nazyva tenzor elektrické susceptibility

Pti linearni odezvé 1ze proto psat vztah mezi indukei a intenzitou v maticovém tvaru
Dy=ep Er; =890 +Ky)- (3.149)
Matice ¢;; se nazyva tenzor permitivity. Pole D a E nemusi mifit ve stejném sméru.

Hustota vnitini energie:
Z celkové hustoty energie elektrického pole dup =E-dD=E-d(s)E+P) odpovida vnitini
energii druhy ¢len, ktery souvisi s reakci systému na pole, tedy s polarizaci:
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! du= E-dP (3.150)

Stejné jako u elektrického dipdlu budeme postupovat s prehledem zékladnich vztahd pro
interakci magnetického pole se systémem (magnetického dipolu).

Magneticky dipdl

Dipolovy moment soustavy castic je definovan vztahem
N

H o ! m=Ym, =2 30,1, xv,. (3.151)

m

{?j Elementarni dipol: Pro jednu po kruznici rotujici nabitou Castici je
velikost magnetického dipolového momentu (7 oznacuje periodu ob&hu,
I proud zptisobeny obéhem néaboje)

I@rv
|m|:Q2”)= H;”’: 5 Iz =1S.

Magneticky dipolovy moment systému stejnych castic souvisi s celkovym momentem
hybnosti L. (hmotnost ¢astice je oznacena m, aby se nepletla s velikosti momentu):

:%Zraxva 2 S myryxv, =-2-L. (3.152)

2my 3 " 2m,

Interakce dipolu s vnéjSim magnetickym polem je dana prostfednictvim energetického
predpisu

! Wy=—-m-B=—y,m-H . (3.153)

Magnetizace M systému je definovana jako hustota magnetického dipélového momentu:

! M=%Z%Qaraxva. (3.154)
a

Materidlovy vztah mezi indukei a intenzitou magnetického pole 1ze zapsat s pomoci vektoru
magnetizace (pravé magnetizace popisuje reakci systému na magnetické pole) takto:

! B =, (H+M(H)). (3.155)

Magneticka susceptibilita: Pro slaba pole Ize odezvu systému povazovat za linearni a provést
Taylorlv rozvoj vektoru polarizace do prvniho fadu (pouzivame sumacni konvenci):

oM
By = poHy + 1y aHk Hy=poHy + pox Hy= 1o+ x1)H; -

/
Ptislusna matice koeficientd se nazyva tenzor magnetické susceptibility

oM
! =Kk 3.156
Xkt =3 H, (3.156)
Pti linearni odezvé 1ze proto psat vztah mezi indukei a intenzitou v maticovém tvaru
By=pp Hys g =4O + X i) - (3.157)

Matice p;; se nazyva tenzor permitivity. Pole B a H nemusi mifit ve stejném sméru.

Hustota vnitrni energie:

Z celkové hustoty energie magnetického pole du,, =H-dB=puyH-d(H+M) odpovida
vnitini energii druhy ¢len, ktery souvisi s reakci systému na pole, tedy s magnetizaci:

! du= uH-dM . (3.158)

Pfiklad 15: Naleznéte rozdéleni souboru elektrickych dipoli ve vnéjsim poli.
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N N N N

Wiw=—-p-E=—poEcosd =
@ \0 yZ poE cosé
0 dw(p,0) =K -exp| ——— | do =
@ @ kT
E dw(p,0)=K - exp[%;osﬂ sin® do do .

3.10.2. Magneticky aktivni materialy

Prvni véta termodynamicka a volna energie

Pro interakci elektrickych a magnetickych poli se systémem zndme hustotu vnitini energie.
Proto budeme muset i prvni vétu termodynamickou ptepsat do hustot. Zaved'me

U A S F N
u=—; a=—; §=—; f=—; =—.

Vv Vv Vv Vv Vv
Pozor na kolize tohoto zavedeni. Pismen abecedy je Zalostné¢ malo a tak v mistech, kde je
vyznam veliiny ziejmy pouzijeme k oznaceni i pismeno, které ma jiz jiny vyznam (typické
kolize: magneticky dipolovy moment — hmotnost, elektricky dipdlovy moment — hybnost,
hustota volné energie — pocet stupniii volnosti, hustota hmoty — rozdélovaci funkce, atd.).
Pieved’'me nyni do hustot prvni vétu termodynamickou pro konstantni pocet ¢astic (3.19).

duszs—%pdV+E.dP+y0H-dM

V zékonu zachovani energie se objevuji dalsi ¢leny vyjadtujici, ze systém muize konat praci
elektricky a magneticky. Nezapomeiite, Ze posledni ¢leny jsou skaldrnim soucinem, tj. kazdy
z nich je souctem tfi ¢lend. Naleznéme diferencial objemu

V=M = pdV+Vip=0 = av=-v3~2
Yo,

Diferencidl objemu dosadime do ¢lenu pro mechanickou praci a ziskdme vysledny vztah

! du=Tds+2dp+E-dP + yyH-dM (3.159)
P

Proved’'me zuplnéni diferencialt prvniho, tfetiho a ¢tvrtého ¢lenu na pravé stran¢:
du—Ts—E-P— uH-M)=—sdT +Ldp—-P-dE - ;M -dH.
P

Ziskavame tak vztah pro diferencial volné energie se vSemi pridruzenymi vztahy:
f=u-Ts—E-P—-uH-M;

df =—sdT +Ldp—P-dE— uM-dH ; (3.160)
o,

f=7(T,p.E,H).
Derivace hustoty volné energie podle jejich proménnych daji jednotlivé koeficienty
diferencialu:
1
s:—ﬂ; p:p%; Pz—%; M:——ﬁ. (3.161)
Znalost hustoty volné energie umoziuje zjistit hustotu entropie, stavovou rovnici, vektor
polarizace a vektor magnetizace, tedy reakce vyvolané v systému vné¢j$imi poli. Posledni dvé
relace jsou vektorové, ve slozkach maji tvar
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__of . __Lor
£ 0E “ wy oH,

Pomoci vztaht (3.148) a (3.156) mizeme z hustoty volné energie urcit i tenzory elektrické
a magnetické susceptibility

1 8 18
Kl =———f Xkl = 197 (3.162)
€0 8Ek8E1 Ho 8Hk8Hl
a samoziejme podle vztahi (3.149) a (3.157) 1 tenzory permitivity a permeability:
0% f 0% f
Ep=EWPOy ——— = U0y ———————. 3.163
b= T o o My = HoOp oH, OH, ( )

Znalost hustoty volné energie ndm umozni vypocet zakladnich charakteristik systému, a to
jak termodynamickych, tak elektrickych a magnetickych.

Stiredni kvadraticka fluktuace magnetizace

Uvazujme jen magneticky aktivni material. Odvozeni provedeme diskrétné, magnetizace
souvisi s momentem hybnosti ¢astic a ten je kvantovany. Jednotlivé mozné stavy magnetizace
budeme indexovat indexem c.

Wy = exp| B(F =Wy o) | = exp[ B(F + 1tV M- H)).
Naleznéme susceptibilitu, pro jednoduchost jen v jednorozmérném problému:
_ oM

~oH 6H(ZM exp[Bf(T,H)V + f oM, VH]J -

¥ = Z(M ﬂ( fV+,uOVM jexp[---])

Podobné jako jsme postupovali u odvozeni fluktuace energie oddélime jednotlivé cleny
a vytkneme ze souctu veliCiny, ptes které se nescita:

2= 2 (M B(—poMV + M, V) w,);
o
X = _ﬂﬂOM VZMaWa + ﬁ:uOVZM;Wa;
a a

2=~ Bugl M + BugV M?

z= ﬁﬂoV(W—foz)-
Ziskali jsme tak jednoduchy vztah pro fluktuaci mezi susceptibilitou a fluktuaci magnetizace:
! = ﬂ,uOV(<M2>—<M>2) = PuyV varM . (3.164)
Dokaézali jsme tak dalsi z fluktuaénich vztahti (3.141).

Zdroje magnetického momentu, Landétv faktor

Zdrojem magnetického momentu ¢astice miiZze byt jak orbitalni (L), tak spinovy (S) moment
hybnosti ¢astice. Jak se viibec v kvantové teorii s¢itaji dva momenty hybnosti? Uved'me jen
ptehled vysledkl pro dva momenty oznacené L a S bez ohledu na to, co znamenaji:
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L L=\Jl(l+1)h Ly=m;h; m; =—1,—-1+1,...,0-1,1
S S=\s(s+) Sy=mgh; mg=—s,—s+1,...,s—1,s
J=L+S J=yj(j+1) h; Jy=m;h; my=—j,—j+L...,j-1Lj

samo vysledné kvantové ¢islo j mize nabyvat hodnot j = | [—s|,...,[+s.

I neutralni ¢astice (naptiklad neutron) mize byt zdrojem magnetického dipélového momentu,
za ktery odpovidd nenulovy spin. Magneticky dipolovy moment (3.152) je modifikovan
takto:

m= giJ. (3.165)
2m,
Velicina J je celkovy moment Castice a faktor g je charakteristicky pro konkrétni ¢astici:
g=-2, elektron ;
g=+5.68, proton ;
g=-3.86, neutron .

Trochu slozitéjsi je situace v komplexnim systému, jakym je cely atom. Zde dochézi k LS
vazbé — interakci kolektivnich orbitdlnich a spinovych stupnit volnosti celého systému.

N JU+D+s(s+)=1(I+1)

2j(j+D)
anazyva se Landéiv faktor. Naznacme zde odvozeni tohoto faktoru. V kvantové
mechanickém Hamiltonianu popisuje interakci atomu s vnéjSim polem clen

H,, =const (L+ 2S)-H.

Koeficient 2 u spinového momentu je dan anomalnim magnetickym momentem elektronu.
V Casovém prameéru prispivaji k interakci z orbitalni i spinové casti jen slozky rovnobézné
s celkovym momentem J. Naleznéme proto projekci kombinace vektortt L+2S do celkového
momentu J:

g=1

(3.166)

J)(JIL+2S :
py(Ls2s)< [IIL+2S) _J-L+25)
() 7
Tuto projekci se pokusime pievést na kvadraty velikosti zikladnich momentti J2, L*, §:
J(J+S) J2+J-S J - J2+(L+S)-S J - J2+82+L-S J
J? I J? B J? '
Clen LS uréime z rovnosti J2 =(L+S)? = L? + 2LS + S2. Vysledek je

Py(L+2S) =

2 2 2 72 Q2 2 2 52 2 2 52
P(Lias) = LS H I 2o87)2 374 S? L J:(1+J + S L]J.

J? 2J° 2J°
Vyuzijeme-li nyni kvantovani téchto veli¢in, mame vysledek
Py(L+2S) = (1+ JG+1) +S‘(s'+1)—l(l+l)jJ.
2j(G+D
Faktor v zavorce je pravé Landélv faktor, ktery multiplikativné modifikuje celkovy moment
hybnosti J v disledku LS vazby.

Interakce magnetickych momentut
Energie interakce magnetického momentu s vnéj$im polem je dana vztahem
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W - -mB=--g-2JB. (3.167)

2m0

Moment J bude mit snahu orientovat se bud’ ve sméru vnéjsiho pole nebo proti sméru pole
podle znaménka faktoru g. Cely vyraz se casto piSe v podob¢

Wint = —giJzB?g&thB:—mJ gQ—hB.
2my 2my 2my,

Zlomek ve vyrazu se nazyvd Bohriiv magneton g, znaménko je nepodstatné, protoze

magnetické kvantové ¢islo m; probiha zaporné i kladné hodnoty.

_on

! w, _ o
2m0

int — m.]g/uBBa Hp sz_ja_j+la---aj_15j' (3168)

Pro systém magnetickych momenti musime uvazit i interakci momentti mezi sebou a namisto
indukce magnetického pole je vyhodna intenzita pole, kterd souvisi s volnou energii systému:

Wit =D Wo(m,,my) — guoziZJa-H (3.169)
a,b mO a

Zeemantyv jev

Ve vné¢j$im magnetickém poli se piivodné jedna energetickd hladina podle vztahu (3.168)
roz§tépi na 2j+1 podhladin. To vede na $tépeni spektralnich Car nazyvané Zeemanuv jev.
Rozdil energie dvou sousednich podhladin je AE = guy B, z tohoto vztahu miizeme snadno

urcit vzdalenost mezi rozstépenymi carami.

Magneticka rezonance

Systém magnetickych dipoli ve vnéjsim magnetickém poli je schopen pohlcovat kvanta
elektromagnetického zéateni, ktera odpovidaji rozdilu energetickych hladin interakce dipolu
svnéjSim polem. Prochdzejici elektromagnetické pole vlastné zplsobuje preskoky
magnetického dipélu mezi stavy s riznym m,. Energetické spektrum (3.168) je ekvidistantni
a rezonanc¢ni (pohlcované) fotony tak musi spliiovat relaci:

hwrez = g,uBB‘

Snadno dopocteme rezonancni frekvenci
1,44 MHz T! pro atom ,

f.=KB; K= (3.170)
0,76 kHz T pro jadro .

Magneticka rezonance se vyuziva jako Uspé€Sna zobrazovaci metoda. Pfedmét je vnoien do
pole B a ozafen elektromagnetickym zafenim rezonancni frekvence. Rezonance na celych
atomech (respektive jejich obalech) se nazyva elektronova magneticka rezonance (EMR)
arezonance na Casticich jadra jadernd magnetickda rezonance (NMR — Nuclear Magnetic
Resonation).

Curietiv zakon

Uvazujme nyni nejjednodussi mozny systém slozeny z N elementarnich magnetickych dipoli,
které neinteraguji mezi sebou a jejich magneticky moment mtize nabyvat jen dvou hodnot
(m; =%1/2). Provedeme klasicky statisticky vypocet podle diive uvedeného schématu.

Interakce jednoho dip6lu s vn€jsim magnetickym polem ma jen dvé energetické hodnoty:
1
Wie =% 5 guoupgH

Parti¢ni suma jednoho dipdlu bude mit jen dva ¢leny
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ghotisH } . exp{_ ghotisH } _, Ch{guouBH }

z=exp|+
2kT 2kT 2kT

Parti¢ni suma soustavy N vzajemné neinteragujicich dipolt bude

N
Zy =2V =| 2cn| S0t 1|
2kT

Standardnim zplisobem urc¢ime hustotu volné energie a zni magnetizaci, susceptibilitu

a permeabilitu:
f= —%lenZN - N];T h{zch(MH :

2kT
yo_ L Of _ Mg 4| totpsH (3.171)
uy OH 2 2kT |’
2 2
Ho OH? 4kT T |’
2 2.2 2

_ H

=g -2y g POMBE” (2| HokpSH | (3.173)
OH? 4kT 2kT

Poznamky:

o | takto jednoduchy systém (dvé moznosti orientace spinu) M
ma nelinearni chovani. Magnetizace neni linearni funkci M
intenzity pole, ale obecnou funkci M =M (H). S

e Magnetizace vykazuje pfi vysokych polich a nizkych
teplotach saturaci (ziska maximalni hodnotu nezavislou
na velikosti pole). VSechny spiny jsou za téchto podminek
zorientovany ve sméru pole. Hodnota saturace je

Mg=nupg/2 &
Provedeme-li linearizaci vztahu pro slaba pole, dostavame
2 2
n
oH |, _, AkT

Susceptibilita je nepifimo umérna teplot¢ magnetika. Tento vztah se nazyva Curieuv zdkon
a plati jen v limité slabych poli.

3.10.3. Mrizové modely

z ) 7 7' Pfipustime-li vice moznych hodnot spin a jejich interakci
navzdjem, je vypocet particni sumy vétSinou nepiekonatelnym
x x Il Il problémem. Proto se Casto vyuziva relativné jednoduchy model

spint lokalizovanych ve vrcholech pravouhlé miize, ktery v mnoha
piipadech svym chovanim velmi dobfe odpovida skutecnym

' ¥ ¥ ¥ materidlam. Zpravidla se predpokladd, e spolu vzijemnd
interaguji jen nejblizsi spiny v sousednich vrcholech mftize, takové
g \ ¥ % sousedni vrcholy oznaCujeme <a,b>. Interakéni predpis je
analogicky vyrazu (3.169), jen soucet vzajemné interakce probihé ptes nejblizsi sousedy:
Wie = D, Wo(m,,m,) — K> m,-H . (3.175)
<a,b> a
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Podle typu vzajemné interakce W, rozliSujeme jednotlivé modely.

Isingtiv model

Jde o nejjednodussi mozny model. Spiny mohou nabyvat jen dvou hodnot a interakéni
energie je dana predpisem (1/2 1 ostatni konstanty jsou zahrnuty do J)

Wo=—=J > mymy;  m,e{-1+1}. (3.176)

<a,b>

Pro J > 0 pfisp&ji dva sousedni shodné orientované spiny k energii hodnotou —J , dva opacné
energii a vznikaji proto domény souhlasné orientovanych spini (Weissovy domény). Pti
vysokych teplotach jsou spiny orientovany nahodné. Jiz tento jednoduchy model vykazuje
zakladni vlastnosti feromagnetik. Pti nizkych teplotdch existuje usporadana faze, pti
vysokych teplotach chaoticka faze. Mezi obéma fazemi nastava fazovy prechod pii tzv.
Curieove teploté. Pro J <0 jsou pfi nizkych teplotach preferovany nesouhlasné orientované
spiny a systém vykazuje antiferomagnetické vlastnosti. V jednorozmérném problému je
nalezeni parti¢ni sumy i za pfitomnosti vné&jSich poli trivialni zélezitost. Ve dvou dimenzich
vytesil problém Lars Onsager vroce 1944 (1903-1976, ziskal Nobelovu cenu za chemii
v roce 1968) s pomoci vyttibenych grafickych metod. Analytické feSeni ve tfech dimenzich
neni znamé dodnes a parti¢ni suma, magnetizace a susceptibilita se dohledavaji numericky.

Pottstv model
Jde o O stavovy model s podobnym interakénim ptedpisem jako Isingiiv model:
Wo==J D Spms Maeil,...,0. (3.177)
<a,b>
Spiny se mohou orientovat do Q smérli, sousedni souhlasné orientované spiny pfispé&ji
k energii hodnotou —J, ostatni kenergii nepfispéji. Model ma opét usporddanou
nizkoteplotni fazi, ve které¢ se vyskytuji domény souhlasné orientovanych spini

a vysokoteplotni chaotickou fazi. Ob& faze jsou oddéleny Curieovym fazovym piechodem za
Curieovy teploty.

Zq model
Jde o Q stavovy model s interakci dvou spinti danou kosinem vzéjemného uhlu mezi nimi:
2
Wo=-J z cos(a, —ay); aaz—ﬂma; m, e{l,...,0}. (3.178)
<a,b> Q

Model ma tfi faze: Nizkoteplotni usporadanou fazi s charakteristickymi doménami, ,,soft*
fazi pii stiednich teplotach, pii které se sousedni spiny svou orientaci 1isi jen velmi malo.
Vznikaji charakteristické viry spinii nebo spinové viny. Dalsi fazi je vysokoteplotni chaoticka
faze. Fazovy ptfechod z nizkoteplotni faze k,soft“ fazi se nazyvd Curietv piechod (7¢),
fazovy prechod ze ,,soft” faze do vysokoteplotni neusporadané faze se nazyva Kosterlitz-
Thoulesstuv ptechod (7k).

Heisenbergav model
Jde o spojity model, ktery piipousti veskeré orientace spinil. Energeticky predpis je:
Wo=—J D cos(a,-a);  a,€<0,27). (3.179)
<a,b>
Model mé jen dvé faze, nizkoteplotni soft fazi s charakteristickymi dvojicemi vir a se
spinovymi vlnami a vysokoteplotni neuspotrddanou fazi. Obé faze jsou oddélené Kosterlitz-

Thoulessovym piechodem. Materidly popisované Heisenbergovym modelem nemaji fazi
s oddélenymi doménami.
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Spinova skla

Magnetické systémy

Jde o materialy, u kterych se vazbova konstanta J li§i od dvojice spinii ke dvojici. Casto ma

nahodny charakter. Energeticky ptedpis je

Wo=— 2 Japf(mgmy) : (3.180)
<a,b>
LN =N NN AN =IN 7T v =~ v T AT A A L R N e e e T T T e I
A B B R e B N W A A e R N W e e |
T/l /T Ty Fe | R T T R N B i T T T M g |
A St PN TN S | we TN o=y | VAYAVAANAANAANN T st v mme ) ]
L I 2 S 2 I N N e B R e e R e T R e N I ittt i Bt |
N O R N s I A R e e T B T e R R R R e T e |
PN~V /AT | I ~~ A fm T 2 TIANANAANNANNAN T S S S mmmmtbmmm )]
P = | =\ S m ) mm f N Se\ — = TTIANAMNANANANANNY S S P PP 0
N R o I N e e - N A Iy | TITANANANNANANANNTYYYN VY PP PP PP S
rmhrme [ =l =2\ =y Pl ===/ 11 R T T it W WL VN N N A A R N AR IO N N NN N A 4
Nmafasa|TiN//7I~l= A T/~ VNisssssaasARNNNTIITIIITRTTT R Y
Towm N f A ] s f o | mm ATl i e W N S I N O I I R B T Y
LIt A AR Al SR B AR B e BTN il i i i bttt T B B BT T T
e e T R O T A T T Tt B W RN MNAS il mrmrrererf = | s Y
A e N W e e A N A R e N R R RN EEEE AR R R T Y
LR N N e N B N T e e et N L LI I W L L VT T T O O O BV S BN N N R T Y
N A T L T N B T N B e I 2 A e B N A T B O O O O T At B BT W U T WY
A A N L e e A e I A T A N N B e TR P T A A A BN N W WY
B R e e R N R N A AT P A AR
TASY =/ T Te=md = AN S - e e R R T i T T A S A S N B
AN A A R T Tk T U W R B T R S o A amaa S LSSV
L e N T N A R e A BN Fmrmmm AN NN N === S SN VNV VPSS mmm
==l | =N IF N i~ 2ynn s v ==V AW AANAN === T IAANT S =m s
B N R i e e Pl B R N A I e L N N R Ty B B N N NS
A=A A= 2N e === =Nl Ll IAMNAN=== 2 A A |\ttt m
P A A Tl A PN S Tl A B BN B Y ANl Il AF LI/ S A e | A mtrmn
AT B e T e B e e T BN el | Ml LN~ ==/ I =F N~
1l Mversf s~ A=V N Ser=T 1| S T B A e e e

Na levém obrazku vidite vysledek Monte Carlo

si

mulace Zq modelu Metropolisovou metodou pfi

vysoké teploté (neuspofadana vysokoteplotni faze) a na pravém obrazku ,soft* fazi pfi nizsi teploté.
Modré krajni Sipky oznaduji spole€¢nou levou a pravou, respektive horni a dolni hranu systému (byly

pouZity periodické okrajové podminky).
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3.11. MONTE CARLO METODY

Monte Carlo metody vyuzivaji k vypoctim generatorti ndhodnych
¢isel a u mnoharozmérnych integrald nebo pii vypoctu parti¢ni
sumy jsou casto jedinym zpusobem zjisténi vysledku. Téméer
kazdy programovaci jazyk ma implementovano nékolik generatort
ndhodnych c¢isel v intervalu <0,1) rGzné kvality. Ukazme si

princip metody na algoritmu pro nalezeni ¢isla 7 jednoduchou
Monte Carlo metodou. V kartézském soufadnicovém systému
budeme mit ¢tverec < 0,1 >x<0,1>. Vyuzijeme néjaky vestavény

generator y; Cisel v intervalu <0,1) a vygenerujeme mnoho bodii
»padnoucich® do plochy ctverce:
X=72i-1>
y:721 N i:1,2,...
Budeme sledovat celkovy pocet generovanych bodl N a dale pocet bodi N, které padly do
jednotkového kruhu na obrazku (spliuji relaci x4 y2 < 1). Pro dosti velky pocet bodi jsou
jejich pocty umérné plocham obrazcu:
N, . plocha kruhu 7R =«

N plocha étverce  (2R)> T4

Pouhym pocitanim generovanych bodu tak mizeme pti znacném poctu kroki urcit s vysokou
ptesnosti ¢islo 7.

Je jasné, ze pro Monte Carlo vypocCty je dosti ¢asto rozhodujici kvalita a rychlost generatoru
nahodnych cisel. K nejéastéji pouzivanym generatorum pii MC vypoctech patti:

a) Linearni multiplikativni kongruencni generator (LCG), ma maximalni periodu M —1.
7i=(Ayi+C)mod P, (3.181)

V generované posloupnosti dochézi ke korelacim typu 2V. Tento typ generatoru je
vyhodny, vyuziva-li k provedeni funkce modulo architektury pocitace:

P=2% A1=8n+3; napi: P=2%, 1=219+3,
b) Kombinovany LCG generdtor s maximalni periodou P, - P, :
gl' = (/11 'éi—l + Cl)mOdPI ,
;= (Ag 1 +Cy)mod Py ; (3.182)

7; = (& +n;)mod max(Py, P,).

c) Fibonacciho generdtory, které vyuzivaji ke generovani i star§i Cleny posloupnosti
nahodnych ¢isel:
Vi=Sf(Viep.Vig)mod P. (3.183)

Tyto generatory maji zpravidla vynikajici vlastnosti, je vSak tfeba uchovavat urcity pocet
vygenerovanych ¢isel. Funkce fmiize byt naptiklad prostym ndsobenim.

3.11.1. Realizace rozdéleni

Casto potfebujeme jiny generator nez je rovnomérny. Napiiklad mizeme chtit zkonstruovat
generator, ktery nam bude generovat déje ve shod¢ snéjakym pravdépodobnostnim
rozdélenim. V této kapitole se nauCime nékteré zplsoby realizace pravdépodobnostnich
rozdéleni.
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Metoda strelby (distribuéni funkce)
Pfedstavme si, Ze mame N d&ji s pravdépodobnostmi wy, w,, ..., wy . Graficky mizeme
pravdépodobnostni rozdéleni zndzornit takto (na obrazku vlevo bylo zvoleno 5 d&ji):

Wi

e 3 . 4

WP ot

1 2 3 4 5

Il
TN
—
[\
w
=
~—

W wp W3 ot Wy

V matematice se n¢kdy zavadi ndhodna veliCina & v prvnim fadku je hodnota veli¢iny &

(potadi d¢je) a ve druhém tadku pravdépodobnost déje. Vytvoime schody, u kterych bude
vyska jednotlivych stupni odpovidat velikosti pravdépodobnosti déje:

D, k

____________________

—3 BT

S wy

ye(0,l> —> ws

_— W
Y Wi ——
1 2 3 4 5
V matematice se takovéto schody nazyvaji distribucni posloupnost (ve spojitém piipade
distribu¢ni funkce), jde o postupné nacitani hodnot pravdépodobnosti. Posledni schod musi
proto byt ve vysce 1, protoze je souctem vSech pravdépodobnosti. Distribu¢ni posloupnost je
definovana predpisem

k
Dp=Y w;. (3.184)
=1

Vzdy jde o rostouci posloupnost s hodnotami mezi 0 a 1. Pravé toho se vyuziva pii MC
realizaci déje. Mnohokrat opakované generujeme nahodné ¢islo z intervalu < 0,1) a kazdé si

pfedstavime si ho jako stfelu, kterd zleva nalétdva na nase schody. Zjistime do kterého
schodu se stfela trefila (viz obrazek). Padla-li do schodu 4, prohlasime, Ze nastal d¢j k.
Vzhledem k tomu, Ze vyska schodu odpovida pravdépodobnosti déje, generujeme nahodné
d¢je presné ve shodé s pravdépodobnostnim rozdélenim.

Ve spojitém piipadé mizeme postupovat po- 1)
dobné. Je-li hustota pravdépodobnosti f(x),

zavedeme distribucni funkci pfedpisem

D(x)
g

D(x) = j F(x)dx. (3.185)

Opét jde o rostouci funkei s limitou v pravém y
krajnim bod¢ danou souftem vSech >
pravdépodobnosti lim D(x)=1. ‘

X—>0 xo
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Metodou stielby miizeme stejné jako v diskrétnim piipad¢ realizovat rozdéleni pomoci
rovnomérného generatoru y z intervalu < 0,1) . Rekneme, Ze padl d&j x,, je-li D(xy) =y . Pro
uskutecnény d¢j tedy plati
x=D7(y). (3.186)

Cely postup realizace daného rozdéleni je proto ve spojitém piipad€ nasledujici:

1. nalezneme distribu¢ni funkci D(x),

2. nalezneme inverzni funkci k D(x),

3. generujeme rovnomérné ndhodné ¢islo y € <0,1),

4.

prohlasime, Ze ,,padl“ d& x=D"'(y).

Pfiklad 16: Realizujte rovnomérné rozdéleni na intervalu (a,b) .
Hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni je konstantni funkce f(x). Hodnotu
konstanty ur¢ime z normovaci podminky:
b
1
f(x)=K; jf(x)dx=l = K(b-a)=1 = f(x)=b—.
—a
a

Nyni snadno nalezneme distribu¢ni funkci

X—a

b—a

D)= [ f(x)dx=

a poloZime ji funkci rovnou nahodnému ¢islu y z intervalu < 0,1) a provedeme inverzi:
xX—a
D(x)=y = 5 =y = x=a+yb-a).
-a

Vysledek je zcela ptirozeny: Ndhodné Cislo y mezi 0 a 1 roztdhneme koeficientem (b—a)na

novy interval a posuneme o hodnotu a do po¢atku nového intervalu. .

PFiklad 17: Realizujte rozdé&leni Kx” na intervalu (—1,+1).

Nejprve ur¢ime normovaci konstantu rozdéleni K:

)

+1
f=K?; [ fode=1 =
-1

D) K=> = f(x):%xz.

________ ir-———"""""""7 2

_/ Jako dalsi krok nalezneme distribu¢ni funkei D(x):
X 3
x” +1
/— . D(x) = J'f(x)dx = 7
1 -1

1
Distribuéni funkei polozime rovnou nahodnému cislu y zintervalu <0,1) a provedeme

inverzi;

3
Dx)=y = x;l:y = x=32y-1.

Vysledkem je nerovnomérny generdtor na intervalu (—1,1). Ve shod& s parabolickou
hustotou pravdépodobnosti nejcastéji padaji hodnoty na krajich intervalu a nejméné cCasto
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uprostfed. Na distribu¢ni funkci je dobfe patrné, Ze trefit se ,,stfelou* do pozice x = 0 je témét
nemozné. ¢

Pfiklad 18: Realizujte rozdéleni exp[—x] na intervalu (0,00).

Normovand hustota pravdépodobnosti je f(x) = exp[— x], distribu¢ni funkce po vypoctu
integralu vyjde D(x)=1-exp[—x]. PoloZzme D(x)=y,tedy 1—-exp[—x] = y, a po inverzi
mame vysledek x =—In[1—-y]. Vzhledem k tomu, Ze ¥ a 1—y maji na intervalu (0,1) stejné
rovnomeérné rozdeleni, postaci volit

x=—Iny. 1

Poznamka: Pozor na nazvoslovi: Hustota pravdépodobnosti se ve fyzice nazyva rozdélovaci funkce
(nékdy také distribu¢éni funkce). V matematice je vzdy distribu¢ni funkce je integralem s horni
proménnou mezi z hustoty pravdépodobnosti. Tak budeme chapat distribucni funkci i v tomto sylabu.

Metoda von Neumanna

M¢jme hustotu pravdépodobnosti f(x) definovanou f
na kone¢ném intervalu (a,b). Nalezneme co nejmensi
obdélnik, do kterého se vejde graf kiivky f(x). Na 7l
volbé vysky M nezalezi, postaci M > f(x)proV x,
ale metoda je nejucinngj$i pro co mozna nejmensi
hodnotu M. Nejprve generujeme nahodny bod
v obdélniku:

: (71, 12]

m=a+y (b-a),
=My,. v

Pravdépodobnost, ze padne d¢j vintervalu Ax je Umérnd plose pod kiivkou, protoze
AP = fAx . Staci tedy algoritmus doplnit tak, aby odpovidal itmérnosti této plose:

1y < f(my) = padl d¢&j x=7,;
n,2f(m) = volimenovy bod [7,,7,].

Metodu von Neumanna Ize aplikovat vzdy, ale neni tak 0€inné jako metoda stielby (inverzni
funkce, distribuc¢ni funkce). Tyto metody jsou lepsi, pokud se podafi nalézt inverzni funkci
k distribu¢ni funkci.

Metoda superpozice
Necht’

S@=Yc i) Ye =1 [fodc=[fi(x)de=1.
i=1 Q Q

i=1

Zaved'me soucet parcialnich distribu¢nich funkci pro jednotliva f;:

D)= ¢ Dy(x)

i=1
K realizaci rozdéleni vede tento algoritmus:
2 e om

1. Zavedeme nahodnou veli¢inu & :(
)

J a generujeme rovnomérné nahodné
m

¢islo y; €<0,1). Podle n¢které z pfedchozich metod (nejlépe metodou stielby). Potom

zvolime podle pravdépodobnosti ¢y, c,,...,c,, nékteryzd&jt ke{l,2,...,m}.

m
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2. Generujeme nahodné Cislo y, € <0,1) a realizujeme rozdéleni f; (x) n€kterou z metod

(inverzni funkce, von Neumannova).
Pfiklad 19: Realizujte rozdéleni f(x)= % [1 +(x— 1)4] na intervalu (0, 2).

Metoda inverzni funkce pro celou hustotu pravdépodobnosti je principielné mozna, ale
zbyte¢né slozitd. Hustotu pravdépodobnosti rozlozime takto (uréime f; a f> s koeficienty tak,
aby byly normovany k jedné a poté nalezneme koeficienty c; a c):

1 5 5 1
=53 HE=2G-D" = f@=L @) + L),
Distribuc¢ni funkce nyni bude:
_ 5 1 X _ X i _ 1 _ 5
D@=2Dy(x) + <Dy D)= Dy(x)=o|1+ (-1 |.
Nejprve generujeme €islo y; a rozhodneme se podle predpisu:

71 < % = padl dgj1;

7122- —  padldg2.

Poté pouZzijeme metodu inverzni funkce. Generujeme y, a vyuZzijeme predpis:

pro d¢j 1: x=2y,;

pro dé&j 2: x=1+3/2y, —1.

Celou metodu mizeme shrnout takto: Generujeme dvojici ndhodnych cisel v intervalu (0,1)
a vyuzijeme piedpis:

2y,, 71<—;

1+5Mf4,hzg.

Zajimavé realizace nékterych rozdéleni
Gaussovo rozdelent:

2
Fx)= J;—ﬁ expl-1;

generujeme dvojici yy,7, nahodnych ¢&isle z intervalu (0,1). Potom dvé hodnoty Gaussova

x; =+—2Iny, cos(2zy,);
Xy =+/—2Iny, sin(2zy,).

X € (—0,0).

rozdéleni jsou:

Gama rozdéleni:

f(x):%x"_lexp[—x]; x e (0,0); n=273,....
n_

Generujeme ¢, 75,...,7,,... a uréime hodnoty

X, :—ln(j/l.j/z...yn)'
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Body uvniti koule o poloméru R:

Budeme generovat rovnomérné body v kouli o poloméru R. K feSeni vyuzijeme sférické
soufadnice (7,¢,0):

r=R3y; @=2my,; cos@ =2y, —1.

b
Vypoéet uréitého integralu Jf(x)dx:
a

Mnohokrat po sobé generujeme bod z defini¢niho intervalu hledaného integralu (a,b):
x;=a+y;(b-a).
Nyni najdeme stfedni hodnotu integrované funkce f na intergra¢nim intervalu (a,b):

F= X f).

=1

Integral je potom pfiblizné roven plose obdélnika s vySkou rovnou stfedni hodnoté f:

b
[feods = 7-(b-a).

3.11.2. MC metody pro mrizové modely

Vyuziti Monte Carlo metod ve fyzice a pfirodnich védach ukdZzeme na problematice
miizovych modelii feromagnetik. Kazdy mozny stav spinti na miizi budeme chépat jako
ur¢itou moznou konfiguraci .4;. Parti¢ni suma je potom souctem Boltzmannovych faktori
ptes vSechny mozné konfigurace na mtizi (Hy je hamiltonian pro N spinli na miizi):

Z=Y expl-BH ()]

Vzhledem k tomu, ze s€itdni pfes vSechny konfigurace znamend velké mnozstvi souctii pies
jednotlivé stupné volnosti systému, neni vhodné pii vypoctu pouZzivat piimé numerické
metody. Ani ndhodny MC vybér ¢leni sumace neni vhodny vzhledem k faktoru
exp[-BH ], ktery se mize ménit o mnoho Fadé. Ucinng&si je vybrat statisticky
.reprezentativ-ni‘  posloupnost konfiguraci {#;}p, kterd simuluje soubor stavi

v termodynamické rovnovaze pii teplot€ 7. Ozna¢me P, pravdépodobnost vyskytu

konfigurace .#; v reprezentativni posloupnosti. Nyni je tfeba reprezentativni posloupnost

zkonstruovat tak, aby pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych konfiguraci konvergovaly ke
kanonickému rovnovaznému rozdéleni:

PP (3.187)

Tuto konstrukci lze provést Markovovym procesem, ktery je urcen pravdépodobnosti
prechodu w;_,; zkonfigurace .%; do konfigurace .%#;. Postacujici podminkou pro
konvergenci je tzv. balancni podminka

eq _ pey
Fowi, ;=P wi

(3.188)
kterou museji spliiovat pravdépodobnosti w,_, ;. Tato podminka zajiStuje, Ze matice w;_,;
ma za vlastni vektor Boltzmannovo rozdéleni a tedy ptevede soubor v termodynamické
rovnovaze na sebe. Konvergenci (3.187) l1ze potom dokézat z véty o kontrahujicim zobrazeni.
Balan¢ni podminka (3.188) vyjadiuje fakt, Ze v termodynamické rovnovaze je pocet systémil
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souboru prechazejicich z .%; do J#; roven poctu systemil souboru piechazejicich z J#; do
;. Pomoci kanonického rozdé€leni 1ze balan¢ni podminku pfepsat na tvar
Wisj »
) exp[—ﬂ(HN(JLj)—HN(J{i))} . (3.189)
Jj—i
Je-1i balan¢ni podminka splnéna, mizeme stfedni hodnotu libovolné dynamické proménné
odhadnout prostym stfedovanim pies generovanou reprezentativni posloupnost:

(4)

Q

i- D OAWK). (3.190)
M =y
(i}

Pii M dosti velkém A dosti dobie aproximuje <A>

Balan¢ni podminka neurcuje pravdépodobnosti prechodu w;

i—»; jednoznacn€. Reprezentativni

posloupnost {-#;}p lze napiiklad ziskat tak, ze dv€ nasledné konfigurace .A; a .#,,; se od

sebe lisi jen hodnotami spinil na n&jaké podmnoziné miize nebo dokonce v jediném vrcholu
miize. V tomto ptripad¢ dalsi ¢len reprezentativni posloupnosti ziskdme tak, ze systematicky
nebo nahodné vybirame vrchol miize a vtomto vrcholu zaménime spin s odpovidajici
pravdépodobnosti. Ani nyni neni pravdépodobnost w;_,; urCena jednoznacng. Existuji tfi
zakladni metody, které balanéni podminku spliiuji a pomoci nichz Ize generovat
reprezentativni posloupnost.

Metropolisova metoda
Splnéni balan¢ni podminky Ize naptiklad zajistit timto predpisem:

exp[-poH] pro 0H >0
Wisj = )

| pro SH <0 N (H;) = Hy (A) (3.191)

Nahodn¢ vybereme novou konfiguraci .4;. Je-li 6H <0 povazujeme -%; za nasledujici ¢len

reprezentativni posloupnosti. Je-li 0H >0 generujeme ndhodné cislo y €(0,1) a pro

y Sexp[—-poH] povazujeme #; za novou konfiguraci, pro Wiy

y >exp[-foH] ponechame plvodni konfiguraci #; jako — m——————— Metropolisova
novy ¢len posloupnosti. Konfiguraci s niz§i energii tedy W metoda
volime za novou vzdy. Pravdépodobnost volby konfigurace

s vy$$i energii nez stavajici exponencidlné klesa s rozdilem

energii. OH

Metoda teplotni lazné
Dalsi ptedpis, kterym splnime balan¢ni podminku je

_exp[—pHy ()] 6192

o T S P BH ()]
k

Tato metoda je pomalejs$i nez Metropolisova metoda (je nutné pocitat sumu ve jmenovateli),
ale rychleji konverguje k termodynamické rovnovdze a pro stiedovani (3.190) pfes
reprezentativni posloupnost 1ze vzit mensi pocet ¢lend. To je zpisobeno tim, ze vybér spinu
v daném vrcholu nezéavisi na ptivodni hodnoté¢ spinu v tomto vrcholu.
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Metoda s hyperbolickou tangentou

1= 2

Metoda je velmi podobna Metropolisové metod€, z hlediska konvergence dokonce miva

vvvvv

w_ :l{l—th(gﬂ; OH=H,(X,)-H\(X). (3.193)

Poznamky:

e MC metody zpravidla selhavaji v blizkosti fazovych prechodl, kdy se neimérné prodluzuji
relaxacni asy.

e MC vypocet probiha pfi konstantni teploté. DalSi vypocet mUzeme odstartovat s pozménénou
teplotou a postupné timto zplisobem simulovat teplotni priibéh velic¢in.

e Meérna tepla a susceptibility je vyhodné&jsi pocitat z fluktuaci nez z derivaci zavislosti na teploté a
magnetickém poli ziskanych ze simulaci.

e ZAvislost na velikosti mfiZe Ize Casteéné eliminovat periodickymi okrajovymi podminkami.
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Weissovy domény v Pottsové modelu simulované Metropoli-
sovou metodou. Pfi simulaci byly pouzity periodické okrajové
podminky (leva a prava strana maji spole¢né modré spiny,
horni a dolni taktéz.

3.11.3. Optimalizace a rizené ochlazovani

Typickou ulohou pro Monte Carlo metody je optimalizace n¢jaké situace. Uved’'me ptiklady

optimaliza¢nich problému:

e Nalezeni zdakladniho stavu (stavu s minimalni energii) pro systém s komplikovanym
Hamiltonidnem, napfiiklad pro spinové sklo.

o Nalezeni extrému komplikované funkce s tisici maximy a minimy. Zejména je tieba, aby
numerickd metoda neskoncila v nékterém z Cetnych lokalnich minim ¢i maxim.

e Probléem obchodnika. Obchodnik ma navstivit vétsi pocet mést, znamy jsou silnicni
vzdalenosti mezi jednotlivymi mésty. Je tfeba navrhnout pro obchodnika optimalni
trajektorii tak, aby vyfizovanim zalezitosti stravil co nejméné Casu.

e Problém rozvrhu. Je tfeba optimalné navrhnout vyuziti u¢eben, casu pedagogt a zakl na
né&jaké velké skole (nikoli na FEL, zde se piesouvaji karti¢ky v rozvrhu ru¢né).
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e Navrhy plosného spoje. Ze znalosti rozméri soucastek, rozmisténi vyvodii, schématu
jejich propojeni a rtiznych omezeni znamych pii rozmistovani soucastek navrhnout
optimalni feseni plo$né¢ho spoje.

Jednou z moznych metod feSeni téchto kol je metoda SA (Simulated Annealing — fizené
ochlazovani). Ustfedni veli¢inou je zavedeni funkce nakladd (tzv. Cost function) C. Do této
funkce musi byt zahrnuta veSkera problematika optimalizace. Naptiklad pii hledani
stav. U problému obchodnika miize byt optimalizovanou funkci celkovy ¢as straveny na
cestach, atd. K problému jako parametr uméle pfifadime teplotu a podle naptiklad
Metropolisovy metody generujeme reprezentativni posloupnost. Ulohu energie pfevezme
optimalizovana funkce:

exp[—foC] pro 6C >0
Wi, = ;
= 1 pro 5C<0

Po mnoha krocich nepatrné snizime teplotu a opét generujeme reprezentativni posloupnost.
Generujeme typické stavy problému pifi dané teploté. Postupnym snizovanim teploty se

cwwvr

metody ndhodny prvek a zajiStuje nenulovou pravdépodobnost uniknout z lokalnich minim
a vyvarovat se tak nalezeni nespravného minima ¢i metastabilniho stavu. Nenulova teplota
vlastn¢ urcuje jakou Sanci mame uniknou z ,,faleSnych“ lokalnich minim u systému, kde
pocet téchto minim miiZe jit do tisicli a jejich poloha je neptehledna.

Zakladni podminkou metody je, aby teplota klesala dostatecné pomalu, pii simulovaném
ochlazovani musi mit systém v kazdém teplotnim kroku dostateCny Cas pro termalizaci.
Jeding tak je mozné dosdhnout zékladniho stavu (optimalniho feSeni). Lze ukazat, ze k cili
vzdy vede logaritmické ochlazovani

__To
logk ’

pokud byla pocatecni teplota dostatecné vysokéd. Tento proces ochlazovéani je ale velmi
pomaly a zpravidla se voli rychlejsi postupy, které ale nezajist'uji nalezeni spravného feSeni.

Ty

Vyhody SA
e Lze fesit problémy s libovolnymi systémy a libovolnou funkci nakladu.
e Nalezeni optimalniho feSenti je statisticky zaruceno.

e [ pro slozité problémy je programovy algoritmus velmi jednoduchy.

Nevyhody SA
e Ochlazovani typu 1/log k, které zarucuje statistické nalezeni feSeni, je velmi pomalé.

e Je-li funkce nédkladi jednoduchd, hladkd a ma jen nékolik minim, jsou jiné metody
vyrazné rychlejsi.

e Nikdy si nemizeme byt zcela jisti, zda jsme jiz skutecné nalezli optimalni feseni a je
-1i mozné jiz vypocet ukonit.

Monte Carlo metody si v pfirodnich védach vydobyly mimotfadné vyznamnou pozici.
Vyuzivaji se k simulacim typickych konfiguraci pti dané teploté, k sledovani fazovych
pfechodli a jejich kritickych koeficientdi, k simulacim povrchovych jevl, simulacim
lavinovitého rustu (vyboje, tvorba krystald), k simulacim srdzek v plazmatu, k simulacim
tvorby clusteri a rustu kolonii, k simulaci kondenzacnich procest, k optimaliza¢nim
proceduram atd.
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3.12. NEROVNOVAZNA STATISTIKA

Zatim jsme se zabyvali systémy v termodynamické rovnovaze, ze které vyplynulo kanonické
nebo grandkanonické rozdeleni. Hustota pravdépodobnosti se ale v obecném piipadé meéni
s Casem. Systém muze byt slozen z n€kolika druht castic (elektrony, neutraly, ionty), které
budeme oznacovat indexem «. Ozna¢me hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astic druhu o

Jo=Ta(t,X,V,) .
V termodynamické rovnovaze hustota pravdépodobnosti nezavisi na ¢ase a splyva s dosud

probiranou rozdélovaci funkci p. Hustotu pravdépodobnosti zavislou na Case budeme
normovat vzhledem k poctu ¢astic, tj.

jfa(t,x,va)d3va = n,(t,X);
.[fa(t,x,va)d3xd3va = N,(1);

Integrovanim pies rychlostni prostor ziskdme koncentraci ¢astic n, = AN, /AV a dostaneme

(3.194)

se tak na pozici kontinua. Dal§im stfedovanim pies prostorové proménné dostaneme celkovy
pocet Castic N,. Pii sttedovani obecné proménné A4, musime vzhledem ke zplisobu normovani
pravdépodobnosti vysledek dé€lit souctem vSech pravdépodobnosti:

[Aututxv)d v, [ At tx v, Pxd v
J.fa(taxava)d3 a J.fa(t,X,Va)d3Xd3 0(

0{

! A (LX) =

; Ar) =

(3.195)

Diky normovani je

! j A [ (63,v,) APV = 1, (13)(A,), - (3.196)

3.12.1. Boltzmannova rovnice

Hustota pravdépodobnosti vyskytu ¢astic druhu « se s Casem méni z diivodu srazek Castic se
sebou samymi i s ostatnimi druhy:

d

—fa(t,X, Va) = ZSa

dt F;
Cleny napravo se nazyvaji Boltzmannovy srazkové integraly a budou diskutovany v piisti
kapitole. RozepiSme tplnou derivaci na levé stran¢:

dv
6fa + afa dxk + ka _ZSO!,B
at 8xk dt avka

Casové derivace poloh jsou rychlosti a ¢asové derivace rychlostl zrychleni, které vyjadiime
pomoci sily z druhého Newtonova zékona:

Cleny pfes které se sCitd zapiSeme jako plisobici operatory:

! f“ + (V-V) fy + —(F V)lfa =D Sup- (3.197)
B

Odvozend rovnice se nazyva Boltzmannova rovnice a je zdkladni rovnici statistiky
nerovnovaznych procestl. Cleny na pravé strané se nazyvaji Boltzmannilv srazkovy integral
(Ize je vyjadrit jako integral pies Cast fazového prostoru). Podle moznych zplsobi vyjaini
srazkového integralu tuto rovnici nazyvame riznymi zplsoby:
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e Boltzmanova rovnice: Srazky obecné a vyjadiuji se pomoci srazkového integralu (viz.
3.12.2)

e Fokker-Planckova rovnice: Srazkovy Clen zapocitava jen parové Coulombovy
interakce, pro které je ti€inny prifez dobfe znam.

e Landauova rovnice: Jako dolni mez vzdalenosti parovych Coulombovych srazek
zvolime vzdalenost, pii které se srazejici se Castice odchyli o pravy thel (srdzek na
mensi vzdalenosti je malo pravdépodobna) a jako maximalni vzdalenost srazky
Debyeovu vzdalenost (vzdalenost ptirozeného stinéni bodovych zdrojl).

* Krookova rovnice: Uvazuji se jen srazky s neutraly ve tvaru S,z =(f, —fg)/ 7.

e Vlasovova rovnice: Srazky zcela zanedbavame (na pravé strané je nula) a pusobici
sila je jen Lorentzova sila. Nejmén¢ pfesna, ale nejcastéji pouzivana aproximace.

Priklad 20. Ukazte, ze stacionarni feSeni Boltzmannovy rovnice vede na kanonické rozdéleni.
Reste v jedné dimenzi, pro jediny druh ¢&astic, které nepodléhaji srazkdm a pro potencidlni
silové pole.
Reseni: Z Boltzmannovy rovnice v tomto piipadé zbude

0 1 oV o

U_f - _f — 0

ox  m, Ox Ov

Rovnici feSme substituci f(x,v) = F(x) G(v) . Pokusime s separovat promeénné:

dF 1dV .dG dF 1 dG
v—G - ——F— =0 = —_ = —
dx mdx dv FdU  m Guvdv
Na levé stran¢ rovnosti jsou vSechny proménné funkci soufadnice, na pravé strané funkci
rychlosti. Je zfejmé, Ze maji-li se sobé rovnat dvé funkce riznych proménnych, musi byt obé
konstantni. Ozna¢me tuto konstantu — £ :

d_F:_ . dFF:—ﬂdV = F(x)=K, exp[-fV(x)]

Fdv
146 __ 5 o 99 _guwav = G)=K,expl- fmu/2]
m Guvdv G

Celkové feseni je

2
[(x,0) = F(x)-G(v) = exp —ﬂ(% + V(x)]

Reseni ma skuteéné charakter kanonického rozdéleni. Hodnotu koeficientu 4 bychom zjistili
porovnanim s termodynamikou, stejné jako pfi odvozeni kanonického rozdé¢leni. .

Boltzmannova rovnice v chaotickych rychlostech
Vzdy musime rozliSovat mezi tfemi rychlostmi:

v, fazova proménna
u,(t,x)= <v o > rychlostni pole (priimérna, sttedovana rychlost) (3.198)
W,=V,—-u, chaoticka (tepelnd) slozka rychlosti
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Doposud jsem vyuZivali fazovy prostor se sedmi proménnymi (¢,X,v,). Fazova rychlost

obsahuje ¢ast odpovidajici proudéni i1 tepelnou cast (v, =u, +w,). Nekdy je vyhodné

pracovat s proménnymi obsahujicimi jen tepelnou ¢ast pohybu, tj. provést transformaci
(t,x,v,) - (t,x,w,).

V Boltzmannove¢ rovnici potom musime nahradit derivace a rychlosti podle schématu:

d o Owp 0 o Oup 9

— 5> —4— = — -

d o Owp 0 o Oup ¢
—_— > + = - ,
Ox; Ox; Ox; Ow,  Ox; Ox; 0wy
0 0

a, ~ ow,’
Uj W

v, > witu;(1,x).

Vysledek je
df, F du of, of,
— % 4 (w .V + _a “"a | Ja _ w V u. - a | — E S ,
dt ( « )fa (ma dt j ow,, ( “ )( « ow,, 3 ap

(3.199)

3.12.2. Boltzmanntiv srazkovy élen \

V této kapitole se budeme zabyvat pravou stranou :
Boltzmannovy rovnice, tedy srazkami. Predpokladejme
srazku dvou castic o a f. Nejprve piejdeme od rychlosti /./y

castic v, a vgkrelativni v,z a t€Zistove v,z rychlo- \‘\A
Vﬂ V'ﬁ

sti. Transformace jednim smérem ma tvar:

Vaﬂ:Va—Vﬁ;

_ mava +mIBVﬂ (3200)
Viep) = :
ma + mﬂ
Inverzni transformace ma tvar:
m
V, =V +——vV 5
a (aB) My +mg af
(3.201)
Vp=V e V5.
B (ap) My +mg off
o

Zformulujme v novych proménnych zdkon zachovani energie a hybnosti:
P=myV, +mpgVg=(m,+mg)Vpz) =const,
1 mamﬂ 2

1 2 1 2 1 2
E=—m,_ v, +—mgvy=—(m, +mzg)v + —————v_ s =const.
2 e P e D) g vy
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Zakon zachovani hybnosti vede na zachovani téZistové rychlosti. Zakon zachovani energie
v kombinaci se zdkonem zachovani hybnosti vede na zachovani velikosti vzajemné rychlosti:

o Tezistova rychlost obou castic se pri srdzce nemeni.
o Velikost vzajemné rychlosti dvou castic se pri srazce nemeéni.
V(aﬁ) = const ,

3.202
| Vop | = const. ( )

Jedind veli¢ina, kterd se pii srdZce méni je smér vzajemné rychlosti. Zaved'me proto dvé nové
veli¢iny charakterizujici srazku:

Eap E‘ Va,b’ ‘ 5
Vs (3.203)
K,y = .
|Vaﬂ |

Prvni veli¢ina je velikost vzajemne rychlosti a po celou dobu srazky se neméni (g3 = g&ﬂ ).

Druhé veli¢ina je smér vzdjemné rychlosti a predstavuje 2 stupné volnosti srazky (dvé slozky
vektoru k, tfeti 1ze dopocitat, protoze jde o vektor jednotkovy).

Uginny praiez srazky
Dale zaved'me Cinny priifez srazky o pfi konstantnim g, jako pravdépodobnost
o(kyp Ky 5 80p)
ktera je normovana tak, aby
dw=2o5 (Ko | Kl s 80p) d 7Ky (3.204)

byla podminénd pravdépodobnost, ze jednotkovy vektor ve sméru relativni rychlosti bude po
srazce lezet v intervalu (Kiz,ki,5 +dKyz) .

Utinny priifez se neméni pii:
e obraceni pohybu ¢astic: o(Kyp | Kpp 5 80p) = 0(—Kyp | —Kpp s 80p)
e Pfiinverzi soufadnicove soustavy:  o(KypKpp 3 80p) = 0(=Kyup | —Kyp 5 80p)
Z obou vlastnosti plyne dualezity symetricky vztah

! J(kaﬂ |k'a,b’ ;ga,b’) = O-(k’aﬂ ‘kaﬂ ;ga,b’)‘ (3.205)

Boltzmannuv srazkovy integral
Nyni jiz miZeme napsat srazkovy €len na pravé strané Boltzmannovy rovnice jako

Sap =j[fa(t,x,v'a)fﬁ(t,x,v'ﬂ) —fa(t,x,va)fﬂ(t,x,vﬂ)]
8ap O Kyp |Koyp s 80p)d Kl g dV g

Interpretace je zifejma. Pravdépodobnost srazky dvou c¢astic je timeérna soucinu hustot
pravdépodobnosti obou castic (tj. vyskytu ¢astic v daném misté fadzového prostoru) nasobené
ucinnym prufezem srazky. Prvni ¢len popisuje ptiznivé jevy, kdy ze vSech ostatnich oblasti
fazového prostoru se po srdzce ¢astice dostanou do daného mista fazového prostoru. Druhy
¢len jsou nepfiznivé piipady, kdy cCastice z daného mista fdzového prostoru po srazce
uniknou. Integrace je provedena pies volné parametry srazky. Diky vlastnosti (3.205) bylo
mozné oba u¢inné prurezy zapsat jednotné a vytknout z hranaté zavorky.

(3.206)
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Srazkovy invariant
Ozna¢me y, néjaky sumacni invariant (hmotnost, hybnost, energie). Potom pro srazkovy
¢len plati velmi dualezity vztah

! Y [ WaSapd®vy = 0. (3.207)
a.f

Diikaz tohoto vztahu je sice jednoduchy, ale ponékud pracny a proto ho mize méné pozorny
student vynechat.

Dikaz:
3 oo ' 29,1 3 3
1S = [WaSupd™V o =D [Wa | faf = Fulp | Sap TKeup Kl 5 80p)d Kl A7V, d v
a.f off

A%

V integraci provedeme transformaci k t€zist'ové a relativni rychlosti podle schématu
3 3 3 3 3 2 2
d Vad V,B =d V((Zﬂ)d Vaﬁ =d V((Z,B) gaﬂ dg(lﬂ d kaﬂ .
Vysledek bude
| S= ij/a I:folzf,'B - fafﬁ}ggzﬂ oKy 1 Kyp s gaﬂ)dzk,aﬂ dzkaﬂ dg.p d3v(aﬂ) :
af

Nyni zaménime ¢arkované a necarkované veliCiny a pouzijeme relace
Cp=8a5>  Vip)=Vap s ok|Kk;g.5) =0k |Kk;g,4)
Vysledek bude
| ValJalp = Jalp |8ap OKap [Kap s 8ap)d Kop d 7Kg d 8o dV 4p) -
ap

Jako dalsi krok provedeme symetrizaci, napiSeme vysledek jako polovinu posledniho kroku
a polovinu ptfedposledniho:

1 ' ropr 3 ’ 21,1 2 3
| S =£ZI(‘/M _l//a)[fafﬁ - fafﬂ}gaﬂ oKy | Kpp s 8op)d Ky d Ky dg,psd™vigs) -
af
V dal$im kroku zaménime indexy « a ffa opét provedeme symetrizaci:

1 !’ ! 14 ! !
| S :ZZI(Wa L —'//ﬂ)[fafﬂ _fafﬂ:lgig O'('")dzkaﬂ dzkaﬂ dgup d3v(aﬂ) )
af

Pro sumacni invarianty je ale prvni zavorka nulovéa a proto S =0. .

3.12.3. Rovnice prenosu (momentova rovnice)

Casto nepotiebujeme pravddpodobnostni informace o celém fazovém prostoru, ale postaci
nam informace jen o vyvoji dynamickych proménnych v ase a v poloze. Pfes informace
orozlozeni v rychlostech je mozné vystfedovat. Nezapomeiite, ze pravdépodobnosti jsou
normovany k poctu ¢astic a proto podle (3.195) je

J.vafa(t,x,va)d%a
[fatxv)dv,

Ztrata informace o proménné v, zplsobend stfedovanim vede od statistiky k rovnicim

u,(t,x)=

kontinua. Vyndsobme Boltzmannovu rovnici (3.197) libovolnym sumacénim invariantem
¢, (v, ) avystitedujme pies rychlostni proménné:
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afa d3

3 (2 3 3y
J.¢0! Vo T I¢a (V'Vx)fad Vo T J.E(Fa'vv)fad Va J-¢az ﬂd

Postupné nyni upravime vSechny tii Cleny na levé stran¢:

Prvni ¢len:
6f 0 0 0
j¢a a) “ _§I¢a Ja d3va =Ena(tax)<¢a>v = a<na ¢a>v
Druhy clen:
8f 0 0 0

EAAE vy =5 [0 Vi For ¥ == = (60l Vi), == {0 i),
Treti clen:

(p-p.)

(2l g ) e dy, {M} - 2 g, Rl fudPv, -
m, OV, My o My 7 OV,
1 0
ot )
m, ov, v

Pii upravé tietiho ¢lenu musime piedpokladat, ze silové pole muze byt i funkci rychlosti
(naptiklad magneticka slozka Lorentzovy sily). Provedli jsme integraci per partes. Prvni ¢len
je nulovy, protoZze na hranicich oblasti pfedpokladdme nulové hustoty pravdépodobnosti
vyskytu ¢astic. Sttedovanim pies rychlostni prostor z Boltzmannovy rovnice zlstane

0 ) 1
! 5(”«1 bu)y + a_xi<na¢a Uia>v - m_a< —(¢,F,) > = j¢azsaﬂ d*v, . (3.208)

Jde o rovnici pfenosu (momentovou rovnici), ktera je zakladem teorie kontznua. Nez si o této
rovnici fekneme trochu vice, napiSme ji pro elektromagnetickou interakci

=0,E + QO,v,xB.

Pti derivovani tietiho Clenu v rychlostech musime ptejit bud’ ke slozkdm nebo vyuzit definice
vektorového soucinu pies Levi-Civitiv tenzor. Postup je pfimocary s vysledkem:

%(na ba)y +Vx'<”a¢a V“>v —%<na (E+v,xB) gfa > ZJ%%SM; d’v, (3.209)

a

Poznamky:

o Statisticka fyzika vyuziva proménné (¢, X,Va). Po stfedovani pfes rychlostni prostor ztracime
¢ast informace. Vystfedované proménné jsou jen funkci (¢,X). Sama stfedni hodnota rychlosti
u,, (z,x)se ale v rovnicich kontinua samoziejmé objevuje. Jen ztracime statistickou informaci
o rozloZeni rychlosti.

e Cela rovnice pfenosu ma tvar rovnice kontinuity. Prvni €len je ¢asova derivace hustoty aditivni
veliiny, pak nasleduje divergence toku veli¢iny. Treti ¢len odpovida zdrojovym ¢&lenidm od poli
a prava strana zdrojovym ¢lendm od srazek. Proto se rovnici fika rovnice pfenosu — popisuje jak
teCou (pfenasi se) rlizné veliginy.

e Vrovnici pfenosu je volna funkce rychlosti ¢, . Za ni se dosazuiji rizné mocniny rychlosti a tim

ziskdvame tzv. momenty Boltzmannovy rovnice. Proto se rovnici pfenosu fikd momentova
rovnice.
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e Selteme-li momentové rovnice pro vdechny druhy &astic «, bude prava strana podle vztahu
(3.207) nulova:

0 n 0
z_<”a ¢0!>v +VX '<na¢a Va>v - Qa “ <(E+Va XB)—¢a > =0.

- Ot m, \.
Tomuto pfiblizeni fikdme jednotekutinovy model. Pfispévky od srazek se v jednotekutinovém
modelu vzajemné vyrusi.

e Pro nulty moment mdzeme poloZit @, rovno jedné a v jednotekutinovém priblizeni dostaneme
rovnici kontinuity:

0 0
—n+—j.=0; n=>)mn,, i=) n,u

1

Z rovnice kontinuity pocitame ¢&asovy vyvoj koncentrace (nultého momentu Boltzmannovy
rovnice). Ve druhém ¢lenu se ale objevila nova veli¢ina - tok ¢astic j obsahujici stfedni hodnotu
rychlosti proudéni. Proto musime mit i rovnici pro Casovy vyvoj toku &astic (rychlosti) neboli
pohybovou rovnici. Ziskame ji jako prvni moment Boltzmannovy rovnice polozenim ¢a =V, -

Vysledkem je:

2,48 o
ot ox j
V pohybové rovnici se objevuje dal8i nova veliina — tenzor tlaku. Obsahuje dynamicky tlak (tok
hybnosti), bézny tlak latky (skalarni slozka odpovidajici chaotickému pohybu), viskozitu
(tenzorova cast tlaku) a u elektromagnetické interakce Maxwell(lv tenzor pnuti (tlak zplsobeny
pfitomnosti elektrickych a magnetickych poli. Jako dalsi moment Boltzmannovy rovnice ziskame
rovnici pro ¢asovy vyvoj tenzoru tlaku (odpovida rovnici pro pfenos energie, jde o kvadraty
rychlosti):
EPz ' +iQi ik =0.
at axk J
V druhém ¢&lenu se opét objevuje nova veli€ina popisujici tepelny tok. V této procedufe bychom
mohli pokracovat libovolné daleko a ziskdme tak nekone&nou posloupnost momentovych rovnic
pro kontinuum. V praxi se soustava uzavira néjakym algebraickym vztahem (napfiklad
Fourierovym zakonem pro tepelny tok) po kone¢ném poctu momentu.

e V teorii plazmatu se ¢asto vyuziva i vicetekutinovy model (plazma se sklada z tekutiny elektrond,
tekutin rdznych typl iontd a tekutiny neutralnich Castic). V tomto pfiblizeni nevymizi srazkové
¢leny a je tfeba s nimi poditat.

o pfislusné polni rovnice. Postaci-li nam informace na urovni kontinua, opirame nase vypocty
0 soustavu momentovych rovnic.

3.12.4. Prvni tfi momenty

Uved’'me na zavér prvni tfi momenty Boltzmannovy rovnice zapsané pomoci stfedni rychlosti
proudéni u,=<v, > a tepelné rychlosti w, =v,—u,. V momentové rovnici (3.209)

dosadime za ¢, postupné funkce m,, m,v, a mavé/ 2 a poté rychlost rozdélime na

a>
uspofadanou a tepelnou ¢ast v, =u,; +w,; . Nezapomeiite, Ze <w, >=0.
Nulty moment (4, = m ), rovnice kontinuity

Po secteni momentovych rovnic pro vSechny druhy ¢astic (pfes «) ziskame

a_p+%:()

ot an, (3.210)

kde jsme oznacili hustotu a tok hmoty
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Pa=Mghys  P=D Pys =Py, I=2J,

Pokud bychom nesecetli vSechny momentové rovnice, ziskali bychom oddélené rovnice
kontinuity pro kazdy druh ¢astic:

apa n 8Jka
ot axk

=0, (3.211)

Prvni moment (¢, = m Uy, ), pohybova rovnice (zachovani hybnosti)

Po dosazeni prvniho momentu budou mit momentové rovnice pro jednotlivé druhy Céstic
nenulové pravé strany. Vzhledem k tomu, Ze ale ¢, je sumacni invariant, ziskdme po secteni

vSech rovnic a elementarnich tpravach jednoduchy vyraz s nulou na pravé strané

_[pu+D><B + —{ZT,]+T + T } 0, (3.212)
ve kterém jsme oznacili
u = Znamaua/p, neboli pu=ZJa;
o o
TP = py <l >, T =p, <v,®v,>;
2
E E g E-D _ 3.213
T;; 550(75ij—EiEjJ, T _71—E®D, ( )
2
Tj‘j _ 3—5,.].—3,3]. , ™ _HBi_ jhes.
Ho 2 2

Odvozena rovnice je zadkonem zachovani hybnosti pro soustavu ¢astic a elektromagnetického
pole. Prvni ¢len v €asové derivaci ma vyznam hustoty hybnosti latky pu, coz je ale soucasné
tok hmoty z rovnice kontinuity. Druhy ¢len DxB je hustotou hybnosti elektromagnetického
pole. V prostorovych derivacich se nachazeji renzory toku hybnosti Castic, elektrického
a magnetického pole. Stfedovani se provadi ptes rychlostni prostor:

a _ 3
T = Pg <Vigljq >= majviavjafad U,

Celkova hybnost soustavy latka + pole se zachovava. Hybnost samotného pole ani ¢astic se
nezachovava:

%(DXB) + @(TE%-TM) = —poE - povxB ,

%(pu) + @-[ZT“J = poE + pgvxB .
o

Casovou zménou hustoty hybnosti je u &astic hustota Lorentzovy sily vystupujici na pravé
strané. U elektromagnetického pole je na pravé strané ¢len s opaénym znaménkem, vztah lze
odvodit ptimo z Maxwellovych rovnic. Teprve soucet obou rovnic dd na pravé strané¢ nulu.
Kdybychom chtéli rozepsat zakon zachovani hybnosti pro jednotlivé druhy castic
(momentové rovnice nesecteme), objevi se na pravych stranach jesté srdzkové ¢leny:

a%(,oaua) + V.-T = p§E+p5 u, xB + ijavaSaﬂdSVa
B

V souctu pres o potom vymizi nebot’ jde o srazkové invarianty.
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Statisticka fyzika Nerovnovazna statistika
Tenzor toku hybnosti ¢astic lze snadno rozepsat pomoci uspofddané a chaotické slozky
rychlosti (v =u + w)na dvé casti:
a 3
T = Pl zauja + Pz/ ’ P = Po <Wig ja >=m J-(Uza Uio )(Uja _uja)fad Vo

Prvni ¢ast souvisi s prenosem hybnosti proudénim, druhd se nazyva tenzor tlaku a souvisi
s chaotickymi pohyby. V invariantnim zapisu lze pro tenzor tlaku psat

130{ Ema_[wa ®wa fad3va = maj.(va _ua)®(va _ua)fad3va

Tenzor tlaku lze dale rozd€lit na skalarni tlak a viskozni ¢ast s nulovou stopou (souctem
diagonalnich ¢lenti):

2 2
w w
Pl.‘; Po <WigWig >= pa< 3’7‘ 5l.j> + Py <w,awja — _3a 5l.j> = pa5l~j—V§.

Viskozni tenzor brani toku hybnosti a proto se definuje se zapornym znaménkem.

Druhy moment (¢, = mavé /2), pohybova rovnice (zachovani hybnosti)

Obdobnym postupem jako u predchozich momentd lze ziskat zdkon zachovani energie ve
tvaru

o [ pu? E-D H-B pu? .
— +e+ + + V: |—u+eu+P-u+q+ExH| = 0.
at( > > > J ( > q (3.214)

Vnitini energii a tepelny tok jsme oznacili
2 2
w w
e, =p =% ); eEZea; Qo =P\ W, )s qEan'
2 o 2 o

V Casové derivaci jsou hustoty energii (kinetické, wnitini, elektrické, magnetické),
v prostorové derivaci jsou toky energii (proudéni, tok vnitini energie, tok tlakové energie,
tepelny tok, tok elektromagnetické energie — Poyntingliv vektor). Zakon zachovani energie
op¢t plati pro soustavu vSech druhti Castic a pole. Oddélené zakony zachovani maji nenulové
pravé strany, na kterych se objevuje hustota Jouleova vykonu.:

2 2
N WU I P w+eu+Piii+q | = jE,
or| 2 2

ﬁ H_FH +V(ExH)=—jE

or\ 2 2

okud nesefteme momentové rovnice a budeme uvazovat zakony zachovani energie pro
Pokud t t bud t zak h

jednotlivé druhy castic zvlast, objevi se na pravé strané jesté srazkové Cleny (ty daji v souctu
jakozto srazkovy invariant nulu):

ol p u> o) u’ S0
5[%4_60(}+V'[%ua+eaua+l)a'ua+qa = E+Z.[ Vi wp d

Pochopitelné by bylo mozné odvozovat daléi momenty Boltzmannovy rovnice, jejich

vvvvvvvvvvvv
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