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Uvod

Tento text vznikl doplnénim a rozsifenim studijniho textu [1], ktery po fadu let ispésné slouzil studenttim PiF
UP jako zékladni materidl k pfedmétu teoretickda mechanika. Postupnd zména organizace vyuky na PiF UP spolu
s béznou dostupnosti internetu a vypocetni techniky pro vétsinu studentti nas vedla k presvédceni, ze text si zaslouzi
prepracovani do elektronické verze doprovazené i konkrétnimi numerickymi modely feSenych tloh.

Za finan¢ni podpory projektu FRVS 1921/2007/F6/a ,,Inovace pfedmétu teoretickd mechanika® byla zfizena webov-
ska stranka pfedmétu, kde 1ze kromé tohoto textu nalézt priklady zdrojové soubory k modelovani né€kterych vybranych
uloh v programu GNU Octave a Interactive Physics, zkusebnich testt a tloh k zapoc¢tovych pisemnym pracim.

Za pomoc, postiehy i pfipominky dékujeme fadé nasich byvalych i souc¢asnych studentid, zejména Martinu Vickovi,
Jind¥e Stastné, Michalu Koldfovi, Arnostu Zidkovi a Karlu Kvétoiiovi; za vytvofeni numerickych modelt Radce Bestové
a Patriku Jaklovi. Za prehlédnuté chyby a navrhy na zlepSeni budeme vdécéni vsem dalSim ¢tenditm. Radi bychom
také podékovali nasim rodindm a blizkym za trpélivost i cas, ktery jsme namisto s nimi stravili mezi knihami a nad
klavesnici pocitace.

Autori

Literatura ke kapitole

[1] Tillich J.: Teoretickd mechanika. P¥F UP Olomouc 1984.
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Nerelativisticka mechanika soustavy castic a
tuhého télesa



Kapitola 1

Mechanika c¢astic

Nejjednodussim mechanickym objektem je takovy objekt, ktery v matematickém schématu mtzeme charakterizovat
bodem. Takovy objekt nazyvame ¢astici (hmotnym bodem). Samotny pojem ¢éstice je relativni — mnohdy, napt. v
astronomickych tvahach, pokladame planety za ¢astice. Mohli bychom tedy Fici, Ze za ¢astici budeme povazovat takovy
mechanicky objekt, jehoZ velikost a vnitini struktura je zanedbatelnd pfi feSeni dané fyzikalni tlohy.

Presné vzato je i takova definice nedostatecna. Nerelativistickd mechanika vyZaduje navic urcité omezeni pohybu
uvazovaného mechanického objektu: ¢astice uvazované v nerelativistické mechanice se museji pohybovat rychlostmi
mnohem men§imi nez je rychlost svétla ve vakuu. Abychom navic vyloucili kvantové efekty, je tieba pridat predpoklad,
ze moment hybnosti vlastniho rotaéniho pohybu musi byt mnohem vétsi nez veli¢ina A = 1,054-1073*m? kg-s~!
(kvantova jednotka momentu hybnosti). Takovymi ¢asticemi se tedy nyni budeme zabgvat.

1.1 Zakladni pojmy z mechaniky cCastice

Kinematika castice se zabyva popisem pohybu Castice a nezajima se o jeho pfi¢iny. Mluvime-li o klidu nebo
pohybu ¢éstice (télesa), mame vzdy na mysli klid nebo pohyb vzhledem k nékterym jinym télesim: Napf. téleso,
které je v klidu vici povrchu Zemé, neni v klidu vzhledem ke Slunci. Pozorujeme tedy vlastné vzdy jen relativni
pohyb. V mechanice zavadime pfi feseni konkrétnich problému vzdy néjakou vztaznou soustavu, kterou pokladame za
nepohyblivou; vztaznou soustavou tedy rozumime téleso, vzhledem k némuz vztahujeme pohyby studovanych castic,
resp. téles. Vztazna soustava, kterou poklddame v urcité situaci za nepohyblivou a vzhledem k niz se pohyb urcitého
objektu jevi jako pomérné jednoduchy, nemusi umoznovat stejné jednoduchy popis objektt jinych. Napft. ze Zemé se
pohyby planet jevi jako pomérné slozité. Z hlediska pozorovatelt spojenych s riznymi vztaznymi soustavami se jevi
prostor jako nehomogenni a anizotropni, tj. jevy mohou probihat rizné, jsou-li pozorovany z rtznych mist a smért.
Snazime se proto zavést takovou vztaznou soustavu, v niz by popis mechanickych pohybt byl co nejjednodussi, v niz by
prostor byl homogenni a izotropni. Idealizaci takové vztazné soustavy je inercidglni vztaznd soustava, tj. soustava, ktera
je v klidu nebo se pohybuje rovnomérné primocare, jinymi slovy soustava, jejiz vlastni pohyb nemtzeme mechanickymi
pokusy zjistit.

Se vztaznou soustavou spojujeme (resp. definujeme na ni) soustavu soufadnic. Vhodnou realizaci soustavy soufadnic
spojené se vztaznou soustavou, kterou lze v dostateéné mire pokladat za inercialni, je souradnicova soustava se stfedem
v hmotném stfedu slunecni soustavy a s osami namifenymi ke zvolenym hvézdam. Pti studiu pohybu objektt v blizkosti
Zemé vystacime vSak se soustavou, jejiz stfed volime ve stfedu Zemé, pripadné v bodé na povrchu Zemé - pokud lze
v dané situaci pokladat takové soustavy za dostatecné inercidlni.

Polohu ¢astice urc¢ujeme pak kartézskymi soufadnicemi x,y,z bodu M, ktery nam v matematickém schématu ¢astici
charakterizuje v kartézské soustavé souradnic. Pohybuje-li se ¢astice, jsou jeji souradnice funkcemi ¢asu

x=ua(t), y =y(t), z = z(¢). (1.1.1)

Casto zavddime tzv. priibézné ¢islovani os; piSeme z = x1, y = a9, 2 = 3, takze rovnici (1.1.1) pak lze struéné
zapsat

Tr; = Jﬁi(t), 1= 1,2,3 (1.1.2)

V tomto textu budeme pouzivat obou téchto znaceni; pfi obecné teorii zpravidla pribézného ¢islovani os, pfi aplikacich
oznaceni x,y,z.

Polohu ¢astice mizeme také charakterizovat vektorem r vedenym z pocatku souradnic, tzv. polohovym vektorem.
Plati zfejmé

r=z(t)e, +y(t)e, + z(t)e,, (1.1.3)



kde e,, ey, e, jsou jednotkové vektory souradnicovych os z, y, z, nebo

3

r = Z Z; (t)eq;,
i=1
kde pii pribézném cislovani os oznacuje e; jednotkovy vektor osy x;. Vztahy , , resp. (|1.1.3) oznacujeme
za kinematické pohybové rovnice.

Protoze ¢astice M muze byt v ur¢itém okamziku jen v jednom bodé prostoru, museji byt funkece x(t),y(t),z(t) resp.
x;(t) jednozna¢né. Protoze dvéma blizkym ¢asovym okamzikiim nemohou odpovidat dva vzdalené body, museji tyto
funkce byt spojité; kromé toho pozadujeme, aby existovaly jejich derivace do druhého fadu véetné. Tento pozadavek
je podminén existenci rychlosti a zrychleni ¢astice.

Geometrické misto bodu v prostoru, jimiz pii pohybu prochézi ¢astice M se nazyva trajektorie castice. Jeji rovnice
Ize ziskat vyloucenim casu z (L.1.1)), resp. (1.1.2). Je vSak tieba piitom dbét na defini¢ni obor funkei x(t),y(t),z(t),
resp. z;(t). Jsou-li napf. kinematické pohybové rovnice ¢astice pohybujici se v roviné zy dany

x = sint, y = sint,

muze se ¢astice pohybovat jen tak, Ze pro jeji souradnice plati —1 < z < 1, —1 < y < 1, tj. po Gsecce; vyloucenim
¢asu bychom vsak dostali x = y, coz je rovnice neohrani¢ené primky.

Pri zadani pohybu rovnici klouze koncovy bod polohového vektoru po trajektorii. Geometrické misto kon-
covych bodt libovolného proménného vektoru nazyvame hodografem tohoto vektoru. Muzeme tedy fici, Ze trajektorie
Castice je totozna s hodografem jejiho polohového vektoru.

Je-1i trajektorii ¢astice rovinna kiivka, mluvime o rovinném pohybu. U rovinného pohybu byva ¢asto vyhodné
pouzit pro popis polarnich soutadnic 7,p, takze pohyb je zadan rovnicemi

r=rlt),  o=el)

a rovnice trajektorie mé pak tvar r = r(yp).
Nékdy je trajektorie Castice predem urcéena; pak byva vhodné stanovit polohu ¢astice na trajektorii jeji vzdalenosti
s od jistého zvoleného bodu 0. Obvykle nazyvame s délkou drahy (drdhou) éastice. Pak

s =s(t) (1.1.4)

je rovnice, kterd plné popisuje pohyb ¢astice.
Obecné mizeme polohu ¢astice uréovat trojici éisel ¢1,g2,93, obecnymi (kfivo¢arymi) soufadnicemi. Pohybové rov-
nice pak maji tvar
qi = qi(t), 1=1,23.
Mezi kartézskymi a obecnymi souradnicemi musi existovat vzajemné jednoznac¢né prifazeni.
Libovolna transformace souradnic x; na sourfadnice ¢; muze byt popsana funkcemi

T = zi(qthaqlS)a 1 =1,2,3, (115)
nebo téz
r=r(q,42,q3) -
Neobsahuji-li tyto funkce ¢as (jak jsme zde pfimo zapsali), jde o tzv. staciondrni soufadnicové soustavy, tj. soustavy,
které se vzajemné nepohybuji. Jsou-li vztahy ([1.1.5)) takové, Ze z nich mizeme uréit ¢; jako funkce z;
q; = Qi($17$2ax3>7 1= 172a37 (116)

maji ¢; pozadované vlastnosti a mohou byt uzity jako obecné soufadnice ¢astice. Abychom nasli podminku, kdy lze
z (1.1.5) najit (1.1.6]), uvazujme malé posunuti Ar éastice, jehoz slozky Ax; uréime diferencovanim (1.1.5):

3
0x; )
Ax; = Z 8—1 Agj, 1=1,23.
g=1 "V
Dostavame tak soustavu nehomogennich linedrnich rovnic pro Agj, kterd mé feseni, jestlize je determinant z koeficientt
rlizny od nuly

Ox1 Ox1 Ox

g1 g2 g3

Oy Owy Omy | NTrrars) (1.1.7)
91 9q2  Ogs 9(q1,42,43)

6953 81‘3 8%3

g1 da2 O




Je to tzv. Jacobiho determinant (jakobién). Je-li podminka (|1.1.7]) splnéna, mizeme psét

3
b= gii Sri j=1.2,3 (1.1.8)

i=1

a integraci bychom dostali ¢; jako funkce x;. Integraci ovSem neni t¥eba provadét, nebot podminka (1.1.7) zarucuje
pfimou Fesitelnost (L.1.5)) pro g;.

Dulezitym parametrem charakterizujicim pohyb Castice je rychlost castice v. Pfipomenme jeji znamou definici

Ar_dr

v=lim —=—. 1.1.9
AlDo AL T dt (1.1.9)
Mtzeme také psat
dr ds
v=——
ds dt’
kde ds je element oblouku trajektorie, prislusejici dr, nebo
ds
v=—rT, 1.1.10
g” ( )
kde 7 = dr/ds je jednotkovy vektor ve sméru teény k trajektorii.
Slozky vektoru rychlosti v kartézské soustavé soufadnic jsou
dx dy . dz .
Vpg = —7—=2 Vy = — = Vv, = — = 2
xr dt ) Yy dt y7 z dt )
nebo pii prubézném dcislovani os,
da.
v = dif — i, =123, (1.1.11)

kde teckou oznacujeme derivaci podle Casu.
Pro velikost rychlosti plati

v=v]=Vi? + 2 + 2 = (1.1.12)

Smér v uréime smérovymi kosiny

(1.1.13)

Zabyvejme se nyni uréenim slozek rychlosti v obecnych kfivocarych souradnicich. Jsou-li transformacni vztahy
dény (1.1.5) a (1.1.6), mazeme urcit tzv. souradnicové plochy z podminky g; = konst. Soufadnicové plochy se protinaji
v souradnicovijch ¢ardch, na nichz se vzdy dvé z kfivoCarych souradnic neméni. Omezime se dale jen na tzv. ortogondlni
soustavy souradnic, které maji tu vlastnost, ze jejich souradnicové ¢ary se v kazdém bodé protinaji pod pravymi thly.

Predpokladejme nyni, Ze jen proménnd g; se méni a ze gz a g3 zustavaji konstantni. Pfi zméné ¢; se posunuje

7 Xz

Castice po souradnicové ¢are proménné g;. Kartézské slozky infinitezimalniho posunuti ¢astice jsou v tomto pripadé

dr = Piag.  i=123
g

8.’171 2 8372 2 8333 2
_ or1 gL2 tad:} = 1.1.14
M) e (22) " (22) o, (1114
8m1>2 (83:2)2 (89&3)2
H, = — )+l ) Fl5 -
' \/(&n oq oq

dsi  Hi g
Tyto smérové kosiny muzeme pokladat za slozky jednotkového vektoru e charakterizujiciho posunuti ve sméru sou-
fadnicové ¢ary ¢;. Podobnym zpisobem muZzeme definovat jednotkové vektory es a es3; obecné lze psat
1 Or

e 1.1.15
€ H; 0g; ( )

a jeho velikost

kde

Smérové kosiny tohoto posunuti jsou




Veli¢iny

o 81'1 2 81'2 2 61‘3 2
Hl_\/<5qv:> +<aqi> \oa ) (1.1.16)

nazyvame Laméovymi koeficienty kiivocaré soufadnicové soustavy. Pro ortogonalni soustavy soufadnic plati

3 3
ds* = stf = Z H2dq:. (1.1.17)
i=1 i=1
Vektor posunuti ds je urcen
3
ds :dr:ZHiin e; (1.1.18)
i=1

takze slozky vy, vektoru rychlosti do kfivo¢arych os (tj. do sméri uréenych jednotkovymi vektory e;) budou

dr .
Vqg; = E'Gi = Higi- (1119)
Pro velikost rychlosti pak plati
3
v =Y Hlq. (1.1.20)
i=1

Pro vypocet kiivocarych slozek rychlosti je vSak casto vyhodnéjsi pouzit jiny postup. Prepisme ([1.1.19) ve tvaru

dr dr 1 Or
== 1.1.21
U% dt € de¢ Hi 8qi ( )
kde jsme dosadili za e; z (|1.1.15]). Pro dalsi apravu vypocitejme z (|1.1.5)):
3
dr . or .
Odtud derivaci podle ¢;
or aor
— = 1.1.22
04;  0Og ( :

Dosazenim tohoto vyrazu do (|1.1.21}) dostavame

1. or 1 0 [v?

Tento vztah nam umoznuje najit slozky rychlosti v kfivocarych souradnicich, zname-li velikost nebo ¢tverec rychlosti.
Pii praktickych vypoctech Casto pouzivame sférické prostorové polarni souradnice. Lehce se presvédcime, Ze v
téchto soutadnicich, zadanych vztahy

x1 =rsindcosp, w9 =rsindsinp, x3=rcosd,

jsou Laméovy koeficienty
H, =1, Hy=r, H3=rsind

a slozky rychlosti ve sférickych souradnicich budou
v =7, vy =10, v, = Tsinvp.

V polarnich soufadnicich (pro ¢ = n/2) je
V=T, Vo =T

Jednotkové vektory ve sméru radidlnim a transverzdlnim byva zvykem oznacovat v téchto soufadnicich e, = rg, e, =
= po, takze rozklad rychlosti do téchto smérd méa tvar

vV =17rg+rppo.

Plosnd (sektoriding) rychlost je dalsi dilezitou charakteristikou pohybu; uziva se ji ¢asto zejména pii feSeni tloh o
centralnim pohybu, jimiz se budeme zabyvat pozdéji.



Plocha Ao opsané polohovym vektorem cGastice za dobu At je priblizné rovna ploSe Srafovaného trojihelnika na

obr. [L.1] tedy
1
Ao = 3 [r x Ar|,

coz lze pokladat za velikost vektoru plochy

Plosnou rychlost vg definujeme vztahem

Vo= lim 27 _do
At—0 At dt
Mtzeme také psat
1 . Ar 1
Vg = § <r X Alir_r}lo At) = § (r X V) . (11.24)

Soucin r x v se nazyva moment vektoru rychlosti. Jeho velikost je rovna
lr x v|=rv,
kde v, je transverzdlni slozka rychlosti, tj. slozka do sméru kolmého na polohovy vektor. V polarnich soufadnicich

bude tato slozka rovna r¢, takze

1 1
3TV =5 r2p. (1.1.25)

Zmeénu rychlosti ¢astice charakterizuje vektor zrychleni édstice. Je definovan
vztahem

vs =

dv  d?r
a=—=— 1.1.26
dt de? ( )
a jeho slozky jsou
d?z; . .
a; = e Ty, 1=1, 2, 3, (1.1.27)
respektive
ay = I, ay =17, a; = Z.
Obr. 1.1: K odvozeni vektoru plosné
Velikost zrychleni je rychlosti

(1.1.28)

a smérové kosiny

Urceme nyni tzv. prirozené slozky zrychlend, nazyvame tak slozky zrychleni
ziskané promitnutim vektoru zrychleni do sméra charakteristickych vektoru tra-
jektorie — vektoru teény a normaly ke trajektorii. Z (1.1.10)) derivaci ziskdvame

_dv dv dr

Plati (viz. obr.
dr dr dads v

_— n—, Obr. 1.2: Te¢né a normalové zrychleni

dt  da ds dt 0

nebot dr/da je jednotkovy vektor kolmy na 7, tj. jednotkovy vektor m normély a dale ds = pda, kde p je polomér
kiivosti trajektorie a ds/dt = v. Dosazenim do (1.1.29) dostéavame

d 2
a:dizf_y%n:at‘r{—ann, (1.1.30)

kde a; = dv/dt je tecné zrychlent, a,, = v?/o normdlové zrychlen.

7 diferencidlni geometrie je znamo, ze charakteristikou dané kiivky je zadani v kazdém jejim bodé tzv. pruvodniho
trojhranu, ktery je urcen jednotkovymi vektory ve sméru te¢ny, normaly a binormaly ke kiivce. Z nasSeho vypoctu je
patrno, ze slozka zrychleni do sméru binormaly je vzdy nulova. Vypocitané slozky zrychleni ve sméru tecny a normaly
tvori tzv. pfirozené slozky zrychleni, které nezaviseji na volbé soustavy souradnic.



Hledejme nyni obecné kiivocaré slozky zrychleni. Analogicky s (1.1.21]) pisme

dv ~1dv or

Ggq, = a.ei = EET%

Podle véty o derivaci souc¢inu dvou funkci mizeme tento vyraz upravit na
L L[d(,0r\  dfor
4 Hz dt 8qi t (9qi

_ L fd oy _ o

Yo =, lar " g, ot

1 )d 6<7}22) _a(v;> , (1.1.31)

0q; 0q;

a pomoci ((1.1.22])

nebo

Odtud mtzeme urcit slozky zrychleni v ortogonalnich kfivocarych soutadnicich, zname-li ¢tverec rychlosti. Tak napft.
pro sférické souradnice dostavame

(192 + sin? ¥ <,b2)

ay =i —
1dy/,. ) .9
;d—( ﬁ)—rsmﬁcosﬁgo
1 d
% = Fsing dt (T sin 19%0)

Pfi 9 = 1t/2 se sférické souradnice redukuji na polarni, takze pro slozky zrychleni v polarnich soufadnicich dostavame
ar =7 —rP%  a, =1@+ 20 . (1.1.32)

Kinematicky popis pohybu predstavuje dulezitou aplikaci aparidtu a metod diferencidlni geometrie, jez jsou pie-
hledné zpracovany napft. v [3] nebo [4].

1.2 Dynamika cCastice

Pfejdéme nyni ke studiu pfi¢in pohybu. Ziklad dynamiky tvofi tii zdkony formulované v 17. stoleti Isaacem New-
tonem. Tyto zakony, ziskané zobecnénim experimentalnich fakti staci k ucelené logické vystavbé klasické mechaniky
a Casto byvaji proto nazyvany zdkladnimi axiomy mechaniky. Lze je formulovat naptiklad takto:

1. Zakon setrvacénosti
Izolovand castice, tj. cdstice, na kterou nepisobi Zddné vnéjsi sily, setrvavd v klidu nebo v rovnomérném primocarém
pohybu.

2. Zakon sily
V inercidlni vztazné soustavé vyvoldva sila F, kterd pusobi na cdstici, zrychlent této cdstice umeérné pisobici sile

F =ma (1.2.1)

3. Zakon akce a reakce
Kazdd akce zpusobuje vidy stejné velkou reakci opacného sméru, neboli sily vzdjemného pisobeni dvou cdstic jsou
stejné velké a opacného smeéru.

Koeficient imérnosti m je pro danou ¢éastici konstantni a nezavisi na pusobici sile. Pro rizné castice je ovSem
rizny. Cim vétsi je m, tim mensi zrychleni jedna a taz sila ¢astici udili. Koeficient m tak charakterizuje schopnost
Castice pomaleji nebo rychleji ménit sviij pohybovy stav neboli setrvacné vlastnosti ¢astice a nazyvame jej setrvacnou
(inercialni) hmotnosti éésticeﬂ

IPfipometime, Ze v klasické fyzice se piedpoklada rovnost vyse uvedené setrvaéné hmotnosti a hmotnosti gravitaéni, ktera charakterizuje
gravitaéni pusobeni ¢astice na ostatni télesa. Opravnénost tohoto predpokladu byla nékolikrat testovana a v soucasné dobé lze tici, ze plati
s piesnosti ~ 10~ 11, Postulovana rovnost obou hmotnosti se pak jako ,princip ekvivalence* stala jednim z vychodisek pii formulaci obecné
teorie relativity A. Einsteinem v r. 1915.



Pro Gplné logické vybudovani mechaniky bez dalsich predpokladi je tfeba ptidat jesté aziom o nezdvislosti silového
pusobeni (princip superpozice):

Pisobi-li na édstici soucasné néekolik sil, je vysledné zrychleni rovno vektorovéemu souctu zrychlent, udélo-
vangch édstici jednotlivymi silams.

Tento axiom (jehoZz platnost se ovSem zpravidla pfedpokladd) spolu s prvnimi tfemi Newtonovymi zdkony tvori
aplnou soustavu zdkladnich axiomi mechaniky.

Ve formulaci druhého Newtonova zakona je pouzit pojem ,inercidlni vztazné soustavy®, zminény jiz v ivodu 1.
kapitoly. Existenci takové soustavy zarucuje 1. Newtontv zakon, ktery vlastné predstavuje teorém o existenci inercialni
vztazné soustavy a byva v tom smyslu nékdy formulovan. Nelze proto zakon setrvac¢nosti pokladat za disledek druhého
Newtonova zékona, v némz polozime F = 0.

Zakladni problémy, s nimiz se v dynamice setkdme, muzeme v podstaté rozdélit do dvou skupin. Prvni skupinu
tvoii tlohy, pfi nichz mame zaddn pohybovy zdkon pro ¢astici (tj. kinematické pohybové rovnice) a mame urcit silu,
ktera pohyb castice zptisobuje. Tento problém se nazyva proni zdkladni dlohou dynamiky. Jako druhou zdkladni ulohu
dynamiky oznacujeme tlohu najit kinematické pohybové rovnice ¢astice, zname-li silu, ktera na ¢astici piisobi.

Studujme nejprve prvni tlohu dynamiky. Méjme zadan pohyb ¢astice s hmotnosti m rovnici

r=r(t).
Silu, ktera tento pohyb zplisobuje, uréime ze 2. Newtonova zdkona
F = mr.
Takto jsme ovSem nezjistili nic o podstaté sily, o tom, zda zavisi na rychlosti ¢astice, jeji poloze apod. Pro podrobnéjsi

analyzu potfebujeme védét, jakou polohu ry a rychlost vy ma c¢astice v néjakém pocateénim okamziku ¢ = 0, tedy
musime znat tzv. pocatecni podminky. Pak miizeme psat

r=r(tro,vo) (1.2.2)
a odtud
F=v =v(trovo) (1.2.3)
takze konecné
F = m}:(t,ro,VQ). (124)

Z rovnic (1.2.2)), (1.2.3) a (1.2.4) nyni maZeme vyloucit konstanty ro a vg, ¢imz dospéjeme k hledané zavislosti

F = F (t,r,v) (1.2.5)

Pri feSeni prvni zékladni ilohy dynamiky se uziva jen derivovani a algebraickych operaci, takze z matematického
hlediska neni toto feseni nijak obtizné.
Pfi popisu pohybu pomoci kfivoc¢arych soufadnic lze zrychleni vyjadrit pomoci (1.1.31)). V ortogonéalnich kfivoca-
rych soufadnicich mizeme pro slozky sily F s vyuzitim ((1.1.15) psat
1 or 1 ar

F,=F.e;=F.— = —F.
& € H;0¢; H; 0g;

Zavedeme-li oznaceni

or
F.— = iy
9q; Q
muzeme 2. Newtoniv pohybovy zdkon prepsat do tvaru
Qi = mag,
nebo
9 (mv2> 9 (mv2>
d 2 2
Q; = T - . (1.2.6)
d4g; 0¢;

Vyraz @Q; pak nazyvame i-tou zobecnénou silou.



Podstatné vétsi pozornost budeme vénovat druhé zakladni tloze dynamiky, tj. uréeni pohybu, zname-li silu, ktera
jej vyvolava. Tato tloha spo¢ivé vlastné v feSeni diferencilni rovnice druhého fadu

d?r
reprezentujici t¥i rovnice pro kartézské slozky vektort
d2x;
mdg:;& i=123, (1.2.8)

kde X, X5, X3 jsou slozky sily F' do soutadnicovych os x1, Ts,r3.
Pouzijeme-li pfirozenych slozek zrychleni a promitneme-li silu do smérid te¢ny, normaly a binormély k trajektorii
Castice, jez jsou urCeny jednotkovymi vektory 7, n, b

F=F.1+ F,n+ Fyb,

dostavame pohybové rovnice

dv v?

e F,=m > F,=0. (1.2.9)
Za obecny integral rovnice ([1.2.7) oznacujeme funkci r, kterd vyhovuje této rovnici a obsahuje dvé vektorové

konstanty

Ft:m

r = r(t,Cl,Cg). (1210)

Zaménime-li hodnoty konstant, dostaneme vzdy novy pohybovy zakon, ktery vSak bude patfit do téze t¥idy pohybu.
Fyzikalni vyznam této neurcitosti je v tom, Ze pohyby ¢astice vyvolané toutéz silou se mohou vzajemneé lisit v zavislosti
na pocatecnich podminkéch, tj. podle pocatecni polohy a pocatec¢ni rychlosti ¢astice. Pro Gplny popis pohybu néjaké
konkrétni ¢astice musime proto kromé pohybové rovnice znat jesté jeji polohu ry a rychlost vy v néjakém
pocateénim okamziku ty. Dosazenim téchto pocate¢nich podminek do obdrzime dvé rovnice

ro=r(t,C1,Cs)

Vo = i‘(to,cl,CQ),

z nichZ muzeme urcit

Cl - Cl (tO,rOaVO)
C2 - C2 (tO,rOaVO)

a dosadit do (|1.2.10)), ¢imZ dostaneme FeSeni rovnice ([1.2.7), vyhovujici danym pocateénim podminkdm — tzv. parti-
kularni integral
r=r(tto,ro,vo)- (1.2.11)

Mnohdy je obtizné najit obecné feSeni rovnice ((1.2.7)), ale d4 se najit zdvislost typu
@ (t,r,i) = Cy, (1.2.12)

ktera jiz neobsahuje r a je splnéna identicky pro kazdé r vyhovujici rovnici . Takovou funkci ¢ nazyvame prunim
integrdlem rovnice . Je-li prvni integral pohybové rovnice znam, redukuje se integrace na nalezeni TeSeni
rovnice 1. fadu typu

r= 14 (tar acl)

vyplyvajici z (1.2.12). Podafi-li se ziskat dva nezavislé prvni integraly
¢1(t,r,i‘) = Cl, ¢2 (t,l‘,i') = CQ, (1213)

lze z nich vyloucenim r dostat obecné feseni , pripadné je muzeme povazovat za parametrické vyjadreni tohoto
fesSeni, pficemz jako parametr zde vystupuje prave r.

Pro jednu castici lze obecné feseni pohybovych rovnic najit v celé fadé konkrétnich pfipadi, pfi riznych typech
pusobicich sil (nékteré z nich budou rozebrany v ¢asti . Za urcitych predpokladi lze nalézt Teseni i pro pohyb
dvou vzajemné na sebe pusobicich ¢dstic. AvSak pro systém tii a vice ¢astic se jiz obecné feSeni prakticky najit neda,
vyjma nékterych znacné zjednodusenych tloh. Vétsinou je nutné pouzit nékterou z pfibliznych numerickych metod.
Velkou dtlezitost maji nékteré véty obecného charakteru, které plati jak pro jednu castici, tak pro soustavu &astic,
a které ndm v podstaté umoznuji urcit prvni integraly pohybovych rovnic, tj. vztahy typu . Takto nalezené
prvni integraly oznacujeme obvykle za zakony zachovani.



Zpravidla postupujeme tak, ze zavadime nejprve urcité funkce ¢asu, souradnic a rychlosti, jimz pfifazujeme fyzikalni
obsah. Pfikladem takovych funkci jsou hybnost, moment hybnosti, energie. Zavedeme-li tyto funkce do pohybovych
rovnic, predstavuji pak tyto rovnice vlastné zakony zmény téchto funkci s asem - vétu o hybnosti, momentu hybnosti
a energii. Zjistime-li, Ze za urcitych okolnosti je néktera z téchto funkci konstantni, tj. Zze pro ni mizeme napsat rovnici
typu , mluvime o zakonu zachovani této funkce, specidlné o zakonu zachovani hybnosti, momentu hybnosti,
energie. Podotknéme jiz nyni, ze zavedeni téchto funkci neni nahodné, ale souvisi tzce s jistymi symetriemi prostoru
a Casu: s homogennosti a izotropnosti prostoru a homogennosti éasu. Zavedme nyni tyto funkce pro jednu éésticiﬂ

Hybnost ¢astice p je definovana jako soucin hmotnosti a rychlosti ¢astice

p =mv (1.2.14)
Je-li hmotnost ¢astice konstantni, da se ([1.2.7]) psat ve tvaru

d
P_F

- = (1.2.15)

a predstavuje zdkon zmény hybnosti (vétu o hybnosti)ﬁ

Jestlize je primét sily na nékterou nepohyblivou osu v libovolném okamziku roven nule, je primeét hybnosti na
tuto osu konstantni, tj. plati pro néj zdkon zachovani. Je-li napi. X3 = 0, je ps = konst. Podstatné je, aby byl roven
nule primét sily na nepohyblivou osu. Tuto podminku je tfeba vzit v tivahu, fesime-li problém napt. v polarnich
soutadnicich. Pokud je primét F). sily F do osy r nulovy, pak z rovnice plyne

mi—mr® =F, =0

kde mr = p, je pramét hybnosti na osu r a tedy pro p, zakon zachovani neplati.
Jestlize je nulova vyslednice sil pisobicich na ¢astici, plati zdkon zachovdni hybnosti

P = po = konst.,

jinymi slovy, hybnost je integralem pohybu.
Moment hybnosti I (téz kineticky moment nebo moment impulsu) je definovan vztahem

I=rxp. (1.2.16)

Vektorovym néasobenim ([1.2.15)) vektorem r zleva plyne

dp
rx —=rxF.
dt
Prava strana se nazyva moment sily M
M =rxF.
Leva strana se da prepsat
r x dp _ d (rxp)= df
dt  dt Pr=ar
Dostavame tedy zakon zmény momentu hybnosti
d/
— = 1.2.17
7 ( )

Je-li vysledny moment M roven nule, plati zdkon zachovdni momentu hybnosti
I = Iy = konst.

Je-li roven nule primét momentu sily na nékterou nepohyblivou osu, zachovava se priumét momentu hybnosti ¢astice
na tuto osu. Je-li napt. M3 = 0, je L3 = konst. K této situaci dochazi napf. jestlize sila pisobi stale ve stejném sméru.
Prolozime-li timto smérem osu z3, je X1 = Xo =0, X35 # 0, M3 =21 X2 — 22X; = 0 a tedy L3 = konst.

Velmi dilezité jsou tzv. centrdlni sily. Centralni sila je takova sila, jejiz vektorova pfimka prochazi stale tymz
bodem zvanym silové centrum. Zvolime-li tento bod za pocatek soustavy souradnic, plati

F = Fry, M=rxF=0

2Vyznam zakonii zachovani podtrhuje skutednost, ze plati nejenom v klasické mechanice. Setkdvame se s nimi v teorii pole, teorii
relativity i kvantové mechanice. Jejich souvislost s nejriznéjsimi druhy symetrii pak hraje kli¢ovou roli pri studiu elementéarnich ¢astic a
jejich premén.

3Zavedeme-li oznageni m = mo/+/1 — v2/c2, kde mq je tzv. klidovad hmotnost ¢astice (pro v = 0), ztistava vztah v platnosti i
ve specialni teorii relativity a je v tomto smyslu obecnéjsi nez , platny pouze v Newtonové klasické fyzice.



a tedy
I =m(r x v) =1y =konst., (1.2.18)

moment hybnosti ¢astice vzhledem k silovému centru se tedy zachovava. Skaldrnim nasobeni (1.2.18)) vektorem r
dostavame
lr=m(rxv)r=lyr=0,

odkud vyplyva, ze trajektorie castice pohybujici se v centralnim silovém poli je vzdy rovinna. Rovina, v niz lezi
trajektorie, prochazi silovym centrem a je kolmé na konstantni moment hybnosti. Proto pfi feSeni pohybu castice v
centralnim silovém poli mtzeme tlohu fesit jako rovinnou a vzhledem k symetrii pole obvykle s vyhodou pouzivame
poléarnich soufadnic (viz ¢ast [1.3.3)).

Pro vétsi nazornost je vhodné zavést do plosnou rychlost v z (1.1.24). Pak mizeme psét

I =2mv, = Iy = konst. (1.2.19)

a tedy také
v = konst.,

coz je znamy zakon konstantni plosné rychlosti ¢astice v centralnim silovém poli.

Energie

a) Kinetickd energie. Je-li m = konst., pak ndsobenim (1.2.7) skaldrné dr dostaneme
: . .. 1,
AA=F.dr=F.¢rdt =mr.rdt =d Smi.F) = d T ) = dT. (1.2.20)

Veli¢ina A A na levé strané je elementarni prace sily F na posunuti dr. Na pravé strané je tuplny diferencial kinetické
energie AT Céstice. Je tedy

1
T=3 mv? (1.2.21)
Délenim dt dostaneme z (|1.2.20))
AA . dT
—=T=— 1.2.22
dt dt’ ( )

kde vyraz AA/dt predstavuje okamzity vgkon sily F.
Pfi koneéném premisténi ¢astice po néjaké trajektorii z bodu (1) do bodu (2) dostavame z ((1.2.20)

(2)

1 1
/F-dr:T2 T = fmvg — fmvf.
2 2
(1)

Vyraz AA = F-dr neni obecné uplnym diferencidlem, tzn. Ze préce sily pii pfemisténi ¢astice z jednoho bodu do
druhého zavisi na trajektorii, po niz se ¢astice pohybuje.

tzv. sily potencidlovée. Potom lze psat
F.dr = AA=dA.

b) Potencidlni energie. Pfedpokladejme, Ze v uréité oblasti prostoru je v kazdém bodé definovina sila piisobici na
Castici v tomto bodé. Rikdme pak, Ze v této oblasti je definovano silové pole. Jestlize v celém silovém poli je F-dr
uplnym diferencidlem, mluvime o potencidlovém silovém poli.

Pro potenciadlové pole zaviadime misto skalarni funkce A funkci U liSici se od A znaménkem — potencidlni energii
édstice (energii zavisejici na poloze ¢astice v potencidlovém poli). Pak plati

F.dr = —dU (1.2.23)

a pri konecném premisténi ¢astice
(2) (2)
/F-dr = /dU = Uy — Uy (1.2.24)
(1) (1)
Z je vidét, ze U je funkei soufadnic (21,22,23). Funkei U(21,22,23) najdeme integrovdnim

U(Il,xg,l‘g) = — / F-dr+C, (1.2.25)

10



kde C' je konstanta definujici tzv. nulovou hladinu potencidlni energie. Rozepsanim (|1.2.23)) dostaneme

3 3
oUu
F.dr = X. do: = — it p
r Z idx; 2 oz, dz;,
i=1 =1
takze -
X, = — 1.2.26
nebo vektorové
F=-VU. (1.2.27)

Rozepsanim rovnic (|1.2.26]), derivovanim prvni z nich podle x;, druhé podle x5 a porovnanim smiSenych parcialnich
derivaci 2. fadu dostavame podminku pro slozky sily F, aby bylo mozné zavést potencialni energii:

90X, 09Xy 02U 02U

= - =0.
8x1 81'2 8$11’2 al'giﬂl

Podobnym zptisobem bychom dostali dalsi dvé rovnice, takze celkem mizeme psat

0Xs 0Xj3 0X1 0Xj3 0 00Xy 0X3

- _ T — - T — 7_7_0

axg axg o 8x3 ail,'l o c’)xl axg -

Tyto vyrazy predstavuji slozky vektoru rot F. Protoze vSak funkce U nezavisi na Case, je tfeba pfidat predpoklad
nezavislosti na case i pro silu F. Mizeme pak Tici, ze silové pole je potencidlové, jestlize nezavisi na Case a plati pro
nél]

VxF=0 (1.2.28)

¢) Celkova mechanickd energie. Kromé sil potencidlovych jsou vyznamné tzv. gyroskopické a disipativni sily. Gyrosko-
pické sily F g jsou sily, které zaviseji linearné na rychlosti ¢astice a maji smér kolmy na rychlost ¢astice. Jejich vykon
je proto roven nule

AA dr

— =Fqg.— =0. 1.2.29

dt G dt ( )
Jak nazev napovidé, pfikladem mutze byt setrvacna odstfediva sila pfi pohybu po kruznici, konkrétné tfeba Lorentzova
sila ptisobici na nabitou ¢astici v homogennim magnetickém poli, ktera zaktivuje trajektorii ¢astice, ale neméni velikost
jeji rychlosti, tedy ani jeji kinetickou energii. Disipativni sily Fp jsou sily namifené proti sméru rychlosti c¢astice
vzhledem k prostfedi, které ji obklopuje. Disipativni sila se d& zapsat ve tvaru

FD:—)\V,

kde A je kladna skaldrni funkce, kterd muze zaviset na poloze a rychlosti ¢astice (podrobnéjsi fyzikalni rozbor uvedeme
v nésledujici kapitole; patii sem i t¥eci sila z p¥ikladu [L.8)). Vykon disipativnich sil je vZdy zdporny

AA
_— = F . = — 2 .
a DV A <0

Konecné se mohou vyskytnout také tzv. nestaciondrni potencidglové sily, tj. takové sily, pro které zavisi U nejen na
poloze, ale i na éaseﬂ Pro takové sily plati rovnice (1.2.27) a U se opét urdi z ([1.2.25)), kde se viak provadi integrace
pfi konstantnim ¢. Pro uplny diferencial v tomto pripadé plati

3
ou ou ou
dU = 2 a—xidxi + Edt =dr.VU + Edt
a tedy
AA=-VU.dr =—-dU + 887[15] dt. (1.2.30)

Rovnice neni zfejmé pro nestacionarni potencialové sily splnéna.
Predpokladejme nyni, Ze na ¢astici ptisobi nestacionarni potencidlova sila, disipativni sila a gyroskopicka sila, jejichz
vyslednice
F=-VU+Fg+ Fp.

4Specialnim piipadem této podminky pro elektrostatické pole je 3. Maxwellova rovnice V x E = 0, kde E je vektor intenzity elektrosta-
tického pole.
5ptikladem miize byt pole ¢asové proménného naboje, nabijeného &i vybijeného kondenzatoru apod.
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Vzhledem k (1.2.29)) a (1.2.30) je vykon sily F

AA dU oU

@ - @ T TFev
S pfihlédnutim k ([1.2.22]) pak plati
d ou
— (T =—— +Fp. 1.2.31
dt( +U) o T Fp-v (1.2.31)

Vyraz typu T + U = E nazyvame celkovou mechanickou energii ¢dstice. Zména celkové mechanické energie castice
je podminéna zavislosti potencidlovych sil na ¢ase a existenci disipativnich sil. Gyroskopické sily nemaji (jak jiz bylo
Feceno) na celkovou mechanickou energii éastice vliv.

Nepiisobi-li na ¢astici disipativni sily a jsou-li potencidlové sily stacionarni, plati zdkon zachovdni celkové mecha-
nické energie. Silovym polim, v nichz plati zdkon zachovani mechanické energie (tj. staciondrnim potencidlovym polim)
se Fikd pole konservativni (z lat. conservare = zachovavati). P¥ikladem mohou byt jiz zminénd pole gravita¢ni, tthové
a elektrostatické.

V nésledujicim oddilu si ukézeme néktera konkrétni feseni pohybu ¢ééstice.

1.3 Neékteré ulohy z dynamiky castice

1.3.1 Primocary pohyb ¢astice
Sily zavisejici na poloze ¢éastice

V mechanice hraji mimofadnou tlohu dva druhy sil zévisejicich na poloze ¢astice sily gravitacni a sily pruznosti.
Dalsim prikladem je coulombovska sila, s niz se setkdvame v elektrodynamice pti studiu elektricky nabitych ¢astic.

Obecné feSeni primoc¢arého pohybu ¢astice, na niz pusobi sila, ktera je funkci soufadnic, dostaneme nasledujicim
zpisobem: Necht F' = F(z) a pocateéni podminky jsou z(tog) = g, v(tg) = vg. Pohybovou rovnici

dv
—=F
M (2)
nésobime dz/dt = v, takze obdrzime
mo Sy = Pa) S
dt dt
a po integraci dél(ﬂ
2 2 7
mvT  mug :/F(x)dx
2 2
zo
Odtud
dx 2 [
v= g T vg—l—E/F(x)dx (1.3.1)
Zo

a dalsi integrace dava

t =t +/ do . (1.3.2)

x 2 [
R — /F(m) dx
Zo

Sily zavisejici na rychlosti éastice

V prirodé se obvykle setkdvame se dvéma typy téchto sil. Prvni z nich jsou sily elektromagnetického ptvodu, jimiz
plisobi magnetické pole na pohybujici se elektricky nabitou ¢astici. Patfi mezi sily gyroskopické, nebot ptisobi ve sméru
kolmém na rychlost ¢astice a jejich ptisobenim se proto méni pouze smér rychlosti ¢astice a nikoliv jeji velikost. Jedna
se o sily velmi vyznamné, avSak jejich piisobeni se podrobné studuje v elektrodynamice a az na nékolik vyjimek se
jimi zde nebudeme zabyvat.

Druhy typ pfedstavuji sily, jimiZ se projevuje odpor prostfedi pfi pohybu ¢éstic (téles) ve spojitém prostiedi
(tekuting), nebo pfi vzadjemném kontaktu téles. Tyto sily jsou disipativni; v pfedeslé kapitole jsme je charakterizovali

6Vyraz F(x)dx predstavuje elementéarni praci vykonanou silou F(z) na draze dz, vyraz na levé strané je diferencidlem kinetické energie
Gastice (viz predchazejici kapitola). V podstaté tedy aplikujeme zdkon zachovani energie v diferencidlnim tvaru. Mlcky tak vyuzivame toho,
ze sily zavisejici na poloze vytvareji konzervativni pole ve smyslu definice z predchazejici kapitoly.
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zéavislosti F = — Av. Obecny zakon ptisobeni téchto sil nebyl dosud nalezen, takze se zpravidla vyuziva empirického
vzorce (1 kdyz do zna¢né miry teoreticky podlozeného)

F=—k"ly, (1.3.3)

v némz k znaci konstantu imeérnosti a exponent n nabyva nezapornych hodnot. Fyzikalni pric¢iny vzniku téchto sil
jsou:

a) viskozita — pusobeni tfecich napéti ve vrstvach tekutiny, s nimiz p¥ichdzi do styku povrch ¢astice (télesa);

b) tlakovy odpor — vyslednice tlakt v tekuting, plisobicich na povrch ¢astice (télesa);

¢) vlnovy odpor - zpiisobeny ztrdtami energie v disledku vzniku vlnéni prostfedi pii pohybu éastice (télesa) v
ném.

Pii rtznych typech pohybt v riznych prostiedich prevldda vétsinou néktera z téchto pri¢in. Odpor zpusobeny
viskozitou je pfi malych rychlostech pohybu nebo pii velkych viskozitdch charakterizovan exponentem n = 1 (napf.
pohyb éastic prachu v atmosfére apod.), tj. sila odporu je linedrné zavisla na rychlosti. Linedrni zévislost se projevuje i
pri silach odporu vznikajicich pri klouzani télesa po jiném télese, jsou-li jejich sty¢né plochy oddéleny tenkou olejovou
vrstvou (filmem). Naproti tomu pii pfimém kontaktu (olejovy film chybi nebo je porusen) se hodnota exponentu n
bliz{ nule, tj. odpor je konstantni, nezavisly na rychlosti (suché tfeni). Pro rychly pohyb ¢astic nebo malé viskozity se
n blizi hodnoté n = 2, pficemz se vSak projevuje znacna zavislost na rezimu proudéni tekutiny kolem télesa — zda jde
o proudéni lamindrni nebo turbulentni (viz ¢ast [8.5)).

Pro tlakovy odpor se zpravidla z teoretické hydromechaniky resp. aeromechaniky uvadi hodnota n = 2.

VInovy odpor je podstatny zejména pii feSeni pohybu lodi; kazdad vlna zpusobovana lodi odnasi energii, ktera
musi byt nahrazena praci motoru. Teoretické studium tohoto problému nevedlo dosud k uspokojivym vysledktim —
ze zkusSenosti vyplyva pro n pfiblizné hodnota n ~ 4.

Uvedme nejprve obecné feSeni piimocarého pohybu ¢astice v ptipadé, ze sila je funkei jen rychlosti ' = F(v) a
x(to) = o, v(to) = vo. Pohybova rovnice

dv

—_F
mL (v)
nam po separaci proménnych dava
v i
dv
= [ dt
a / F(v) / ’
vo to
takze
[ d
v
t=t —_—. 1.3.4
ot [ 5 (1:3.4)
vo
Mtzeme-li odtud po integraci vypocitat rychlost v
dz
v = E = f(t,to,'l)o),

dava nam dalsi integrace
t
T =m0+ /f(t,to,vo) dt,
to

coz je hledané feSeni. Ned4-li se z (|1.3.4]) v explicitné vypocitat, pfepiSme pohybovou rovnici na tvar

dv dv dz dv
ma—maa—mvﬁ—F(v),

odkud separaci proménnych dostavame dalsi nezavisly prvni integral pohybové rovnice
[ vd
vdv
rT=x0+m | ——. 1.3.5
om [ 5 (1.3.5)
Vo

Vztahy (1.3.4]) a (1.3.5) mtzeme poklddat za vyjddfeni pohybu v parametrickém tvaru, kde parametrem je v. Vylou-
¢enim v bychom dostali feSeni v obvyklém tvaru.
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Sila zavisejici jen na ¢ase
Studujme nejprve formalni feseni tohoto problému, tj. feSeni pohybové rovnice

m% = F(t)

pfi poéateénich podminkéach x(tg) = xo, v(to) = vo. Separace proménnych ndm déva

=— = — [ F(t)dt
a0 ®)
to
a druhd integrace vede k vysledku
) t [t
2 = 20+ vo(t — to) + 7/ /F(t) at| at, (1.3.6)

m

to to

coz je hledané feseni. Toto feSeni umoznuje soucasné i feseni obecné prostorové ilohy pohybu ¢astice, na kterou ptisobi
sila typu F (t). V tomto ptipadé se vektorova pohybové rovnice ((1.2.7) rozpadé na t¥i skaldrni rovnice

mi; = Xi(t), 1=1,23, ...

tj. rovnice téhoz typu, pro ktery jsme nasli feSeni .

Sily zavisejici na Case se v praxi vyskytuji v riznych situacich. Dulezité jsou pripady, kdy zname jejich analyticky
pribéh, jako je tomu napf. pfi studiu pohybu elektricky nabité ¢astice v proménném elektrickém poli, jehoz zmény
maji uréeny pritbéh v case. Castéjsi vSak jsou sily, u nichz analytické vyjadieni asové zavislosti nezname. Takové sily
mohou bud ptisobit jednordzové (explose, srazky ¢astic apod. — byvaji pak oznadovany jako impulsni ¢ narazové)
nebo jako periodicky se opakujici rozruchy. Dosti ¢asto muzeme graficky zachytit jejich ¢asovy prubéh a pokusit se
najit analytické vyjadfeni pribéhu porovnanim s priabéhem nékterych znadmych funkci, nebo se snazit o grafickou
integraci pohybovych rovnic. Pfi hledani analytického vyjadfeni pribéhu takovych funkci se ¢asto s tispéchem vyuziva
Fourierovy analyzy, rozkladu studované funkce v fadu goniometrickych funkci. I kdyz jde o otazky prakticky dilezité,
nebudeme se jimi zde podrobnéji zabyvat.

Konzervativni silové pole

Jak jiz bylo fedeno v ¢asti[L.2] v konzervativnim silovém poli plati zdkon zachovéani celkové mechanické energie
Castice
T+U=F.

Muzeme proto psat

1
§m:b2+U(;v)=E

nebo
2

2 =) = - [E—U(x)] (1.3.7)
Ze zndme zéavislosti potencidlni energie na poloze ¢astice U = U(x) 1ze pomoci rovnice urcit velikost rychlosti
v kazdém bodé a kvalitativné tak popsat charakter pohybu ¢astice. Znaménko v je vzdy déno predchézejicim
pohybem c¢astice.
Velikost rychlosti ¢astice musi byt readlnym ¢islem. Z této podminky vyplyva, ze pohyb ¢astice bude nutné omezen
pouze na oblasti, kde

E>U(x)

Ostatni oblasti jsou z hlediska klasické fyziky zakdzané (viz obr. E]

P1i pohybu ¢éastice v konzervativnim silovém poli mohou nastat celkem ¢tyfi kvalitativné odlisné pripady pohybu
castice, jez lze klasifikovat podle analytického priibéhu zavislosti @2 = ¢(z):
a) Castice osciluje mezi dvéma body obratu © = a, x = b, pohyb je periodicky (libracni);

b) pro t — oo se ¢astice blizi k néjakému bodu = — ¢ (limitacni pohyb);
¢) pro t — oo se Castice vzdaluje do nekonecna;
d) pro t — to (koneéné) se ¢astice vzdaluje do nekoneénaﬁ
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b)

Obr. 1.3: Rizné pribéhy potencidlni energie (k vykladu pohybu &astice v konzervativnim poli)

Rozeberme nyni jednotlivé piipady podrobnéji. Pfedpokladejme, ze v Case t = t( se ¢astice nachazi v bodé€ xg, ve
kterém plati ¢(x) > 0, a jeji rychlost je orientovédna v kladném sméru osy z. Podle (1.3.7) potom

/ dzx / dzx
t:a/m:a/,/Q[E_U(x)]

Na grafu funkce y = () udévé y velikost kvadratu rychlosti i a derivace dy/dx charakterizuje zrychleni, nebot

(1.3.8)

dy _, . d&_,dedi .
ar Tar “atdz T

vvvvvv

¢(x) = 0 (viz obr.[1.3|a)), potom je pohyb édstice mezi body obratu a,b bude periodicky s periodou

b
_of____d&
_2a/ ,/% IE - U(2)]

V samotnych bodech obratu je sice rychlost ¢astice nulova, ale zrychleni je nenulové a vraci ¢astici zpét smérem ke
druhému bodu obratu. Je zfejmé, Ze mezi body obratu existuje bod, v némz ma funkce ¢(x) lokdlni maximum a v
némz je potencidlni energie ¢astice U(x) naopak minimélni. Minimum potencidlni energie v konzervativnim silovém
poli pfedstavuje rovnovaznou polohu, kolem niz miZze ¢dstice konat kmitavy pohyb (viz ¢ast .

2. pripadu odpovida situace na obr. b), kdy se ¢astice blizi k dvojnasobnému kofenu rovnice ¢(x) = 0 v bodé
x = c. Lze ukazat, Ze integral pii & — ¢ diverguje a ¢astice proto bodu x = ¢ dosdhne v nekonecném case.

Pokud je pro x > xg funkce ¢(x) kladnéd (tj. neexistuje zaddné feSeni rovnice @(x) = 0 vétsi nez xg), Castice
pokracuje v pohybu v kladném sméru osy x, pficemz (|1.3.8]) zistava v platnosti; pokud integral diverguje pro
T — 00, nastava pripad 3, jestlize konverguje k hodnoté ¢y, nastava pfipad 4.

Podotknéme, zZe tvahy tohoto typu lze vyuzit i v obecnéjsich pripadech, nap¥. pfi studiu kfivocarého pohybu s
jednim stupném volnosti a s jistou obménou i pfi studiu pohybu v centralnim silovém poli, kde s vyuzitim integralt
pohybu lze zavést tzv. efektivni potencial a jeho pomoci prevést diskusi o charakteru trajektorie na jednorozmérny

pfipad (viz s. .
1.3.2 Krivocaré pohyby cCastice
Pri studiu kfivocarych pohybt ¢astice nemtizeme uz provadét obecné tvahy jako v predchazejicich odstavcich a
v8imneme si proto rovnou nékterych prakticky vyznamnych problémii.
Pohyb ¢&astice vrzené pod thlem a k horizontu (Sikmy vrh)

a) V neodporugicim prostiedi: Necht se ¢astice pohybuje v homogennim tihovém poli tak, ze jeji po¢ateéni rychlost vg
lezi v roviné xz a svird s osou x tthel a. Pohybové rovnice maji tvar

mz =0, miy =0, mzZ = —mg,

7V kvantové mechanice jiz tento zavér neplati. Vlnova funkce popisujici pravdépodobnost vyskytu ¢astice miize byt nenulova i v oblastech
E S U(x).

[eo)
8Potencialni energie viak musi klesat dostateéné prudce, aby integral J 1/v(z) dz konvergoval.
zo
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kde osa z je orientovana svisle vzhiiru a tihova sila ma smér zaporné osy z; pocateéni podminky jsou
To = Yo = 29 = 0, Voy = Vg COS @, voy = 0, Vg, = Vg Sin a.

Rovnice pro y mé feseni, které se po dosazeni pocatecnich podminek redukuje na y = 0, tj. pohyb probihd v roviné
xz. Zbyvajici dvé rovnice vedou na partikularni feseni

1
T = vgtcosa, z = vptsina — ggtg,

coz jsou znamé vztahy pro Sikmy vrh v neodporujicim prostfedi. Vyloucenim ¢ dostaneme rovnici trajektorie, jiz je
parabola
ga?

. 1.3.9
203 cos? (1.3.9)

z=xtga —
Soufadnice vrcholu této paraboly necht jsou a,b. Transformujme nyni parabolu do soufadnic z’,2’ s podatkem ve
vrcholu, tj. definovanych vztahy

z=2x +a, z2=b—2.

Dosazenim do rovnice trajektorie dostavame vztah

2

’ ga ga / 9 2

—Z=(-btatga— —5——— |+ (tga— 5——— | 2’ — —5———2".
( & 203 cosQa) (g vd cosza> 202 cos? «

Vrcholovy tvar rovnice paraboly vSak neobsahuje absolutni ani linedrni ¢len a proto musi absolutni ¢len a koeficient u
¢lenu linedrniho byt roven nule; odtud vychazi

v
a= 39 sin (2a) ,

coz vzhledem k symetrii paraboly je polovi¢ni délka doletu c¢astice, a déle

),

2
Yo . 2
2g

b= —sin” q,

coz udava maximalni vysku vystupu castice. Uvedli jsme zde timyslné tuto analytickou metodu urceni vysky vystupu a
doletu pro porovnani s ¢astéji uzivanou jednodussi metodou anulovani v,, ¢imz se urc¢i okamzik maximalniho vystupu
a pomoci ného pak pfislusna vyska a dolet.

b) V odporujicim prostiedi: P¥i stejnych pocateénich podminkach pou-
zijeme rozkladu sily podle obr. [[.4] na slozku teénou o velikosti F} = —
—mgsind — R a normalovou o velikosti F;, = mg cos, kde sila odporu
prostiedi je oznacena R. Pohybové rovnice tedy jsou

Y

d

(i md—: = —mgsind — R, (1.3.10)
2

R me = mg cos 1. (1.3.11)
mg 0

Zrychleni nyni rozlozime na te¢né a normélové jinym zptsobem: Na ho-
dografu vektoru rychlosti v polarnich soufadnicich (proménné v a ) je
radialni rychlost bodu na hodografu rovna te¢nému zrychleni ¢astice a
transverzalni rychlost bodu na hodografu je totozné s norméalovym zrych-
lenim c¢astice. Analogicky s rozkladem rychlosti v = 7rg + r¢ppo mizeme
tedy psat

Obr. 1.4: Sikmy vrh v odporujicim prostiedi . .
a =91 +vin.

V naSem ptipadé, protoze pro rostouci oblouk trajektorie ¢ klesa, bude mit normalova slozka zrychleni opacné zna-
ménko. Vyjadiime-li velikost sily odporu prostfedi ve tvaru

R = mgyp(v),

miizeme pomoci tohoto nového rozkladu zrychleni zapsat pohybové rovnice takto:

% — gfsind + o(v)] (1.3.12)
dv
vy T —gcosd. (1.3.13)
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Délenim obou rovnic dostaneme

1 dv ¢(v)

— =tgd 1.3.14
van BT s 9)’ ( )
coZ uz je rovnice pro v jako funkci ¥. Znédme-li jeji feSeni v = f(99), plyne z ((1.3.13))
1 [ f)
t=—— dd. 1.3.15
g / cos v ( )
«
Protoze de d
izd—id—i:vcosﬁ, y = vsin,
plyne z (|1.3.13])
at = — ) gy
gcos?
a tedy
0
1 2
x=—= [ f4(¢)dv
g
[e3
a podobné

9
Y= —1/f2(19)tg19d19.
g

Problém je tedy vyfeSen (resp. pfeveden na kvadratury), pokud najdeme funkci v = f(1¥), tj. feSeni rovnice (1.3.14).
Toto FeSeni se vSak da najit ve tvaru elementarnich funkci jen pro nékteré velmi jednoduché typy funkei p(v), napf.
pro ¢(v) = kv, kde k —konst. — v obecnéjsich ptfipadech se problém fesi pribliznymi metodami.

V nékterych jednoduchych ptipadech je mozné ptisobici silu vyhodné rozlozit na slozky ve sméru souradnicovych
os a samostatné integrovat pohybové rovnice pro jednotlivé slozky.

1.3.3 Pohyb ¢astice v poli centralni sily, Keplerova tloha

Predpokladejme, Zze v urcité oblasti prostoru existuje centralni silové pole, tj. pole sily, jejiz vektorova pfimka
prochézi stile timtéz bodem. Ze vztahu (1.2.18)) a (1.2.19) plati pro pohyb v takovém poli

lo=m(rxv)=2muvs,. (1.3.16)

Vime tedy, Ze je pohyb rovinny a vzhledem k symetrii je vyhodné jej fesit v polarnich souradnicich. Uvazime-li, Ze sila
F m3a smér polohového vektoru, mizeme s vyuzitim ((1.1.32) zapsat pohybové rovnice

m(i —r¢?) = F (1.3.17)
m(ré+2rp) = 0. (1.3.18)
7 (1.3.18) plyne
@ 7
- = — 2 )
%2 T

takze

a konec¢né

r?p=0=— (T3.18h)

coz souhlasi se vztahem (|1.3.16f) v polarnich soutadnicich.
Pii integraci pohybovych rovnic zpravidla nehleddme zavislosti r(t),(t), nybrz vylucujeme ¢as a hleddme rovnici
trajektorie v poldrnich soufadnicich r = r(¢). Upravime proto levou stranu rovnice (1.3.17) takto:

woeon-n 3 () ()] -l )]
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Dosadime-li za ¢ z (1.3.18a), dostaneme déle

m (5~ rg?) = C [d (dr 1)_1]'

2 |de \dpr? r
Ay 1
dp \r)  r2dp

_micvzdi21+l—F
r2  |de? \r r|

Sila F' je obecné funkci r,p,7,¢,t, avSak pomoci (1.3.18h) lze vylouéit ¢ a nahradit 7 vyrazem

Pouzijeme-li nyni vztahu

a mame z (|1.3.17)

@ _arc
d<p§07dc,07°27

dr
F=F (r,cp,,t) .
dy

V dalsich ivahach predpokladejme, Ze F nezévisi explicitné na ¢ase. Zavedeme-li novou proménnou v = 1/r, dostaneme

d?u du
2w — =—F — 1.3.1
mC-u (dGDQ —|—u> <u,<p,d(p> , (1.3.19)

takze bude

coz je diferencidlni rovnice trajektorie (ponékud nelogicky se ji ¢asto ¥ikd Binetiv vzorec).
Uvazujme déle specidlni piipad sily F' zdvisejici jen na vzdélenosti ¢astice od silového centra, F = F(u). Oznad¢ime

- m02u2 —u= ¢(u)ﬂ
takze ((1.3.19) bude
d?u
dTDQ = ¢(u).

Znésobenim du/de dostdvame

Integrace ndm dava

uo

a odtud

du ( du ) 2 /u

— = — | +2 [ ¢(u)du.

de de /g (u)

uo
Separaci proménnych a novou integraci konec¢né
i d
o= 20 +/ u (1.3.20)

ug du 2 r ’
(w)0+2/¢(u) du

coz je hledand rovnice trajektorie (orbity) v polarnich soutadnicich.

Prakticky jsou vyznamné situace, kdy je sila nepfimo tmérné druhé mocniné vzdalenosti ¢astice od silového centra
(gravita¢ni, coulombovské pole); v téchto pfipadech se d& integrovat pfimo. Necht m4 sila tvar F' = ku? (pro
odpudivou silu k& > 0, pro pfitazlivou silu, majici smér opa¢ny nez polohovy vektor k < 0). Pro gravita¢ni pole napf.

je k =smM. Ze vztahu (1.3.19)



a tedy

d?u G k
dep? mC?
Zavedeme novou proménnou
y=u+ 2’
takze )
d%y
—J =0
dg? +y )

coZ je obycejnd diferencialni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Jeji feSeni zapiSeme ve tvaru

y = Acos (v — o),

kde A,pq jsou integracni konstanty. Odtud

k AmC?
u = Tr|LC|'2 —sign(k)+7‘nT|cos(gp—<po)
nebo, vratime-li se k proménné r,
r= P (1.3.21)

—sign (k) +ecos (p — o)’

kde jsme oznacili
mC? . Am(C? A
p = —_ = —— = p.
|| ||
Rovnice (|1.3.21)) je rovnici kuZeloseCky v polarnich soufadnicich. Pfipometime, Ze kuzelosecka je definovana jako
geometrické misto bodi majicich stejny pomér vzdélenosti od daného bodu (ohniska) a dané p¥imky (Fidici piimky).
Ozna¢ime-li ohnisko O, Fidici pfimku d (obr|L.5)), je vzddlenost bodu P kuZzelosecky od ¥idici pfimky rovna ¢ — r cos ¢

a tedy pro body kuzelosecky plati

Konstanta e se nazjva diselnd vystiednost (excentricita) kuzelosecky. P¥i
e < 1 se kuzelosecka nazyva elipsa

€ = 1 se kuzelosecka nazyva parabola

e > 1 se kuzelosecka nazyva hyperbola.

Z (1.3.22)) a obr. plyne, Ze pro ¢ = 11/2 je r = p = £q, kde p je tzv. parametr d

kuZelosecky, takze rovnici kuzelosecky pak zapisujeme ve tvaru
p
r=— 1.3.23
1+ ecosyp ( )
P
Tato rovnice popisuje kuzelosecku v zakladni poloze, kdy osa kuzelosecky, tj. pfimka P
jdouci ohniskem a kolma na fidici pfimku splyva se zakladnim paprskem, od néhoz r
odcitdme azimut ¢. Pro kuzelosecku v obecné poloze plati
_ b ¥
r= I )
1+ ¢ecos (v — ¥o)
kde g je thel, ktery svird osa kuzelosecky se zakladnim paprskem. U hyperboly je q

pak druha vétev, vzdalenéjsi od ohniska popséna rovnici

D Obr. 1.5: K definici kuzelosecky
r=

~ —14ecos(p— )’

Vidime tedy, Zze nami ziskand rovnice (|1.3.21)) je skutec¢né rovnici kuzelosecky. Pripo-
menme jeSté znamé vyrazy z analytické geometrie, uvadéjici v souvislost parametr p a ¢iselnou excentricitu e elipsy
nebo hyperboly (e # 1) a tzv. hlavni resp. vedlejsi poloosou takové kuzelosecky a resp. b. Plati

a=—L—" b= ap=aVl-e (1.3.24)

1—¢e?’
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Ciselnou excentricitu ¢ pouzitou v (1.3.21)) a vyjadienou pomoci integra¢ni konstanty A je vyhodné vyjadfit pomoci
energie. Protoze studované silové pole je konservativni, plati zdkon zachovani energie
1 ., 1 C* &k
E=T+U=-mir>+ -m— + —.
2 2 rz2 r
Zavedme nyni pro kuzelosecku pti € # 1 tzv. apsiddini vzddlenosti r1 a ro, které odpovidaji maximalni resp. minimalni

hodnoté r z (1.3.23)); plati

= p ’]“2 = p

1—¢’ 1+¢’
pricemz pro hyperbolu pfichazi v tvahu jen r5. V apsidélni vzdalenosti se Castice zaCina vracet, plati tedy 7 = 0.
Dosadme 7 = 7 a 7 = 0 do vyrazu pro F, pficemz pouzijeme vztahu p = mC?/ |k|. Dostaneme

1

k2
= ome?

/ 2mC?E

Tento vztah nam umoznuje klasifikovat trajektorii ¢astic v centralnim poli podle jejich celkové energie. Pti

(2 1)

a odtud

E > 0 je trajektorii hyperbola;
E =0 je trajektorii parabola;
E <0 je trajektorii elipsa.
Kromé uvedeného postupu feseni centralniho pohybu pfi sile zavisejici jen na r mizeme tuto ulohu fesit naleze-

nim dvou nezavislych prvnich integrall, z nichz jeden predstavuje zakon zachovani momentu hybnosti, druhy zakon
zachovani energie:

1
m (r x v) = Iy = konst., 3 mv? 4+ U(r) = E = konst.,

nebo, v polarnich soufadnicich

mr2o =mC = l, % (‘2+r2<p2) +U(r)=E.

Dosazenim z prvni rovnice za ¢ = C/r? do druhé dostavame

2
2= Z(E-U, 1.3.26
i = (B~ Us) (1.3.26)
kde Cc? M 12
- m _ zm 0
Uef - U(T) + 22 - r 2mr2

je tzv. efektivni potencidl. Rovnice je analogicka rovnici , kterou jsme studovali pii feSeni pfimocarého
pohybu ¢astice v konservativnim silovém poli; zavéry, které jsme tam ziskali, mizeme tedy aplikovat i na studovany
centrélni pohyb, tykaji se vSak jen pohybu v radidlnim sméru, tj. zévislosti r = r(t).
Typicky pribéh efektivniho potencidlu je znazornén na obr. Pro-
A ef(T) “ 212 c Nz s vz
toze konstanta Ly odpovidd momentu hybnosti ¢astice vzhledem k pocatku
soufadnic, ¢asto se hovoii o tzv. ,odstiedivé bariére“. Cast kinetické energie
spojena s momentem hybnosti za urcitych podminek brani ¢astici dosahnout
bodu r = 0 (podobné jako coulombovska potencialova bariéra brani splynuti

A

E>0 dvou protont v jaddrech atomt). Redlny pohyb je samoziejmé také omezen

povrchem centralniho télesa. Z obr. vidime, zavislost Uem = Uem () mé

M To T2 TE—0 lokalni minimum v bodé ro. V tomto bodé je efektivni potencidl Uy (o)

0 \ : L B 2 0 zaporny a jeho hodnota urcuje zaroven minimalni energii, kterou Castice s
Nl ~ E=FE.,. danym momentem hybnosti miize v uvazovaném gravitacnim poli mit. Pro

Céstici s touto minimdlni energii Fy,;, bude podminka E 2 Ugy(r) splnéna
pouze pro r = 1y, tzn., ze takova castice se mize vyskytovat pouze ve vzda-
lenosti 7 = ry od centralniho télesa a pohybuje se proto nutné po kruznici.
Obr. 1.6: Pritbéh efektivniho potencidlu Piimka E =konst. pro Enin = E = 0 protne graf funkce Ue(r) ve dvou
bodech 74, g (bodech obratu) odpovidajicich minimalni a maximalni vzda-

lenosti castice od centralniho télesa. Jedna se tedy o elipticky pohyb. Jak pohyb kruhovy tak elipticky jsou pohyby
vdzané, kdy je pohyb castic vazan na urcéitou omezenou oblast v okoli centralniho télesa. Piipad £ = 0 odpovida
pohybu parabolickému a pfipad E = 0 hyperbolickému v plné shodé s tim, co bylo fedeno vysSe, pro néz je typicky
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pouze jeden bod obratu. Efektivniho potencialu se ¢asto vyuziva ke kvalitativnimu popisu pohybu studovanych téles
napi. v astrofyzice.

Na zakladé pfedchéazejicich iivah jsme sice ukazali, Ze trajektorii pohybu v centralnim silovém poli bude kuzelosecka,
avsak rovnice trajektorie v polarnich soufadnicich nam neumoznuje jistit, jak se poloha studované ¢astice méni
s Casem. Tento problém, nesmirné dilezity z astronomického hlediska, je obecné pomérné obtizny a fesi se specidlnimi
substitucemi v zavislosti na typu kuzelosecky, podél niz se objekt pohybuje. Piehledné je tato problematika zpracovana
napt. v [6].

Na ptikladu centralniho pohybu si nyni jesté ukdzeme postup pfi feSeni prvni zdkladni tlohy dynamiky (nalezeni
sily, zndme-1i pohyb, ktery tato sila zptsobuje ). Jde o historickou tlohu Newtonovu (nazyvanou ¢asto Keplerovou
ulohou — nalezeni Newtonova gravita¢niho zadkona z Keplerovych zakona.

Zakony pro pohyb planet, vyslovené v r. 1618 Keplerem, lze formulovat takto:

a) KaZdd planeta se pohybuje po elipse, v jejimz jednom ohnisku se nachdzi Slunce.

b) Plosnd rychlost kaZdé planety je konstantni.

c) Ctverce obéznych dob planet kolem Slunce jsou ve stejném poméru jako treti mocniny velkijch poloos jejich obéZngjch
drah.

Mame zde taky presné stanoveno, ze trajektoriemi planet jsou elipsy a proto muzeme pomoci proménné u zapsat

rovnici elipsy

1
u=—(1+4+¢ecosyp)
p
a dosadit do ([1.3.19)), ¢imz dostaneme
mC?u?
p
nebo, zavedeme-li 1 = C?/p a prejdeme opét k proménné r

= — F(u)

m

F(ry=—p ol

Veli¢ina p ma stejnou hodnotu pro vSechny planety slunecni soustavy. Vyplyva to ze tfettho Keplerova zakona
3

T2 = konst.

Protoze plocha elipsy je mab a pohyb se dé€je s konstantni plosnou rychlosti, je celkova plocha elipsy rovna soucinu
plosné rychlosti a obézné doby vsT, takze nab = v,T. Odtud

mab  2mab

Vs c’
kde jsme dosadili C' = r2¢p = 2v,. T¥eti Keplertiv zadkon pak nabyva tvaru
32
a’C
———— = konst.
4n2a2b?
nebo, kracenim a dosazenim p = b?/a z (1.3.24)) dostéavame
02
— = u = konst.,
p

kde p byva oznacovana jako Gaussova konstanta. 7 Binetova vzorce by plynulo, Ze sila F' muze byt funkci
nejen r, ale také ¢ resp. dr/de. Pro kazdou planetu zvlast bychom tak dostali jisty mozny tvar sily, podle konkrétnich
parametru zvolené trajektorie. Uvazujeme-li vSak, Ze se vSechny pohyby déji v jediném silovém centru Slunce, bude
tomuto pozadavku vyhovovat jen vyraz pro silu zavisejici pouze na vzdalenosti r planety. Proto jsme ji hned v iivodu
oznadili F(r).

Pro silu, kterou planeta pritahuje Slunce, bychom analogickymi tvahami dostali

kde Mg je hmotnost Slunce. Podle principu akce a reakce jsou velikosti obou sil stejné a tedy plati
£ _ » = konst.,
m

kde s = 6,67-10"'' N-m2-kg 2 je tzv. gravitacni konstanta. Pro silu vzdjemného ptisobeni tedy koneéné dostévéme

Newtonuv gravitacni zdkon

FeFr) = F'(r) = — 2 "Mo (1.3.27)




Zajimavou vlastnosti Keplerovy tlohy je, ze kromé celkové mechanické energie a momentu hybnosti pro ni lze
nalézt jesté jeden integral pohybu. Pro libovolnou centralni silu miZzeme 2. Newtontv pohybovy zdkon (1.2.1) zapsat
ve tvaru

r
= F -_—
p=rr)-
Proto také plati
F F
pxt= 0 iy = MEC) [(roi)r—12F]. (1.3.28)
r r
Prvni ¢len v zévorce lze zjednodusit na tvar
1d
F = 5&("'” =rr,

jenz odrazi skutecnost, ze primét rychlosti do radidlniho sméru ma velikost 7. Protoze vektor momentu hybnosti se
pfi pohybu zachovava, mizeme (|1.3.28]) psat

d _dp _ o F Tr
&(pxl)_axl— mE (r)r (r 1"2>

nebo

%(pxl):—mF(r)r2%(£).

Podle (1.3.27) v ptipadé Keplerovy tlohy mame F(r) = k/r?, takze
d d [ mkr
Spxn=-2 .
P =5 ( r )

k
A=pxi+ ™
,

Odtud plyne, ze vektor

se bude pfi pohybu v takovém centralnim silovém poli zachovava, nebot dA /dt = 0. Takto definovany vektor nazyvime
Laplaceovym-Rungeovym-Lenzovym vektorem.

Z definice vektoru A bezprostiedné plyne A./ = 0, tzn. Ze A je kolmy k I a musi lezet v roviné trajektorie ¢astice.
Necht ¢ znadi thel mezi fixovanym smérem A a polohovym vektorem r. Potom

A.r=Arcosp=r.(p x 1)+ mkr.

Upravime-li smiseny soucin vektort
r-(px1)=1(rxp)=10
dostavame rovnici
Arcosg = 12 + mkr
neboli
12
m |k|
A

— sign (k) + o oS

ekvivalentni s (1.3.21). Vidime, ze Laplacetiv-Rungetv-Lenziiv vektor ndm poskytuje alternativni, efektivni moznost
k nalezeni trajektorie Castic v centralnim gravitacnim poli. Srovnanim s zaroven zjistujeme, Ze ma smér
polohového vektoru v okamziku, kdy je ¢astice v minimalni apsidalni vzdélenosti (periheliu, perigeu, periastru) a ma
konstantni velikost A = mke.

Pf1i problémech fesenych v nebeské mechanice pracujeme s pritazlivymi silami centralnimi; v atomové fyzice se vSak
vyskytuji rovnéz sily centralniho typu, a i kdyz se d& ocekavat, Ze studium procesd na atomové tirovni se bude fidit
zékony kvantové mechaniky, existuje fada tloh, pro néz dava prijatelné vysledky klasické feseni. Vyznamnou tlohou
tohoto typu je rozptyl a-¢astic na jadrech tézkych kovi. Klasickd formulace tohoto problému predstavuje studium
pohybu castice v poli odpudivé centralni sily.

Studujeme-li pohyb v poli centralni sily F = kr~2, kde k > 0, bude postup feseni stejny jako pro piislusnou silu
pritazlivou, obecné feseni vSak dostaneme ve tvaru

1

= (ecosp—1), (1.3.29)
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kde ¢ mtizeme vyjadrit pomoci energie E ve tvaru (|1.3.25)), nebot pohybu v odpudivém poli odpovida rovnice vzdale-

néjsi vétve hyperboly.

Predstavme si ¢astici, kterd mé v bodé velmi vzdaleném od silového centra rychlost vy a kterd by — v pripadé,
ze by nebylo odpudivé sily — proletéla ve vzdalenosti b od centra. Moment hybnosti pak je mvgb = mC, energie

E = muv?2/2 a po dosazeni do (1.3.25))

(1.3.30)

2mu2h2E 2Fb\?
1+ —2— =1+ —
B +( : )

vidime, ze € > 1, takze trajektorii ¢astice je vzdy hyperbola. Protoze r musi byt kladné, musi platit cosp > 1/e. Z
omezeni ¢ vyplyva, ze stied sily je v tomto pfipadé ve vnéjSim ohnisku hyperboly (obr. [1.7]). Pro dhel asymptot ¢

hyperboly dostaneme z (|1.3.29)) pfi r — oo

cos ¢ = % (1.3.31)

Tento thel se nazyva thel rozptylu. Z obr. vyplyva vztah

TR
i

I

I

i

W
)

L

7

s
A

Obr. 1.8: K zavedeni tc¢inného prurezu

Dosazenim do (|1.3.34) dostavame

20419 = (1.3.32)
P1i studiu rozptylu nés tolik nezajimaji konkrétni trajektorie ¢astic, jako
urcité veli¢iny charakterizujici pocatecni a konecny pohybovy stav ¢astic;
i tyto veli¢iny byvaji vétsinou urcovany jen statisticky. Obvyklé je feseni
problému rozptylu ¢astic ve formé tzv. dcinného prifezu o pro rozptyl v
daneém sméru. Jestlize pocet ¢astic jdoucich smérem k rozptylujicimu centru,
které projdou za jednotku casu jednotkou plochy je IV a jestlize z nich n je
rozptyleno do jednotkového prostorového tihlu, definujeme o vztahem
n
o= —

¥ (1.3.33)

Pocet castic, které prochézeji prstencem o tloustce db ve vzdalenosti b od osy
symetrie je N2nbdb (viz obr. . Tyto castice jsou rozptyleny do prosto-
rového thlu charakterizovaného oblasti mezi dvéma kuzely, jejichz polovi¢ni
vrcholové thly jsou ¥ a 9 4 di; velikost tohoto prostorového thlu je d€2 =
= 2nbdb = —2nsin ¥ dd.

Podle definice o musi platit

2nNbdb = —2nNo sin ¢ did,

kde zaporné znaménko volime proto, Ze s rostoucim b se zmensuje ¢. Odtud

bdb
= —. 1.3.34
)= Gnodu (1.3.34)
Vzhledem k (|1.3.32)) plati
9 T v/1—cos2¢ 2FEb
cotgg—cotg(§—¢)—tg¢— cos¢p k'
odkud
k
b ﬁcotgg
1/ k) 1
PN 1.3.
o(0) 4(21;) L, (1.3.35)
sin® —

2

coz je tzv. Rutherfordiv vzorec, ktery svého casu sehral vyznamnou tlohu pfi ovéfovani spravnosti modelu atomu s

jadrem.

Celkovy prufez rozptylu se definuje vztahem

T

/o—(n) dQ:2n/0(19) dv.

4T 0
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Dosadime-li sem z , zjistime, ze integral diverguje; fyzikalné to odpovida charakteru predpoklddaného pole jako
pole piisobiciho do nekonec¢na: Dosah sil neni nijak omezen, takze i ¢astice jdouci velmi daleko od silového centra jsou
— i kdyZ nepatrné — rozptylovany.

Konecny celkovy prifez rozptylu dostaneme, budou-li sily pusobit jen v urcité oblasti. Prakticky je tomu tak pravé
napf. v atomu, kde Coulombovo pole jadra je ve velkych vzdalenostech ,odstinéno“ polem elektronového obalu.

Pfi téchto Gvahach o rozptylu jsme ovSem situaci idealizovali, nebot jsme volili silové centrum nepohyblivé. Této
idealizace lze uzit pravé napt. pfi zminéném rozptylu a-Castic na jadrech tézkych kovi, tedy pfi takovych tlohach,
kdy feSime rozptyl pomérné lehkych ¢astic na ¢asticich mnohem tézsich. Neni-li tato podminka splnéna, je tfeba tilohu
studovat jako tzv. problém dvou téles (viz ¢ast . Problém dvou téles lze redukovat na ekvivalentni problém
pro jednu ¢astici, studujeme-li jej v soustavé hmotného stfedu (viz ¢ast , coz pak ovsem vyzaduje transformaci
parametrt rozptylu z laboratorni soustavy v prostoru pevné do soustavy hmotného stfedu a naopak. I kdyz tyto ulohy
jsou v moderni fyzice velmi vyznamné, nebudeme se jimi zde zabyvat.

1.4 ResSené priklady

Priiklad 1.1

Paraboly svazku y = bz?, b € R vypliuji celou rovinu x — y. Zadanim z a b je mozné urcit libovolny bod, nebot
témto hodnotdm odpovidé vzdy prévé jedno y. V soufadnicich ¢; = x a g2 = b najdéte Laméovy koeficienty H, ,H,,,
pruméty rychlosti do k¥ivocarych os a také vyraz T = %1)2.

Reseni:
Podle zadani muzeme soufadnice x,y snadno vyjadrit jako funkce g1,qo

T=q, Y=g
Pro Laméovy koeficienty pak podle (1.1.16|) vychézi

oz \? Jy 2
H, — L) =/144¢2¢3
o = () () - i
oz \? oy \’ 9
Hoe = V(aq) *(aq) —

a pro slozky rychlosti v kfivocarych soutadnicich podle ((1.1.19))

Vg = \/1+42¢2 41, Vg = G Go.

Vyjadiime-li slozky rychlosti v kartézskych souradnicich

&=q1, U=2qQq0 + ¢
dostaneme kvadrat rychlosti
vi=3 47 = (14 49703) 47 + 447020102 + 13 # vg, + g,

dand soustava soufadnic g,g2 neni na rozdil od soufadnic kartézskych ortogonélni (a neplati tedy napt. vztah )
Neortogonalnost pouzité soustavy soufadnic je také zfejmé z neortogonality soufadnicovych ¢ar, jimiz jsou pfimky o
rovnici ¢ = o =konst. a paraboly svazku y = ¢?qs pti konstantnim go. Ctenaf sdm se miize piesvédéit, Ze uréime-li
tihel sevieny zminénymi soufadnicovymi ¢arami, lze v? vyjad¥it pomoci kiivocarych slozek vy, ,v,4, podle kosinové véty.

Priklad 1.2
Céstice o hmotnosti m = %kg koné pohyb popsany rovnicemi x = 0,3 cos(3t), y = 0,1sin(3t). Urcete silu F, ktera
tento pohyb vyvolava.

Reseni:
Nejprve najdeme priméty I, Iy sily F do soufadnicovych os z, y:

F, =m& = —0,9cos(3t) = -3z

F, =mj = —0,3sin(3t) = -3y
Pro velikost sily F' pak plati

F=/F2+F2= \/0,81 cos?(3t) + 0,09 sin?(3t) = 31/22 + y2 = 3r.
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kde r je velikost polohového vektoru ¢astice. Vektorové potom plati

F = —3ze, — 3ye, = —3(ze, +ye,) = —3r.
Odtud je vidét, ze sila F ma opacny smeér nez r.
Piiklad 1.3

Hmotny bod o hmotnosti m se pohybuje po kruznici o poloméru r tak, Ze za ¢as t urazi drdhu s = sg + 2rInt. Urcete
velikost celkové sily, ktera na hmotny bod ptisobi, jako funkci ¢asu.

Reseni:
Zde je vyhodné pouzit pfirozené slozky sily, definované v rovnici (1.2.9). Pro uvazovany pohyb plati

dv 2mr
F-,— ma—ms— tT
2 2
4
Bt ms? _ dmr
r r 2
=0

takze

25
F=MFE+F3+F2:%.

Priklad 1.4
Céstice o hmotnosti m se pohybuje po kruznici o poloméru r. Urdete zobecnénou silu @, odpovidajici polarni
soufadnici ¢. Po¢atek soufadnic necht je ve stfedu kruznice.
Resent:
Pro rychlost ¢astice pohybujici se po kruznici plati v = rw = r¢ a po dosazeni do (|1.2.6) postupné vychézi

mu? _ mr2¢2
2 2
P mr2¢72
4d 2 g
dt Y dt AT@ v
¥
8(mr2¢2)
2 =0
Oy N
dl 9.
Qp = 3 =M

kde [ je moment hybnosti ¢astice vzhledem k pocatku. Jak je vidét, zobecnén sila nemusi mit vzdy rozmér kg-m-s~2.

Piiklad 1.5
Provedme klasifikaci pohybt v homogennim tihovém poli Zemé v zavislosti na pocateénich podminkéch. Pro jedno-

duchost uvazujme pohyb pouze ve svislé roviné.

Reseni:

Necht osa = je orientovana ve vodorovném sméru, kladny smér osy y svisle vzhiiru, poéatek zvolme na zemském
povrchu. Pohybové rovnice pak maji tvar

neboli

Integraci 1. rovnice postupné dostaneme

T = C1 = vog, xr=Cit+ Cy
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Pro t = 0 vychazi ¢ = Cs a tedy = = vg,t + xo. ReSenim 2. rovnice pro soufadnici y analogicky obdrzime
. L oo
y=-—gt+0Cs  y=-—59t"+Cst+Cy

a z podminky ¢ = 0 zjistime, ze C's = voy, C4 = yo, takze

1 2
y:yo+v0ytf§gt

Integraci jsme tak ziskali parametrické vyjadfeni trajektorie. Pouzijeme-li vektorového zapisu potom

. . , . . . 1 5. 1
r=uxi+yj =xol +yoj + (vog;l + voyj)t — ith_[ =rog+ vot + ig t2,

¢imz jsme parametrické vyjadieni prevedli na zavislost typu (|1.2.11f), popisujici obecné celou t¥idu pohybi. Konkrétnim
pocateénim podminkam pak odpovidaji rizné trajektorie i rizné typy pohybi:

e vy, = 0, vgy > 0 svisly vrh vzhiru, trajektorii je Gsecka
® oy =0, voy <0, yo # 0 svisly vrh dold, trajektorii je Gsecka
® voy =0, yo # 0 vodorovny vrh, trajektorii je Cast paraboly

® vo, # 0, voy # 0 Sikmy vrh, trajektorii je ¢ast paraboly

Piiklad 1.6
Ovértte platnost zadkona zachovani slozek hybnosti pro ¢astici s ndbojem ¢, kterd vletéla pocatecni rychlosti vy do
homogenniho magnetického pole o indukci B orientované ve sméru osy z.
Resent:
Na castici pohybujici se v homogennim magnetickém poli ptisobi Lorentzova sila

e, e, e,
F=qvxB)=| v, v, v, |=qu,Be,—qu,Be,

0 0 B
Pro slozky hybnosti pak plati
T qyB, T qu qiB, T 0

odkud vyplyva, ze p, = konst., neboli pro z-ovou slozku hybnosti plati zakon zachovani. Jak je zndmo, feSenim soustavy
zbyvajicich dvou rovnic vychéazi harmonickd zavislost slozek v, vy i soufadnic x,y na case, odpovidajici pohybu po
kruznici o poloméru r = muvg /(¢B), kde vo, = (/v3, + vgy je velikost slozky pocatecni rychlosti kolmé na smér
magnetického pole B. Vyslednou trajektorii je Sroubovice odvijejici se podél osy z.

Studujme nyni tutéz tlohu ve valcovych soutadnicich (r,p,z). Pro odpovidajici slozky sily a hybnosti mtizeme psat

- =3 =0, Fg,:mawzm(rgo—k%"ap):?— (r*¢) :;a(rp@)

dp, .
FT:mar:mF—mr¢2:%—mr@2

Protoze vime, ze polomeér r se béhem pohybu neméni, bude také » = 0 a tedy také v, = r = 0. Pro Lorentzovu silu
mame
e, e, e,
F=qvxB)=| 0 r¢ v, |=qryBe,.
0 0 B

Dochézime tedy k zavéru, ze

dp. d B
a2 E(Tm)_o’

neboli p, i p, se zachovavaji. Protoze také r se neméni, musi byt rovnéz p, = ms = 0. Zachovavaji se tedy vSechny
slozky hybnosti, avSak sila ptisobici na ¢astici nulova neni. Dodejme, Ze z podminky

F.=p, — mrc,b2 = —mrng =qrpB
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mizeme urcit velikost thlové frekvence pohybu éastice p = ¢B/m.

Piiklad 1.7
Najdéte integraly pohybu volné ¢astice ve valcovych soufadnicich.

Reseni: Na volnou ¢astici nepiisobi Zadna sila, tzn. plati F, = F, = F, = 0 a rovnéz pro odpovidajici slozky zrychleni
miizeme psat

ar =7 —1p? =0, a,=2=0

1d .,
A, =2rp+rp=—-——(r"¢p) =0
o =2 +1¢ = —— (1))
Z posledni rovnice je zfejmé, Ze integralem pohybu je veli¢ina 72 popi. po vynasobeni hmotnosti m také [, = mr2¢p =
= konst., odpovidajici z-ové sloZzce momentu hybnosti [ vzhledem k pocatku souradnic. Pro energii ¢astice, ktera je
dana pouze jeji kinetickou energii pak vychazi
1

1 1
E=E;= imUQ = §m(7'"2 +r2p? 4+ 2%) = 5m7’“2 + 2n;"2 + imé .

Pro zménu energie s ¢asem pak dostédvame

dE N e o

— =mii — == +méZ = mi(F —ro°) + miZ =ma, + ma, =0

dt mr3

coz znamena, Ze rovnéz energie Castice zistava béhem pohybu konstantni a je tedy integralem pohybu. Dodejme, zZe
pokud bychom namisto cylindrickych pouzili souradnice kartézské, ziskali bychom namisto slozky momentu hybnosti
jako integraly pohybu jednotlivé slozky hybnosti ¢astice a tim i jejich vektorovy soucet - vektor celkové hybnosti.

Piiklad 1.8

Vypoctéte praci vykonanou tieci silou o velikosti F' = umg (u je koeficientem smykového tfeni) pfi pfemisténi ¢astice
o hmotnosti m z bodu C' do bodu D ve vodorovné roviné

a) pro usecku délky ! spojujici oba body;

b) pro piulkruznici o praméru ! spojujici oba body.

Reseni:
a) Podle (1.2.20]) pro praci A miZzeme psat
D
A= / F-dr
c
Protoze sila F je konstantni a pisobi proti pohybu (mé vzdy opaény smér nez dr), plati
A=— / F,dr = — umg / dr = — umgl.
usecka C'D usecka C'D

b)Analogicky ziskavame
l
A= —pumg / dr = —pmmg # — umgl
oblouk CD

Vidime, Ze vypoétené hodnoty prace nejsou stejné. Jak jsme predpokladali, prace sily t¥eni je zdpornd, nebot jejim
pusobenim se kineticka energie castice zmensuje.

Priklad 1.9
Najdéte potencidlni energii ¢dstice o hmotnosti m v gravitaénim poli ¢dstice o hmotnosti M, kterd je v klidu (M m).

Resent:
Je-li vzédjemnda vzdalenost ¢astic r, plisobi na sebe silou F' = — >emM /r%. Proto
(2) (2) u 17 M M
/F'dr - 7/”7”2 dr = semM H e M
T r T2 1

T1

(1) (1)
wmM (_ xmM

T1

>=U1—U2

T2
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Pro potencidlni energii U tedy srovnanim s (1.2.24]) dostdvame U = — semM /7.

Priiklad 1.10

Zéavazi o hmotnosti m je upevnéno na pruziné podle obr[I.9] V poc¢ateénim okamziku nebyla pruzina deformovana a
zévazi lezicimu na vodorovné podlozce byla udélena pocatecni rychlost vg v kladném sméru osy x. Pfi prodlouzeni
pruziny o délku = ptisobi pruzina na zavaz silou F, = —ax — 23 (a, 3 jsou kladné konstanty). Uréete maximalni
vychylku zavazi z rovnovazné polohy. Tteni zanedbejte.

Reseni: x
) . ) % e
Pohybova rovnice méa tvar
0 m
mi = —ax — fz° / z
Jedna se o nelinearni diferencidlni rovnici 2. fadu. V souladu s vyse 7

uvedenym postupem dostavame
Obr. 1.9: K zadéni pfikladu 1.9

dz 3
m— = —ax—fx
dt p
dz dz 3 8
m—— = —az—f(z
dz dt p
midi = —(ax+ ) dr 4
2 2 2 4
v g T x
m——-m— = —a——[0— =
2 2 2 P £ 0
_ 2 a5 By
vt o= vy — —
m 2m 4
V okamziku, kdy c¢astice dosdhne maximalni vychylky z,, plati v = 0,
neboli -8
@
i B B ) 0 4 8
m 2m t [s]
a dale 2 2 Obr. 1.10: K feseni prikladu 1.9
w2 2
m m
B B
Resenim kvadratické rovnice vzhledem k z2, pak zjistime, Ze
9 —a+ /a2 +2mpud
Ty = ﬂ ’

po odmocnéni pak konecné

\/—a+ a? + 2mpBud
Ty = 5 :

Grafické feseni x = x(t) pro & = 3 = 1 je na obr. Riznym pocéteénim rychlostem vg; = 1m-s, vg2 = 6m-s a
vo3 = 36 m-s odpovidaji kiivky (a), (b), (c). Vidime, Ze se zvySenim pocatecni rychlosti se zvétsi také frekvence kmita
soustavy.

Piiklad 1.11

Studujte radidlni pohyb ¢astice o hmotnosti m v gravitaénim poli Zemé (M, = 6-10% kg, R, = 6378km, » =
= 6,67-10~1! N~m2-kg72) v neodporujicim prostfedi. Gravitacni sila pusobici na Castici ve vzdalenosti r od stfedu
Zemé je dana Newtonovym gravitaénim zékonem F, = — semM, /r?.

Reseni:
Radialnim pohybem rozumime pfimocary pohyb ve sméru od a ke stfedu Zemé. Gravitaéni sila, kterou pisobi Zemé
na ¢astici o hmotnosti m ve vzdalenosti r od stfedu Zemé je dana Newtonovym gravita¢nim zédkonem

mM,
Fg = —x 2 <
r
Pohybovéa rovnice pak ma tvar
.. mM,
mi = —x—;
r



Obdobnymi Gpravami jako v pfedchéazejicim piikladé a integraci najdeme zavislost rychlosti na radialni soufadnici r

vdv:f%dr
r

v? v% »xM, xM,
2

? r Ro
2xcM 2xM.
_ :l: 2 z z
v \/”0 + . o

Z tohoto vztahu lze také nap¥. vypocitat hodnotu parabolické rychlosti pro danou vzdalenost Ry od stfedu Zemé (t;j.
velikost rychlosti, kterou je v daném misté nutné ¢astici udélit, aby unikla z gravita¢niho pole Zemé do nekonecna).
Pror — o0, 1/r — 0, v(r — 00) = 0 vychézi

2xM,

Vo = Up = R
0

Konkrétné pro Ry = R, dostaneme tzv. 2. kosmickou rychlost

=2R.g~11173m-=s"!

Zavislost polohy na ¢ase budeme hledat integrovanim rovnice

U2k =

d 2xM, 2xM,
vrj:\/vg+ e

dti r Ro
+ 2 j\l; . o
2_ ALy A1,
\/UO R + ,

Oznac¢ime-li By = 25M, /Ry — v3 (aZ na znaménko se jednd vlastné o hodnotu celkové poc¢ateéni mechanické energie
Castice vztazenou na hmotnost 1kg, potom

=+dt

27 M,
” B,

rdr
\/2xM, — Egr
Vrdr
————— =3/ Eydt
23 M, 0
—r
Eo
Pro jednoduchost zavedme jesté a = 2»cM, /Ey. Zatimco integrace pravé strany dava =+ ty/Fy, levou stranu je vyhodné
nejprve upravit

==+dt

Vrdr rdr 1 2r—a+adr_
va—r Var —r2 2 \/arfr2

1 a—2r—a

dr
va Var —r2 " vV r—r2 T 1 (2r 1)2
V a

2
—ar —r? — %arccos (r - 1) + konst.
a

Nahradime-li jesté v poslednim ¢lenu,

2r 2r 4r
arccos [ — — 1 = arcsin —_— = 1 = arcsin —2 a— T

a . 4r
—Va(la—r)— 5 aresin ﬁ(a—r)

milzeme psat
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7 této rovnice neni mozné obecné analyticky vyjadrit r jako funkci ¢. Vénujme proto pozornost alespon jednomu
konkrétnimu pfipadu - volnému padu ze vzdalenosti Ry od stiedu Zemé. Protoze je rychlost orientovana smérem do
stfedu Zemé, musi platit v < 0 a v posledni rovnici musime na levé strané uvazovat zaporné znaménko. Protoze dale
vo =0, By = 2%M_,/Ro — v3 = 2%xM /Ry, a = 2»xM/Eg = Ry, musi platit

25¢M, R .
]2 m—;arcsm[2 ];(RO_T)]’

Ry 2

Podélime-li rovnici /Ry a zavedeme-li oznadeni gg = M, /R% pro gravita¢ni zrychleni ve vzdalenosti Ry od stiedu
+/ Ro =
5 arcsin (2, /=5 (Ro—7) | .

Zemé, vychazi
r
t\/2g90 = 1/ = (Ro —
9o “Ro( 0o—r)+ R

Rozdil Ry — r = h predstavuje drahu urazenou od pocatecni polohy Ry. Rovnici miizeme piepsat na tvar
r Vh [r h
t\/290 = 4/ =—h+ ——— arcsin | 24/ — — | .
V29 V Ro 5 [ h ( Ry Ro )
Ry

Pro r & Ry bude h < Ry, r/Ro = 1, arcsin (2 h/Ro) ~ 24/h/Ry. Pokud tedy probih& pohyb v malé oblasti ve
srovnani se vzdalenosti od stfedu Zemé, muzeme pouzit znamy Galileiv vzorec

1
t 290 ~ 2\/%, h= 5 gotz.

Kiivka (i) na obr. [[.11h) popisuje zavislost vysky h nad zemskym povrchem na ¢ase pro volny pad z vysky ho =
= 384 km nad zemskym povrchem (tisicina vzdédlenosti Zemé — Mésic, pfiblizné oblast, v niz se nachézeji stacionarni
umélé druzice). Druh4 kiivka (ii) by odpovidala pAdu v homogennim gravitaénim poli se zrychlenim g = 9,81 m-s~ !, jez
odpovida gravitacnimu zrychleni na povrchu Zemé, za stejnych pocatecnich podminek. Vidime, ze c¢asovy rozdil mezi
dopadem ¢astic na povrch Zemé pro uvazované trajektorie ¢ini fadové desitky sekund. Na obr. ) je pak numerické
feseni svislého vrhu z povrchu Zemé poc¢ateéni rychlosti vy = 3km-s~! pro gravitaéni pole klesajici se vzdalenosti od
stfedu Zemsé (i) a pro homogenni gravitaéni pole se zrychlenim g (ii).

400 500
T 400 ya
300 /
= = 300 '
=900 = ///
= = 200
100

R\ 100 ﬁ;
GD\\ @ (n);ﬁ>\

0 100 200 300 0 200 400 600

Obr. 1.11: K prikladu 1.11

Priiklad 1.12

Studujme svisly vrh v odporujicim prostiedi v homogennim tihovém poli. Pfedpokladejme, Ze sila odporu prostiedi
je tmérna rychlosti R = —mgkv, kde k je kladnd konstanta a faktor mg byl zaveden explicitné pro zjednoduseni
vypoctu.

Reseni:

Polozime-li osu z vertikalné vzhiru, je pohybova rovnice

mi = —mg — mgkv,

30



ou
20 - : e
O 4 L
— 0
" )
i : -50 A r
= 20 | e
_100 | i j j \\\\\ L
40 k=0
| ‘ — -150 ‘ ‘ ‘ -
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t[s] tIs]
(2) (b)

Obr. 1.12: K prikladu 1.12

takze funkce F'(v) mé tvar
F(v) = —mg (1 + kv).

Aplikace vzorce ([1.3.4), pfi¢emz klademe ty = 0, nam dava po jednoduchém vypoctu

1 1
v () e

Pro t — oo dostaneme tzv. mezni rychlost
— 1' — 1
Ulim — tlglov - = E,
coz je nejvyssi rychlost, které castice pri volném padu v odporujicim prostfedi dosahne. Predpokladame-li, ze sila
odporu prostfedi je velmi mald, tj. & — 0, miizeme vyraz e~ "9 rozvinout v fadu a omezit se na jeji prvni ¢leny, coz
nam d& pro rychlost

v =1 — gt,

tedy vyraz, ktery souhlasi se znamym vztahem pro rychlost ¢astice vrzené svisle vzhiru v neodporujicim prostiedi.
Dalsi integrace dava

t (1 1

r=———|=-4v | —e " +C.

A (k: + 0) kg +

Z podminky x = 0 pro ¢t = 0 plyne
1 1

C= (E +UO)@7

t 1 /1 _
Ik‘+k‘g<k$+v0> (176 k:gt)'

P1i k — 0 opét dostavame vztah pro svisly vrh v neodporujicim prostiedi

takZze konecéné

L 5
T = vt — igt + ...

Zavislosti rychlosti a vysky svislého vrhu pro pocateéni rychlost vy = 25m-s~! a dvé riizné hodnoty k& = 0,015s71,
k = 0,046s~! jsou na obr. a) a (b). Pro srovnani je vzdy nakreslen prubéh tychz zévislosti pro svisly vrh v
neodporujicim prostiedi (k = 0).

Piiklad 1.13

Sledujme pohyb odvazlivce, ktery vyskoéi z letadla a padd pod vlivem gravitace (tzv. ,skydiver“), aniz by pouzil
padak.

Reseni:

Uvedeny druh sportu skutecné existuje, i kdyz u nés se velké popularité netési. Z hlediska naseho vykladu neni
zajimavéa skutecnost, ze ¢lovék skakajici z letadla ma diky setrvacnosti také konstantni slozku rychlosti ve vodorovném
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Obr. 1.13: K prikladu 1.13

sméru. Uvazujme pouze zjednoduseny piipad volného padu z velké vysky ve svislém sméru (v(;—g) = 0). Orientujeme-li
soufadnicovou osu x vzhuru, pak pro celkovou silu plati

F=mi=—mg+ cv?
Maéme tedy pohybovou rovnici
I dz dv n
=m-—=m-—=—mg+cv
dt dt g

Oznacime-li pro jednoduchost

mg

U = A —

c

postupné vychézi

1 dv 1 dv g
=9 [
2vm ./ Um — U * 2vm Um + v U72n /
0 0

Vyjadfime-li z posledni rovnice v, dostavame

1-— —2gt /vy, t
V= — Uy exp (= 2gt/v )z—vmtgh L
1+ exp (— 2gt/vm)

Um
Neni obtizné ukazat, ze pro t — oo je

t
lim tgh (g) =1 a UV — — U

t—oo Um

Numerické fesen{ diferencialni rovnice pro kaskadéra o hmotnosti 70 kg a ¢ = 0,235 znazortiuje kfivka (i) na obr. [I.13p);
hodnota v, ~ 54m-s~!. Vidime, e v okamziku ¢t ~ 20s je jiz rychlost p¥iblizné rovna mezni hodnoté v,, a kaskadér
se dale pohybuje téméf rovnomérnym primocarym pohybem. Pro srovnéani je vykreslena zavislost rychlosti volného
padu bez zapoéteni odporu prostfedi — kiivka (ii).

Dalsi integraci pak nalezneme zdvislost vysky na ¢ase. Oznac¢ime-li pocateéni vysku hg, mizeme psat (viz napf. [13])

h ¢
/dxvm/tgh<gt) dt
Um
0

ho
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2
h=hg— Im 1, {ch (gt)}
g Um

Neni obtizné se piesvédcit, Ze pro malé hodnoty ¢, kdy funkce ,,cosh® a ,In*“ nahradime jejich Taylorovym rozvojem a
omezime se vzdy jen na prvni dva c¢leny, odvozeny vztah pirechézi na znamy tvar

1
h:ho—59t2

popisujici volny padd v neodporujicim prost¥edi. Numerickému Feseni pro hy = 100 m odpovid4 kiivka (i) na obr. ),
kiivka (ii) odpovida vyse uvedené zévislosti pro volny pad v neodporujicim prostiedi.

Je vidét, ze pfi tlohach tohoto typu neni tfeba si pamatovat vzorce resp. , nebot se zpravidla da
dospét k cili pomérné jednoduchou pfimou integraci pohybové rovnice.

Priklad 1.14

Necht na ¢astici o hmotnosti m nachdzejici se v klidu zac¢ne ptisobit
sila F' = Fysin (wt) ve sméru osy x. Zjistéte zavislost rychlosti v =
= v(t) a polohy « = z(t) na case.

Bl

xT

Reseni:
Pocatecni podminky tlohy jsou zg = 0, vy = 0. Integraci pohybové
rovnice
md = Fosin (wt)
obdrzime
. Fo
v=1&=—— cos(wt) + CI.
wm
Integra¢ni konstantu C; uréime z podminky v;—g = 0
F
Cp=—>.
wm
Dalsi integraci pak ziskdvame
Fot F
v=""— =% gin(wt)+C,

wm  w?m

kde ovsem nyni integra¢ni konstanta C' = 0. Grafické feseni pro m = 1kg, Fy = 30N a w = 1,55~ je na obr.

Priklad 1.15

150

100 ~

50 -

Obr. 1.14: K prikladu 1.13

Céstice je vrzena por tihlem o k horizontu pocateéni rychlosti vg. Uvazujeme-li odporovou silu R = — mkv, najdéte

trajektorii ¢astice.

Reseni:
Ulohu budeme fesit pro poc¢ate¢ni podminky x(t = 0) = y(t =
=0) =0, v,(t = 0) = vocose, vy(t = 0) = vysina.
Orientujeme-li osu = vodorovné a osu y svisle vzhiru, maji
pohybové rovnice tvar

mi = —mkv, = —mkz, T =—kt, )

>
mij = —mg — mkvy, = — (mg + mky), j=—(g9+ky).

Integraci prvni z nich obdrzime

Inz = —kt + In vy, i =voge Pt =wvgcosae ¥t
a dale
Vg COS Q. _
r=- e Moy

odkud pro dané poc¢ateéni podminky vychdzi C; = vg cos a/k,
tedy
Vg COS & okt
=———(1-c¢
00 (b
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Obr. 1.15: K prikladu 1.15
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Integraci druhé pohybové rovnice a aplikaci poc¢atecnich podminek postupné vychazi

In(g+ ky) = — kt + InCs, Cy = g+ kvgsin o,

Y= (UoSinO&-Fg) ekt 9

k k’
1 . —kt g 1 .
y:ﬁ(kvosma—i—g)e —gt—l—K, K = — (kvosina + g) ,
y = i(k‘vosinoz—i—g) (1—e k) — 94
k2 k-
Vyloucenim ¢asu z rovnic pro = a y pak dostaneme
:lg+kvosina$+£ln 1 -

k  wpcosa k2 vpcosa )

Pokud bude k velmi malé (k — 0), 1ze logaritmickou funkci rozvinout v Taylorovu fadu, takze potom

1 g+ kvgsina g k . k2 2,
N —— - = x G S I
Y= % Vg COS (¢ k2 \ v cosa 202 cos?

Omezime-li se pouze na prvni dva ¢leny, ziskdme rovnici pro pohyb v neodporujicim prostfedi (1.3.9)
gz®

yrRrtga— o5 ——.

2v§ cos? v

Ctenéi si sdm miZe pomérné snadno ovéfit, Ze vyse uvedend funkce y = y(x) nabyvd maxima pro

vg sina cos

g = 02T
™ g+ kugsina

a maximalni vyska, kterou téleso dosdhne praveé pro x = z,,, bude

Vg Sin o

g
h = Ymax = A len(l—

kvg sin
g + kvg sin

Grafické FeSeni pro vg = 10m-s~!, o = 50° je uvedeno na obr. kiivka (a) odpovida hodnoté k = 0,451, kiivka
(b) hodnoté k = 0,8s~!, pro srovnani je také vykreslena trajektorie odpovidajici pohybu v neodporujicim prostiedi,
tj. pro k = 0, které odpovida kiivka (c). Vysledna trajektorie byva ¢asto nazyvana balistickou kivkou.

Piiklad 1.16

P1i vrhu kouli je pocatecéni vyska koule h a jeji pocateéni rychlost ma velikost vy.

a) Jaké nejvétsi dalky vrhu mtzeme dosdhnout? Jaky eleva¢ni hel ov musime zvolit?

b) Jaky bude v tomto piipadé hel 8 dopadu na zem? (Za thel dopadu povazujte odchylku vektoru rychlosti od
vodorovného sméru.)

Reste obecné a potom pro h = 2m, vy = 14m-s~*

, ¢ = 9,81m-s~2. Odpor vzduchu zanedbavame.

YA Resent:
o a) Pocatek vztazné soustavy zvolime v roviné dopadu pod pocéteénim bodem trajektorie
(viz obr. [1.16]). Poloha koule zavisi na ¢ase podle vztahd
B na— Ly
> T = vt cos a, y=h+vtsina — =gt*.
9 x 2
Vyloucenim parametru ¢ dostaneme
Obr. 1.16: K tiloze [1.16] t - ga? trteah )
= , =——F——— +ztga . 4.
Vg COS Qv Y 203 cos? &
V bodé dopadu plati y = 0, tedy
2
gz
- %(1+tg2a)+xtga+h:0. (1.4.2)
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Na ose x je kazdy bod dosazitelny ze dvou eleva¢nich (hli, jediného eleva¢niho tthlu, nebo je nedosazitelny. Nejvzdale-
néjsi je bod dosazitelny z jediného eleva¢niho thlu. V rovnici (1.4.2]) miizeme za nezndmou povazovat thel a a ptame
se, pro které x mé tato rovnice jediné feSeni. Po substituci v = tg o dostdvame kvadratickou rovnici

2 2
gr- o gr

2 tatga+h— L =0,

2v(2)u viea 203

Aby méla jediné feseni musi platit D = 0 a dale
vga? + 2ghvda® — g2zt = 0,

x:% v3 + 2gh,

u=tga = ro_Y%__ %
2% gT v%—f—?gh'
2vug

Pro dané hodnoty dostdvame z = 21,9 m, tga = 0,91279, a = 42°23'.

b) Ze zakona zachovéani energie plyne, ze rychlost télesa v okamziku dopadu ma velikost v = \/v3 + 2gh. Vodorovna
slozka rychlosti télesa mé stalou velikost v, = vg cos . Z toho pro thel dopadu 3 plyne

Vg Vg COS (v
cosff=—=

v \/v3+2gh

a a 3 jsou thly doplitkové a plati a + 8 = 90°C. Numericky 3 = 47°37'.

=tgacosa = sina.

Piiklad 1.17
Prozkoumejte mnozinu bodti ve svislé roviné, které miizeme zasdhnout télesem vrzenym z pocatku soustavy souiadnic
pii dané velikosti poc¢atecni rychlosti vg. Najdéte rovnici tzv. ochranné paraboly.

Resent:
Abychom zasahli néjaky bod X|[z,y], musime zvolit vhodny eleva¢ni tthel a. Obecnou rovnici trajektorie ziskdme

z (1.4.1) pro h = 0, takze

x gz?

t: y:—i
vocosa’ 203 cos? «

+xtga.

Zavedeme-li maximalni vysku svislého vrhu stejnou po¢atecni rychlosti H = v¢/(2g), dojdeme k rovnicim

2
z 2
2?tg?a —4Hxtga +4Hy + 2% = 0. (1.4.4)

Posledni z nich lze pfi daném z a y chapat jako kvadratickou rovnici pro neznamou tg «. Pokud pro diskriminant této
rovnice D plati D < 0, potom rovnice nemé feSeni a zvoleny bod nelze zasdhnout. Pokud D > 0, potom mé rovnice
dvé TeSeni a dany bod lze zasdhnout pfi dvou elevac¢nich thlech. Pokud konec¢né plati D = 0, potom zvoleny bod lze
zasdhnout pravé jenim eleva¢nim thlem. Vsechny takové body vyhovuji rovnici

D =4a* (4H? —4Hy — 2*) =0, = 1°=—4H(y— H),

lezi proto na parabole s vrcholem [0,H], parametrem p = —2H , ohniskem v po¢atku soufadnic a ¥idici pfimkou y = 2H,
ktera se nazyva ochrannou parabolou.
Najdéme jesté geometrické misto vrcholt uvazovanych trajektorii. Souradnice vrcholi spliuji vztahy

2 . 2

m%/ — (vosmacosa> :(2Hsinacosa)2:4H2sin2a0082a,
g

2 32

S
yy = Do & a:HsiHQ(x,

29
i Heosa, Yty — H, 2%+ 42 — 4H
— = cos"a, — +tyyv =14, x Yy = yv,
dyv dyv v v
H? = 2% 4+ 4% —4Hyy + H?,



odkud ziskdvame rovnici geometrického mista vrchola

H 2
W o
H? H
2

tedy rovnici elipsy se stfedem v bodé [0,H/2], hlavni poloosou o délce H rovnobéZzné s osou x a vedlejsi poloosou o
délce H/2 rovnobézné s osou y.

Vratime-li se k bodim, jez pfi dané pocatecni rychlosti mizeme zasahnout pfi dvou elevac¢nich thlech, je pfi volbé
vétsiho thlu bod uvnitt elipsy vrchold zasazen pfi sestupu, pii mensim eleva¢nim thlu pfi vystupu. Body na elipse
vrcholi jsou pak pfi mensim eleva¢nim tthlu zasazeny vodorovné.

Hmotny bod vrZzeny pod thlem « se dotkne ochranné paraboly v bodé o soufadnicich (vztah mezi z a o je dan
jedinym Fesenim kvadratické rovnice )

)

2H ] (1.4.5)

r=—", - —.
tg o tg o

a rychlost hmotného bodu m4 smér teény k ochranné parabole a zaroven i k parabole sikmého vrhu.

Piiklad 1.18
Natoc¢ime-li zahradni hadici svisle vzhtru, stiikd voda do vySe H = 9,5m nad usti hadice. Zahradnik bude zalévat
vodorovny zédhon na terase ve vysce h = 1,5m nad tstim hadice.

a) Stanovte maximéalni vodorovnou vzdalenost mista dopadu vody na zdhon od tusti hadice.

b) Urcete pro tento p¥ipad elevaéni thel « vytékajici vody.

¢) Urcete pro tento piipad velikost v a smér rychlosti v misté dopadu (thel, ktery svird vektor rychlosti v tomto
bodé s vodorovnym smérem).

Ulohu feste nejprve obecné, pak pro dané hodnoty. Odpor vzduchu zanedbejte.
Reseni:
a) 1. Reseni pomoci ochranné paraboly
Pocatek soustavy soutadnic zvolime v usti hadice. Nejvzdalenéjsi bod dopadu na zahon nalezneme jako prusecik
ochranné paraboly s pfimkou y = h

?=-4H(y—-H) AN y=h A x=d>0,
d=2H(H—h) =174m.

2. Reseni pomoci diferencidlniho poctu
Vyjdeme z obecné rovnice trajektorie (1.4.3). Po dosazeni y = h, x = d ziskdvame

d2
h=ztga— — (1+tg”a). 1.4.6
rtg o 1 H( + tg a) ( )
Hledanému feseni odpovidé piipad, kdy pro dané h bude maximalni d, tato cesta vSak vede ke komplikovanému
vypoctu. Pokud bychom naopak znali d, pak pro tentyz bod musi byt maximalni h. Takto formulovanou tlohu snadno

vyfesime pomoci derivaci rovnice (|1.4.6])

dh

)

da
d d? 1 d d

0 = — —— 2tga——=——(1- ——tga].
costa 4H °%cos?a cos2a< 2H ga)

Odtud tga = 2H/d a po dosazeni do ([1.4.6) opét vychéazi d*> = 4H (H — h).
b) Z predchézejici tlohy (viz rovnice (1.4.5)), popf. z pfedchazejici ¢asti plyne

2H 2H 1 .
— tga=-""=-——"" =10897, «=47,5°.

d [, h
1— —
H

¢) Velikost rychlosti dopadu uréime ze zdkona zachovani energie

~tga

v=+/29(H—h)=125ms"".
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Pro odchylku sméru vektoru rychlosti od vodorovného sméru dostavame

vy  vosina — gt gx
tg ¥ = =tga— —5 P =

Vg Vg COS v v§ cos?
¢ d ¢ 1 sin o 1

— o = o — = — =
& Hco2a  ° tgacos’a cosa  sinacosa
sin?a — 1

= — = —cotga,
sin v cos «

0 —(90° — a) = —42,5°.

Priklad 1.19

Kometa Hale-Bopp objevena 23. 7. 1995 prolétla 1. 4. 1997 periheliem ve vzdalenosti 0,9141 AU od Slunce. Hlavni
poloosa jeji trajektorie méFi 187,8 AU. V jaké vzdalenosti od Slunce se nachézela v dobé& objeveni a jakou rychlosti se
pfitom pohybovala? Za jakou dobu od pruletu periheliem se bude kometa nachéazet ve vedlejsim vrcholu trajektorie?

Reseni:

K feseni ulohy potfebujeme nejprve odvodit Keplerovu rovnici
(podrobnéji viz [14]). Zvolme vztaznou soustavu tak, aby po¢a- X
tek lezel ve stfedu centralniho télesa, tedy v ohnisku trajektorie,
a kladné poloosa = aby prochdzela pericentrem (obr. . Za a
dobu ¢ od priachodu pericentrem vyplni priavodi¢ télesa ¢ast b

Xo Y

elipsy omezenou obloukem PX a tiseckami XF a F'P . Tento S Yo

obrazec muzeme ziskat oddélenim trojihelnika SF X, od kru-
hové vysece SPX( a zmenSenim zbytku ve sméru osy y v po-
méru b : a. Ze zdkona zachovani momentu hybnosti plyne

La=1L, =

a ze zdkona zachovani energie také

9 mM 1
—muy — x =
2 Ta 2 P

kde M je hmotnost centralniho télesa (v nasem piipadé Slunce).

Plosnou rychlost pak lze vyjadrit ve tvaru

VaTa = UpTp.

mM

—mv, —x

b
Tp

Obr. 1.17: K ﬁloze

Po dosazeni za r, ze zdkona zachovani momentu hybnosti pak postupné dostavame

1
2
Ta — Tp 1
2

mM m

—x—,
T
)7

2
mv;,
p
2 .2
2(Ta " Tp
Up 2
Ta

2xM 7T,
Ta+Tp rp.

aM2—2 =

(1.4.7)

’Up -

»M

a—
Vg = = UpTp =
2 PP 2

Vyjdeme z Keplerovy rovnice

e‘/%MajLe:E,/ﬂ(Cﬂ,eQ):é
a a—e 2 a 2 a

)

E—esinE —Qt =0, (1.4.8)

kde e = e/a je numerickd vystfednost trajektorie a @ = /M /a3.

Keplerovou rovnici je excentrickd anomalie uréena implicitné a pro dané ¢ ji musime vypocitat nékterou z pfibliznych
numerickych metod. Pro t € (0,T) je vyraz Qt v intervalu (0,2x) a také F je v intervalu (0,2n). Zname-li E, vypoéitdme
soutadnice bodt trajektorie v ¢ase t podle vztaht

r=acosE —e, y =bsinE. (1.4.9)

Vypoctéme ¢iselnou vystiednost a délku vedlejsi poloosy trajektorie

e=a—r,=186,9AU, &= - 0,99513, b= +a?—e2=1851AU.
a
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Od objeveni komety do priiletu periheliem uplynulo 618 d=>5,34-107 s Tento ¢as a hodnoty a = 2,809-10*m, M =
= 1,99-10%° kg dosadime do Keplerovy rovnice (1.4.8) a upravime ji na tvar

E —0,99513 sin £ — 0,0041322 = 0. (1.4.10)

Numerické feseni ziskané rovnice lze ziskat nékolika zptisoby. Nejsnazsi je pouzit program, ktery pfimo nume-
Octave (pouzivé piikazy shodné nebo velmi podobné Matlabu a stdhnout ho lze napf. na jeho domovskych strankach
http://www.che.wisc.edu/octave/), sta¢i pouze nasledujici radky

octave:1> function y=f(E)

> y=E - 0.99513*sin(E) - 0.0041322;
> endfunction

octave:2> E=fsolve("f",0)

E = 0.25897

Dosazenim do vztaht ((1.4.9) dostaneme soufadnice mista, kde se kometa nachézela v dobé jejiho objeveni z ~ —
—8,00-10" m = —5,35 AU, y ~ 7,09-10'' m = 4,74 AU. Z toho uréime vzdalenost komety od Slunce

r=+/ax2+1y2=1,0710"2%m = 7,15 AU.
Dosadime-li vztah (1.4.7) do zdkona zachovani energie

1 9 mM 1 9 mM
—mu’ —x—— = —mvi — x ,
2 r 2 P Tp

dojdeme ke vztahu pro rychlost ve vzdalenosti r

pro dané hodnoty v = 16-103 m-s~!.
Odpovéd na posledni otdzku za jak dlouho po priichodu periheliem se bude kometa nachézet ve vedlej$im vrcholu
trajektorie nalezneme opét z rovnice ([1.4.8), v niz polozime E = /2, takze

I
E—csinB 5 099513

t = =
Q 7741011

~ 7,44-10% s = 236 let.

Piiklad 1.20

Kometa se pohybuje kolem Slunce a mé v uréitém okamziku rychlost 565,8km-s~! vzhledem ke vztazné soustave
spojené se stiedem Slunce. Polohovy vektor ma v tomto okamziku velikost 0,005543 AU. Urcete, zda jde o kometu
periodickou, ¢i nikoli.

Reseni:

Reseni tilohy spociva ve vypoctu celkové mechanické energie komety nebo jeji ¢asti. Pro jednoduchost budeme uvazovat
¢ast jadra komety o hmotnosti 1 kg. Jednak nezname celkovou hmotnost komety, ale neni to viibec potfeba. Jak vime,
pfi pohybu v gravitaénim poli nehraje hmotnost zZadnou roli, jestlize nemusime pocitat s odporem prostredi. Ten je vSak
v meziplanetarnim prostoru zcela zanedbatelny. Znamena to, Ze celd kometa se bude pohybovat po stejné trajektorii
(obé&zné draze), jako jeji libovolnd ¢dst. Mame uréit mechanickou energii 1 kg hmoty komety. Jak ale z mechanické
energie zjistit, po jaké obézné trajektorii se kometa pohybuje? Pokud by kometa nebyla periodicka, pohybovala by
se po parabolické nebo hyperbolické obézné draze. Méla by tedy vzdalit do nekonecna, tj. dosdhnout bodu r — oo.
Celkova mechanické energie komety bude souctem jeji potencidlni a kinetické energie

M o1
E=FE,+ B =—x—— + 5 mo.
'

Pro r — oo bude celkovd mechanickd energie ddna pouze energii kinetickou, tj.

mM 1 9 1 9
E:Ep“rEk: _%?‘&‘57’”'000 = §mvoo.
Pokud bude rychlost v nekoneénu nulové, plati E = 0, (téleso se v ,nekoneénu zastavi“), bude se pohybovat po
parabolické dréze, bude-li od nuly rizna a tedy E > 0, bude se pohybovat po hyperbolické draze. Tteti ptipad F < 0
pak odpovida uzaviené obézné dréaze (elipse nebo kruznici), kdy zdporna energie odpovidajici pfitahovéni v gravitac¢nim
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poli (potencialni energie odpovidajici ptisobeni pfitazlivych sil jsou ve fyzice zdporné ) pfevazuje nad kinetickou energii.
Céstice, v nasem piipadé kometa, je vazana v gravitaénim poli a nemtize z néj uniknout. Velmi snadno mtizeme dokazat,
ze u kruhového pohybu celkova mechanickd energie skutecné zaporna je. Rychlost vy kruhového pohybu odvodime
z rovnosti gravitacni a dostiedivé sily; jednoduchymi tpravami obdrzime znamy vztah

M
Vg = A —.
r
Celkova energie pak vychazi
2
M 1 M 1 M M
E= E—i—Ek——%m——i- mvk——%m——i-fm ) = o
r 2 r 2 2r

Vratme se vSak k nasi kometé. Celkova kinetickd energie ¢asti komety o hmotnosti m = 1kg v gravita¢nim poli Slunce
o hmotnosti M = 2:10%° kg bude

B = —66710-1 210" ST (565,8-10%)" J = —1,60979-10'" J + 1,60065-10" J = —9,14-10° J < 0

7 8,3145-10-11 © 2 ’ 7 ’ v ’

kde jsme pievedli astronomické jednotky AU na metry (1 AU = 150-10km = 150-10° m, 0,005543 AU = 8,3145-10%
(pro pofadek pfipomeiime, Ze 1 AU je pravé rovna vzdalenosti stfedit Zemé a Slunce). Celkova mechanickd energie
komety je zaporna, odkud vyplyva, ze se pohybuje po eliptické trajektorii. Protoze rozdil mezi potencialni se projevuje
az na tfetim desetinném misté, da se predpokladat, ze obézna trajektorie bude protahld a bude se blizit parabolické.
Z tohoto divodu také vime, Ze se nejednd o kruznici, u niz je podle celkovd mechanickd energie rovna poloviné
potencialni a az na znaménko i kinetické energii komety.

Priiklad 1.21

Druzice ma byt navedena na eliptickou obéznou dradhu s apogeem r, = R, +40000km a perigeem r, = R, + 500 km.
Nejprve byla navedena na eliptickou obéZznou drdhu s perigeem r,; = R, + 200km a apogeem 7, = R, + 500 km.
K tspésnému provedeni manévru bylo nutné v apogeu zvétsit rychlost druzice o hodnotu Awv. Vypoctéte velikost Awv.
Reseni:

Pfi feSeni této tlohy lze s vyhodou pouzit dva zdkony zachovani: zdkon zachovani momentu hybnosti (a z néj vyplyvajici
2. Keplertv zékon konstantni plosné rychlosti) a zakon zachovani energie. Podobné jako velikost momentu sily vzhledem
k n&jakému bodu je definovana soucinem velikosti sily a jejiho ramena (kolmé vzdélenosti daného bodu od p¥{mky
urcené pusobici silou), je velikost momentu hybnosti L vzhledem k bodu 0 (télesa konajiciho pouze posuvny pohyb)
déna soucinem velikosti hybnosti v a jejiho ramena rq (kolmice spusténd z bodu 0 na vektorovou pfimku hybnosti).
Vektor L = r x p lezi v roviné kolmé na vektory p a r a a jeho smér urc¢ime podle pravidla pravé ruky: polozime-li
pravou ruku tak, aby zahnuté prsty sméfovaly od vektoru hybnosti (nebo rychlosti) k vektoru r nejkrat§im smérem, tj.
aby thel sevieny témito vektory byl mensi nez 180°, ukaze vztyceny palec smér vektoru momentu hybnosti. Neptsobi-li
na téleso zddny moment sily (a nebo je soucet pisobicich momenti sily roven 0), pak zlstava jeho moment hybnosti
konstantni. Pravé takova situace nastava pfi pohybu v radidlnim gravitacnim poli. Zvlasté jednoduché je vyjadreni
zdkona v bodech, kde je p (resp. v) kolmé na r, tj. v perigeu a apogeu. Plati

Ly=L,, = 0ara=pTp.

Ze zdkona zachovani energie plyne

= v
a P I’
2 Ta 2 o

1,2 mM, L o mM,
5 mvp E — re = 5 p )
Y ALl S O
* rpra 2"
2xM, T,
vp = —.
Ta+7Tp Tp

Analogické vztahy plati i pro puvodni eliptickou trajektorii, po niz se druZice pohybovala, takze

_ 2xM, Ta1 _ Tpl 2xM, rp1
Up1 = | ——— =, Va1 = g = | ————
Tal + Tp1 Tpl Tal Tal + Tp1 Tal
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Pro rozdil rychlosti potom dostavame

25cM, 25M, B
Av = vy —vay = | ot Ta [ 22 TRl 0000892 \/25M, = 2524,4318 m-s !
Ta+7Tp Tp Tal + Tp1 Tal

pro »x = 6,67-101! N-m2-kg72, M, = 6-10%* kg. Vidime, Ze rychlost druzice v apogeu navadéci obézné drahy musime
zvétsit o Av =~ 2,5 km-s~!. Tento bod pak bude naopak perigeem nové obézné drahy, na kterou bylo potifeba druzici
navést.

Piiklad 1.22
Meteor se pohybuje ve vzdalenosti 2,2 AU od Slunce rychlosti 12,5km-s~!, jejiz smér svir se smérem privodice tihel
55°. Urcete rozmeéry trajektorie a dobu obéhu.

Resent:
Rovnici ([1.4.7)) 1ze pFepsat ve tvaru
»M, a+e
V. =
P a a—e’
nebot r, + 71, =2a, r, = a+e a r, = a — e. Déle plati
v2a  xM, a+te 1 xM
—_— a ==
b2 a a—e a?2—e? r2 7
a tudiz
2,.2
b2 - q UPTP
M
2 _ 2 2_ 2 2 2
b* = a®—e=a"—(a—rp) =2ar, — 1.

Kelikoz pro plosnou rychlost navic plati

1 a—e [xM, a+e »M, 9 5 b [2xM,
vszivprp: 5 = (a _e):5 ,

a a—e a a

dospé&jeme ke vztahiim

r2 xM
“ = vir? 2\’
9 p'p M Up
Tp — 2 Z2 2
M Tp 2
2,.2 2
R o— g _ 4vg

Oznac¢ime-1i mechanickou energii vztaZenou na jednotku hmotnosti (tj. mérnou mechanickou energii) D = ’Ug /2 —
— »M/r,, mizeme ziskané vysledky pfepsat do tvaru

Dosazenim ¢iselnych hodnot dostavame

1 1
D 3 rxv= 3 vrsino = 1,685-1015 m?s1
v2 M 2 M
p = » B _U W 395108 ke !,
2 Tp 2 r
= 2,04-10" m = 1,364 AU,
b = 1,32-10" m = 0,883 AU.

Z tietiho Keplerova zékona pak vychazi doba obshu T = 5,03-10"s = 582d. Koneéné excentricita (vystiednost) a
numerickd excentricita maji hodnoty

e = Va2—0b2=15610"m = 1,04 AU,
e = S—=0762
a
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Kapitola 2

Soustavy cCastic

Vénujme se nyni studiu soustav slozenych z vétsiho poctu ¢astic, jejichZz pohyb v prostoru neni omezen zadnymi
podminkami. Mohou-li se naopak ¢dstice nachdzet pouze v ur¢ité oblasti (na kiivce, ploSe, apod.), hovofime o sousta-
vach podrobenych vazbam a budeme se jimi zabyvat v nasledujici kapitole.

Meéjme soustavu slozenou z N ¢&astic, na kazdou z nichz ptisobi jednak sila, kterd ma sviij ptivod mimo tuto soustavu,

7 Nz

tzv. vnéjsi (externt) sila, jednak sila, vznikajici v disledku vzajemnych interakei éastic v soustavé, tzv. vnitind (interni)

. v s oxs e e wivs s o s . v g s 7 civo s s o s .
stla. Ozna¢me m, hmotnost p-té castice soustavy, F é ) vnéjsi silu ptsobici na p-tou ¢astici a F é ) vnitind silu pusobici

na o-tou c¢astici. Pohybové rovnice
mob,=FD+F,  0=12,... N (2.0.1)

nam plné popisuji pohyb vSech ¢astic soustavy, zprostfedkuji nam tzv. detailni popis pohybu soustavy castic.

2.1 Hmotny stied soustavy cCastic

Velmi ¢asto se spokojujeme s tzv. globalnim popisem pohybu soustavy ¢astic. Sec¢teme-li vechny rovnice (2.0.1)),

dostavame
N

N N
S ot = 3 FL Y F
o=1

o=1 o=1

Sily interni jsou vsSak silami vzajemného ptisobeni a proto podle principu akce a reakce se jejich vyslednice pro celou
soustavu rovnd nule,

N
S F=0.

o=1

Oznacime-li R vyslednici vnéjsich sil pro celou soustavu, ziskavame

N N
> mgF, =Y F{I=R. (2.1.1)
o=1 o=1

Zavedeme-li celkovou hmotnost soustavy ¢astic

N
M= "m,, (2.1.2)
o=1
mutzeme (2.1.1) upravit na tvar
N N
1 . d? 1 d?r
R=M (M;m9r9> :M@ <Mz_:mgrg> ZMF, (213)
kde
N
1 N zmgrﬁ
=1
rT:Mngrg:QNi (2.14)
=1
‘ D> me
o=1
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je polohovy vektor hmotného stiedu soustavy éésticﬂ P1i globalnim popisu pohybu soustavy castic se tedy vlastné
omezujeme na popis pohybu hypotetické castice s hmotnosti rovnou celkové hmotnosti soustavy nachazejici se v
hmotném stiedu soustavy a pohybujici se pod vlivem ptisobeni vyslednice vnéjsich sil. Uloha najit hmotny stied,
popr. tézisté soustavy hmotnych bodid patii proto k zdkladtum klasické mechaniky.

V rovnicich (2.1.1), (2.1.3)), (2.1.4) jsme mlcky predpokladali, ze se jedna o diskrétni soustavu ¢astic. Vypliuji-li
hmotné body spojité néjakou oblast, tj. vytvareji-li téleso, je nutné nahradit s¢itani integraci. Rovnici potom
odpovida vztah pro polohovy vektor hmotného stfedu soustavy

/ rdm

1
rT:M/rdmzi
/dm

Pri konkrétnich vypoctech se vSak pouzivaji vztahy pro soufadnice hmotného stfedu

1 ///mg(m,y,z)dxdydz

rT = ﬂ/mdm: ,
/ / / o(z,y,z) dz dy dz

1 ///yg(w,y,Z)dffdydz

yr = ﬂ/ydm: )
| ] [ dwwrasaya:

1 ///zg(z,y,z)dzdydz

zr = M/zdm: ,
///Q(x,y,Z)dxdydz

kde o(z,y,z) je hustota soustavy. U homogennich téles je o = M/V konstantni (M a V znaéi celkovou hmotnost a
celkovy objem télesa) a vztahy (2.1.6) pak maji tvar

1 1 1
rr = /de, = /ydv, or = /de. (2.1.6)
W) ) W)

(2.1.5)

Je pochopitelné, ze pokud jeden nebo dokonce dva rozmeéry télesa jsou zanedbatelné oproti ostatnim, mizeme integrovat
pouze pfes danou plochu nebo podél dané kiivky a hustota g pak ma vyznam plosné nebo délkové hustoty. V rovnicich
potom namisto objemu vystupuje obsah, popr. délka télesa.

Nejrtiznéjsi vzorce pro vypocet hmotného stfedu napi. v polarnich soufadnicich byvaji souhrnné uvedeny v uceb-
nicich integralniho po¢tu a pfehledech vysokoskolské matematiky, napf.[1l [§].

2.2 Pohybové rovnice soustavy ¢astic

Popis pohybu soustavy pomoci rovnice je ovSem velmi hruby. Urcitého zpresnéni muzeme dosdhnout
vyuzijeme-li d’Alembertova principu, ktery ndm umozni najit dalsi rovnici pro globalni popis pohybu soustavy. Vzhle-
dem k tomu, ze studium podminek rovnovahy silovych soustav bylo v 18. stoleti jiz velmi systematicky rozpraco-
véano, polozil si d’Alembert otdzku, zda neni mozno pievést tlohy dynamické na tlohy o rovnovéaze silovych soustav.
Zapiseme-li pohybovou rovnici pro jednu ¢astici ve tvaru

F—mi=F+¢=0,

vidime, Ze ji miizeme poklddat za podminku rovnovéhy dvou sil, jestlize oznac¢ime

P = —mr
a tzv. d’Alembertovu neboli setrvacnou silu. Pak miZeme pro jednu ¢astici vyslovit d’Alembertuv princip: Pfi pohybu
Castice je v rovnovaze pusobici sila F se silou setrvacénou 9 = —mr. Podotknéme, Zze v souvislosti se zavedenim

setrvacnych sil rozdélujeme pak casto sily na sily pravé, majici sviij pivod ve vzadjemné interakci hmotnych objekti,
a na sily nepravé, jimiz jsou napf. pravé setrvacné sily.
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Jestlize aplikujeme d’Alemberttiv princip na soustavu ¢astic, muzeme vyuZzit vysledk znamych ze statiky, Ze totiz
nutnou podminkou rovnovahy soustavy sil je anulovani jejich vyslednice a anulovani vysledného momentu sil. Prvni
podminka nas vede ke vztahu

N N N N

N N
PSLEEDILED RO SRS SIS o)
o=1 o=1 o=1 o=1 o=1 o=1

kde 9, je setrvacnd sila o-té céastice. Vyslednice vnitinich sil soustavy je opét rovna nule, takze je posledni vztah
ekvivalentni{ s rovnici (2.1.1)). Podminka anulovéni vysledného momentu sil mtze byt zapsina ve tvaru

N N N
5 (1% FE0) 3 (r % FO) + 3 0 =0
o=1 o=1 o=1
N
Vzhledem k principu akce a reakce je opét vysledny moment vnitinich sil roven nule, Z (r o X F g)) = 0; oznacime-li
o=1

M vysledny moment vnéjsich sil,
N
M=% (r,xF{),
o=1
dostavame druhou rovnici, ktera zpresniuje nas globalni popis pohybu soustavy ¢astic :

N
(rp x myiy) = M. (2.2.1)

o=1

Skutecnost, ze v rovnicich a nevystupuji vnitini sily, sama svéd¢i o tom, Ze jimi nemtze byt tplné
popsan pohyb vSech ¢astic soustavy, nybrz jen pohyb soustavy jako celku. V mnoha piipadech vSak i takovy zptisob
popisu pohybu soustavy postacuje.

Jestlize jsou jednotlivé Castice soustavy vzajemné vazany tak, ze jednotlivé cCastice zachovavaji pfi pohybu své
vzajemné vzdalenosti, je problém ekvivalentni problému rovnovahy soustavy sil pisobicich na tuhé téleso.Pro takovou
soustavu sil jsou podminka anulovani vyslednice a podminka anulovani vysledného momentu sil podminkami nutnymi
a postacujicimi pro rovnovahu soustavy. Pohyb soustavy ¢astic takto vazanych, (resp. pohyb tuhého télesa) je tedy

plné popsan rovnicemi (2.1.1) a (2.2.1)).

2.3 Hybnost, moment hybnosti a energie soustavy castic

Hybnost soustavy castic definujeme vztahem

N N
P = Zpg = ngvg.
o=1 o=1

Zapiseme-li rovnici (2.1.1)) pomoci hybnosti soustavy P, dostavime
dP
R, 2.3.1
" (2.3.1)

coz je véta o hybnosti soustavy cdstic.
Moment hybnosti soustavy cdstic je definovan jako soucet momentti hybnosti jednotlivych ¢astic soustavy

Protoze

muzeme (2.2.1)) zapsat ve tvaru
M= (2.3.2)

coz je véta o momentu hybnosti soustavy (t€Z véta o kinetickém momentu).
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Kinetickd energie soustavy cdstic predstavuje soucet kinetickych energii jednotlivych ¢astic soustavy
N N N 3 4
2 .2
T=) Ty=) gmovg =D > 5Meip, (2.3.3)
Analogicky s (|1.2.20)) 1ze psat :

N
AT = AA + AAD =N "F,dr, + > " F,dr,. (2.3.4)

o=1 o=1

Na rozdil od celkové hybnosti a celkového momentu hybnosti zavisi zména kinetické energie soustavy c¢astic i praci
vnitinich sil, protoze posledni ¢len se neanuluje.
Predpokladejme, ze vnéjsi sily jsou potencidlové, tj. pro kazdou ¢astici lze psat analogicky s (|1.2.30))

(e)
F,9.dr, = —dU,® + 9~ 4,
ot
N
Pak mtzeme zavést potencidlni energii soustavy ve vnéjsich polich U(©) = Z U, g(e), takZe pak

o=1

N (e)

> Fdr,=—dUu® + % dt. (2.3.5)

Jsou-li vnitini sily soustavy takového druhu, Ze vnitini sila ptisobici na urcitou ¢astici soustavy se da vyjadrit ve tvaru

7~z

souctu sil, které by na tuto ¢astici pusobily od kazdé éastice soustavy zvlast a je-li kazda z téchto sil potencidlova,
da se najit i celkovd potencidlni energie vnitinich sil U™, ktera je pak sou¢tem funkei, z nichz kazda zavisi jen na
souradnicich dvou ¢astic,

N N
ZZU(Z roro).
o=10>0

Pak plati

N
> F,Ddr, =—du®. (2.3.6)
o=1

Celkovd potencidlni energie soustavy je souctem potencialni energie ve vnéjsich polich a vnitini potencialni energie
U=U0 +Uu®

Uplnd mechanickd energie soustavy cdstic E se definuje jako soucet kinetické a potencialni energie soustavy E = T+ U.

Z (2.3.4)) 1ze psat

au e 4 RIS,
dT = —dU® + —— dt dU® =
o ot
nebo
de U
= (2.3.7)

Nezavisi-li potencidlni energie ve vnéjsich silovych polich na Case, plati zdkon zachovani mechanické energie
E = konst.

Protoze gyroskopické sily nekonaji praci, plati tento vysledek i pfi ptisobeni gyroskopickych sil vedle potencidlovych.
Ptisobi-1li kromé potencidlovych a gyroskopickych sil jesté i sily disipativni (mohou byt vnéjsi i vnitini), lze zdkon zmény
celkové mechanické energie zobecnit analogicky s (1.2.30) na tvar

N

dE U<6>
7 = Z Fpo vy, (2.3.8)

kde Fp, predstavuje soucet vnitinich a vnéjsich disipativnich sil ptisobicich na p-tou ¢astici soustavy.
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V mechanice soustavy Castic, je vyznamny pojem izolované soustavy, ¢imz rozumime soustavu ¢astic, na kterou
nepusobi vnéjsi sily a kterd se pohybuje jen pod vlivem sil vzadjemného piisobeni mezi ¢asticemi soustavy v prv-
nim Newtonové pohybovém zakoné a s timto pojmem tzce souvisel model homogenniho a izotropniho prostoru. Pro

izolovanou soustavu ¢astic plati z (2.3.1)) a (2.3.2)

P = konst. (2.3.9)
L = konst., (2.3.10)

tj. zdkon zachovdni hybnosti a momentu hybnosti. S vyuzitim definice hmotného stiedu se da (2.3.9) pfepsat na
ekvivalentni vztah pro rychlost hmotného stfedu vt = rp

vt = konst., (2.3.11)

takze vidime, Ze inercialni vztazna soustava mize byt spojena s hmotnym stifedem izolované soustavy c¢astic. Homo-
gennost a izotropnost zlistava pro takovou soustavu zachovana a dé se ukazat izka souvislost téchto symetrii prostoru
se zédkony zachovani a . Navic lze pridat pozadavek homogennosti ¢asu, tj. nezavislosti pribéhu jevi v
daném bodé prostoru na pocatku odéitani casu, ktery souvisi invariantnosti celkové mechanické energie pii zameéné ¢
na —t. 7 je dale vidét, ze pro izolovanou soustavu ¢astic, pro niz jsou vnit¥ni disipativni sily rovny nule, plati
zakon zachovani celkové mechanické energie

E =T+ U = konst. (2.3.12)

Tt vektorové rovnice (2.3.9)), (2.3.10), (2.3.11)) a skaldrni rovnice predstavuji tzv. deset klasickych integrdli
pohybu. Souvislostem zakoni zachovani se symetriemi prostoru homogennosti ¢asu se budeme vénovat také v ¢asti[5.6

Vyse uvedené zakony zachovani maji velky vyznam pro feSeni celé fady tloh. Dokladem toho jsou napf. tlohy o
razech téles. U nepruzného razu vyuzivame pouze zakon zachovani hybnosti, u rdzu pruzného navic i zdkon zachovani
energie. Pfi studiu pohybti téles v poli centralnich sil se opirdme o zakony zachovani energie a momentu hybnosti.

Zejména v astrofyzice se pfi studiu vesmirnych systému sklddajicich se z obrovského poctu éastic (hvézd, galaxif)
Gasto vyuziva tzv. viridlového teorému. Odlisuje se od predchazejicich vét a zdkonti svou statistickou povahou, nebot
se netyka pfimo mechanickych veli¢in, ale jejich ¢asovych stfednich hodnot.

Uvazujme izolovany systém hmotnych bodtl, na néz ptisobi pouze vnitini sily F Q(i)

derivaci vyrazu

a zkoumejme tuplnou ¢asovou

d . .
% (ng.pg> = FoPot > FoPy (2.3.13)
P 0 P
kde sumace probihd ptes vSechny ¢astice systému. Prvni ¢len na pravé strané (2.3.13)) 1ze podle (2.3.3)) upravit na tvar

. _ . . _ 2 _
E Fo.Po= E Molg.Fg = E myv, = 2T,
e e e

zatimco druhy je podle (|1.2.15]) roven ) oFo-F Q(i). Stfedni ¢asovou hodnotu vyrazu na levé strané rovnice ([2.3.13) za
Casovy interval 7 ziskdme standardné integraci

1 [d d =
L (Sren) g (Srene) <7 S
0 0 0 0
kde vodorovnou ¢arou nad vyrazem znacime ¢asovou stfedni hodnotu. Plati proto
2T ro Fi) == .
Rzl

Ztstavaji-li souradnice a hybnosti ¢astic konecné, lze dobu 7 zvolit dostacné dlouhou tak, ze hodnota vyrazu na pravé
strané (2.3.14)) bude libovolné maléd. Dostavame tak zminény wviridlovy teorém

(2.3.14)
0

_ 1=
T=3 S e, FY. (2.3.15)
o

4, vztazenou k dostatecné dlouhému

Clausiusovym viﬁa’le soustavy rozumime stfedni ¢asovou hodnotu 3_, r, F
casovému intervalu. Podle viridlového teorému ([2.3.15)) je stfedni hodnota kinetické energie soustavy ¢astic v daném

2Viridlovy teorém pro klasické soustavy ¢astic dokézal Clausius v r. 1870. Vyznam teorému podtrhuje skutecnost, ze si zachovava svou
platnost i v kvantové mechanice.
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casovém intervalu rovna poloviné viridlu. Jsou-li vnitini sily potencialové, tj. je-li mozné zavést potencialni energii

U(r,), lze (2.3.15)) zapsat ve tvaru
=
T=3 2@: ro-VU(r,).

Jestlize je potencialni energie navic Eulerovsky homogenni funkci n-tého féduﬂ bude splnéna rovnice
nU = 2T. (2.3.16)

Jak jsme vidéli v ¢asti[1.3.3] velmi vyznamnou roli hraji ve fyzice tzv. centralni sily, konkrétné gravitacéni sila a sila
Coulombovského elektrostatického pole. V obou pripadech pro potencidlni energii U ¢astic v poli téchto sil mtuzeme
psat

1
U~ -

r

U je tedy Eulerovsky homogenni funkei —1-iho fadu (jak lze snadno ovétit) a podle rovnice ([2.3.16) proto plati (pro
n= —1)

_ 1_
T=-3U. (2.3.17)

7Z rovnice pfimo vyplyva, Ze soustava ¢astic, které na sebe pisobi Coulombovskymi nebo gravita¢nimi silami,
se nemuze nachazet ve stavu statické rovnovahy, tj. ve rovnovazném stavu s kinetickou energii 7' = 0. Tento zavér plati
jak pro elektrony v atomech, tak pro atomy ve hvézdach nebo hvézdy v galaxiich. Hmota, ktera nas obklopuje se proto
nutné musi skladat z ¢astic, jez jsou v pohybu, a pouze v relativnim smyslu mizeme néjakou jeji ¢ast povazovat vici
nam za nepohyblivou. Jak jiz bylo feceno, viridlovy teorém se vyuziva predevsim v astrofyzice pfi studiu dynamiky
hvézd a galaxii. Uvedme proto alespoii jeden pfiklad z této oblasti.

2.4 Vztazna soustava hmotného stredu.

Pr1i feseni praktickych tloh byva nékdy vhodné pracovat v souradnicové soustavé spojené s hmotnym stfedem
soustavy. VztazZnou soustavou hmotnéeho stredu soustavy hmotnych bodd nazyvame vztaznou soustavu, v niz je celkova
hybnost soustavy nulova. Transformaci momentu hybnosti a kinetické energie do této soustavy nam umoznuji Konigovy
vzorce.

Ozna¢me ¢drkované velifiny v soustavé hmotného stiedu a ne¢drkované odpovidajici veli¢iny v obecné jiné (napf.
laboratorni) inercidlni vztazné soustavé. Pro polohovy vektor o-té Gastice vedeny z hmotného st¥edu r," plati

N
/ : . -/ / !/
ro=rro+r, r,=Vvy,=rr+r,=vr+v, E mer, =0.
o=1
Rychlost soustavy hmotného stfedu vzhledem k uvazované laboratorni soustavé ziskdme v v z uvedené podminky
N N
r r _ _
P—E mgvg—g my(Vo—vr)=P—-Mvr =0,
o=1 o=1

kde celkovd hmotnost soustavy M je definovana vztahem (2.1.2)). Vychézi

. (2.4.1)
M
Podobné lze ovérit, ze pro celkovy moment hybnosti soustavy dostavame
N N
L=2 [(rr+ry) xmy(ve+vy)] = (rex Mvr)+ Y (r,xmev,), (2.4.2)
o=1 o=1

kde prvni ¢len na pravé strané je tzv. orbitdalni moment hybnosti, druhy potom tzv. spinovy moment hybnosti (moment
hybnosti vzhledem k hmotnému stfedu). Vztah (2.4.2)) pfedstavuje pruni Kdnigiv vzorec.

3P¥ipomenime, Ze kdyz je funkce f(z1,z2,...,zx) Eulerovsky homogenni n-tého fadu, plati
f(sz1,822,...,87K) = s"f(z1,22,...,2k),

= TLf(fEl,IQ,...,xk);

Zx' Of(z1,22,. .., 2k)
i=1 ' dx;

viz napt. [§], s. 370.

47



Kinetickou energii soustavy ¢astic muizeme analogicky pfepsat ve tvaru

N N
1 1 1 2
T = 3 ;Zlmg (vr+v)) (vo+v),) = QMUQT +5 E mevy,”, (2.4.3)

o=1

kde prvni ¢len na pravé strané odpovida kinetické energii ¢astice o hmotnosti M = pohybujici se rychlosti hmotného
stfedu v 1, druhy ¢len predstavuje kinetickou energii pohybu soustavy v soustavé hmotného stfedu. Rovnice (2.4.3)
byva nazyvana druhym Kdénigovym vzorcem.

2.5 Pohyb soustav s proménnou hmotnosti

V praxi se Casto setkdvame se soustavami, v nichZ neni hmotnost ¢astic konstantni, nybrz se s ¢asem méni. Jedné
se 0 pohyby torpéd, letadel pohanénych reaktivnimi motory a zejména raket pouzivanych ke kosmickym letim. Také v
prirodé lze soustavy s proménnou hmotnosti nalézt. Napf. hmotnost meteoritu se pfi priachodu atmosférou zmensuje,
nebot ¢ast (nékdy i cely meteorit) se odpafi nebo shoii; ledové kry se mohou zmensovat nebo zvétsovat v disledku
tani nebo namrzani. Svou hmotnost mohou ménit také kapky desté nebo ledové kroupy. V této kapitole se budeme
zabyvat vyhradné posuvnym pohybem soustav s proménnou hmotnosti.

Predpokladejme, ze mame soustavu Castic, kterd vznikne tak, Ze od ¢astice o hmotnosti m se za dobu dt oddéli
¢astice o hmotnosti dm,,, pficemz hmotnost piivodni ¢astice se tim zméni o dm. Oddéleni ¢astice vznika plisobenim
vnitrnich sil a plati véta o zachovani hybnosti, celkova hmotnost soustavy se samoziejmé nezméni, takze plati dm +
+ dmp = 0. Necht v okamziku ¢ pfed oddélenim byla celkovd hybnost P(t) = mv, v okamziku ¢ + dt po oddéleni
¢astice je hybnost soustavy

P(t+dt)=(m+dm)(v+dv)+udm, =(m+dm)(v+dv)—udm,

kde v je rychlost pred oddélenim c¢astice, v 4+ dv po oddéleni a u rychlost malé oddélené castice. Zména hybnosti pri
zanedbani malych ¢lent 2. fadu je potom
dP =mdv — (u —v) dm.

Dosazenim do (2.3.1)) dostdvame Mescerského pohybovou rovnici

dv dm

m—=R+ —v 2.5.1

dt dat " 25.1)
kde v, = u —v je relativni rychlost oddélujici se ¢astice vici castici ptivodni. Mescerského rovnice byva nékdy uvadéna
v pozménéném tvaru

dv
— =R+ F 2.5.2
m dr + R> ( )
kde d
m
FR = 7(175 Vy

nazyvame reaktivni silou. ProtoZze v uvaZovaném piipadé se hmotnost m zmensSuje, tj. dm/dt < 0, ma reaktivni sila
opacny smér nez rychlost v,.

Touto rovnici se fidi napf. pohyb raket, v, v takovém piipadé€ predstavuje vytokovou rychlost plyni z trysky rakety.
Uvazujeme-li idealizovany pfipad pohybu rakety v bezsilovém poli R = 0 a s konstantni vytokovou rychlosti plynt
v, = konst., jez ma opacny smér nez rychlost rakety v, muZzeme najit vyslednou rychlost, kterou raketa ziska pri
konec¢né zméné své hmotnosti z mg na m (tzv. Ciolkovského tuloha). Integraci (2.5.1]) podle ¢asu ¢ s podminkou R =0
dostaneme

mo
Vv=vyg+v,Iln—,
m
coz je tzv. Ciolkovského vzorec. Vysledné rychlost rakety v uvazovaném pripadé€ zévisi jen na vytokové rychlosti a
celkové zméné hmotnosti rakety; nezavisi na tom, jakym zptisobem se hmotnost rakety méni. Podil

mo
C:*
m

se nazyva Ciolkovskeho cislo. Oznacime-li m, hmotnost vyhotelého paliva, miizeme také psat

c="0_14 M
m m
Je zfejmé, ze ¢im vétsi bude Ciolkovského ¢islo rakety, tim vétsi rychlosti mize raketa dosdhnout. Pokud bychom pouzili
jednostupnovou raketu, nesla postupné stale vice neuzite¢né hmoty v podobé vyhotelych zasobnikt paliva. Je proto
vyhodn&jsi pouzivat vicestupriové rakety, kdy se po spotfebovani paliva kazdého stupné zbytek (zdsobnik a motor)
odpoji. Teoreticky by bylo nejvyhodnéjsi pouzivat co nejvétsiho poctu stupnd, avSak jejich oddélovani od zbytku
rakety byva spojeno s urcitymi technickymi obtizemi. Proto se v praxi pouzivaji témér vyhradné rakety tfistupiové.
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2.6 Resené piiklady

Piiklad 2.1
Vypoctéte stiedni kinetickou a potencidlni energii ¢astice o hmotnosti m zavéSené na pruzin€ s tuhosti k. Tteni ani
odpor vzduchu neuvazujte.

Reseni:
Céstice bude vykonavat netlumené harmonické kmity popsané rovnici
Y = Ym sin(wt + o),
kde y znadéi vychylku z rovnovazné polohy y = 0, y,, amplitudu, w = +/k/m Ghlova frekvence a ¢y poéatecni faze
kmitd. Okamzita hodnota potencialni energie je dana vztahem
Loy 1,5 .9
U= 5 ky = 5 kym S (Wt + <)00) ’

stfedni hodnotu béhem periody T ziskdme integraci

ky

T T
— 1 72,1 .2 1 2
Uff/Udth/sm (Wt + o) dt—zkym.
0 0

Okamzitou kinetickou energii ¢astice lze zapsat ve tvaru

1 2
T= imvz = m;u y2, cos? (wt + ) ,

pro jeji stfedni hodnotu pak vychéazi

T
- 1 2,2 1 1
T — T/W;Jm cos? (wt + ¢o) dt:menglzzkygl-
0

Vidime, ze plati -
T=U
v souladu s rovnici (2.3.16)), nebot funkce U = ky?/2 je Eulerovsky homogenni 2. fadu.

Priklad 2.2
Ovérte platnost viridlniho teorému ([2.3.17) pro soustavu Zemé-Meésic v soustavé spojené se stiedem Zemé. Pohyb
Meésice okolo Zemé povazujte za kruhovy.

Resend:
Oznacime-li hmotnosti Zemé a Mésice My, My a jejich vzalenost r, potom pro potencidlni energii soustavy dostavame
Mz My
U=—»—-.
r

Pomoci zndmého vztahu pro velikost kruhové rychlosti vy = /My /r vypocteme kinetickou energii

1 1 %MzMM
T == My2=2-""2"¥
g MMU% T 5 T

Protoze pfi kruhovém pohybu se jak kinetickd tak potencidlni energie neméni, budou stfedni ¢asové hotnoty obou
energii v libovolném casovém intervalu rovny vypoctenym okamzitym hodnotdm, pro néz je rovnice (2.3.17)) zfejmé
splnéna.

Piiklad 2.3

Pomoci viridlového teorému ([2.3.17)) dokazte, ze vyzafuje-li soustava gravitacné vazanych Castic energii, jeji teplota se
zvysuje.

Reseni:

Tento model pravdépodobné v uréitém hrubém priblizeni vystihuje déje, které ve vesmiru skute¢né probihaji. Pro
celkovou energii systému, které se zachovava, podle (2.3.17) dostavame

E=E=FE;+U=—E.
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Je-li soustava castic v tepelné rovnovéze pfi teploté 7', potom podle ekvipartiéniho teorému znamého z klasické
termodynamiky na kazdy stuperi volnosti pohybu ¢astice pfipada stfedni kinetickd energie k7T'/2. Soustava N Eastic,
z nichz kazd4 méa 3 stupné volnosti mé proto stiedni kinetickou energii (modelem mize byt idedlni plyn)

I = gNkT.

Pro celkovou energii E' a termodynamickou teplotu 1" vychéazi

3 2
E=—-JNK, T=g=F.

KaZzda zména celkové energie AE ma4 za néasledek zménu rovnovazné teploty

2
AT = - —AFE.
3Nk
Je-li AE <0, bude AT > 0. Podle viridlového teorému dale pii se zmenseni celkové energie F zvétsi stiedni kinetickd
energie Ej a velikost stfedni potencidlni energie |U|, jinymi slovy, Ze ¢astice se k sobé priblizuji a rozméry soustavy
se zmens$uji. Soustava se tedy zahfivd a smr§fuje a mize samoziejmé dosdhnout teploty, pfi které jiz mohou uvnit¥
probihat jaderné reakce. Tento priklad tak ilustruje jednu z moznych hypotéz o vzniku hvézd z mezihvézdné hmoty.

Piiklad 2.4
Hmotnost malé jednostupiiové rakety s Ciolkovského ¢islem C a vytokovou rychlosti plynt v, se méni podle vztahu

m = mge , A = konst. , A > 0.

Raketa se pohybuje svisle vzhiiru v homogennim tihovém poli Zemé, odpor prostiedi je zanedbatelny. Vypoctéte jaké
maximalni rychlosti raketa dosdhne a do jaké vysky vystoupi do okamziku, kdy vyhori veskeré palivo.

Reseni:

Ozna¢me dobu, za kterou vyhofti palivo ti, hmotnost rakety v tomto okamziku my. Plati

_ 1 my 1 mo 1
_ Atk _ — —
mx = mge , tk=——In—=—-In—=——InC.
kT DD WV N D
Protoze déle 4
m
— = —dmpe M = —m
d+ 0 )
po dosazeni do (2.5.2)) ziskdvame diferencidlni rovnici (kladny smér soufadnicové osy volime proti sméru tihové sily)
dv +A
m— =—m muy.
dt g r

Integraci pak postupné vychéazi
t

dv = /()\Ur —g)dt, v=_v,—g)t.
0
Maximaélni rychlosti vi,.x dosdhne raketa v Case t = ¢y, takze

Umax = (Avy — g) tx = (vr — %) InC.

Vidime, ze raketa se pohybuje rovnomérné zrychlené se zrychlenim a = v, —g. Vysku h, do které za dobu ¢y vystoupi
zjistime bud integraci nebo dosazenim do zndmého vzorce

1 2 1 2
hziatk:ﬁ()\vr—g)ln C.

Od okamziku ¢ bude raketa konat svisly vrh v homogennim tihovém poli.

Piiklad 2.5

Retéz smotany do klubka lezi na okraji vodorovného stolu tak, ze jeden z koncti délky [ visi pies okraj. Najdéte
rychlost, s jakou bude tento konec padat k zemi, jestlize na poc¢atku byl v klidu. Tteni zanedbejte, pfedpokladejte, ze
fetéz je homogenni. (Tuto tlohu jako prvni v roce 1857 vyfesil anglicky matematik Arthur Cayley).
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Obr. 2.1: K pfikladu 2.5

Reseni:
Oznacme = délku Césti fetézu, jez visi pres okraj stolu. Hmotnost m této ¢asti lze vyjadiit pomoci linearni hustoty
v = m/x, kterd je pro homogenni téleso konstantni. Protoze se pohybuje pouze ¢ast fetézu visici pfes okraj, ma
pohybova rovnice (2.3.1) tvar

d(mv) d(yaxz)

a a9

neboli
zi + i* = ga. (2.6.1)

Obdrzeli jsme tak nelinearni diferencialni rovnici 2. faddu. Rychlost &, s jakou se pohybuje konec fetézu ziskdme asi
nejsnéze substituci u = &2, z niz také plyne

. di dide  1du

TT@ T drdt 2da
Po dosazeni do (2.6.1) dospéjeme k nehomogenni linedrni diferenciélni rovnici 1. fadu

du 2
7—"_7”:297
dx =z

jejimz feSenim pro poéateéni podminky x(t =0) =1, u(t =0) =0 je

2 2313 .. 22313
=3 2 & neboli & = —_—
x

Numerické Feseni rovnice (2.6.1]) pro I = 0,5m je na obr.

u
2
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Kapitola 3

Soustavy podrobené vazbam

3.1 Vazby

Dosud jsme ve svych avahach mlcky predpokladali, ze pohyb ¢astice neni v prostoru nijak omezen, ze se tedy
éastice ve svém pohybu muze dostat do libovolného mista v prostoru. Stejné tak jsme v piipadé soustavy ¢astic
nekladli pozadavky na vzdjemné polohy Castic soustavy, ani jsme nezavadéli jakdkoliv geometrickd omezeni jejich
pohybu. Predstavime-li si vsak napf. pohyb matematického kyvadla, je zfejmé, Ze Castice reprezentujici kyvadlo se
muze dostat jen do takovych bodu prostoru, pro néz plati

ot ai i -1 =0,
kde x1,r2,23 jsou soufadnice ¢astice v soustavé souradnic s poc¢atkem v bodé upevnéni kyvadla, | délka zavésu.
Rovnice tohoto typu, které néjakym zptsobem vyjadiuji omezeni pohybu ¢astice nebo soustav Castic, nazyvame
rovnicemi vazby.
Predpoklddejme, Ze mdme soustavu NN ¢éstic, jejichz polohy budeme urcovat polohovymi vektory r, o slozkach
To,1,T0,2,Tp,3.- Rovnice vazby pak obecné budou mit tvar

(I)a(xl,l)l'l,27xl,3)"'7xN,17mN,27xN,37$1,17j:1,27i'1,37'"a‘,tN,lviN,27i'N,37t) = 05 o = 1)27"',8) (3118“)

nebo
D, (r1y. . rNyF1, .. FNyt) =0, a=1.2,...,s. (3.1.1b)

Omezeni pohybu ¢astic nemusi vSak vzdy byt formulovano ve tvaru rovnic. Pfedstavime-li si Castici, ktera se muze
pohybovat jen uvniti koule o poloméru [, je ziejmé, ze omezeni jejiho pohybu je nyni mozno popsat nerovnosti

o]+ 23 + 23 < 12

Vazby vyjddiené nerovnostmi zpravidla nazyvame vazbami jednostranngmi (neudrzujicims), vazby popsané rovnicemi
pak nazyvame vazbami dvoustranngmi (udrZujicimi). V dal$ich Gvahach se budeme vesmés zabyvat vazbami dvou-
strannymi, které se daji vyjadfit rovnicemi typu nebo .

V teoretické mechanice je obvyklé vazby klasifikovat nédsledujicim zptisobem : Jestlize rovnice vazby neobsahuje
explicitné ¢as, nazyva se vazba staciondrni (téz skleronomni; napf¥. vyse uvedena rovnice pro matematické kyvadlo).
Zavisi-li rovnice vazby explicitné na ¢ase, nazyvéd se vazba nestaciondrni (rheonomni) (napf. matematické kyvadlo
s proménnou délkou zévésu).

Neobsahuje-li vazba (rovnice vazby) explicitné rychlosti, tj. da-li se zapsat ve tvaru

Bo(ry,....rnt) =0, a=12 ... (3.1.2)

nazyva se vazba geometrickou (konecnou). V opatném piipadé mluvime o vazbé diferencidlni neboli kinematické.
7 kinematickych vazeb jsou dilezité takové, v nichz se rychlosti vyskytuji linedrné, tj. které lze zapsat ve tvaru

N
D> Gagitpitba =0, a=12,...s, (3.1.3)

o=1i=1

kde aq,,i, by jsou koeficienty zavisejici jen na souradnicich a ¢ase. Rovnice je v podstaté diferencidlni rovnici pro
rychlosti &, ;. Jestlize se d4 tato rovnice integrovat (¢imz vlastné vylou¢ime rychlosti a vazba se stdva geometrickou),
nazyvame vazbu diferencialni integrovatelnou. Podotknéme, 7e kazda geometricka vazba typu je diferencialni
integrovatelna, jak se mizeme snadno presvédcit derivovanim podle ¢asu.

Soustava podrobena diferencidlnim integrovatelnym vazbam se nazyva soustavou holonomni. Pojem holonomnosti
se Casto prendsi i na vazby a tak misto o diferencialnich integrovatelnych vazbach mluvime vétSinou o holonomnich
vazbdch. Vsechny ostatni vazby a soustavy nazyvame neholonomnimi. V dalSich tivahidch se budeme zabyvat jen
vazbami holonomnimi a zpravidla takovymi, které se daji zapsat ve tvaru .
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3.2 Princip virtualni prace

O y Studujeme nyni velmi malou zménu polohy ¢astic soustavy, kterou dovoluji
vazby, nebo, jak fikdme, kterd je slufitelna s vazbami (kineticky p¥ipustnd). Po-
sunuti kazdé c¢astice si mizeme myslet rozlozeno jednak na posunuti zpiisobené
proménlivosti vazeb, tj. zavislosti vazeb na ¢ase, jednak na posunuti pfi nepro-
I(t) ménnych vazbich (jako by vazby v okamziku posunuti ,ztuhly“), tzv. virtuding
posunutzﬂ Takové rozlozeni skutecného posunuti si miizeme ukazat na prikladé ky-
vadla s proménnou délkou zavésu [ = I(t) : Virtualni posunuti ér lezi na tecné
\or ke kruznici, po niz by se ¢astice pohybovala, kdyby v okamziku ¢ vazba ”ztuhla”,
tj. délka zavésu se nemeénila. Posunuti zptsobené vazbou, 6/, ma smeér zavésu a
slozenim obou téchto posunuti dostavame posunuti skutecné, dr.
ol T Mame-li soustavu N ¢éastic podrobenou jedné holonomni vazbé typu , tj.
vazbé popsané rovnici

/ —

dr

Obr. 3.1: K pojmu virtudlniho

posunuti Q(21,1,71,2,21,35 - - »TN,1,TN 2,ZN 3,t) = 0 (3.2.1)

nebo, zkracené
@(xg’i,t) = 0,

mizeme snadno najit podminku, kterou museji spliiovat virtualni posunuti jednotlivych ¢astic dz, ;. Protoze podle
definice virtudlniho posunuti musi pro o-tou ¢astici v poloze z,; + dx,; opét platit vazebna podminka prit =
konst., bude pro vSechny ¢astice platit

q)(.’Eg’i + (SIL'Q’i,t) =0.

Rozvineme-li tuto funkci v Taylorovu fadu v okoli bodu z,, ;, pfiCemz se v rozvoji omezime jen na prvni ¢leny, dostaneme

N 3

0P
<I>(xw- + 5.’Egyi,t) = @(xg,i,t) + Z Z W(S(Eg’i = 0.
ot

o=11i=1
Prvni ¢len napravo je roven nule podle (3.2.1]) a proto musi pro virtudlni posunuti platit

N 3

0P
Z Z aTw(ng’i =0.

o=1i=1

Analogicky vysledek muzeme odvodit pro pfipad s vazeb. Plati pak

N 3
0®,,

E E 0xy; =0, a=12,...,s. (3.2.2)
9 0,1

; z
o=11i=1

Podobnym zpisobem mizeme najit i podminku, kterou musi spliiovat skutecnd posunuti dz, ;. Protoze u skute¢nych

posunuti je tieba uvazovat i zménu vazby v ¢ase, musi zfejmé platit

O (2, +dzy,t +dt) =0, a=1.2,...,s,

takze podminku pro skuteénd posunuti dz,; dostdvame ve tvaru

N 3
0P 0d
3N tdwgi+ —dt =0,  a=12,...s (3.2.3)
: Bxg i ’ ot
o=11i=1 ’

Kazd4 vazba (tj. omezeni pohybu) souvisi s existenci uréitych sil, které pohyb soustavy ovliviiuji. Sily, jimiz télesa
uskutecnujici vazby ptisobi na ¢astice soustavy, nazyvame reakcemi vazeb; na p-tou castici ptsobi vysledna reakce
vazby N 9E|

Velmi dilezitymi vazbami jsou také vazby, pro které sily reakci vazby pfi virtudlnim posunuti nekonaji praci, tj.

pro které plati
N N 3
> Nyr,=>"> " Nyibx,; =0, (3.2.4)
o=1

o=11i=1

LSlovo virtualni miize mit v ¢esting nékolik vyznamii, napt. ,domnély, zdanlivy, mysleny, libovolné (nekoneéng) maly“ apod. (Rejman,
L.: Slovnik cizich slov. SPN, Praha 1966). Zde se vSak pfidrzujeme uvedené definice a virtudlnim posunutim rozumime kazdou velmi malou
zménu polohy ¢astice dovolenou existujicimi vazbami.

2V nékterych udebnicich byvaji proto sily rozdéleny do dvou skupin: na tzv. sily vtisténé (hybné, vyvolavajici pohyb soustavy) a vazbové
(reakce vazeb).
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kde N, ; je oznacena i-ta slozka reakce vazby ptlisobici na p-tou ¢astici soustavy. Takové vazby nazyvame idedinimi
vazbami.
Za jeden ze zakladnich principti mechaniky mtizeme povazovat , ktery vyslovime takto:

Nutnou a postacujici podminkou rovnovihy mechanické soustavy podrobené idedlnim holonomnim
vazbdm je, aby soucet elementdrnich praci sil pusobicich na soustavu pFi libovolném virtudinim po-
sunutt byl roven nule

N
> Fo.or,=0. (3.2.5)
o=1

Podotknéme, Ze i kdyz zde mame tento princip formulovan pro holonomni vazby, da se formulovat i pro nékteré typy
neholonomnich vazeb a v urc¢ité obméné i pro vazby neudrzujici.

Platnost principu virtudlni prace dokazuje zkusenost. Vyjdeme-li z Gtvah pro soustavu ¢astic, na které neptisobi
vazby, je podminka rovnovahy p-té Castice soustavy déna anulovanim vysledné sily ptisobici na tuto ¢éastici, odkud
vyplyva platnost automaticky. Je-li soustava podrobena holonomnim staciondrnim vazbam, tj. nezavislym na
Case, lze pokladat p-tou Castici soustavy za Castici podrobenou vazbam, jestlize misto vazeb uvazujeme, Ze na Castici
kromé sily F, ptlisobi jesté vysledna reakce vazby N,. ProtoZe je podle pfedpokladu vazba idedlni, plati a tedy
opét musi byt splnén vztah . Podminka ideédlnosti vazeb vSak plati i pro vazby nestacionarni (v tomto pfipadé
N, zavisi na ¢ase) a proto je i pro takové vazby splnén vztah .

Vyznam principu virtualni prace pro hledani rovnovazného stavu soustavy Castic lze nadzorné ukazat na piipadu
jedné ¢astice. Piisobi-li na ni potencidlova sila, pro kterou plati F = —VU (podobné jako v pfedchdzejicim textu znadi
U potencidlni energii ¢astice), mé princip virtudlni prace tvar

F.ér=-VU.ér.

Rozepsanim na jednotlivé slozky zjistime, Ze virtudlni prace predstavuje celkovou zménu (variaci) potencidlni energie
6U pri virtudlnim posunuti v okoli uvazovaného bodu,

3
6U:ZaU&ci:0.

ox;
i=1 ¢

Hledéani rovnovazné polohy ¢éstice se tak prevadi na ¢isté matematicky problém vysSetfovani stacionarnich bodu funkce
pomoci variaci, nebot pravé v téchto bodech je podle definice 1. variace funkce nulova. V potencidlovém poli tedy
rovnovazné polohy splyvaji se stacionarnimi body potencialni energie, ve fyzice pak byvaji oznacovany jako rovnovazné
body. Druh rovnovazné polohy pak lze obecné uréit druhou variaci. P¥i 62U > 0 se jedna o rovnovahu stabilni, p¥i
52U < 0 o rovnovahu labilni a pfi 62U = 0 o rovnovahu indiferentni.

Princip virtualni prace byva Casto oznacovan za zakladni princip statiky. Mtzeme jej vsak povazovat i za zakladni
princip dynamiky, jestliZe jej s pouzitim d’Alembertova principu budeme aplikovat na soustavu v pohybu. Podle
d’Alembertova principu jsou pusobici sily pfi pohybu stale v rovnovaze se silami setrva¢nymi, takze muzeme formulovat

princip virtualni prace ve tvaru
N

(Fo+1,).6r, =0, (3.2.6)

o=1
kde 9, je d’Alembertova setrva¢na sila pro p-tou castici soustavy. Je tedy

N N 3
(F, —mya,).dr, = Z Z(XW- — My )02, = 0. (3.2.7)

o=1 o=11i=1

Rovnice (3.2.7) predstavuje zédkladni princip dynamiky pro soustavu podrobenou vazbam; casto se také nazyva
d’Alembertiv-Lagrangeiv princip.

Ze zakladniho principu dynamiky nyni ovSem musime ziskat pohybové rovnice, které by ndm umoznovaly
primé feSeni problémi mechaniky. Jestlize se pfi feseni néjakého problému zajimame kromé ziskani pohybového zédkona
i o vypocet reakci vazby, pouzivame tzv. Langrangeovy rovnice 1. druhu; nepotfebujeme-li znat reakce vazby, pracujeme
s Langrangeovymi rovnicemi 2. druhu.

3.3 Lagrangeovy rovnice 1. druhu

Abychom nalezli Lagrangeovy rovnice 1. druhu, vyjdeme z podminek (3.2.2)) pro virtudlni posunuti. Nasobime-li
kazdou z téchto podminek libovolnym koeficientem A, (Lagrangetv neurdity multiplikdtor), séitdme pies vSechna « a
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pri¢teme k (3.2.7)), dostaneme
N s
.. 0%,
> Z (XW- — mgigi+ Y /\a(%) 0xy; = 0. (3.3.1)

Kdyby byla virtudlni posunuti dx, ; vzajemné nezavisla, plynulo by odtud (jakoZz i ostatné pfimo z (3.2.7))), ze vyrazy
v kulatych zévorkach museji byt rovny nule. Mezi souradnicemi x, ; vSak existuje s z&vislosti danych rovnicemi vazby.
Provedeme proto nasledujici tvahu: Pfedpokladejme, ze prvnich 3N — s virtudlnich posunuti je nezavislych a jen po-
slednich s posunuti je zavislych. Protoze obsahuje celkem s libovolnych koeficientd A, mizeme tyto koeficienty
zvolit tak, aby vyrazy v kulatych zavorkach u téchto s zavislych virtualnich posunuti byly rovny nule. Zavorky u zby-
vajicich 3N — s posunuti pak museji byt rovny nule, nebot podle pfedpokladu jsou tato posunuti vzajemné nezavisla.
Celkem tedy bude rovnice splnéna, jestlize bude

-, 0o=12... N, i=1,2,3 (3.3.2)
coz jsou hledané Lagrangeovy rovnice 1. druhu. Nékdy se tyto rovnice zapisuji ve vektorovém tvaru
S
meFy=Fy+ Y AV,®,,  0=12,...,N,

a=1

kde V,®, znaci, Ze ve vyrazu pro gradient se derivuje podle soufadnic p-té ¢astice.
Srovnejme nyni tyto rovnice s Newtonovymi pohybovymi rovnicemi pro soustavu ¢astic, kterou si miazeme pied-
stavit jako soustavu bez vazeb, v niz vSak kromé sil F, ptlisobi jesté sily reakce vazby N ,. Tyto rovnice maji tvar

mgig)i :Xg,i+Ng,i7 Q:LZ,...,N, 7 = 1,2,3

takZe srovnanim s (3.3.2) vidime, Ze reakce vazby pro o-tou ¢éstici je rovna

s (I)a
Noi=Y Aa 0 . (3.3.3)
[e%

nebo vektorové

N, = Z AoV, @,
a=1

Resenim rovnic (3.3.2) miizeme tedy pii znamych vazbach uréit nejen pohyb soustavy, ale té7 reakce vazeb.

3.4 Lagrangeovy rovnice 2.druhu

Pfi odvozeni rovnic (3.3.2)) jsme vychazeli z principu d’Alembertova-Lagrangeova a pracovali jsme s 3N
kartézskymi soutfadnicemi x, ;, které byly podrobeny s podminkdm — holonomnim vazbam, tj. mezi nimiz existovalo
s zavislosti. To vSak znamend, Ze pfi pouziti jinych vhodné zvolenych parametrti by ndm mohlo stacit jen 3N —
— s parametru, které by jednoznacné urcovaly polohu vSech ¢astic soustavy. Nazyvame nezdvislymi zobecnénymi
soufadnicemi (téZ ) q1,q2, - - - ,qs. Jejich pocet f = 3N — s pak predstavuje pocet stuprit volnosti soustavy.

Vzhledem k definici zobecnénych soufadnic museji byt polohové vektory r, ¢astic jednozna¢nymi funkcemi téchto
soutfadnic; podminky jsou zde analogické, jako jsme studovali v souvislosti s rovnicemi a pfi zavedeni
kfivocarych soufadnic pro jednu c¢astici. Pfedpokladejme tedy, Ze plati

rQ - rQ(qlaq27"'7qfat)7 0= 1527"'5N (341)

neboli
Toi = Z0:(q1,92, - - - q55t), o=12,...,N, 1=1,2,3. (3.4.2)

Nasi snahou nyni bude zapsat pohybové rovnice soustavy Céastic v téchto nezavislych zobecnénych soutradnicich
41,92, - - - ,qf- Vztah pro virtualni posunuti r, najdeme z (3.4.1)) resp. (3.4.2). MZeme psat

f
or,
ore =) 200w e=lhoN (3.4.3)
Jj=1
nebo

! or i
0o = Z Wg_’éq]‘, 0=12...,N, 1=1,23. (3.4.4)

j=1 "
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Dosazenim do (3.2.7)) dostédvame

j=1p0=11i=1
Zavedeme nyni opét tzv. zobecnéné sily
N
0x,
Q=D X . (3.4.5)
o=11i=1 4
a predchéazejici rovnice prejde na tvar
f f N 3
5g; = 5,5 000 3.4.6
D Qi =3 > D> maitsig 00 (3.4.6)
j=1 j=10=1i=1 4
Pravou stranu nyni upravime takto :
S N 3 f N 3
0x, d 01
)IP D) ILTNCLTNES ) ) Sy ERL T P
j=1p0=11i=1 j=1p=11i=1
593 SRR Lty
oTo,i j
j=1g=11i=1 dt \ 9q;

a derivaci tohoto vztahu podle ¢; dostaneme

aﬁ 0,i 61' 0,1

adj aq]‘ '
Dosadime-li tento vyraz do upravené pravé strany (3.4.6) a vyuZijeme-li navic v druhém ¢lenu zaménitelnosti tplné
derivace podle ¢asu a parcialni derivace podle g; (o ¢emz se lze presvédéit pfimym dosazenim), dostdvime z ([3.4.6))

vztah ; P . . ; N .
ZQj(qu = Z [szgdt (i'g,i aqiz)] 5Qj — Z (ZZmQQTQ’la(]w) (qu‘.
Jj=1 i

j=1 Lo=1i=1 j=1 \p=1i=1 J

Kazdy ze soucini

. Oy, . Oy,
Ty resp. Tpi
0,7 aqj p 0,2 8(13'
lze psat ve tvaru
0 1.4 0 1.4

aT].j(i%,i) resp. 87%(5%,2‘)7
takze

! Tfdlo (&1, 0 (<1,

o=1i=1 o=11i=1

Vyrazy v kulatych zévorkach vsak predstavuji podle (2.3.3)) kinetickou energii soustavy T, takze lze psat
f
d (0T oT
— =) —-=—-Q;|dg; =0. 3.4.7
> |7 (7) - ;-2 (347
Jj=1

Vzhledem k nezévislosti g; jsou i dg; nezavislé a musi tedy platit

d (9T OT
—— ) - =— =0; =1,2,...,f. 4.
pr (aqj) g, G I bhed (3.4.8)

Tyto rovnice odpovidaji (3.2.4) a predstavuji zédkladni pohybové rovnice soustavy podrobené vazbam, zapsané
v nezavislych zobecnénych soutadnicich. Nazyvaji se zpravidla Lagrangeovymi rovnicemi 2. druhuﬂ

3Joseph Louis Lagrange publikoval tyto rovnice v r. 1788 ve svém dile ,Mécanique analytique“ (Analyticka mechanika).
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Volba nezavislych zobecnénych soufadnic byla zcela libovolna. Mohli bychom zvolit jinou soustavu nezavislych
zobecnénych soufadnic a nasli bychom rovnice stejného tvaru. Lagrangeovy rovnice druhého druhu maji tedy tu
vyznamnou vlastnost, Ze jsou invariantni pti prechodu od jedné soustavy zobecnénych soutadnic k soustaveé jiné. Tim
se nam také objasniuje, pro¢ jsme prfi zapisu pohybovych rovnic jedné ¢astice v obecnych kiivocarych sourfadnicich
dostali rovnice , které maji tvar stejny jako a .

Jsou-li sily, které ptsobi na soustavu, silami konservativnimi, lze pro zobecnéné sily @); psat

N 0z, N oU Oz, U
Qj:ZZX@J IQ? :_ZZ 07y axqé; = T35

takze i zobecnéné sily mizeme dostat z potencidlni energie U(q) = U [z;(g;)]. Pak (3.4.8) bude

d(aT) o _ U,

dt \9¢;) 0q;  9q;’

a pokud U nezévisi na zobecnénych rychlostech (jak nazjvame vyrazy ¢; = dg;/dt), tj. pokud 0U/0¢; = 0, lze psat

d [8(T—U)}3(T—U)0, i=12,....f.

& 6q] 8qj
Zavedeme-li opét L (kineticky potencidl, lagranZidn) vztahem
L:T—U:L(ql,...,Qf,ql,...,(jf,t) (349)

nebo zkracené
L = L(q,4:t)

Lagrangeovy rovnice 2. druhu pak nabyvaji tvaru analogickému ([3.2.7))

d /0L oL
=) - = = i=12.....1. 4.1

Protoze Lagrangeovy rovnice 2. druhu maji velky vyznam v mnoha praktickych tlohach, nebudeme zde nyni uvadét
konkrétni priklad jejich pouziti a vénujeme této problematice celou ¢ast

Kromé zapisu pohybovych rovnic v zobecnénych souradnicich pouziva se ¢asto zobecnénych souradnic i pfi feSeni
uloh statickych; uvedme proto, Ze vzhledem k a je mozné formulovat princip virtudlni prdace v zobecnénych
souradnicich ve tvaru

!
> " Qjq; =0. (3.4.11)
j=1

3.5 Dalsi zakladni principy mechaniky

Kromé principu virtualni prace (resp. principu d’Alembertova - Lagrangeova pro soustavu v pohybu) je mozné
formulovat jesté jiné alternativni principy, na jejichz zdkladé 1ze budovat mechaniku soustav podrobenjych vazbam.

vvvvv

Derivujme rovnici vazby (3.1.2) podle ¢asu. Dostavame

o a0 _

Zzam 'xg,mﬁ_o, a=12...s,
o=1i=1 ot

coz je podminka, kterou museji spliiovat rychlosti ¢astic. Pfipustime nyni existenci jinych, zménénych rychlosti ¢astic

soustavy v tomtéz okamziku, avSak takovych, které jsou opét slucitelné s vazbami. Pro tyto nové rychlosti &, ; + A, ;

musi podobné platit

N 3
9¢a . : 0¢a
Z; B, (i + Ddgi) + 55 =0, a=12...s

o=1

Odectenim obou poslednich rovnic dostaneme
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coz je podminka shodna s podminkou pro virtualni posunuti, avsak plati nyni pro kone¢né zmény rychlosti. Nahradime-
li nyni v (3.2.7) virtualni posunuti dz,; zménami rychlosti Az, ;, dostdvame

N 3
DD (Xgi = mygigi) Ady i = 0. (3.5.1)
o=11i=1

Tato rovnice predstavuje novou formu zakladniho principu mechaniky zndmou pod nazvem Jourdaintv prmcipﬁ
Derivujeme-li rovnici vazby (3.1.2)) dvakrat podle ¢asu, dostaneme

N 3

. O0dq . d [ 0¢s d (09

img— — ToiTT - =0, =12,...,s.
Z:1 [‘” Org; ol (%)%dt(fﬁ) b ’

o=11

Uvézime-li nyni jako v piedeslém pfipadé zménéna zrychleni 2, ; + AZ,; vyhovujici vazbam, tj. splitujici rovnice

N 3

. . 00 . d [0 d (0¢a\ B
Z |:('I,Q,Z + Ak, ;) Dz, — Tyo,i az <6$Q.Z‘)] + a ( o )= 0, a=12 ...,

o=11i=1

dostaneme opét odectenim poslednich rovnic

N
SN (Koi = i) Ay =0, (3.5.2)

Gauss sdm vsak princip formuloval ponékud jinak: Pfedpokladdejme, Ze polohy jednotlivych ¢astic soustavy z,; a jejich
rychlosti @, ; v ¢ase ¢ jsou dany a uvazujme funkci

].N
3:52

o=11

3 2
Xoi
My <x9 - 97) (3.5.3)
=1

my
jako funkci &, ;, coz jsou hodnoty zrychleni, které mohou ¢astice soustavy nabyt pfi daném z,; a &, ;. Splnéni Gaussova

principu je pak ekvivalentni tvrzeni, pro skute¢né zrychleni je funkce B minimalni. Dtikaz provedeme takto : Je-li &, ;
skutecné zrychleni a Z,; + AZ,; jiné mozné zrychleni, bude

N 3 2 2
1 . . Xoi . Xoi
AB = 5 E E_ M, [(%v + A%, — mgg ) — <939,1: - mg )

4

o=1i=1 o=1i=1

Posledni ¢len je nulovy, je-li splnén Gaussiv princip (3.5.2)), takze AB > 0, pokud neni AZ,; nulové, tj. pro kazdé
jiné zrychleni nez skutec¢né bude mit funkce B vétsi hodnotu.

Ukazme jesté fyzikalni vyznam funkce B. Soustava necht mé v ¢ase ¢ zadanu polohu x, ;, rychlosti &, ; a zrychleni
Zo4. Je-li (symbolicky zapsano) a poloha Castice (¢ -té) Castice v Case t, c jeji poloha v ¢ase t + dt pii skutecném
pohybu a b poloha, kterou by ¢astice zaujimala v Case t + dt, kdyby nebylo vazeb, tj. kdyby ptisobily jen dané sily
X,,i, mizeme psat pro x -tou slozku ac ptiblizné

1

Stei dt?

(ac)y ~ @, dt +

a podobné

1X,;
b), ~ i, ,;dt + = —2% 4¢3,
(a ) va +2 mg

4Princip formuloval v r. 1908 Ph. E. B. Jourdain.

5Carl Friedrich Gauss formuloval tento variaéni princip v r. 1829 ve svém dile ,Nova metoda FeSeni pfitazlivosti téles® a zavedl pojem
yhejmensiho pfinuceni“ (ne ndhodou pojmenovani pfipomind metodu nejmensich étverct, jejimz autorem byl rovnéz tento velky matematik).
Teprve v r. 1897 ukazal Josiah Williard Gibbs, Ze jej lze psat ve tvaru podobném d’Alembertovu principu.
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Obdobné symbolické rovnice by platily pro y-ové a z-ové slozky. Vyraz bc charakterizuje odchylku skuteéného pohybu
od pohybu, jak by probihal, kdyby nebylo vazeb; lze jej tedy pokladat za miru ,pfinuceni“, jimz ptsobi vazby na
o-tou castici. Pro celou soustavu mtzeme vytvotit vyraz

N 1 N 3 X . 2 1
S g (be)? 422%(%_7;#) at = > Bart

o=11i=1 o=1i=1 @

jenz je tedy tmérny B, (kterd je pii pohybu miniméaln{). Pohyb soustavy probiha tedy tak, aby se co nejméné lisil
od pohybu, ktery by soustava vykonavala, kdyby nebylo vazeb. A to je ekvivalentni formulace Gaussova principu,
nazyvaného téz ,principem nejmensiho pfinuceni®.

Vyhodou Gaussova principu je, Ze jej lze pouzit i pro vazby jsou popsdny nerovnicemi a ma charakter obecného
varia¢niho principu. Neni-li ¢astice podrobené vazbam nebo zapoclteme-li ve vyrazu pro B i sily vazeb, bude
pfi skutecném pohybu B = 0. Pokud vSak zahrneme pouze sily, které nejsou spojeny s vazbami, nemize byt B obecné
rovno 0; pri skuteéném pohybu vsak bude nejmensi.

3.6 Pouziti Lagrangeovych rovnic druhého druhu

V této kapitole ukdzeme nejprve nékteré obecné metody, které v jistych pfipadech vedou k nalezeni intergral
Lagrangeovych rovnic 2. druhu a pouzijeme pak Lagrangeovych rovnic 2. druhu ke studiu nékterych konkrétnich
problémi.

3.6.1 Integral energie

Piedpokladejme, Ze Lagrangeova funkce L nezavisi explicitné na éase L # L(t). Uplna derivace podle ¢asu je

f
dL oL oL
@~ 2 \ag, % oY) 3.6.1
d J; (3%‘ K dq; qj) ( )
nebot dL/0t = 0. Z (3.4.10) najdeme
OL d (8L
dg;  dt \dg; 6.2
dg;  dt <aq'j> (3.6.2)
a mame
f ;
dz d (0L . OL d oL
dt g { 7 dt (8) +qjaq'j] T ;@qﬂ (3.6.3)
éili
3 Gyt | =0 (3.6.4)
dt \ = 94 ’ : 6.

Odtud plyne prvni integral Lagrangeovych rovnic, tzv. integrdl energie

OL
8

Jj=1

g —L=E. (3.6.5)

Konstanta mé pfi staciondrnich vazbach vyznam celkové mechanické energie soustavy. Abychom to dokédzali, musime
pouzit Eulerovy véty o homogennich funkcich, kterou stru¢né pfipomeneme:
Funkce dvou proménnych f(x,y) se nazyvd homogenni funkci stupné s, plati-li

flaz,ay) = a® f(x,y), (3.6.6)

kde a = konst. Derivaci tohoto vztahu podle a dostaneme

af af _ s—1
Ii@(aw) + 78(ay)y =sa”" " f(z,y). (3.6.7)
Polozime-li @ = 1, plyne odtud
of  of
9" + 8yy = sf(z,y) (3.6.8)
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nebo zobecnéno na funkci vice proménnych f(zq,xo,...,xk)

k
0
8—fack = sf(x1,22,...,2%), (3.6.9)
j=1 7k

coz je tzv. Eulerova véta o homogennich funkcich.
Vratme se nyni k rovnici (3.6.5)). Protoze U # U(q), mizeme psat 0L/0q; = 0T'/0q;, takze leva strana (3.6.5) je

f
oT .
E { 8(1»% _ L. (3.6.10)

j=1 "+

UkazZeme nyni, ze pfi stacionarnich vazbach je kinetickd energie homogenni funkce druhého stupné v proménnych
41,42, - - - ,45. Jsou-li vazby stacionarni, redukuje se (3.4.2)) na zavislost

Toi = T0i(q1,q2, - - 5qr) (3.6.11)
takze
. ! aa:g’i .
Foi=_ Ja (3.6.12)
j=1 Y
a pak
N o
1 : 1 ..
T =5 ) methi=5> > andidn, (3.6.13)
o=1:=1 j=1k=1
kde .
3
81'91' axm—
ik = a5 A, 3.6.14
o ; = 9¢; g e ( )

nezaviseji na zobecnénych rychlostech g;. Z (3.6.13)) je skutec¢né vidét, Ze kineticka energie je homogenni funkci stupné
2 v zobecnénych rychlostech a proto plati

L ot
Do L=2T—(T-U)=T+U=E. (3.6.15)

j=1 "%

V piipadé stacionarnich vazeb ma konstanta E vyznam celkové mechanické energie soustavy.

3.6.2 Integral cyklickych soufadnic

Predpokladejme nyni, ze L nezavisi explicitné na nékterych zobecnénych soutadnicich, napf. na q., « = 1,2,...,l,
takze OL/0qs = 0, « = 1,2,...,l. Takové soufadnice nazyvame cyklickymi souiadnicemi. Z (3.4.10) vyplyva

d /0L
— == =12,..., .6.1
i(o) =0 a=tze (3.6.16)

takze
oL

I
Vyraz OL/0¢; se obvykle nazgva zobecnénd hybnost a oznacuje se p;. Rovnice (3.6.17) se tedy d4 slovy vyjadfit tak,
ze zobecnéné hybnosti prislusejici cyklickym soufadnicim jsou konstantni.
Podotknéme, ze oznaceni pochazi z analogie: Uvéazime-li v kartézskych soufadnicich Lagrangeovu funkci volné
Castice, tj. Castice, na niz neptisobi zadné sily, plati

= po = ¢ = konst., a=12,...,1. (3.6.17)

1
L=T= §m(a'c2 + 9% + 2%), (3.6.18)

pricemz kartézské soutadnice ztotoznujeme se zobecnénymi, ¢ = x, @2 = y, g3 = z. Vyraz pro L neobsahuje z, y, z,
takze vSechny soufadnice jsou v tomto piipadé cyklické a proto

OL . oL .
. — ML = Pg, o = MY = Dy,

oL
— i = .6.1
%% 95 - =mi=p,, (3.6.19)

0z

coz skutecné souhlasi s obvykle definovanymi slozkami hybnosti ¢astice. Obecné to vSak neplati — napiSeme-li napf.
Lagrangeovu funkci pro centralni pohyb v polarnich soufadnicich, je zobecnénd hybnost piislusejici soufadnici ¢ rovna
momentu hybnosti a nikoliv hybnosti resp. jeji slozce.
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3.6.3 Problém dvou téles

M¢éjme dvé ¢astice s hmotnostmi my, ms; jediné sily, které na né pisobi, necht jsou silami vzdjemného piisobeni.
Tyto sily jsou charakterizovany potencialni energii U, o niz predpokladame, ze je funkci jen vzdalenosti obou ¢astic
r = |ry — rq|. Uréeni pohybu takové soustavy piedstavuje tzv. problém dvou téles. Je to tloha se Sesti stupni volnosti.
Za zobecnéné soufadnice zvolime tii soufadnice hmotného stfedu soustavy a tii slozky vektoru r, ktery je veden od
Castice my k Gastici mo (obr. . Lagrangeova funkce bude

L =T(rp,i)—U(r). (3.6.20)

Podle Konigova vzorce pro kinetickou energii (2.4.3) plati

1
T=5(m+ mo)ia 4+ T' (3.6.21)
kde 1 1
T = iml(f'l)Q + 5mg(f«g)Q (3.6.22)

je kinetickd energie relativniho pohybu éastic vzhledem k hmotnému stfedu, r} a r} vektory z hmotného stfedu
k ¢asticim my a mo. Tyto vektory najdeme ze vztahu

rh—ri=r (3.6.23)

z definice hmotného stiedu, kterd pro ¢arkované vektory ma tvar

myry + mory, = 0. (3.6.24)
Snadno dostaneme m m
=2y  ry=—"1 4 (3.6.25)
my + ma my + mo
takze ) 9
1 m . 1 m . 1 mime .o
T 2 P4 Sme—— L p2 - T2 g2 3.6.26
2 (ml +m2)2 2 2(m1 —|—m2)2 2mq +mo ( )

LLomme L (3.6.27)

Soufadnice rp jsou cyklické, proto je hmotny stied v klidu nebo se pohybuje pfimocafe rovnomérné. Pohybové rovnice
pro r nebudou obsahovat rp; proto lze prvni ¢len v Lagrangeové funkci vypustit a zbyvajici ¢ast je ekvivalentni tiloze
o pohybu jedné ¢astice s polohovym vektorem r a hmotnosti

mimso
= 3.6.28
h= ( )

v centralnim silovém poli. p nazyvame redukovanou hmotnosti.
Pouzijeme-li polarnich soufadnic (nebot pohyb v centralnim silovém poli je

mi rovinny), d4 se Lagrangeova funkce pro tento problém pfepsat ve tvaru

mo 1
L= Q[L(’IQ +1r2p%) = U(r), (3.6.29)
r
kde ¢len obsahujici 72 jsme uZ z dalsich tivah vypustili. Proménnd ¢ je zde cyklickou
souradnici a proto
o) L,
= — = ur“y = konst., 3.6.30
Pe =55 =M ( )
Obr. 3.2: K zavedeni soutadnic coz je v podstaté zakon konstantni plosné rychlosti pro centralni pohyb. Langran-
u problému 2. téles . .
geova rovnice pro r dava
d /0L oL o OU
— [ =) — = = (=g ——~ =0 3.6.31
dt(af) gy ~ M)+ 50 =0 (36.31)

coz je rovnice stejného typu jako (|1.3.17)), kterou jsme jiz fesili pfi studiu centralniho pohybu.

3.6.4 Malé kmity mechanickych soustav

Méjme soustavu N c¢astic. Jestlize ¢astice o malo vychylime z rovnovaznych poloh a ony pak zistanou v libovolném
okamziku po vychyleni v bezprostifedni blizkosti rovnovazné polohy, nazyvame takovou rovnovaznou polohu stabilni.
V okoli stabilni rovnovazné polohy bude soustava vykonavat kmitavy pohyb.
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Stabilni rovnovaznou polohu mechanické soustavy nam umoziiuje uréit véta Lagrangeova-Dirichletova: Holonomni
mechanické soustava se stacionarnimi vazbami v poli konservativnich sil mé stabilni rovnovaznou polohu v bodé, ve
kterém ma jeji potencialni energie minimum.

Diikaz provedeme takto: Necht je stav soustavy uréen zadanim zobecnénych soufadnic g1, o, . . ., ¢f. V f-rozmérném
prostoru téchto soufadnic tedy odpovida kazdému stavu soustavy jeden bod. Predpokladejme, Ze potencialni energie
ma minimum v pocatku soufadnic, ze tedy podle uvedené véty je v tomto bodé stav soustavy rovnovazny. Zvolme
minimum potencidlni energie rovno nule a opisme kolem pocatku soutadnic kouli o poloméru [, ktera ohranic¢uje urcitou
oblast D. Pro libovolny bod této oblasti je U > 0. Nechf nejmensi hodnota potencidlni energie na hranici oblasti D
je Umin; pro libovolny bod na hranici D plati U 2 Uy, > 0. Nyni vychylime soustavu z rovnovazné polohy, pficem?
jejim ¢asticim udélime tak malé pocateéni vychylky a rychlosti, ze plati Uy < %Umin, Ty < %Umin, kde Uy a Tp je jejich
pocatecni potencidlni a kinetickd energie. Pak Uy + Ty < Upin-Béhem dalstho pohybu vsak plati Ty + Uy = T + U,
takze také T4+ U < Upin a tedy U < Upi,. Energie soustavy ztstava stale v oblasti D a proto ma soustava v pocatku
stabilni rovnovaznou polohu. Tim je dikaz uzavten.

Budeme déale studovat pohyb soustavy, pro niz plati vySe uvedena véta, holonomni soustavy se stacionarnimi
vazbami v konservativnim silovém poli, kolem minima potencialni energie, tj. kolem bodu, v némz oU /dq; = 0, kde

U(g1,92, - --,q5) je potencidlni energie soustavy. Necht ma bod, v némz mé potencidlni energie minimum, soufadnice
qo1, Go2, - - -, gof & studujme pouze malé vychylky soustavy z rovnovazné polohy, takze mizeme pséat
q; = qoj +77]'7 .7 = 1,27"')f7 (3632)

kde 7; jsou malé veli¢iny.
Rozlozme nyni U do Taylorovy fady kolem rovnovazné polohy, pficemz se omezime na melé veli¢iny do 2. fadu

véetné. Plati ; ;
oU 02U
Uqr,g2, - - +07) = U(Go1,G02, - - - 1o + () 4= ( ) Tk 3.6.33
(q1,92; - - »ar) = U(qo1,q02; - - - 1dof ; 5g; ). " ;; daoa )" ( )

Prvni ¢len napravo miizeme zvolit roven nule, tj. odecitat potencidlni energii od nulové hladiny, kterd prochazi mini-

mem. Druhy ¢len napravo je roven nule vzhledem k podmince rovnovahy (nebot g—g = ; a v rovnovazné poloze je
Q; =0). Zbyva tedy

1 LG L JJ
i Da;0u ) " 2 Uikns 3.6.34
2 =1k=1 (aqﬂaqk>077]nk 2 ZZ FLUALE ( )

j j=1k=1
kde koeficienty U}, zéviseji jen na rovnovaznych polohdch qg;. Déle je vidét, ze Ujy, = Uy;.
Analogicky lze rozlozit v fadu i kinetickou energii kolem bodu ¢o1, go2, - .., of. Podle (3.6.13)) je - dosazenim za ¢;

z (3.6.32) .
=30 ajriin, (3.6.35)

j=1k=1
kde aj; jsou funkce zobecnsnych souradnic (3.6.14). RozloZime

l\D\»—l

f
da;
aik(q1,q2, - - -qf) = ajx(qo1,902, - - - qof) + E < a;f) m+... (3.6.36)
=1 0

V (3.6.35)) se vSak uz vyskytuje mala veli¢ina 7); ve druhé mocniné; abychom ve vyrazu pro kinetickou energii dostali
stejné priblizeni jako pro energii potencidlni - tj. do malych veli¢in 2. f4du véetné, musime se v rozvoji koeficientl a;
omezit jen na prvni ¢len, ktery oznacime

ajk(qu,qu, e ,qu) = Tjk: (3637)

a dostaneme

fof
=52 > Ty (3.6.38)

Jj=1k=1

M\H

Vzhledem k (3.6.34) a (3.6.38) tedy mtzeme zapsat Lagrangeovu funkci pro soustavu ¢astic pfi malém vychyleni
z rovnovazné polohy ve tvaru

—_

fod
ZZ ke — Ujknimi)- (3.6.39)

j: k=1

1
Povazujeme-li 7; za zobecnéné soufadnice, budou Lagrangeovy rovnice 2. druhu

M&h

(Tikiie + Ujene) = 0, j=12,....f. (3.6.40)

k=1
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To je soustava linearnich diferencialnich rovnic. Protoze ocekavame periodicky pohyb soustavy, budeme hledat feseni
ve tvaru .
M = e’ (3.6.41)

kde oy je komplexn{ amplituda. Dosazenim (3.6.41]) do (3.6.40)) dostaneme

/
Z ik — w?Tjp)o = 0, (3.6.42)
k=1

coz je soustava linedrnich homogennich rovnic pro f neznamych amplitud . Takova soustava mé netrivialni feSeni,
jestlize je determinant soustavy roven nule

U11 - w2T11 Ulg - w2T12 e Ulf - LU2T1f
Ui — w?Toy

. =0 (3.6.43)
Ufl—w2Tf1 Uff—szff

Roznéasobenim determinantu dostaneme rovnici f-tého stupné pro w?. Jeji kofeny (d4 se dokazat, Ze jsou realné)
definuji frekvence w , pfi nichz mohou funkce byt feSenim rovnic . Amplitudy oy se pak pfi kazdé
konkrétni frekvenci uréi z (3.6.42)). Oznacime je ;. Obecny pohyb soustavy je pak dan linedrni kombinaci téchto tzv.
hlavnich kmitd (charakteristickych kmit) soustavy

. = chaklew, (3.6.44)

kde C jsou konstanty, které lze urcit z pocatecnich podminek.
Alternativni metoda feSeni problému vychazi ze skutecnosti, ze potencialni a kineticka energie soustavy jsou kva-
dratické formy, které, jak se dokazuje v algebfte, lze pfevést na tvary

f f
Z Z (3.6.45)

l\.’)\»—l
l\DM—l

transformaci ;
M=y oxb, (3.6.46)

kde 6; jsou nové soutadnice, tzv. normdlni souradnice.
V normalnich soufadnicich jsou Lagrangeovy rovnice rovnicemi druhého fadu s konstantnimi koeficienty

a polozime-li 7; = w;, maji feseni .
0 = Cre’*, (3.6.48)
takze
f .
=Y anCe™", (3.6.49)

=1

coz odpovida dfive nalezenému feseni .

Dosud jsme pii studiu malych kmiti mechanickych soustav nebrali v tvahu ptisobeni vynucujicich sil a sil odporu
prostfedi, Obecné tvahy o kmitech v odporujicim prostfedi jsou komplikované a omezime se proto jen na nalezeni
zékladniho tvaru pohybovych rovnic v zobecnénych souradnicich, aniz bychom hledali jejich feseni.

Jestlize se zobecnéné sily odporu prostredi daji zapsat ve tvaru

!
= bikdr (3.6.50)
k=1

kde bj, = by, tvoll symetrickou matici a kvadratickd forma Z§=1 Zi:l bjrq;qr je kladnd, pak vykon zobecnénych sil
f

f f
Z Qjd; = Z Z bjkdjqr = 0 (3.6.51)
j=1 j=1

k=1
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je zaporny a tedy jde o dissipativni sily. Zavedeme tzv. Rayleighovu dissipativni funkci

!
1 Z .
P = 5 : bj/cQij (3652)
j=1k=1
pro niz plati
~ o®

Funkce ® hraje tedy pro dissipativni sily tllohu analogickou tloze potenciadlu u potencidlovych sil. Fyzikalni vyznam
funkce je ziejmy z definice: Je rovna poloviénimu vykonu dissipativnich sil. V tomto pfipadé miZeme zapsat Lagran-

geovy rovnice (3.4.8)) ve tvaru

d /oT orT ~
) - = = . . i =1.2.... .6.54
at <aqj> 8(]]‘ Q]+Q]7 J 14y f (365 )
nebo

d (aL) oL _ 0% . ., . § (3.6.55)

dt \a¢; ) 9q; 94’
Ptedpokladame-li navic existenci vynucujici sily Q ;i (t) (byva obvykle periodickou funkci ¢asu), mizeme rovnici (3.6.55)
rozsifit na obecnéjsi tvar
d /0L oL o -
— =) ——=—=—+0Q;(1), i =1,2,...,f, 3.6.56
dt (%‘) og; ~ og; T %W ! (3656)
popisujici malé kmity mechanickych soustav v odporujicim prostredi a s vynucujici silou.
Jako aplikaci obecné teorie studujme problém tzv. sprazenych os-

% 771. 772. cilatorti. Pfedpokladejme dvé éastice o hmotnostech m; a mg, které
K, my : K3m2 : K, se pohybuji bez tfeni ve vodorovné pfimce a jsou s pevnymi sténami
| | i vzajemné vazany pruzinami o tuhostech K7, Ko a K3 podle obr.|3.3

: -QQQQ/_ : Vychylky ¢astic z rovnovaznych poloh oznacime 7; a 5.

| I
/ / / // Potencionalni energie soustavy pii vychyleni z rovnovaznych poloh
% je, jak snadno uréime,

Obr. 3.3: K zavedeni soufadnic spfazenych oscilatort U= %Kln% + %KQng + %Kg(’l’]z — ’171)2, (3.6.57)
takze
1 . 1 . 1 1 1
L= Sman + omang — Kt = SKom = S K3(n2 —m)? (3.6.58)

a Lagrangeovy rovnice 2. druhu davaji

maf + Kam — Ks(nz —m) =0
mafjp + Kang + K3(n2 —m1) = 0.

Pro dalsi feseni problému zavedeme zjednodusujici predpoklady, ze hmotnosti obou c¢astic jsou stejné m; = msy a
rovnéz dvé pruziny jsou stejné, takze K1 = Ko = K. Pak se pohybové rovnice zjednodusuji na

i+ (1+ k)wgm — kwgnz =0
fia + (1 + k)wgng - kw%m =0,

kde k = K3/K, w3 = K/m. Jejich feseni hleddme ve tvaru
m = Ae™?, Ny = Be™?, (3.6.59)
coz po dosazeni dava soustavu rovnic pro amplitudy

[(1+ k)ws — w?]A —kwiB =0

—kWdA+[(1+Ek)wi —w?B=0 (3.6.60)
Tato soustava je Tesitelna, jestlize
(1+ k)wd —w? —kwd _
ke (L4 he?—w? |~ 0. (3.6.61)
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Odtud dostavame charakteristické frekvence
+ wy = Fw, + wy = w1+ 2k, (3.6.62)
takze TeSeni lze psat ve tvaru
m = Aje™ot 4 A_je Wt 4 ApeiwoVIT2Rt L g o—iwo VT2t

Ny = Bleiwot 4 B_lefiwgt =+ B26iw0\/ 142kt 4 B_Zefiwo\/lJer‘t

VsSechny amplitudy A, B vSak nejsou nezavislé; z rovnic (3.6.60) plyne

A=B pii W = w1 = Wo,
A=-B pri w=wy =woV1+2k,

takze lze feSeni psat

m :Aleiwlt+A,16_iwlt+A2€iw2t+A,2€_iw2t
Ng = A1e™1t f A_je it _ Ayeiwrt _ A _emiwet (3.6.63)

Pfimo z tvaru tohoto feSeni je snadné najit, jak lze zavést normalni souradnice #; a 05. Zvolime-li

01 =m +m2 = 2(A1€™" + A_je7 ")
Op = m — 12 = 2(Age™?" + A_ge™ "),

vidime, ze 6; a 05 skutecné obsahuji uz jednu charakteristickou frekvenci, takze vykazuji harmonicky pribéh. Jsou-li
pocatecni podminky takové, Ze jen jedna z norméalnich souradnic je ,nabuzena“ a druha je rovna nule, ztistane tato
nulova stale a vznikaji tzv. jednomodové kmity.

Zavedme nyni poc¢ateéni podminky n; = 0, 71 = 0, 72 = a, 172 = 0 pro ¢t = 0. Dosazenim do dostévame
soustavu rovnic pro amplitudy A1, A_1, As, A_5 a jejim feSenim

a a

Al =A_1=- Ay =A_5=—-— 3.6.64
1 1= 2 2 7 ( )
takze
Ao it —iwit iwat —iwat a
nm = Z[(e g ety — ("2 te 2)]:§(cosw1t—cosw2t)
a
N2 = i(coswlt—f—coswgt).

Tyto vyrazy lze prepsat na tvar

Je-li wy = wy, je

71 = asin <w2;w1t) sin (wt)

W2 — w1

72 = acos <2t> cos (wt) ,

kde w = w; +w2/2.
Vidime, ze vychylky vykazuji harmonicky pribéh s frekvenci w a s pomalu modulovanymi amplitudami — vznikaji
tzv. rdzy.

3.6.5 Pouziti Lagrangeova formalismu v teorii elektromagnetického pole

Lagrangeovu funkci mizeme zavést i v prakticky vyznamném pripadé, jestlize se zobecnéné sily @); daji zapsat ve

e d (V) oV
Q-3 (aq) 0 (3.6.65)
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kde V je tzv. zobecnénd potencidlni energie. Pak Lagrangeovy rovnice druhého druhu mtzeme zapsat ve tvaru (3.4.10)),
jestlize budeme Lagrangeovu funkci definovat vztahem

L=T-V. (3.6.66)

Prakticky vyznamny je tento pfipad proto, ze vztah (3.6.65) je splnén pro Lorentzovu silu, tj. silu, kterou pisobi
elektromagnetické pole na pohybujici se elektricky nabitou ¢astici. Plati

F = ¢[E + (v x B)], (3.6.67)

kde e je elektricky naboj, E intenzita elektrického pole, B magneticka indukce. Zavedeme-li vektorovy potencial A a
skalarni potencidl ¢ vztahy (v tenzorové symbolice — viz doplnék [A.1.2)

oA dp 04

Bi = €ijk——, i == ; 3.6.68
ik o, or; ot (3.6.68)
muzeme vyraz pro Lorentzovu silu upravit takto :
Op 04, 0Anm,
Fo= - - ik Vj€kim—7—— | =
¢ ( I T LA )
Op  0A4; 0Anm
= e|-p2~ 88 jm — i)y A
\“am ~or T 0% 1) 8xl}
_ . _8@_814,- v'%—vlaAi B
o 85171 ot J 8(El J [“)xj -
[0 dA;
kde jsme vyuzili vzorce (A.1.24a)) Doplitku, skute¢nosti, Ze A je funkci polohy a ¢asu, takze
dA; 0A4; O0A;.
_ , 3.6.69
dt ot " 0wy ( )
a dale vztahu 5 4/
vy L
== =0. 3.6.70
Upravime-li jesté formalné posledni ¢len v hranaté zavorce
== |— 3.6.71

a ztotoznime zobecnéné souiadnice s kartézskymi, budou také zobecnéné sily totozné s kartézskymi slozkami Lorentzovy
sily a lze je zapsat ve tvaru (3.6.65)), jestlize polozime

V=ep—eAv,=ep—eA.v. (3.6.72)
Lagrangeovu funkci pro elektricky nabitou ¢astici v elektromagnetickém poli muZzeme tedy volit ve tvaru
L=T-e(p—A.v), (3.6.73)

kde T je kineticka energie castice.
3.7 ResSené priklady

Piiklad 3.1
Rozhodnéte, zda vazba popsana diferencialni rovnici
zr+yy+22=0
je holonomni.
Reseni:
Rovnice vazby sice obsahuje rychlosti z, 9, 2, ale mtizeme ji prepsat do tvaru
1d

od (m2+y2+22) =0,
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a po integraci ziskat ekvivalentni podminku
z? + y? + 2% = konst.
typu (3.1.2). Jedn4 se proto o holonomni vazbu.

Piiklad 3.2
Vysetfete pohyb hmotného bodu po naklonéné roviné pomoci Lagrangeovych rovnic prvniho druhu.

Resend:
Pohyb hmotného bodu je vdzan na rovinu, jejiz rovnice mé ve zvolené souradnicové soustavé tvar

O(x,y,2) =y —kax—q=0,
kde k = tg a, « je thel, ktery svira naklonéna rovina s vodorovnou rovinou. Protoze

00(@Y:2) _ oy, I2@H:2) 2% _
Ox ’ Oy 0z

po dosazeni do (3.3.2) obdrzime pohybové rovnice

—1, 0,

mi = —-Atga, my=-mg+A, mzZ=0.

Pro pocateéni podminky xg = 29 = 0, yo = q, o = o = 2o = 0 snadno najdeme i jejich feseni

1
— — g+ —OA—mg)t?, =z=0.
T 5 8 Y q+2m( mg)t=, =z

Lagrangetv multiplikdtor A najdeme dosazenim za x, y do rovnice naklonéné roviny
A—mg+itgZa=0, \=mgcos®a.

Dosadime-li zpét za A do pohybovych rovnic, ziskame
__ Lo I ST
T = 2915 sinacosa, Yy =4(q 29t sin” .
Pro drahu, kterou hmotny bod za dobu t urazi, pak plati
1 5.
s=vVx?+(y—yo)? = igt sin .
Slozky sily reakce vazby podle (3.3.3]) budou

Ny = —Ak = —mgsinacosa, Ny= A= mgcos>a, N, =0,

pro jeji velikost pak vychéazi znamé hodnota

N =,/NZ+ N2 =mgcosa.

Piiklad 3.3
Studujte pohyb matematického kyvadla pomoci Lagrangeovych rovnic 1. druhu.

Reseni:
Zavedeme-li soufadnice x,y podle obr. (pfedpoklddame, Ze jde o rovinné kyvadlo), je rovnice vazby

b= +y*-1°=0
a Lagrangeovy rovnice 1. druhu (3.3.2)) maji tvar

mi = mg + 2z (3.7.1a)
mij = +2Xy. (3.7.1b)

Nésobime-li prvni rovnici y, druhou = odecteme prvni od druhé, dostaneme

jr — & :g(.’ﬂ'— x)=—
Y y_dt Yy—yr)=—gy-
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Obr. 3.4: K piikladu

Zavedenim polarnich soufadnic
x =1cosp, y =lsiny
mame
d

3 (@ — i) = g = —glsing

coz dava znamou rovnici matematického kyvadla pfi koneéném rozkmitu
e 9 .
@+ sinp = 0. (3.7.2)

Resenim této rovnice se budeme zabyvat v [5| kapitole vénované Hamiltonovym kanonickym rovnicim. Pii malém
rozkmitu lze psat siny ~ ¢ a (3.7.2)) se redukuje na rovnici 2. fadu s konstantnimi koeficienty

¢+%@=Q
jejiz teseni je
g
© = o cos(wot + ), wo=1/7
kde ¢ je pocéatecni thlova vychylka kyvadla. Tim méame vyfeSenou prvni ¢ast problému, tj. méme nalezen (pfiblizné)
pohybovy zakon. Nyni vypocitame reakci vazby: Nasobme rovnici (3.7.1a) z, (3.7.1b) y a se¢téme je. Dostaneme

m(z& + yj) = mgx + 2\ (ac2 + y2) .

Levou stranu lze upravit na tvar

42 24,2
mdt2<x 2y)—m(i‘2+y2)=mgx+2/\(j:2+y2).

Z rovnice vazby je vidét, ze prvni vyraz nalevo je derivace konstanty a tedy roven nule, takze
—mv? = mgxz + 2\

a odtud

2
mgxr  mu

Podle (3.3.3) najdeme velikost reakce vazby

2 2
() 4 (20) v - on
€T Y

N ma smér vektoru V&, mifi ve sméru vnéjsi normaly, tj. k bodu 0, protoze ® > 0 uvniti kruznice. Po dosazeni za A
dostavame

coz souvisi s o¢ekavanym vysledkem: Prvni ¢len napravo je prumét tihy do sméru zavésu, druhy predstavuje dostiedivou
silu.
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Piiklad 3.4
Pro ¢astici na naklonéné roviné z prikladu sestavte funkci B a dokazte, Ze pro skuteénd zrychleni je minimé&lni.

Reseni:
Dvojim derivovanim rovnice vazby
y—kr—q=0
podle ¢asu dostaneme
J =k

a po dosazeni do vychézi
B= om0+ G- + (- 0)?] =
:%mp9+@i—m2+%}:%m¢ﬁ+k%ﬁ—2@¢+f+¢%.
Po prislusnych algebraickych tpravach ziskame

1 5
+ §mz .

1
Bzgmu+ﬁ)

PRREL I Y
14 k2 (14 k2)2

Funkce B je kvadratickd v obou proménnych &, Z a nabyva minima pro

.. kg . S0
i=- = —gsinacosa Z=
1 + k2 g ) )

nebot k = tg a. Vypoétend zrychleni jsou shodna s vysledky piikladu [3.2]
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Kapitola 4

Mechanika tuhého télesa

Po modelu ¢astice, jimz jsme se dosud zabyvali, budeme se nyni vénovat dalsimu modelu, ktery predstavuje
zjednoduseni fyzikalni reality — modelu tuhého télesa.

Tuhé téleso je definovano jako takové téleso, jehoz libovolné dva body maji stale stejnou vzajemnou vzdalenost.
Vylucuji se tedy z avah jak deformace, které jinak vzdy pfi pohybu skutecnych téles vznikaji, tak mikroskopické resp.
submikroskopické pohyby €astic, z nichz je tuhé téleso slozeno (nepfihlizi se k jeho struktuie). Omezeni rychlosti na
rychlost mnohem mensi nez rychlost svétla zde neuvadime, nebot, jak uvidime pozdéji, je model tuhého télesa pro
teorii relativity nepfijatelny a proto pokladame tuhé téleso apriorné za model nerelativisticky.

4.1 Zakladni pojmy z mechaniky tuhého télesa

Polohu tuhého télesa mtizeme jednoznac¢né urcit zaddnim soutadnic t¥i bodd tuhého télesa nelezicich v jedné primce,
tj. deviti adaji. Vzhledem k definici tuhého télesa vsak existuji t¥i vazebné podminky, vyjadiujici tu skutecnost, ze
vzdéalenosti mezi témito body jsou neproménné. Mizeme tedy pocet idaji nezbytnych k jednoznaé¢nému urceni polohy
tuhého télesa zredukovat na Sest; tuhému télesu tedy pfifazujeme Sest stupnt volnosti. Zpravidla se voli t¥i z téchto
parametri jako soufadnice uréitého vyznaéného bodu v tuhém télese (hmotného stfedu), zbyvajici tii pak urcuji
orientaci tuhého télesa vzhledem k tomuto bodu; obvykle se voli jako tfi tzv. Eulerovy thly (viz dale).

Pohyb tuhého télesa mizeme vzdy pokladat za slozeny ze dvou nezavislych pohybi: Z transla¢niho pohybu uréitého
bodu télesa a z rotace kolem tohoto bodu. Toto tvrzeni mizeme intuitivné pfipustit a pokladat za spravné, i kdyz ve
skutec¢nosti by bylo tieba je dokdzat; v ponékud obecnéjsi formé bylo dokazano francouzskym matematikem Chaslesem
a je znamo jako Chaslesova véta.

Transla¢ni pohyb tuhého télesa miizeme charakterizovat okamzitou rychlosti translace V a jeho popis nam nepiinasi
74dné obtize, nebot pii takovém pohybu lze tuhé téleso modelovat ¢astici (hmotnym bodem). Proto si budeme v§imat
predevsim rotace tuhého télesa.

Pii nasich tivahéch budeme pokladat tuhé téleso za sloZené z velmi mnoho ¢astic o hmotnostech m, a s polohovymi
vektory r,. Pak mtizeme aplikovat vysledky ziskané pro soustavu ¢astic, navic pak pfibudou uréité specifické vysledky
vyplyvajici ze skutecnosti, Ze jednotlivé elementy tuhého télesa jsou vzajemné vazany tuhymi vazbami, tj. jejich
vzéjemné vzdalenosti se neméni. Pii pfechodu od vztaht ziskanych pro soustavu ¢astic ke vztahim pro tuhé téleso

N N
nam kone¢né soucty > prechdzejiv lim > a tedy vlastné v Riemannovy integraly. Tyto pfechody vSak uz v nasich
=1 00 p=1
uvahach provadét nei)udeme a pro vétsi nazornost ponechame ptvodni sumacni symboly, u nichz vSak uz nebudeme
pripisovat rozpéti sumacniho indexu. Takovéto sumace ndm tedy budou nahrazovat integral pres celé tuhé téleso: Tak

napf. celkovd hmotnost tuhého télesa bude v naSem oznadeni Y m,, coz je ekvivalentni [ dm.
0 M
Predpokladejme nyni, Ze pocatek soustavy souradnic zvolime v hmotném stfedu tuhého télesa resp. v jiném vy-

znaéném bodé, vzhledem k némuz budeme pohyb (rotaci) tuhého télesa studovat. Zakladni charakter pohybu miizeme
urcit z definice tuhosti télesa : Uvazujme nejprve, ze vSechny elementy tuhého télesa m, ztistavaji v konstantnich
vzdalenostech od pocatku, tj. ze plati 7’3 = konst. Derivovanim podle ¢asu odtud plyne

rof, =0,
coz je podminka, ktera bude splnéna, zvolime-li
Fo=wy X, (4.1.1)

Vektor w, je vektor tthlové rychlosti g-té ¢astice tuhého télesa kolem pocatku. Rozsifime-li podminku tuhosti na celé
téleso, tj. predpokladdme-li, Ze libovolné dva elementy s polohovymi vektory r, a r, maji stale konstantni vzdalenost,
dostaneme derivovanim této podminky analogicky

(ry—ro). (Fy— Fo) = 0. (4.1.2)
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Dosazenim za r,, r, ze dostaneme
(W —ws). (rgxry)=0,
coz je podminka, kterd bude vzdy splnéna, polozime-li
W, =W+ €yry,
kde w nezavisi na g a €, je libovolné &islo. Z (4.1.1]) pak plyne
Fo=w X ry, (4.1.3)

kde w je vektor uhlové rychlosti pro soustavu ¢astic vazanych tuhymi vazbami resp. pro tuhé téleso jako celek.
Jestlize se pocatek soustavy souradnic, ktery byl zvolen za pevny bod tuhého télesa, pohybuje transla¢ni rychlosti
V, je vysledna rychlost p-té castice dana vztahem

Fo=V+(wxr,) (4.1.4)

Kineticka energie tuhého télesa bude
1 . 1 1 2
T=3 > mg(Fe)® = 3 D mVE Y m V. (w x 1) + 3 > mg(w x 1) (4.1.5)
0 ) 0 )

Vyraz pro kinetickou energii se znacné zjednodusi, jestlize zvolime pocatek soufadnic v hmotném stiedu; pak je
prostfedni ¢len napravo roven nule a kineticka energie se da psat

T = Tiranst + Trot, (4.1.6)
kde ) .
Tirans = B V2 zg:mg =5 MV? (4.1.7)
je kineticka energie transla¢niho pohybu,
1
Tror = 5 zgjmg (w x r,)? (4.1.8)

je kineticka energie rotacniho pohybu. Kinetickou energii rota¢niho pohybu mizeme prepsat takto:

1
Trot = 55 M€ jkWiT o kEilmWIT om =
o

1
= 5 Z my (5jl6k:7n - 6_7'm6kl) Wi Lo kL om =

o
— 1 ( 2,2 _ . )
D) MWLy J — WjWkTo,j Lo,k )
o

kde jsme pouzili vztahti (A.1.12) a (A.1.24a) z dopliiku a Einsteinova sumad¢niho pravidla, takze pfes indexy
1,7,k,l,m se s¢itd od 1 do 3. Pouzijeme-li identity

W5 = 0jkWE
miizeme déle psat

1

_ ) § o2 )
Trot = 5 WiWg mg((;jkxg,l ‘rQ’J‘%’Q’k)’
o

kde jsme v prvnim ¢lenu pfeznacili sumacni index k na l. Vyraz

Ly = ng(éjkxf)yl — T, Tok) (4.1.9)

e

definuje tenzor setrvacnosti tuhého télesa. Dostavame tedy pro Tyot koneény vyraz

1
Trot = 3 Ijpwjwy. (4.1.10)
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Tenzor setrvacnosti je dilezitou charakteristikou tuhého télesa. Z definice je primo vidét, ze jde o tenzor 2.
fadu, a navic tenzor symetricky, tj. I;r = Ir; . M4 proto Sest nezdvislych slozek. T¥i z nich, 111, I22, I33 se nazyvaji
momenty setrvacnosti t€lesa vzhledem k osdm x1, zs, x3, zbyvajici t¥i jsou tzv. deviacni momenty.

Rotuje-li tuhé téleso kolem osy, jejiz smér je charakterizovan jednotkovym vektorem n o slozkach
(cos a1, cos ag, cos a3 ), muzeme pséat tthlovou rychlost ve tvaru w = wn a jeji slozky budou

w; = W COS Q.
Pro kinetickou energii rota¢niho pohybu tuhého télesa vzhledem k této ose dostaneme
1
Trot = 5]&)2,
kde vyraz

I = I11 cos® oy + Ixs cos? ag + I33 cos? ag + 2115 cos vy cos g + 2153 €OS (g €08 vz + 2151 €OS (i €OS ay (4.1.11)

je moment setrvacnosti tuhého télesa vzhledem k ose rotace urcéené jednotkovym vektorem n. Pokud je smér vektoru
n neménny, dostali jsme tak vysledek zndmy z elementarni fyziky.
Vsimnéme si nyni momentu hybnosti tuhého télesa L vzhledem k néjakému pevnému bodu. Plati

L= (roxpo)=> mylryx (wxry) (4.1.12)

[

a obdobnym vypoctem jako pfi odvozovani (4.1.10)) dostaneme
Lj = Ijkwk. (4.1.13)

Protoze je I;;, symetricky tenzor, miizeme mu jako kazdému symetrickému tenzoru druhého fadu ptifadit kvadra-
tickou plochu. Zpravidla provadime toto pfifazeni tak, %e zavedeme vektor € o slozkdch &1, &, &3, leZici ve sméru osy
rotace charakterizované jednotkovym vektorem n o slozkach cosa;, cosas, cosas. Velikost vektoru £ volime rovnu
1/ V1. Protoze plati

cos oy = % :&\/i

dostavame po dosazeni do (4.1.11)) rovnici kvadratické plochy

D167 4 12285 + I3365 + 211261&0 + 21036085 + 2151638 = 1.

Tuto plochu nazyvame elipsoid setrvacnosti. Jako kazdou kvadratickou plochu mtzeme i elipsoid setrvacnosti prevést
do soufadnicové soustavy hlavnich os setrvacnosti 1, &, &%, které maji tu vlastnost, ze se v nich rovnice kvadratické
plochy redukuje na tzv. kanonicky tvar

LEP + &7 + Is€8 = 1.

V téchto soutadnicich tedy vymizi deviacni momenty a tenzor setrvacnosti se redukuje na diagonalni tvar

L =10k (4.1.14)

kde ¢arkou jsou oznaceny slozky tenzoru setrvacnosti do hlavnich os setrvac¢nosti, I1, Is, I3 pak jsou tzv. hlavni
momenty setrvacnosti. V souradnicové soustavé se moment hybnosti redukuje na tvar

L = Li§jpwy, = L) (4.1.15)
a kineticka energie na
1 1
ot = 5 Lkl = 5 Liw?, (4.1.16)

kde ¢arkou jsou opét oznaceny veli¢iny v soustavé hlavnich os setrvacnosti. V se pres j nescita.

Hlavni osy setrvacnosti jsou pevné spojeny s rotujicim tuhym télesem. Chceme-li tedy zapsat pohybové rovnice
(vétu o kinetickém momentu) v soustavé hlavnich os setrvacnosti, musime nejprve vyjadfit derivaci néjakého vektoru
A podle ¢asu v takové rotujici soustavé. Plati

3 3

!

A= E Aiei = E Aiei,
i=1 =1
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kde e; jsou jednotkové vektory soustavy v prostoru pevné, e’ jednotkové vektory soustavy rotujici s thlovou rychlosti
w kolem spole¢ného pocatku obou soustav. Pak

3 3
dA dA;
T w +Zldt
-1 =1
Analogicky se (4.1.3)) vSak miizeme psat
de; _ w X e
dt v
takze po dosazeni
dA dA; dA
- e+waA :WJr(wa)

=1

Prvni ¢len napravo, oznaceny d’'A /dt, predstavuje relativni zménu vektoru A vzhledem k rotujici soustavé. Symbolicky
miizeme tuto rovnici zapsat takto:

d d
& & + [w>< } . (4.1.17)

Aplikujeme-li ji na vektor w, dostaneme dw/dt = d’w/dt. Véta o kinetickém momentu

dL

M
dt

bude tedy v rotujici soustavé mit tvar
dL’
dt
kde ¢arkou vyjadiujeme skutecnost, zZe odpovidajici veli¢iny jsou brany v soustavé hlavnich os setrvacnosti. Po dosazeni

ze (4.1.15)) a rozepsani do slozek dostavame tii tzv. Eulerovy dynamické rovnice pro pohyb tuhého télesa s jednim
pevnym bodem

(W xL)=M,

dw

Il dt (Ig*]g)&)éu)é = M{
d
I :; (I — L) Wiw = M, (4.1.18)
Y o, = M
377 dt + (L2 Dwiwy = 3

Aplikacemi téchto rovnic na konkrétni pohyby tuhého télesa se budeme zabyvat v nasledujici kapitole

Dosud jsme pracovali s tenzorem setrvacnosti ;5 po¢itanym v soustavé s pocatkem O v hmotném stfedu. Mnohdy
byva tcelné vypocitat analogicky tenzor setrvacnosti I; % vzhledem k jinému pocatku soufadnic O, pfi¢emz poloha
tohoto nového pocatku souradnic je ur¢ena polohovym Vektorem a; plati tedy x; = T; + a; a muZeme psat

Lin = ng(éjka,l — Zp,jTok) =
2
= Y me [0k (o — @) — (@0 — a5) (w0 — ar)| =
o
= ) my (6l — o ek) + > Mg [0k (4] — 2Tg0a1) + (a0 + arzy; — ajar)] -

Prvni vyraz napravo je tenzor setrvacnosti Ij; vzhledem k hmotnému stiedu. Druhy vyraz napravo se zredukuje
vzhledem k tomu, ze O je podle pFedpokladu hmotny stied a tedy plati ) m,z,r = 0, takze nakonec dostaneme
0

Lk = Lk + M(8jxa} — ajar), (4.1.19)

kde M je celkovd hmotnost télesa M =Y o Mo- Vztah (4.1.19) predstavuje zobecnéni znamé Steinerovy véty.
V dalsi kapitole se, jak uz bylo fec¢eno, budeme zabyvat konkrétnimi pohyby tuhého télesa. Budeme pfitom vychéazet

jednak z Eulerovych rovnic (4.1.18), jednak si ukazeme jinou metodu, zaloZenou na pouziti Lagrangeovych rovnic 2.
druhu.
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4.2 Neékteré konkrétni alohy dynamiky tuhého télesa

4.2.1 Rotace tuhého télesa kolem pevné osy

Rotuje-li tuhé téleso kolem pevné osy, sta¢i k urceni jeho polohy v kazdém okamziku jen thel otoceni . Pred-
pokladdejme, Ze je osa tuhého télesa uréena dvéma body O, O’a vysledny moment vngjsich sil necht je M. Kdyby
nebylo vazeb fixujicich osu rotace, pohybovala by se tato osa soucasné s télesem. Vazby si miZeme myslet nahrazeny
dvéma silami N, a N,/, ptsobicimi v bodech O a O’kolmo na osu rotace (nebot slozky sil do sméru rotace se anuluji
nésledkem tuhosti télesa). Zvolime-li poéatek soufadnic v bodé O, vymizi moment sily N, vzhledem k tomuto bodu

a véta o momentu hybnosti dava

dL
E =M + (I‘o/ X NO/), (421)

kde r,je polohovy vektor bodu O’ z pocatku O.

Zpravidla nepotfebujeme pocitat reakce vazby a sta¢i ndm urceni zavislosti ¢ = ¢(t). V tomto pfipadé se tloha
zjednodusi; protoze je moment sily N, , kolmy na osu rotace, uvazujeme jen slozku rovnice do osy rotace, do
niz prolozime napi. osu x3 soustavy soufadnic. Pak wy = ws =0, wsz # 0 a ze (4.1.13)) plyne

L3 = I33ws,
Iy =y my[(ah1 + a5 +ah3) —a5s] =D my (25, +),)
P) 0

je moment setrvac¢nosti vzhledem k ose z3. Véta o momentu hybnosti dava pro slozku do osy 3

133% Ms,
nebo, protoze ws = ¢,
Igngl = M3 (4 2 2)
e . 2.
Prakticky dilezity je pripad tzv. torznich kmiti, které se realizuji, jestlize slozka vysledného momentu sily do osy
rotace je pfimo imérnd thlové vychylce ¢ z rovnovazné polohy a namifena proti jejimu sméru, Ms = —Dyp, kde D je

tzv. tuhost v torzi (viz kapitola [7.1]). V tomto piipadé se (4.2.2)) redukuje na rovnici

d?p
ﬁ + Wgép = 0,

| D
Wy = —_—
I33
je thlova frekvence torznich kmitu.

Pokud bychom ovSem méli za kol zjistit reakce vazby (resp. sily, jimiz piisobi rotujici tuhé téleso na osu), museli
bychom vyjit z rovnice (4.2.1]) a pFipojit jeSté i vétu o hybnosti
dP
E = R + N() + NOI.
7Z téchto rovnic by pak bylo mozno urcit sily N, a N,.. Tato tloha byva vSak Castéji feSena v technické mechanice a
nebudeme se ji zde dale zabyvat.

kde

4.2.2 Volny symetricky setrvacénik

Setrva¢nikem nazyvame zpravidla téleso, které ma urcitou osu symetrie a jehoz rotace vzhledem k této ose symetrie
je relativné velka proti rotaci kolem jakékoliv jiné osy. Pfitom budeme predpokladat, ze jeden bod setrva¢niku bude
zustavat v prostoru pevny, takze jeho pohyb bude popsan rovnicemi , v nichz, vzhledem k symetrii setrva¢niku,
polozime napt.l; = I; osa symetrie setrva¢niku bude soucasné jeho hlavni osou setrvacnosti.

Studujme nejprve tzv. volny setrvacénik, tj. setrvacnik, na ktery nepisobi zadny vnéjsi silovy moment. Takovy
pfipad by se dal realizovat podepfenim setrva¢niku v tézisti. Osou rotace prolozime osu z5 a vzhledem k I; = I a
M =0 plyne z (4.1.18)

d /
L (= L)Wy = 0
dt
d /
I (;? +(h-I)ww, = 0 (4.2.3)
dw}
3 — 0
3 dz )
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Z posledni rovnice plyne ihned wj =konst. Délime-li prvni dvé rovnice I;, mizeme je zapsat ve tvaru

dw
dTl — Qub =0, (4.2.4a)
dws
df + Quh =0, (4.2.4D)
kde jsme oznacili
L -1
Q=12 = konst.
I
Derivaci rovnice (4.2.4a)) podle ¢asu a dosazenim z (4.2.4b)) za dw)/dt méme
dPwy 2
gz T¥w =0

coz ukazuje, Ze slozka tithlové rychlosti do osy x) vykondvd harmonické kmity
wi = Asin (U + ),

kde A,« jsou integra¢ni konstanty. Z rovnice (4.2.4al) plyne dosazenim za wj
why = Acos (Q + )

a protoze wh = konst., vyplyva odtud, Ze koncovy bod vektoru w opisuje v ¢arkované soustavé kruznici v roviné kolmé
na osu 4. Tento pohyb setrvacniku nazyvime reguldrni precesi.
Protoze studujeme volny setrvacnik, tj. M = O, je L =konst. Podle (4.1.15)) tedy je

L} = §Lw]=1Asin(Qt+a), (4.2.5)
Ly, = Iwy=1IAcos(Qt+a), (4.2.6)
L, = Il (4.2.7)

Vektory L a w sviraji thel O, ktery uréime z podminky

L .w 1
cos® = —— = — ([LA%? + Iw2) .
Lw Lw ( 147+ 5 3)
Velikost vektoru w je konstantni, jak plyne setenim dvojmoci jeho slozek a proto © =konst. Vektor L je konstantni
a tedy neproménny i v necarkované soustaveé; okamzita osa otaceni setrvacniku urcend vektorem w svira proto pii
pohybu stale stejny tthel © s vektorem L.

4.2.3 Tézky symetricky setrvacnik

Nyni budeme fesit pohyb tézkého symetrického setrvacniku, tj. pohyb setrva¢niku v homogennim tihovém poli.
Pfi feSeni této ulohy bude nutné odvodit vztahy mezi slozkami thlové rychlosti v soustavé pevné spojené s rotujicim
setrvac¢nikem a v soustavé v prostoru pevné. K urceni polohy setrva¢niku je vyhodné pouzit t¥i thlovych parametri,
tzv. Eulerovych thla ¢, 4, ¥, které nam uplné charakterizuji libovolné vzajemné otoceni dvou soufadnicovych soustav
se spoleénym pocatkem. Jejich zavedeni si zndzornime na kruhovém disku lezicim ptivodné v roviné xx; soufadnicové
soustavy x1,rs,r3, ktery trojim otocenim pievedeme do libovolné polohy a},a%,a%.

Prvni otoceni soustavy provedeme kolem osy x3 o thel ¢, takZe osy x1,r5 nam piejdou do novych poloh x11, To1
(obr. [4.1h). Kolem nové osy 11 (iika se ji téZ uzlovd primka) otodime nyni soustavu o tihel 9, takze osa z3 piejde
V 1IOVOU OSU X5 & 0Sa T2y V 0SU Zaz. Posledni otoceni provedeme kolem nové osy z§ o thel v, takze osa x1; pfejde v
x}, 0sa xog v xh, jez reprezentuji koneénou polohu os soustavy (obr. ) Vzhledem k tomu, Ze jsme provedli rotaci
kolem tii os, mizeme si prislusné hlové rychlosti @, 9, 9 znazornit jako vektory lezici v téchto osach rotace, jak je

ukézéno na (obr. [4.1p).

Uhlové rychlost 9 ma smér osy z11; jeji slozky do os z}, 74, =4 jsou
1930/1 = zécosw, 19,0/2 = —ﬁsinz/), 191;’ =0.

Uhlové rychlost @ ma smér osy x3; jeji primét do x5 bude ¢z, = pcosd. Prumét do roviny zjzy bude ¢sind a
pfislugné praméty do os ] a x4 jsou

Py, = ¢sindsiny, Py, = psind cos .

Uhlova rychlost 1[) lezi v ose x%. Pro pfehlednost si miizeme sestavit tabulku téchto pramétu:
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Obr. 4.1: K otoceni souradnicovych soustav a zavedeni Eulerovych thla

9| Jcosy —¥sin 0
@ | psindsiny | psind cos Y | cos ¥
14 0 0 v

7Z této tabulky uz lehce najdeme vysledné slozky tthlové rychlosti do ¢arkovanych os
Wpr = wy = ¢ sindsiny + J cos (4.2.8a)
wy, = wh=psindcosy —Isiny (4.2.8D)
W, = wy=¢pcost+ ¥ (4.2.8¢)

Tyto vztahy obvykle nazyvame FEulerovymi kinematickymi rovnicemi. Spolu s dynamickymi rovnicemi nam
pohyb setrva¢niku plné popisuji. Pfesto se vSak vétsinou pfi feSeni problému tézkého setrva¢niku nehleda feseni této
soustavy rovnic, nybrz se pouZziva efektivnéjsi metody — Lagrangeovych rovnic 2. druhu, které ndm umozni rychle najit
prvni integraly — integral energie a dva integraly cyklickych soutfadnic. Za zobecnéné proménné pfitom volime praveé
Eulerovy thly ¢, 9, .

Kinetickou energii studovaného setrvacniku mizeme podle psat ve tvaru

1 1
T = 5 [1(w'12 +CL)/22) + 5]3&):’32

nebo dosazenim z (4.2.8a)—(4.2.8¢)

1. 1
T = 511(192 + ¢?sin? ) + 5[3(1/1+gbcosz9)2

vV

U = Mgl cos ¥,
kde M je jeho hmotnost. Lagrangeova funkce pak bude
1 42 | -2 s 2 Lo 2
L= §I1(19 + p°sin” ) + 513(1/1—1—90(:0519) — Mgl cos (4.2.9)
Uhly ¢ a 9 se v této Lagrangeové funkci explicitné nevyskytuji, proto budou piisluiné zobecnéné hybnosti konstantni,
oL c
py = — =I3(p+¢cost) =Ia (4.2.10)
oY
oL ., yo
Py = 9% = (I1 sin* ¥ 4 I3 cos® ¥)p + I3 cos ¥ = I1b, (4.2.11)

kde jsme konstanty oznacili Iya a I;b. To jsou dva prvni integraly pohybovych rovnic. Protoze je soustava v kon-
zervativnim silovém poli, miZzeme napsat dalsi integral pohybovyjch rovnic ve tvaru zakona zachovani mechanické
energie

1 . 1 .
E=T+U= 511(192 + ¢?sin? ) + ST+ @cost)? + Mgl cos? (4.2.12)
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Pri dalsi integraci tedy uz mtzeme vychazet jen z této soustavy tfi nezavislych prvnich integralti pohybovych rovnic

Vypoditame v z (4.2.10) .
I3y = Ia — I3 cos®d (4.2.13)

a dosadime do (4.2.11)), ¢imz Vylouéimed}:
Pl sin? ¥ 4+ LacosV = I1b

Odtud

b—acos?
sin?

Budeme-li tedy znét zavislost ¥ = 9(t), muzeme z (4.2.14) najit ¢ = ¢(t). Dosadime-li pak (4.2.14) do (4.2.13),

dostaneme

= (4.2.14)

. I b—acos?
_ho e 7 4215
) I3a cos 2 ( )

coz dava — opét, zname-li funkci ¥ = ¥(t) — zavislost p = (t). Zavislost 9 = ¥(t) muZeme ziskat, vyloucime-li
v (4.2.12) ¢ a ¢ pomoci (4.2.14) a (4.2.15). Z (4.2.10)) plyne, zZe
I

¥+ ¢pcost = —a
I3

a proto miizeme zavést misto energie novou konstantu

1 (L \?
E’:E—§I3 (1a>

a psat (4.2.12) ve tvaru

1 .
E' = 511(192 + p?sin® ) + Mglcos? . (4.2.16)
Odtud dosazenim za ¢ z (4.2.14))
1. (b—acos¥)? I
iy N Py S S At l )
511 0 5 Mglcosd

neboli _
(sin® 9)9? = sin? ¥(a — Bcos¥) — (b — acos?)?

kde jsme oznacili

2F’ 2Mgl
o = ’ ﬂ =
5L I
Zavedeme nyni novou proménnou u = cos 1, takze @ = —(sin9)J). Pak F(u)
W = (1 —u?)(a— fu) — (b— au)? (4.2.17) | |
\ \
a integraci e 1
u(t) p u Jug V us U
t = / Y (4.2.18) | |
) V(I —u?)(a— pu) — (b— au)? ! !
u(0
Integral (4.2.18)) obsahuje pod odmocninou kubicky polynom a nelze jej vy- Obr. 4.2: Mozny Pritbéh funkce f(u)

pocitat elementarnimi funkcemi. Kdybychom jej vSak dovedli spocitat, do-
stali bychom ¥ = 9(t) a z rovnic a bychom mohli uréit ¢(t) a 1(t), ¢imZ by nase tloha byla vyfesena.

Zakladni charakter pohybu miiZeme nagtésti posoudit i bez vypodtu integralu (4.2.18)). Ozna¢me f(u) pravou stranu
(4.2.17). Jak vidime, je to kubicky polynom a jeho kofeny urcuji thly ¥, , 9, pii nichz méni 9 znaménko. Pii velkjch
hodnotach u je prevladajicim ¢lenem tohoto polynomu élen Bu®. Podle definice je 8 > 0 a tedy f(u) bude pro velkd
kladn4 u funkei kladnou, pro velkd zdporna u funkci zépornou. V bodech u = +1 je f(u) rovna —(b — au)? a tedy
zépornd (s vyjimkou p¥ipadu, kdy v = +1 je kofenem f(u)). Pribéh funkce f(u) tedy bude mit charakter zobrazeny
na (obrl4.2). Protoze f(u) = 4?2 > 0 a protoZe pro realné tthly musi byt —1 < u < 1, tj. —1 < 9 < 7, bude se zfejmé
setrvacnik pohybovat tak, ze cos ¥ bude stale mezi kofeny u; a usg.

Pohyb setrvaéniku se da vyhodné zobrazit pomoci kfivky, kterou opisuje koncovy bod jednotkového vektoru na-
mifeného v kladném sméru pohyblivé osy 5 (tento vektor se nazyva apex). Je to sférickd kiivka a jeji soufadnice na
kouli odpovidaji ahliim ¥ a . Z predchoziho je vidét, Ze tato kiivka musi lezet mezi kruznicemi v; = arccosu; a
9 = arccos us, priCemz ¥ je na téchto kruznicich rovno nule.
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Abychom blize specifikovali tvar kfivky opisované apexem, musime uvazovat o znaménku ¢ v , které je
uréeno Citatelem, tedy vyrazem b— au. Jestlize kofen tohoto vyrazu lezi vné intervalu (uj,us) (poloha tohoto kofene je
ovlivnéna pocateénimi podminkami pohybu), bude derivace ¢ mit stejné znaménko p¥i vsech ¥ leZicich mezi meznimi
hodnotami, a tedy kiivka opisovana apexem se bude kruznic 1; a 5 dotykat tak, Ze » bude mit jak pfi 1, tak pfi ¥
stejny smér. V tomto pfipadé se tthel méni monotonné, osa setrvac¢niku vykonava kolem vertikalni osy precesni pohyb.
Kromeé toho se osa koléba mezi krajnimi ahly 91 a ¥ — tento pohyb se nazyva nutacni. Jsou-li pocatec¢ni podminky
takové, ze kofen Cinitele b — au lezi mezi u; a uy, bude ¢ ménit znaménko. Je-li kofen b — au roven kofenu polynomu
f(u), bude v piislusném bodé odpovidajici hrani¢ni kruznice jak =0 , tak také ¢ = 0. Ktivky opisované apexem
v téchto piipadech jsou zobrazeny na (obr. fc).

\ \ \
(a) (b) ()

Obr. 4.3: Kfivky opisované apexem

Specialnim piipadem pohybu tézkého setrvacniku je tzv. spici setrvacnik. Pfedpokladejme, Ze setrvacnik je roztacen
ve vertikdlni ose, tj. ¥ = 0, 1) # 0; pak z (4.2.10) a (4.2.11) plyne, Ze a = b a déle z (4.2.16) je

E' = Mygl,
takze
oMyl
L L7

Z (4.2.17) pak bude

w2 = (1—u?)B(1 —u) — a?(1 —u)?
nebo
W’ = (1-u?) [B(1+u)—a?].
Je tedy u = 1 dvojnasobny koien, tfeti kofen je uz = a?/3 — 1. Pro a?/3 > 2 je uz > 1 a jediny mozny pohyb je
pii u = 1, tj. setrvaénik rotuje stéle kolem vertikalni osy (,spi“). Pro a?/3 < 2 je uz < 1 a dochézi k nutaci mezi
polohami u = 1 a u = us (obr. 4.4h,b). Hodnota vyrazu a?/3 zévisi na poc¢ateénich podminkach.

fu) f(u)

U:4+1 ’Ulgl//-\.r

/]

Obr. 4.4: Specidlni ptipady f(u) pro spici setrvaénik

Realny pohyb setrvaéniku probih4 tak, Ze po¢ina-li pii a?/3 > 2, zmensuje se vlivem t¥eni rychlost rotace setrvac-
niku, az pri urcité kritické rychlosti rotace wy vznika precese setrvacniku ptvodné ,spiciho®. Plati

@ (LY «ih (LY L =2
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odkud muZeme urcit kritickou rychlost

2
Wk = T\/ Mgl]l.

3

4.2.4 Pohyb c¢astice v rotujici soustavé

Studujme nyni pohyb ¢éastice v soustavé rotujici thlovou rychlosti w kolem pocétku; (pfedpokladejme pro jedno-
duchost, Ze w =konst. I kdyz tato iloha neni ilohou na pohyb tuhého télesa, setkali jsme se s nutnosti popsat pohyb
z hlediska rotujici soustavy pravé v souvislosti s rotaci tuhého télesa a proto ji zarazujeme na tomto misté.

Vztah (4.1.17)) umoziiujici nalezeni casové derivace libovolného vektoru v rotujici soustavé mtzeme aplikovat i na
polohovy vektor r charakterizujici polohu ¢astice. Dostavame

dr d'r

— = —+(w Xr). 4.2.19

%= ar ¢ ) ( )
Vyraz dr/dt = v, pfedstavuje rychlost ¢astice v soustavé nepohyblivé, tzv. absolutni rychlost éastice, d'r/dt = v, je
relativni rychlost ¢astice vzhledem k rotujici soustavé, w x r = v,, je rychlost, kterou je ¢astice ”unasena” soustavou
a nazyva se proto rychlosti undsivou. Piseme tedy

Vg =V, + Vy.

Dalsi aplikaci symbolického vzorce (4.1.17) na (4.2.19)) (za pfedpokladu w =konst.) dostaneme

d?r  d%r d'r
dt2:dtz+2(wxdt>+[w><(w><r)]. (4.2.20)

Prvni vyraz napravo je opét relativni zrychleni, druhy predstavuje tzv. Coriolisovo zrychleni a tieti je zrychleni undsive,
jejich soucet dava zrychleni v nepohyblivé soustave, tzv. zrychleni absolutni. Podle 2. Newtonova zakona pak plati

d?r d'r
m—s =F-2m|w X — | —m|w X (w X r)]. 4.2.21
= (05 )~ mlox (@) (1221)
V rotujici soustavé pusobi tedy na éastici kromé pravé sily F jesté sila odstfedivda F, = —m[w x (& x r)] a sila
Coriolisova F. = —2m (w X v,.), kterd je nenulovd, jen kdyz se ¢astice pohybuje vzhledem k rotujici soustavé.

Protoze je nase Zemé rovnéz rotujici soustavou, miizeme ocenit velikost téchto pfidavnych sil u pohybii probihajicich
na povrchu Zemé. Uhlova rychlost rotace Zemé je w ~ 7,3-10 % s~ 1.

Odstredivé zrychleni je maximélni na rovniku, kde jsou vektory @ a r na sebe kolmé; pfiblizné je tam
w? ~ 0,034m-s72 to ¢ni jen asi 0,3% tihového zrychleni. Odstiedivé sila je tedy na zemském povrchu zanedba-
telna.

Jiné je situace u sily Coriolisovy. Maximalni velikost Coriolisova zrychleni je a®®* = 2wv, ~ 1,5-107*v,, tedy
zdanlivé zanedbatelnd proti vlastni rychlosti v,.. Nesmime vSak zapominat, ze Coriolisovo zrychleni je kolmé na rych-
lost v,.; Pohybuje-li se ¢astice delsi dobu rychlosti v,., zptusobi Coriolisova sila zakfiveni trajektorie ¢astice a to na
severni polokouli doprava, na jizni doleva. Ptsobenim Coriolisovy sily mizeme vysvétlit existenci rotujicich vzdusnych
proudéni, kterd maji na severni a jizni polokouli opa¢ny smér rotace (cyklony a anticyklony), ale také tvofeni meandrt
pfi toku feky apod.

Rovnéz pfi vypoctu pohybt mezikontinentalnich balistickych stfel je tfeba s Coriolisovou silou pracovat. Expe-
rimentélni stanoveni Coriolisova zrychleni je mozné z méfeni stoceni roviny kyvu matematického kyvadla (s velkou
délkou zavésu), tzv. Foucaultova kyvadla.
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Kapitola 5

Obecné principy mechaniky

V [3l kapitole jsme formulovali jeden velmi obecny princip mechaniky, princip virtudlni prace. Z néj jsme pak
s pouZzitim principu d’Alembertova odvodili prakticky vSechny dileZité rovnice, které popisovaly pohyb soustavy ¢éstic
nebo tuhého télesa. Princip virtudlni prace ovSem vychazel z okamzitého stavu soustavy a z malych virtudlnich zmén
tohoto stavu; muZzeme jej proto oznacit za princip diferencidglni. UkdZeme nyni, Ze je mozné také formulovat princip
umoznujici popis chovéni soustavy béhem urcitého konecéného ¢asového intervalu. Principy tohoto typu oznacujeme
za principy integrdlni. Nejvyznamnéj$im z nich je princip Hamiltontv, jemuz vénujeme nasledujici ¢ast.

5.1 Hamiltonuv princip

Polohu vSech ¢éstic soustavy urcujeme v daném okamziku zaddnim zobecnénych soufadnic ¢y ,q2, ... , ¢r; fkdme,
ze zadani téchto soufadnic nam urcuje konfiguraci soustavy. Soutradnice g1 ,¢2, ... , ¢ mizeme pokladat za souradnice
bodu, tzv. reprezentujiciho bodu v f—rozmérném konfiguracnim prostoru. Kazdy reprezentujici bod tedy reprezentuje
urcitou konfiguraci soustavy. V prubéhu c¢asu se stav soustavy meéni a reprezentujici bod v konfigura¢nim prostoru
opisuje kfivku, tzv. konfiguracni trajektorii. Pohyb soustavy muzeme tedy studovat jako pohyb reprezentujiciho bodu
po konfiguraéni trajektorii. Cas ¢ lze pfitom poklddat za parametr.

Konfigura¢ni prostor nesplyva ovSem obecné s trojrozmérnym prostorem, v némz se soustava pohybuje a rovnéz
konfiguraéni trajektorie neni totozna s urcitou trajektorii nékteré castice soustavy: Kazdy bod konfiguraéni trajektorie
popisuje polohy vsech ¢astic soustavy.

Predstavme si nyni, ze v uréitém okamziku t; je konfigurace soustavy popséna souradnicemi qgl),qél), ,qﬁcl)

(zkrécené je budeme znacit qj(-l)) a v okamziku to soufadnicemi q](»z). Témto konfiguracim necht odpovidaji body

A (qj(-l), tl) aB (qj(?)7 t2) v konfigura¢nim prostoru. Pro jednorozmérny konfigura¢ni prostor muzeme rozvinout kon-

figuracni trajektorii v case, jak je zndzornéno na obr. ; analogickou situaci si vSak miZeme piedstavit i pro
konfigurac¢ni trajektorii v obecném piipadeé.

Predstavme si, Ze na obr. odpovida silnd ¢ara konfiguracni trajekto-
rii reprezentujici skutecny pohyb soustavy v intervalu od t; do t5. Spolu se q;
skutecnym pohybem soustavy vsak mtizeme uvazovat i jiné kinematicky pii-
pustné pohyby, tj. pohyby slucitelné s vazbami, jimz je studovana soustava ,
podrobena. Pfi nich by se reprezentujici bod pohyboval po jinych konfigu- q; B
racnich trajektoriich, z nichz jedna (rozvinutd opét v ¢ase) je na obr.
vyznacena slabsi ¢arou.

Protoze se jedna o kinematicky pripustné pohyby, miizeme odpovidajici A o
zobecnéné soufadnice pii ur¢itém ¢ dostat vzdy virtualni zménou q; =gq;+ J
+ d0g;; vyraz dq; budeme v dalSich dvahach nazyvat variact g;.

Nezname-li konfiguracni trajektorii, kterd odpovida skutecnému pohybu
soustavy, muzeme ji ze vSech moznych kinematicky pfipustnych trajektorii,
které 1ze prolozit body Aa B vybrat na zdkladé Hamiltonova principu:

Skute¢ny pohyb konzervativni soustavy v intervalu od ¢; do ¢y je zobra-

zen takovou konfiguraéni trajektorii, na které integral Obr. 5.1: Rozvinuti konfigurani trajektorie

v Case

to
S = L(Q1>Q2»---an7Q1;42a-~-7Qf7t)dt
t1
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nabyva extrémni hodnoty. Zde L je Lagrangeova funkce L = T — U. Matematicky formulujeme Hamiltontiv princip
jako tvrzeni, Ze variace integralu S pfi pevnych hodnotach ¢; a t5 je rovna nule

58 = 6/L(q,q,t) —0. (5.1.1)

Hamiltoniv princip a princip virtualni prace jsou ekvivalentni. Z Hamiltonova principu je mozné odvodit Lagrangeovy
rovnice, lze ale také vyjit z principu virtualni prace a odvodit z ného princip Hamiltontv. Kterykoliv z téchto principt
tedy mizeme zvolit za zakladni a vybudovat na ném celou mechaniku.

Zminili jsme se jiz, Ze prechod od konfiguracni trajektorie, ktera odpovida skute¢nému pohybu k jiné kinematicky
piipustné trajektorii je charakterizovan virtualni zménou kazdé soufadnice dg;, kterou nazyvame variaci (presnéji
izochronni variaci, nebot se bere pfi konstantnim t). Kinematicky znamené dg; virtudlni posunuti; ujasnéme si nyni,
co znamena geometricky.

qj Necht je né&jaka souradnice ¢; zndmou funkei €asu ¢;(t) ; jeji diferencial
dg; predstavuje zménu soufadnice v diisledku skute¢ného pohybu soustavy.
Zménme nyni soufadnici ¢; tim zplsobem, Ze poloZime

¢; = q; + an;(t), (5.1.2)

kde « je libovolny parametr, n;(t) diferencovatelnd funkce ¢asu. Takova
zména ¢; vznikajici v disledku zmény funkce g;(¢) jako celku se nazjyva
variaci

6g; = q; — q; = an;(t)
Geometricky rozdil mezi dg; a dg; je vidét na obr. [5.2]
Lehce se mtizeme piesvédcit, ze operace variovani a derivovani podle ¢asu
jsou zadménné — napft.

., d d
0d; = dj — 45 = (omy) = 3,(9g;).

Obr. 5.2: Geometricky rozdil mezi dg; a d¢; ~ Davame-li parametru o v rizné hodnoty, dostavame jednoparamet-

rickou soustavu kfivek. Kazdou z téchto kfivek mizeme tedy povazovat za
funkci €asu a parametru « , ¢; = ¢;(t,«). Variace od¢itdme vzdy jako rozdil funkénich hodnot néjaké kiivky z této
soustavy a kfivky zakladni, odpovidajici skute¢nému pohybu. Pfedpokladejme, Ze této zakladni kiivce prislusi hodnota
parametru « = «g. Variace se pak da psat

dq; = q;(t,a) — q;(t,a0)-

Jestlize predpokladame, ze se o malo lisi od «, napf.cc = g + da, mizeme rozvinout ¢;(t,a)) v Taylorovu fadu a
omezit se na prvni ¢len fady, takze
0q;
§q; = =2~ da. 5.1.3
q] aa ( )
Aby studovana jednoparametrickd soustava kiivek popisovala jen takové trajektorie, které prochézeji body A a B
musime navic pozadovat, aby

5qj|t:t1 = 6qj|t:t2 =0 . (514)
P11 volbé soustavy kiivek definované rovnici to znamena, ze funkce 7);(t) museji pro t =t a t =ty byt rovny
nule.

Nyni uz mizeme piejit k vlastn{ matematické formulaci problému, tj. k nalezeni takové funkce ¢(t), kterd dava
integralu S extrémni hodnotu. Vzhledem k tomu, ze kazda z pfipustnych kiivek odpovida néjaké hodnoté parametru
«, muzeme integral S pokladat za funkci tohoto parametru. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze extrémni
hodnotu déva integralu S kiivka odpovidajici parametru o = 0. Podminku extrému S muZeme vyjadrit ve tvaru

(52)., =
oa /), _,

<85> do =68 =0, (5.1.5)
oa /) .,

kde analogicky s nazyvame 65 variaci integrélu S. Vypodcitejme nejprve 95 /da:
/ Z oL 8q1 0L 0¢; a
Oq; Oa aqi Oa '
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Rozvedenim na dva integraly zjistime, ze druhy integral se da vypocitat per partes

oL d (0g; oL 8q1 0¢;
/Z 0g; dt ( ) Z 0q; E)a /Z dt (8q1> dt.

Znésobime-1i nyni celou rovnici da a polozime a = 0, a uvazime-li, Ze vzhledem k podmince (5.1.4) je vyintegrovany

¢len roven nule, dostavame
oL
08 = §qidt =
/ Z {3% <3q ﬂ ! .

Protoze jsou soufadnice ¢ , ..., gy nezavislé, jsou také variace dg; nezavislé; proto bude tento vztah splnén, jestlize
d [OL oL
< ,)— =0 ,i=1,2,...,f,
t \ 9q; 9q;

coz jsou skutecné Lagrangeovy rovnice druhého druhu. Integral S tedy nabyva extrémni hodnoty pro takové funkce
1,92, --- ,qs, které jsou feSenim soustavy diferencidlnich rovnic (5.1.5)

Podotknéme, Ze nase tloha byla formulovana natolik obecné, Ze rovnice (5.1.5) mizeme povazovat za zakladni
rovnice pro feSeni tzv. variacni ulohy: Najit kiivku, kterd davéa extrém integralu typu S. V matematice se tyto rovnice
zpravidla nazyvaji Fulerovy-Lagrangeovy rovnice variacniho poctu.

Ukézali jsme, Ze z Hamiltonova principu lze odvodit Lagrangeovy rovnice 2. druhu, da se vSak ukéazat i naopak, ze
z principu virtualni prace pro soustavu v pohybu lze odvodit princip Hamiltoniv — touto problematikou se zde vSak
jiz zabyvat nebudeme.

5.2 Hamiltonovy kanonické rovnice

V predeslé ¢asti jsme formulovali Hamiltontiv princip, o némz jsme si fekli, Ze jej lze pokladat za zakladni princip
mechaniky. Pro konkrétni feseni pohybu mechanické soustavy bychom ovSem museli postupovat tak, jak bylo v minulé
kapitole naznaceno, tj. odvodit z principu Hamiltonova Lagrangeovy pohybové rovnice a tyto rovnice pak obvyklymi
metodami feéit Této metodé feéeni mechanickych problémﬁ se zpravidla tika metoda Lagrangeova I kdyz je to v
nyni popiseme.

Lagrangeovy rovnice jsou diferencialni rovnice 2.fadu; aby byl pohyb soustavy urcen jednoznacné, je tfeba zadat
pocatecni podminky, tj. pocateéni hodnoty vSech ¢; a ¢;. V tomto smyslu pfedstavuji ¢; a ¢; iplnou soustavu 2f
nezavisle proménnych potfebnych k popisu pohybového stavu soustavy. Pohyb soustavy je ale mozné popsat také
zadanim zobecnénych soufadnic ¢; a zobecnénych hybnosti p; = 0L/0¢;; tyto parametry lze opét pokladat za soustavu
2f nezavisle proménnych ve 2f-rozmérném prostoru, ktery nazyvame prostorem fazovym. Chceme-li vsak pouzivat
proménné (g,p,t) misto dosud uzivanych (g, ¢,t) , je nutné, abychom misto funkce L(q,q,t) zavedli jinou funkci
podobnych vlastnosti jako L, ktera vSak bude funkci proménnych (g, p,t).

Nejvyhodnéjsi zpiisob pfechodu od proménnych (g, ¢,t) k proménnym (g, p, t) spoéiva v pouziti matematické trans-
formace znamé jako Legendreova transformace. UkaZeme si tento postup na jednoduchém ptikladé.

Uvazme libovolnou funkeci dvou proménnych f(x,y); jeji diferencidl je

df =udx +vdy,

kde

of _of

92 v = kT

Pfejdéme nyni od nezévisle proménnych x,y k proménnym u,y a tedy od diferencialt dz,dy k diferencidlim du, dy.
Definujeme-li funkci

u =

g=ux —f, (5.2.1)
bude jeji diferencial
dg =udr +zdu—df = xdu—vdy,
kde veli¢iny z, v jsou nyni funkcemi proménnych u,y a definuji se rovnicemi
dg 6‘g

T ou ’ v= Ay’

Pfechodu od funkce f proménnych x,y k funkci g proménnjch 0f/0x,y uskuteénénému rovnici (5.2.1) se ¥ikd Legen-
dreova transformace. Da se jednoduse rozsifit i na pfipad funkci vice proménnych. Nase hledané transformace bude
zfejmé stejného typu, protoze od funkce L proménnych (g, ¢,t) chceme pfejit k funkei proménnych (g, 0L/dq,t).
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Oznacime-li transformovanou funkci H, mizeme ji definovat vztahem

H(q,p,t) szql (4,4,1), (5.2.2)

kde zkracené oznaceni H(q,p,t) je opét tfeba chépat jako

H(qvpat):H((hanv ceesqf,P1sP2y - apfvt)'

Tuto funkci nazyvame Hamiltonovou funkci (hamiltonidnem). V kapitole (6.1) jsme definovali podobnou funkci, ale
jen pro piipad L # L(t) . Tam jsme téz vidéli, ze v pfipadé stacionarnich vazeb je H konstantni, rovna celkové
mechanické energii soustavy. V tomto pfipadé mame také jednoduchou metodu pro sestrojeni hamiltonidnu: staci,
jestlize ve vyrazu T + U nahradime zobecnéné rychlosti ¢ zobecnénymi hybnostmi p.

Protoze je funkce H definovana rovnici , je jeji uplny diferencial

f
3L oL oL

o . 2.

E qzdmeE pidg; — dql 2 aqidqz 5 & (5.2.3)

Na druhé strané z predpokladu, ze H = H (q D, t) vyplyva pro diferencial primo

0H
dH = dql—&-z dpz 54 (5.2.4)

Druhy a tfeti ¢len napravo v ([5.2.3) se rusi vzhledem k definici zobecnéné hybnosti. Kromé toho mtizeme do ¢tvrtého
¢lenu napravo dosadit z Lagrangeovych rovnic

oL d (OL\ .

9g  dt \9g) "

Porovnanim koeficient u dg;,dp; a dt v (5.2.3)) a (5.2.4)) dostavame vztahy

OH OH oL  OH

.’i - 9 .i - - 9 ., = T o 525

%= B, p By ot ot (5.2.5)
i:12“.f

coz je vztah plynouci pfimo z definice funkce H. Rovnice se nazyvaji Hamiltonovy kanonické rovnice.
Soustava Hamiltonovych kanonickych rovnic je ekvwalentm f rovnicim Lagrangeovym. Z matematického hlediska
predstavuje tato soustava prevedeni f rovnic Lagrangeovych, které jsou rovnicemi druhého fddu, na 2f rovnic fadu
prvniho. Integraci Hamiltonovych kanonickych rovnic dostaneme ¢;,p; jako funkce ¢asu a f libovolnych integra¢nich
konstant.
Hamiltonovy kanonické rovnice mizeme odvodit také z Hamiltonova principu, jestlize variujeme proménné g;,p; jako
nezavislé, tj. variujeme kfivku, ktera charakterizuje pohyb soustavy v 2f-rozmérném fazovém prostoru. Dosadime-li

do (5.1.1) za L z (5.2.2)), je
5S = 6/ <szqz ) dt = 0. (5.2.6)
ty1

Daéle mtzeme postupovat formalné shodné jako v predchézejici kapitole; variovanim za integracnim znaménkem do-
staneme

t2 / f f f

OH aH
/<§1p g +§1q P Elaqi a ) 0 (5.2.7)
P - iz

pri¢em? uz nerozepisujeme variace pomoci parametru «, nybrz vyuzivame ziejmé formalni analogie mezi diferencova-
nim pfi konstantnim ¢ a variaci. Prvni ¢len pak integrujeme per partes

to f t=to to f

/sz&hdt széqz /széqzdt

a vyintegrovany ¢len je opét roven nule vzhledem k (5.1.4)). Zaménime-li jesté pofadi variace a sumace, mizeme (|5.2.7)

prepsat
fot2
OH 0OH
i ——=— ) op; — 'i+>5i]dt:0 . 5.2.8
;/ Kq a@_) J4 (p 90, ) (5.2.8)
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Presné vzato, nejsou variace d¢g; a 0p; nezavislé, nebot jsou vazany casovou zdvislosti. NemiiZeme proto jednoduse Fici,
Ze je vztah (5.2.8]) splnén, jsou-li vyrazy v kulatych zavorkach nulové. K tomuto zavéru vSak vede jina cesta: Derivujme
rovnici (5.2.2)) parcialné podle p;. Dostaneme

oH _ . /
o — i Dj
Ipi ot

9y _ zf: oL 4
Opi 4= 94; Op;’

coz vzhledem k definici p; dava
oOH

" op;i’
Prvni kulaté zavorka v ([5.2.8)) je tedy rovna nule a v dtisledku nezévislosti ¢; je pak uz rovna nule i zévorka druhé pro

vSechna i. Dostavame tedy opét soustavu rovnic (5.2.5)). Ukazme pouziti Hamiltonova formalismu na jednoduchjch
prikladech.

Volny pad v neodporujicim prostiredi

Céstice nechf ma hmotnost m a pohybuje se po vertikale, ¢ necht je jeji vzdalenost od povrchu Zemé. Pak

1
T = imq'2 , U = mgq.
Protoze
oT .
p=—=-=mg,
dq
je ¢ =p/m a tedy
2
H=T+U= L+mgq.
2m
Kanonické rovnice maji tvar
. OH p oOH

== ——— = —mg.
q o m p g g

Prvni z nich je jen definici zobecnéné hybnosti a nedava tedy nic nového. Druhé rovnice po integraci dava
p = —mgt + Cy,
kde C; je integra¢ni konstanta. Dosazenim p = mq plyne
q¢=—gt+Cy,
kde Cy = % a integraci
q= —%th + Cat + Cs.

PolozZime-li poc¢atecni podminky ¢ = qo,§ = vg pro t =0, plyne C5 = qo,Cs = vy, takze

L o
QZQO+U0t—§gta

coz je znamé rovnice pro volny padd v neodporujicim prostiedi.

Pohyb v poli centralni sily
Pii obvyklé formulaci problému polozime ¢q; = r, g2 = ¢, takze

1

L= 5m(7’"2 +7r2p?%) —U(r)
a odtud
oL oL 9
r — - = mr, = —— =mr 5
Pr= 5 Pe= 3, 4
takze
Dr . Py
r=—, Y= )
m mr
Hamiltonova funkce bude
1 2, Py
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a kanonické rovnice davaji soustavu

f_aH_pi ,_8H_pg,
dp, m’ s0_5‘]9<‘p_m7"2
, OH  p2  OU ,

Pr=— =2 — p<P:0

or mr3  Or’

Prvni dvojice rovnic jsou opét defini¢ni rovnice zobecnénych hybnosti, druhé dvé predstavuji pohybové rovnice zapsané
v zobecnénych hybnostech. Je zfejmé, Ze pfi pfechodu od proménnych p,, p, zpét k zobecnénym rychlostem by tyto
rovnice piesly na zndmé rovnice centralniho pohybu; jejich feSenim v proménnych p,., p, se uz zabyvat nebudeme.

Seznamili jsme se uz tedy s Lagrangeovou a Hamiltonovou metodou studia mechanickych problému. V nékterych
pripadech byva vyhodné spojit obé uvedené metody zavedenim tzv. Routhovy funkce, kterd ndm umoznuje zapsat
pohybové rovnice zcasti jako rovnice 1. fadu, z¢asti jako rovnice 2. fadu.

Rozdélme si zobecnéné souradnice na dvé skupiny, které oznacime

(517527 v 7§V)(Q17q27 oo 7Qf*l/)'

Lagrangeova funkce je funkci promeénnych qi,qi,gj,éj,t, kde j = 1,2,...,v, i = 12,...,f — v. Pak lze definovat
Routhovu funkci

R(qi,di&j:pe; 5t) = Zpgjéj —L (5.2.9)
j=1

a metodou obdobnou jako pfi odvozeni Hamiltonovych kanonickych rovnic, tj. vytvorenim uplnych diferenciala a
porovnanim koeficientl zjistime, Ze plati

OR oL OR 0L

_ — 5.2.10
9q; dq;’ 9q; 9qi ( )
OR OR :
orR _ . ¢ 5.2.11
aé-j pfy ? 8}?5] 5] ( )
a také
or __oL
o ot
PiepiSeme-li pro proménné q1,qo, . . . ,¢f—, Lagrangeovy rovnice pomoci Routhovy funkce, dostaneme s pfihlédnutim k
(5.2.10]
d (OR OR
— = )—=—=0, i=12,...,f— 5.2.12
di (aq) 94 ‘ f-v (5.2.12)

Rovnice (5.2.11)) a (5.2.12) jsou v podstaté identické s Hamiltonovymi a Lagrangeovymi rovnicemi, v nichz hraje
Routhova funkce v jednom pfipadé tlohu lagranzidanu, v druhém hamiltonianu.

Pouziti R je vyhodné zejména tehdy, jsou-li nékteré souradnice cyklické v Routhové funkci. Z definice R plyne,
Ze je-li néktera souradnice cyklicka v lagranzianu, je cyklickd i v Routhové funkci. Pfedpokladejme, ze v soutadnic je
cyklickych a oznacme je &1,62,...,§,. Pak z (5.2.11) plyne p¢, = C; a R je funkci jen proménnych

R= R(qi7qia0j7t)7

takze zbyva f — v pohybovych rovnic (5.2.12)). Zavedeni Routhovy funkce ndm umoznilo v tomto pfipadé snizit pocet
pohybovych rovnic, jez je tfeba integrovat, na f — v. Je-li R zndma, urci se cyklické souradnice &; pomoci jedné

kvadratury. Z (5.2.11)) plyne
OR OR

§j = @ = 8763’
takze OR

kde a; jsou integracni konstanty.
ZapiSme jesté integral energie pomoci funkce R. Plati

f—v v
Z oL Z oL .
=1 a%‘ =1 85]
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Vzhledem k ([5.2.10)) a definici R se vSak da posledni vztah zapsat ve tvaru

R- Za g =C

Nezavisi-li L na ¢ase, L # L(t) a kinetick4 energie je homogenni funkci 2.stupné v zobecnénych rychlostech (stacionarni
vazby), je C = E a integral energie je

R— Za G =EFE. (5.2.13)

5.3 Jiné integralni principy

Integral
to
S:/L(q,q,t)dt (5.3.1)

t1

Casto také nazyvame integralem akce (presnéji Hamiltonova akce). S je funkei qgl)

za proménnou. Mtizeme se o tom presvédcit takto: Predpokladejme, Ze zname

, t1, qi, t, povazujeme-li horni mez

g = ai(q}" P} t1.t) (5.3.2)

pi = pila}" P\ t1t).

Derivaci podle ¢asu
. 1) (1
gi = gi(qS" p$ )

a dosazenim do ([5.3.1)) zjistime, Ze

Vylou¢enim p§1) VA 1' dostaneme

S = S( (1)7p§1) tlv )

P = (M tat)

a dosazenim do S je
S = S( t17q27t)7 (533)

coz je hledana zavislost. Specielné pro urcitou horni mez t = to9, q; = q@)

. a dostdvame

S = 8(¢\" 1.0 ta). (5.34)
Hamiltoniv princip se zabyva pohybem mezi dvéma body pevnymi v prostoru a Case, pficemz tvrdi, ze pro skutecny
pohyb je 65 = 0. Miizeme se také ale zajimat, jakd bude zména integralu (5.3.1)), jestlize od jednoho skute¢ného pohybu

prejdeme ke kiivce charakterizujici jiny skuteény pohyb, probihajici mezi jinymi, zménénymi body, pfi¢emz Cas ztistava
konstantni. Tato situace odpovidd tomu, Ze pozbude platnosti podminka (5.1.4)), Zze

6qi|t:t1 = 6qi|t:t2 =0.

Variaci integralu akce pak spocitame

5= 53[5t () own s

Protoze zde uvazujeme skuteéné pohyby, museji byt splnény Lagrageovy rovnice 2. druhu a (5.3.5)) se tedy redukuje
na

(5.3.5)

t=t1

58 = Zp 5¢ Z Mgt (5.3.6)
1=1
Z (p.3.4) plyne pii dt1 = dto

;
55:23

=1

oo @
+Z (2 —=_5q
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a porovnanim s ([5.3.6))
au 0S8 2 0S8

PNO T 9
S tedy predstavuje jakysi ,potencial zobecnénych hybnosti*.

Dalsim zobecnénim nagich avah by mohlo byt zjisténi 6.S v pfipadé, Zze bychom variovali i ¢as, tj. misto variace pfi
konstantnim t bychom uvazovali tzv. dplnou variaci. Pro proménnou ¢; plati

(5.3.7)

’ [

a obecné i pro funkci f(g,t) je .
Af=0f+ fAt,

kde At je variace ¢asu a A znacime Uplnou variaci. Pak se d& psat

2 2 to
AS =A / Ldt =6 / Ldt + [LAY? =6 / Ldt + [LAt], — [LAY],

t1 t1 t1

Uvazujeme-li navic i nenulovani dq v okrajovych bodech a zjistujeme-li variaci mezi skuteénymi trajektoriemi, bude

f f
AS = [LAY,, — [LAt,, + 3" pPeg® =3 pMegh. (5.3.9)

i=1

Dosadime-li sem za Ag; z (5.3.8)), je

Y A

to =1

f /
AS = [LAY],, — [LAt), + Z PP Aq? =" Aag — 3 pP P At
=1 i=1

=1

t1

<

Z Bag® — Zp(l)Aq(l) [HAY,, + [HAL,,

neboli

!
(Z DAl - HzAt2> - (Zpﬁl)Aqfl) _HlAt1> : (5.3.10)
i=1

Uvazujeme-li specielné trajektorie, pro které Aty # 0, Aty # 0, ale Ag;|r, = Ag;lt, = 0, plati pro né z (5.3.8)
0qi = —¢: At

z (5.3.10) plyne
AS = —[HAt]? . (5.3.11)

Omezime-li se na konzervativni soustavy, je H = konst., a protoze lze psat

to

A/dt:Atrml,

miizeme (5.3.11)) vyjadrit ve tvaru

to to
AS+A/Hdt:A/(L+H)dt:0.

Protoze plati L + H = Elle piq;, dostdvame v tomto pripadé varia¢ni princip

to f
A/Zpiqidt =0. (5.3.12)

§oi=1

Vyraz
to f
> pidudt (5.3.13)
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se také nazyva zkrdcend akce (charakteristickd funkce Hamiltonova). Je-li T homogenni funkci 2. stupné v ¢;, je
Z{:l piG; = 2T a dostavame Maupertuisiv princip

A/Tdt = 0. (5.3.14)

Vyznamna je téz alternativni forma principu (5.3.14)), vychazejici z geometrickych predstav. Pfipomeneme vyraz pro
kinetickou energii soustavy ¢astic

N
1 .2
=52, 2 Eame.
p=1i=1
Zavedeme-li soufadnice T, ;
Lp,i = /Mp Lpiy

muzeme prostor proménnych Z,; pokladat za konfigura¢ni prostor (neni-li vazeb). Reprezentujici bod opisuje v tomto
prostoru trajektorii, jejiz element ds, za piedpokladu, Ze Z,; jsou ortogonalni soufadnice, se d4 vyjadrit ve tvaru

N 3
s’ :sz Lp,is

p=1i=1
takze pak
ds\2 M3
— 2 _
() -y dt-or
p=11=1
Rovnice

ds? = 27d¢?

nezévisi na pouzité souradnicové soustavé a muze byt poklddana za definici elementu oblouku konfiguracni trajektorie
i v obecném prostoru proménnych g;.
Vypocitame-li
ds

dt =
V2T

a dosadime do (|5.3.12)), dostavame
tz S2 S2
A/2Tdt: A/\/2Tds _ A/,/z (E—0)ds, (5.3.15)
t1 S1 S1

coz je tzv. Jacobiho princip.
Uvazme nyni jesté funkci S ve tvaru (5.3.3)) a vypocitame jeji iplnou variaci

S
oty

AS =

f
as S S
AgtY + SAEY 2T Ag
i=1 1

Z

Porovname-li tento vyraz s (5.3.10), kde klademe

@_05  , _ 05 5.3.16
pl 8q23 2 at Y ( . )
dostaneme o o5
W _ _ 72 H, = 22
P e
Vyjadiime-li zde H(q,p,t) jako H (q,%—f,t), dostavame tzv. Hamiltonovu-Jacobiho rovnici
oS oS
H )t — =0 5.3.17
(a500) + 5 =0 (5.3.17)

kterou se budeme podrobné zabyvat v ¢asti
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5.4 Kanonické transformace

Pri feSeni mechanickych problémt mizeme velmi lehce najit prvni integraly, jestlize nékteré souradnice jsou cyk-
lické, tedy nevyskytuji se explicitné v Lagrangeové resp. Hamiltonové funkci. Na praktickych ukazkach jsme vidéli,
ze skutecnost, ze nékterda soutradnice je cyklickd, je podminéna vhodnou volbou soustavy soutfadnic. Tak napft. pri
feSeni centralniho pohybu v polarnich souradnicich byla soufadnice ¢ cyklicka, zatimco kdybychom pouzili souradnic
kartézskych, zadna souradnice by cyklickd nebyla.

Kdyby se nam podarilo najit takovou soustavu soufadnic, které by vSechny byly v hamiltonidnu cyklické a kdyby
navic hamiltonidn explicitné nezdvisel na ¢ase, bylo by feseni pohybovych rovnic trividlni. Hamiltonova funkce by pak
méla tvar H (C1,Cy,...,Cy) a kanonické rovnice by davaly

. OH
qi = ac,

=4,, i=12,...f, (5.4.1)

kde A; jsou rovnéz konstanty, nebot mohou byt jen funkci C1,Cs, ... ,Cy. Integraci pak p¥imo
G =At+B;, i=12,....f (5.4.2)

kde B; jsou integrac¢ni konstanty.

Najit takovou soustavu souradnic vSak neni jednoduché tloha, i kdyz se da ukéazat, ze v kazdém konkrétnim
pripadé je takova volba soufadnic mozna. Avsak i kdyz tato volba mozna je, je tfeba mit zaruceno, Ze nové souradnice
si ponechaji vyhody soufadnic puvodnich, specielné, Ze v nich zlstane zachovan tvar Hamiltonovych kanonickych
rovnic. Tomuto problému se nyni budeme vénovat.

V Hamiltonové funkci vystupuji soufadnice g a p jako nezavislé parametry, takze hledanou transformaci musime
hledat jako transformaci ve fazovém prostoru, tj. v prostoru proménnych ¢, p. Nejobecnéjsi transformace ve fazovém
prostoru bude mit tvar

Q4 = Ql (C]h cesqfP1y e apfat)
P P (q].) ceqfP1y - - 7pf7t) ) (543)

kde velkymi pismeny za¢indme nové, transformované souradnice a hybnosti. Ze vSech moznjch transformaci tohoto
typu nas vSak budou zajimat jen takové, které zachovavaji tvar Hamiltonovych kanonickych rovnic, t.j. budeme
pozadovat, aby v novych proménnych platilo
oK . oK
—, PP=——r, i=12,...,f, 5.4.4
aPL K3 6QL 1= 7f ( )
kde K(Q,P,t) je transformovany hamiltonidn. Transformacim, které zachovévaji nezménény tvar kanonickych rovnic,
fikdme kanonicke transformace.

Kanonické rovnice jsme odvodili z Hamiltonova principu, ktery jsme zapsali ve tvaru

ta f
5/ [ZPiQi — H (¢.p, )] dt = 0.
1 =1

& -

Je tedy jisté, Ze rovnice ([5.4.4)) mohou byt rovnéz odvozeny z Hamiltonova principu, formulovaného tentokrat v novych
proménnych
)
l

Oba posledni vztahy museji platit soucasné. Z toho ovSem nevyplyva, ze by podintegralni funkce musely byt sobé
rovny. Jestlize totiz vezmeme variaci z Gplné derivace néjaké funkce podle ¢asu, plati pro ni

ZPQz K(Q,Pt)|dt=0 (5.4.5)

/—dt—a (t2) — F (1)),

je tedy tato variace rovna nule, nebot jde vlastné o variaci rozdilu konstant - funkénich hodnot ve dvou danych
bodech. Proto také, definujeme-li Lagrangeovu funkci na zakladé Hamiltonova principu, musime ¥ici, Ze L je urcena
az na derivaci néjaké funkce podle ¢asu dF'/d¢. Funkce

dF
L'=L+—
+dt
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totiz spliiuje Hamiltontv princip stejné jako funkce L, to jest vyplyvaji z ni naprosto stejné pohybové rovnice. Pro nas
to tedy znamenad, rozdil obou podintegrélnich vyrazi muze byt roven Uplné derivaci podle ¢asu néjaké funkce F', tedy

f
(Zpiq'i ) (ZPQz ) (111: (5.4.6)

Na levé strané této rovnice jsou ovsem funkce proménnych ¢,p,Q,P.t a tedy také funkce F' napravo mizZe byt funkci
téchto 4f 4+ 1 proménnych. Vzhledem k rovnicim je vsak mozné 2f z téchto proménnych vyloucit. Aby funkce
obsahovala vzdy jednu skupinu starych a jednu skupinu novych proménnych, aby tedy byla jakymsi pojitkem mezi
starymi a novymi proménnymi, volime ji zpravidla v jednom ze ¢tyr tvard, které se standartné oznacuji indexy 1 az
4, tj.

Fl (q7Q,t) F2(q7P7t) FB(p,Qvt) F4(p,P7t)’
Specialni volba typu F je dana charakterem ulohy, pfi niz ji pouzivame. Pfedpokladejme nyni, Ze mame funkci typu

Fi;z pak
szq% H - ZPQ#K* [F1(g,Q:)] (5.4.7)

kde

f
dF,  <~(0F . 0F .\ OF
dt_z(aqiq’+ BQin) T

Protoze staré i nové proménné jsou povazovany za nezavislé, je rovnice 7) splnéna, jsou-li koeficienty u ¢;, Q; na
levé i pravé strané rovnice stejné, tj. v nasem piipadé musi
oF, oF; oFy )
pt:aql, PZ:—TQ’L, K:H—FW, Z:1,2,,f (548)

Resenfm prvn{ skupiny rovnic miizeme najit Q; = Q;(q,p,t), dosazenlm do druhé skupiny rovnic plyne P; = P;(q,p,t).
Zname-li funkci F7, mizeme z ni tedy ziskat transformacni vzorce . Proto funkci nazyvame vytvorujici funkci
kanonické transformace.

Pfi jinych tvarech funkce F' lze ziskat podobné vysledky. Uvazme napt. funkeci Fy(q,P,t). Z druhé rovnice ([5.4.8))
je vidét, ze Fy muzeme dostat z F; pomoci Legendrovy transformace

=1

f
FZ(q7P7t) = Fl(anﬂt) + ZP’LQl

i=1
Vypocitame-li odtud F} a jeji derivaci dosadime do m dostaneme

3 H= fP KdFP P - K faFZ' 8Flp
;p’LQl ; Qz +E 2q t ZQZ i ZQ’L % + +; ] Pi [ )
coz porovnanim koeficientd opét dava
0F, 0Fy 0Fy
P aqi Q aPZ + ot ( )
Analogicky 1ze odvodit obdobné vztahy pro funkce F3 a Fj
0F;3 OF3 OF3
i == , bPi=- , K=H+—/— 5.4.10
%= O 9Q; "o (5.4.10)
8F4 8F4 3F4
= — ;= —— K=H+ —. 5.4.11
q; ap; ) Qi op, =+ ot ( )
Uvedme si nyni nékteré priklady kanonickych transformaci.
Zaména zobecnénych souradnic a zobecnénych hybnosti
Zvolme vytvorujici funkce ve tvaru
f
= 4Qi.
i=1
Podle (5.4.8) dostavame
oF oF
Pi:aqil:Qi, Pi:_anl -¢, K=H

Zvolena funkce je tedy vytvofujici funkci kanonické transformace, pfi které se staré souradnice stavaji novymi hyb-
nostmi a naopak. Tato transformace je diikazem naprosté rovnocennosti souradnic a hybnosti ve fazovém prostoru.
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Identicka kanonicka transformace

Studujme vytvorujici funkci

f
Fy=> qP. (5.4.12)
i=1
Podle rovnic ((5.4.9) bude
8F2 aFQ
T = = P’L ) i = = {i, K= H7
Pi= Ba Q op, ¢

¢ili pfi této transformaci staré souradnice splyvaji s novymi. Je to vytvorujici funkce tzv. identické transformace.

Linearni harmonicky oscilator

Resme nyni pohyb harmonického oscildtoru pomoci kanonické transformace. Hamiltonidn kanonického pohybu
bude (vychylku z rovnovazné polohy zvolime za q)

2 2
D kq
H=-— 4+
2m+ 2

nebo pomoci vlastni frekvence oscilatoru w3 = %

H = »” + mngZ.
2m 2

Zvolme nyni vytvorujici funkci

F = %woq2 cotg Q. (5.4.13)

Z (5.4.8) plyne
O0F;
P = —— = Mmwpq cotg Q
dq

o0F; Mmwoq?
oQ 2sin” )
Z posledni rovnice
2P

mwo

q= sin (5.4.14)

a dosazenim do prvni dostavame

[ 2P
P = mwy sin @) cotg @ = v/ 2Pmuwy cos Q.
mwo

Posledni dva vztahy ndm udavaji transformaci prislusejici zvolené vytvorujici funkei ((5.4.13)). Dosadime-li z nich za
q,p do hamiltonianu dostaneme

K =H =wyP, (5.4.15)
protoze vytvorujici funkce nezavisi explicitné na ¢ase. Tento hamiltonidn neobsahuje ), proto kanonické rovnice budou

9K _
oP ~

0K
QR
Druhé rovnice ddvéd P =konst.; ze (5.4.15)) plyne, Ze tato konstanta bude P = E/wy, protoze konstantni hamiltonidn

maé vyznam Uplné energie F. Z prvni kanonické rovnice plyne @Q = wot + ¢, kde ¢ je integrac¢ni konstanta, kterou lze
urcit z po¢atecnich podminek. Dosazenim za @ a P do (5.4.4]) dostaneme vysledné feseni

Q= 0.

wo , P =

2F
mwo

q= sin(wot + ¢).

Z posledniho prikladu se zd&, Ze volbu vytvorujici funkce jsme provedli jen odhadem; kdyby tomu tak skutecné
bylo, nemélo by smysl teorii kanonickych transformaci rozpracovavat, protoze by neméla prakticky vyznam. Nastésti
existuje racionalni metoda hledani vytvorujici funkce — pomoci Hamiltonovy-Jacobiho rovnice.
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5.5 Hamiltonova—Jacobiho rovnice

V predchézejici ¢asti jsme si ukazali, Ze pracujeme-li se soustavou soufadnic, které jsou v hamiltonidnu cyklické
a nezavisi-li hamiltonidn explicitné na case, je feSeni mechanického problému trividlni. Je ovSem nejprve tfeba najit
vytvorujici funkci kanonické transformace, kterd nam prechod k takové soustavé soufadnic umozni. Pokud hamiltonian
zéavisi explicitné na ¢ase, muze byt integrace kanonickych rovnic komplikovana i kdyz najdeme soustavu soutadnic,
které jsou v hamiltonianu cyklické.

Predpokladejme nyni, Ze chceme najit takovou soustavu kanonickych proménnych, v nichZ bude transformovany
hamiltonidn K roven nule. AvSak pro vSechny typy vytvofujicich funkci je transformovany hamiltonian K vézan se
starym hamiltonidnem H vztahem

OF
K=H+ —.
o
P1i podmince K = 0 musi tedy byt splnéna rovnice
F
H t)y+ — =0.
(q’p7 ) + at

Zvolime-li specielné vytvorujici funkci typu Fz(g,P,t) (tato volba nijak nenarusi obecnost nasich nasledujicich avah),
miuzeme vzhledem k (5.4.9) tuto rovnici zapsat ve tvaru

OF, OF, oF,
H — ..., =t — =0. 5.1
(qla ’qf’a(h 5 ,8q_f, ) + ot 0 (5 5 )

Tato rovnice se nazyva Hamiltonova-Jacobiho rovnice. Je to parcidlni diferencialni rovnice prvniho fadu, urcujici
zévislost hledané vytvofujici funkce na qi,...,q;. Reseni této rovnice nazyvame obvykle hlavni Hamiltonovou funkci
a oznacujeme S. Protoze v rovnici je f + 1 proménnych, musi obecné FeSeni obsahovat f + 1 nezavislych
integrac¢nich konstant C4,...,Cf,Cyy1. V rovnici se vyskytuji jen derivace funkce S , takze feSenim je také
S+ C |, kde C je libovolna konstanta. Protoze takova konstanta musi byt zahrnuta do celkového poctu konstant a
protoze v transformacnich rovnicich vystupuji jen parcialni derivace .S, nebudeme tuto konstantu uvazovat a mizeme
tedy uplny integral rovnice zapsat ve tvaru

S(qlv"wq‘facla"'7Cf7t)a (552)

kde uz zadnéa z konstant C; neni aditivni.
Tato funkce plné souhlasi s tvarem pozadované vytvorujici funkce Fp a muzeme tedy ztotoznit P; = C;. Prvni ze

vzorcu ((5.4.9) ndm pak dava
_ 95(a,C.t)

Di aql )
coz pfit = tgp ndm da f rovnic, které ukazi zavislost f veli¢in C; na poc¢atecnich hodnotéch ¢; a p; . Odtud pak mtzeme
urcit konstanty C; pomoci danych pocateénich podminek. Druhy vztah (5.4.9) ur¢uje nové konstantni soufadnice

(5.5.3)

_05(q,Cht) .

Qi 801 )

konstantni museji byt vzhledem k prvni soustavé kanonickych rovnic v novych proménnych, kterd dava Qz = % =0,
protoze K =0 . Mame tedy
=3¢ =

a odtud mtzeme vyjadiit B; pomoci poc¢ate¢nich hodnot ¢;. Resime-li pak ((5.5.4) pro ¢;, dostaneme

Q; B. (5.5.4)

qi = Qi(B,C,t),

coz, fesi nasi tlohu, nebot dostavame soufadnice jako funkce pocéateénich podminek a casu.

Vzhledem k tomu, Ze novy transformovany hamiltonidn je roven nule a nové zobecnéné souradnice jsou konstantni
(viz. (5.5.4)), je novy transformovany lagranzidn roven nule a z (5.4.6) plyne
_dFR
dt’

odkud

ta

gz/iwzﬁ

t1
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kde S je hlavni funkce Hamiltonova, ktera je tedy totozna s integralem akce; tim se nam ozfejmilo, pro¢ jsme v obou
pripadech pouzili pro tuto funkci stejného oznaceni.

Prevedeni mechanického problému na feSeni parcialni diferencialni rovnice misto soustavy obycejnych diferencial-
nich rovnic mé ovsem smysl jen tehdy, da-li se parcialni diferencidlni rovnice jednoduse fesit. V pfipadé rovnice
mutizeme pomeérné snadno najit feseni, jestlize H nezévisi explicitné na case a jestlize nékteré proménné jsou cyklické. V
téchto pripadech mtizeme v rovnici provést tzv. separaci proménnych, pricemz ovSem tento termin ma ponékud
jiny obsah nez jak byva pouZivan v souvislosti s obyCejnymi diferencidlnimi rovnicemi.

Pfedpoklddejme nejprve, ze H # H(t). Pak se redukuje na

oS oS oS
<Q17 7qf78q17 78(]]‘) + ot 0

Polozime-li

S(q,Cit) = W(q,C) + 5(t,C),

H (%W/) + 05 =0.

milZzeme psat

Oq ot
Protoze prvni ¢len obsahuje jen proménné ¢, druhy jen ¢, muze tato rovnice platit jen kdyz jsou oba ¢leny konstantni,
ow ow
H q1,...,49 ,,...,) :Ol 5.5.5
(a0t G G (5.5.5)
S
> __C
ot !
Posledni rovnice dava
S =—Cht.

Hlavni funkci Hamiltonovu mtzeme tedy v pfipadé H # H(t) hledat ve tvaru
S(q,C\t) = W(q,C) — Chit.

Konstantu v rovnici ((5.5.5) jsme oznadili C, protoze musi byt jednou z celkového poctu f integracnich konstant. Jeji
hodnota je rovna konstantni hodnoté hamiltonidnu, coZ zpravidla byva Gplné energie soustavy (podminky byly jiz
nékolikrét uvedeny). Proto obvykle piSeme piimo

S(q,Ct) = W(q,C) — Et. (5.5.6)

Funkce W je zde zavedena jen jako ¢ast vytvorujici funkce S v pfipadé, ze H neobsahuje explicitné cas. Nazyva se
obvykle Hamiltonovou charakteristickou funkci. I v tomto p¥ipadé srovnanim s (5.3.13)) zjistime, ze W je totozna s
tam definovanou funkci téhoz oznaceni. Je-li H nezavisly na Case a roven celkové energii soustavy, plati

!

H=Y pii—L=E.
i=1

Integrace pres t dava
to f to

/Zpiqidt— /Ldt = BE(ty — t1).
i=1

t1 - ty

Polozime-li t5 = t, dostaneme odtud
S =—Et+ W + konst.,

coz je hledany vztah, nebot aditivni konstanta je nepodstatné.

Hamiltonovu charakteristickou funkci W mutzeme povazovat rovnéz za vytvorujici funkci néjaké kanonické transfor-
mace, odli$né od transformace, kterou charakterizuje funkce S. Pfedpokladejme, Ze provedeme transformaci s vytvo-
fujici funkci rovnou W. Dostaneme novy hamiltonidn K. Protoze K = H = E je konstantni, jsou v ném vsechny nové
soutadnice cyklické (tyto nové soutadnice budeme znacit Q;) a viechny nové hybnosti P; jsou konstantni. Kanonické
rovnice davaji

p--9K _,,
0Q;
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takze skutecné P; = C; a druhé série dava

%_8?_ 1 pro i=1
T oC; |0 pro i#1

protoze jsme ztotoznili E = C4, coz je konstantni hodnota nového transformovaného hamiltonianu. Bude proto
@:t—FBl, @:Bz pro Z;é].

ProtozZe pfitom pokladame Q za nové souradnice vzniklé kanonickou transformaci zprostredkovanou vytvorujici funkei
W(q,C), coz je (protoze C; = P;) funkce typu Fy, plati

~ oW (¢,C) .

Qz = Bz - 801 —y 1 ?é 1 (557)
—_— ~ OW(q,C)
Qi=t+ B = TOE

odkud lze najit ¢ jako funkci ¢asu a konstant (po¢ateénich podminek), coZ fe$i dany problém.

Kromé ukazané metody je mozné v separovat proménné také tehdy, jestlize nékteré souradnice jsou cyklické.
Piedpokladejme napi., Ze soufadnice ¢y, . . . ,Gm jsou cyklické, ¢mn41,. . .,qs jsou necyklické. Oznacime-li index cyklickych
soufadnic j (j = 1,2,...,m) a index necyklickych soufadnic i, (i = m+ 1,m +2,...,f), plati

_9S _ .

pj = 87(]] =0 (5.5.8)

a rovnici ((5.5.1) mizeme psat

08 oS
H(qg.-2.0t)+ = =o0.
<q“8qi ,C’jt> 5 0

Polozme nyni

S =51(q1) + -+ Sm(gm) +S(q;,Cit) (i=m+1,....f)

(konstanty C; nebudeme uz do argumentu funkei S; zapisovat; vyjdou pfi FeSeni jako integra¢ni konstanty). Dosazenim

do (5.5.8) plyne ihned
Sjla) = Cigj

takze muizZeme volit

S = chqj +§(qi7C’i7t). (559)

Jj=1

Hamiltonova — Jacobiho rovnice pak dava

08 08
H /L777 '7 — 5
(q 94 oF t) + o 0

kde funkce S uz zavisi jen na f —m proménnych. Jestlize navic kromé cyklickych proménnych neobsahuje hamiltonian
explicitné ¢as, mizeme provést dalsi separaci a klast

S=Cia;+W(a:,C) - Et, (5.5.10)

j=1

pricemz Hamiltonova — Jacobiho rovnice opét nabude tvaru

ow
H(q, L0 ) =E. 5.5.11
(6.5-5) G55.11)

Pro ilustraci metod separace proménnych si nyn{ uvedme dva piiklady.
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Pohyb v konzervativnim silovém poli
Studujme pohyb s jednim stupném volnosti ¢astice o hmotnosti m v konzervativnim silovém poli U = U(q).
Hamiltonian je ziejmé
2
H=L 4u()

2m
a zdménou p za 05/9q dostavdme Hamiltonovu-Jacobiho rovnici

1 /0S\? dS
2m(8q> +U(q)+E=O.

Protoze H # H(t), miZeme polozit

a pro ur¢eni W mame obycejnou diferencialni rovnici
dw
— =2m[E — U(q)],
i~V m| (9)]
odkud

W= /Mzm [E—U(g)]dg+C.

Pii konkrétnim tvaru U(q) miizeme integrovat a pro hlavni Hamiltonovu funkci bychom dostali

S:/\/Qm[E—U(q)]dqutJrC’

Aniz bychom vSak poditali S, miizeme piimo z (5.5.7)) psat (klademe Cy = E)
ow ow oW

2 =P 876‘1_57E:t+3
p=V2mE-U()), t+B \E/ VE=U(q)

Kdybychom pii konkrétnim zadéni U(q) zintegrovali posledni rovnici a konstantu B uréili z poéateénich podminek,
dostali bychom zavislost ¢ na t a pocateénich podminkach, coz by bylo feSeni.

neboli

Pohyb v centralnim silovém poli

Jako druhy pfiklad studujme opét centralni pohyb. Stejné jako v pfikladu na s. [85| mtizeme najit

1 2 psza

Tento hamiltonian je jednak nezavisly na case, jednak je v ném ¢ cyklickou souradnici. Proto mtizeme psat rovnou
W =W(r)+ Cyp,

kde ¢ je konstantni zobecnéné hybnost odpovidajici cyklické soutadnici ¢. Rovnice (5.5.11)) pak bude

___ 2
1 dw C’g
i - —= =F
2m [< dr ) + 72 +U(r) ’
odkud
dw C?
L _emE—U) - 22,
dr m( U) 72
Je tedy

— 2
W:/ 2m(E7U)7T—2dr,

kde aditivni konstantu vznikajici pfi integraci neuvazujeme, nebot ji lze pfipojit k libovolné aditivni konstanté, jiz se
feSeni S rovnice (|5.5.1)) mohou odlisovat. Pak

02
W:/ (B~ V)~ £ dr+ 40,
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Z 7) pak
(‘3W mdr

W _
o E_/kﬁME—w—(?f
3W C.dr

e | e

Tyto rovnice davaji feSeni centralniho pohybu, které by bylo mozné prevést na tvar ziskany béznymi metodami.

t+ By =

Zbyva nam jesté zminit se o metodé feseni Hamiltonovy-Jacobiho rovnice, kterou je vyhodné pouzit zejména u
uloh, pfi nichz je ¢ periodickd funkce. Pak je vyhodné volit konstanty integrace C; (tj. nové zobecnéné hybnosti) ve
tvaru

Z = %pidqi, (5.5.12)

kde integrujeme pres tplnou periodu zmény funkce ¢;. Vyrazy J; = C; nazyvame akcemi; akce J; za jednu periodu
zmény ¢; je tedy konstantni.

Protoze pii tlohach tohoto typu je hamiltonian konstantni, pouZijeme pfimo charakteristické funkce Hamiltonovy
W a piseme

ow
i — d ()
Ji o i
pricemz
W =W (g1, ...,a5,T1, -, Jp)- (5.5.13)

Nové zobecnéné souradnice prislusejici novym konstantnim hybnostem se nazyvaji ithlové proménné w; a jsou defino-
vany vztahy

ow

= 5.5.14
wi =5 ( )

Protoze J; jsou konstantni, jsou nové proménné w; cyklické v novém hamiltonianu a tedy plati

oK e
w; = W =v; (J,...,J5) = konst.,
takze

w; = vit + B, B = konst. (5.5.15)

Uré¢ime nyni fyzikalni vyznam konstant v;. Necht g; vykond cely cyklus zmény, pficemz ostatni soufadnice se neméni.
Zména w; pii takové zméné ¢; bude oznacena Aw; a plati

Awi = % dwi,

kde dw; je nekonecné mald zména w; nasledkem nekone¢né malé zmény g;. Plati

ow;
0q;

dwi

dQJ s

takze s pouzitim (5.5.14))
ow; O*W 0 ow 0J;

Aw; = 94, dg; = Wd%:ﬁ qud%’:ﬁ:Sij.

Pii ¢ = 1 je tedy zména thlové proménné rovna 1, pfi i # j nule. Jestlize je 7; perioda jednoho cyklu g;, je podle
(5.5.15)
Awi =1= ViTi,
odkud
1
Vi = —,
Ti
takze v; je rovno frekvenci zmény ¢;.
Takto zavedenych proménnych (¥iké se jim téz promeénné akce —1hel) je tfeba pouzit, chceme-li odvodit vytvoiujici
funkci pro harmonicky oscilator (5.4.13)). Zavedeme-li thlovou frekvenci wg, mizeme hamiltonidn najit ve tvaru

- i mwaq?
2m 2
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Hamiltonova - Jacobiho rovnice pro W je

1 (daw? mwdq?
— | — =FE.
( dg ) R

W:\/rn/\&E—mwngdq.
J = ygpdq—yg dq—mwo§1§

| 2E .
q= 4]/ —=singp,
mwg

2T

Integraci

Vypocitame nyni akci J

—¢2dg.

Zavedeme substituci

takze

2F 2nE
J = —/cos2<pd<p: n—,
wo wo
0
¢ili w
= —OJ: yj: K.
2n

Dosazenim za £ do W

W = \/m/\/2E—mw§q2dq = \/m/\/ woJ mwiq? dg.
T
Uhlova proménna w je dana
/ arcsm ( Mo )
[—woj 7 q],

sin (2mw)

8W \/7(4}()

takze

q =
MTWg

a dosazenim do W vyjde

T

1
wW=J [w + o sin (4Tcw)}
Vypoéitana funkce je typu F» (¢,P). Z Legendreovy transformace pak dostaneme F)(q,Q) = F5 (¢,P) — QP, tedy
1
Fi(g,Q)=W —-Jw= % sin (4nw) = §mw0q2 cotg (2mw) ,

coz v podstaté je uz vytvorujici funkce (5.4.13]).

5.6 Invarianty kanonickych transformaci

Zakladni podminkou pro kanoni¢nost transformaci typu je, aby pfi nich zachovavaly sviij tvar Hamilto-
novy kanonické rovnice. Mizeme tedy Fici, Ze kanonické rovnice jsou vicéi kanonickym transformacim invariantni.
Existuji vSak také jiné invarianty kanonickych transformaci. NejduleZitéjsi z nich jsou invariantni integraly, nazyvané
Poincarého integrdly.

Zvolme si ve 2 f-rozmérném prostoru proménnych ¢,p, tedy ve fdzovém prostoru hyperplochy, od dvourozmérné ¢,
az po 2f-rozmérnou, kterd pak vlastné reprezentuje jisty objem V tohoto prostoru. Poincaré ukazal, ze integraly

e
//// Z Z dg;dp;dg;dp;

=1 j=1

:///.../dqldq2...dqfdpldpg...dpf
%
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jsou invarianty kanonickych transformaci. Protoze integral I; predstavuje vlastné objem urcité oblasti fdzového pro-
storu, je podminka jeho invariantnosti ekvivalentni tvrzeni, Ze se objem libovolné ¢asti fazového prostoru pii kano-

nickych transformacich neméni. To je tvrzeni velmi dulezité ve statistické fyzice, zndmé tam pod nazvem Liouvilleova
véta.

Nebudeme zde dokazovat invariantnost vSech téchto integral; omezime se jen na dikaz invariance I, tj. dokazeme,

ze plati
//Z dg;dp; = //Z dQ;dP;. (5.6.1)

P1

Uvédomime si predevsim, Ze na libovolné dvourozmérné ploSe ¢; lze polohu bodu urcit dvéma parametry, napf. u,
v. Pak ¢;, p; na ploSe ¢1 mtZeme pokladat za funkce téchto parametrt g;(u,v), p;(u,v). Jak je zndmo z matematické
analyzy, je vztah mezi ploSnym elementem dg;dp; a elementem v souradnicich u, v dan

0q; Op;

0(qi,pi) ou Ou
= dud
A(u,v) o opi |
ov  Ov

kde funkcionalni determinant nazyvame jakobian. Rovnici (5.6.1)) miZzeme tedy pfepsat ve tvaru

e

coz bude splnéno (protoze oblast integrace je libovolnd), jen kdyz
f f
A(gi,pi) 0(Q;,b5)
= . . 5.6.2
2 D)~ 2 0un) (>62)

Diikaz invariance integralu ([5.6.1)) jsme tedy pievedli na diikaz invariance sumy jakobidni (5.6.2)). Dale musime zvolit
néktery konkrétni typ vytvorujici funkce; zvolime funkci Fy(g,P,t) — stejné tak bychom ale mohli ditkaz provést pro
v8echny ostatni typy vytvorujicich funkei. Levou stranu (5.6.2)) upravime

zf: Naipi) _ Zfi 0u0p:_ 00,9\ _ g~ [00: 0 04 0 (0F\] _
— O(uw) = \Oudv Ovdu du v Ov Ou \ Og;

S aqizf: 0*Fy 04 , 0°Fy 0P, aqz *Fy dq; | 0°Fy 9P\ | _
du 4 0q;0q; Ov 8q28P v 0¢;0q; Ou  0q;0P; Ou N

i=1 j=1

dg;dp; =

6P Z 62F2 8Q'L apjz 82F2 8‘]1

=215

J=1 afhap ou BqlaP]%
Pri¢teme-li a odecteme vyraz
Z%Z 0’Fy, OP;
v £~ OP,0P; ou’
Jj=1 i=1
muZeme psat
ié‘(qz-,pn L om i PF, Oy | O°F> 0P, _@i O°F, 0 0*Fy OP,
P O(u,v) _j=1 ov P 0q,0P; Ou OP;0P; Ou ou P 0¢;0P; Ov = OP,0P; Ov
LS [OR 0 (OB 0B 0 (9Fa)] _ §(0Q,0P  0Q,01 _ y3(Q;.R)
73: Ov du \ OP; du dv \ OP; 7j:1 du Ov v du 7;‘:1 I(u,w)

Tim je dokazana rovnice a tedy invariantnost prvniho Poincarého integralu.
Pri predchéazejicim dukazu jsme zjistili dalsi invariant kanonickych transformaci, jimz je soucet jakobidnt, ktery

symbolicky znac¢ime
f
_ 9q; Op;  0q; Op;
{uv} = ; <8u v Ov Ou (56.3)
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a nazyvame Lagrangeovy zdvorky. Je ihned vidét, ze

{u,w} = —{v,u}. (5.6.4)

Dale plati

0q; Op; Op; 8%)
) - = O, 5.6.5
tara) = Z (50 50~ 20 3 (5.6
protoze g,p jsou nezavislé proménné a tedy gé’; = 0. Podobné
{pj;m} =0. (5.6.6)

Polozime-li kone¢né u = g;,v = p;, plati

f
9q; Op;  0q; Ip;
E — :E 0;:0:1 = 6,1 6.7
{qj7pl} (8(]] apl 6171 6(]] pot 79l 3l (5 6 )

Vztahy (5.6.515.6.7)) se téZ nazyvaji fundamentdlni Lagrangeovy zdvorky.
Podobné jako Lagrangeovy zavorky definujeme Poissonovy zdvorkgﬂ

f
Oou Ov Oou Ov
[u,v]q,p = ; (3(]2- op; — o, 5qi> . (5.6.8)

7 definice Poissonovych zévorek nevyplyva, Ze jsou tyto zévorky pii kanonickych transformacich invariantni; proto
jsme u zavorek (5.6.8) museli pfipsat prislusné kanonické proménné. Porovnanim s definici Lagrangeovych zavorek se
vsak da ocekavat, ze mezi obojimi zavorkami bude existovat néjaky vztah. Najdeme jej takto:

Uvazme 2 f nezavislych funkei uq,ug, ... ,usf proménnych q1,92,...,9¢,p1,p2, - - . ,pf. Tyto proménné naopak mohou
byt poklddany za funkce ui,us,. .. ,u2f. Studujme nyni soucin
if:[u wi] {up,ui} = iiz(aur Ou; 8ur8uz) <8ql 8pl_aqlapl>
R L e L\ Oy Opr, O Oai ) \Our Quy  Ouj Ouy )
Protoze
ou, 0 ou, O
Z n Z L b
dqr Ou, Opy 8u
a dale
Z Ou, Opy Z Qur Oq _
an 8ur 5pk 6u 7
dostavame ; ;
2
Ou; Opr, | Ou; 5%)
Uy Uz | {05} = — 4+ — | = ;. 5.6.9
TZ::I[ Hur} ,;(8}%3%‘ Oqr, Ou,j I (5.6.9)

Tento vztah bychom mohli poklddat za maticovou rovnici, kdybychom zavedli matice, jejichz prvky F,.; a L,; byly
rovny prislusnym zavorkam Poissonovym resp. Lagrangeovym. Pak je ziejmé, ze diky rovnici urcuje matice
Lagrangeovych zavorek matici Poissonovych zavorek a naopak, odkud vyplyva, Ze jsou-li Lagrangeovy zavorky in-
variantem kanonickych transformaci, museji jim byt i zadvorky Poissonovy. Z tohoto divodu nemusime uz nadale k
Poissonovym zavorkam piipisovat index znacici kanonické proménné, v nichz je zédvorka pocitana.
7 primého vypoctu bychom lehce dostali
[uv] = — [v,u]

a déle

[ @] =0, [pjp] =0, la5,p] = d5n. (5.6.10)

Vztahy (5.6.10) nazyvame fundamentdlnimi Poissonovymi zavorkami.
Dalsi dulezité vztahy dostaneme, hledame-li Poissonovy zavorky kanonickych proménnych a hamiltonianu. Plati
ziejmé

OH .
oH
lpi,H] = ~oq ~bo (5.6.11)

1V nékteré literatuie, napt. v [§] jsou zavedeny s opa¢nym znaménkem.
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Kde jsme vyuzili platnosti Hamiltonovych kanonickych rovnic. Vztahy (5.6.11)) pfedstavuji pohybové rovnice zapsané
pomoci Poissonovych zavorek.
Je-li f(q,p,t) néjakd funkce kanonickych proménnych a ¢asu, plati pro jeji aplnou derivaci podle ¢asu

of . /
Z(a% Ut o b )+3t'

Dosadime-li za ¢;,p; z Hamiltonovych kanonickych rovnic, dostavame
Z of 0oH Of 0H
9q; Op; 3Pi 9q;

af
dt

neboli
of

= [/ H]+ o

(5.6.12)

Polozime-li f = H, vychazi
dH  OH
at  ot’
coz vede k zdkonu zachovéni energie v piipadé, ze H nezdvisi explicitné na ¢ase. Nezdvisi-li funkce f(g,p) na case
explicitné, plati
daf

&=,

coz ukazuje, ze Poissonova zavorka muze byt kritériem toho, zda néjaka funkce je nebo neni integralem pohybu; méa-li
jim byt, musi byt rovna nule Poissonova zavorka této funkce a funkce Hamiltonovy. Tento vysledek nam umoznuje
urcit integraly pohybu nezavisle na tom, zda sama H je integralem pohybu nebo nikoliv.

Poznamenejme jesté, ze pro Poissonovy zavorky lze dokéazat tzv. Jacobiho identitu: Jsou-li f,g,h funkce kanonickych
proménnych, plati

[fa [g7h]] + [97 [h»f]] + [ha [fagH =0. (5613)

Ditikaz 1ze provést pfimym vypoctem a ponechavame jej jako tlohu pro samostatnou praci.
Polozime-li v této identité h = H a predpokladame-li ze f a g jsou integraly pohybu, dostavame

[H,[f.9]] =0, (5.6.14)

takze vyraz [f,g] je rovnéz integrdlem pohybu. Vztahu miizeme pouzit, chceme-li ze zndmych integralti pohybu
zkonstruovat nové.

Obratme se nyni k problematice tzv. infinitesimdlnich kanonickych transformaci. Nazyvame tak transformace,
které jsou kanonické a maji pfitom tu vlastnost, ze nové soutfadnice a hybnosti se jen malo 1isi od ptvodnich, takze
1ze psat

Qi = q¢+Ag
P = pi+Api i=12,....f (5.6.15)

Hledédme-li takové transformace, je prirozené predpokladat, ze vytvorujici funkce takové transformace se bude jen
velmi malo 1isit od vytvofujici funkce transformace identické ([5.4.12)), tj. Ze bude

f
Fy(q,Pit) = > a:Pi + €G(q,Pyt), (5.6.16)

i=1
kde € je velmi maly parametr. Rovnice (5.4.9) ndm davaji

oG oG .
pz—Pi‘f’Gaiqi, Qi—qi-‘réailji, Z—l,2,...,f.

Protoze se P; 1isi od p; jen velmi mélo, mizeme s dostate¢nou presnosti ve funkci G zaménit P za p a derivaci podle
P; nahradit derivaci podle p;. S pouzitim ([5.6.15)) pak dostaneme

oG oG
Ap; = — .
3101" P eaCIi

Ag;, =€ (5.6.17)
Funkci G nazyvame vytvorujici funkei (generdtorem) infinitesimalni kanonické transformace.
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Méme-1i néjakou funkci f(q,p), pak po provedeni transformace (5.6.15)) se tato funkce zméni a jeji zména je

Af=f(qg+Agp+ Ap) — f(a.p).

Rozvineme-li funkci f v Taylorovu fadu a omezime se na prvni ¢leny, dostaneme

s !
of of ) <af G of ac:)
A = E 7A1—|— Ai =€ — s
I = (5% T ap T 2 dq; Op;  Op; 9g;

i=1

kde jsme dosadili z (5.6.17)). Posledni vyraz se ale d4 zapsat
Af=¢€[f,G]. (5.6.18)

Polozime-li nyni G = H, € = dt, dostavame
Af =dt[f.H]. (5.6.19)

Bude-li f = g;, dostavame odtud

a podobné, bude-li f = p;, dostaneme

Tyto vztahy ukazuji, Ze soufadnice a hybnosti se pii této transformaci zméni tak, ze misto hodnot ¢(t),p(t) nabyvaji
hodnot ¢ (t 4+ dt) ,p (t + dt), které odpovidaji jejich skuteénym zméndm pii pohybu. Mizeme tedy Fici, Ze infinitesimalni
kanonicka transformace charakterizovanad generatorem rovnym hamiltonidnu odpovida skutecnému pohybu soustavy.
Zmeénu stavu soustavy v néjakém konecném casovém intervalu pak mizeme chapat jako posloupnost nekoneéné malych
kanonickych transformaci, které ovSem bychom mohli vsechny nahradit jedinou transformaci zavisejici na ¢ase. Pohyb
soustavy muzeme studovat jako spojité vykondvanou kanonickou transformaci, jejimz generatorem v kazdém okamziku
je Hamiltonova funkce soustavy.
Ze vztahu vyplyva jesté dalsi disledek. Polozime-li v ném f = H, je

AH =¢[H,G].

Jestlize vSak je G integralem pohybu, je [H,G] = 0 a tedy také AH = 0. Hamiltonidn se tedy neméni pii kanonickych
transformacich, jejichz generatory jsou integraly pohybu; plati pro néj zakon zachovani.

Souvislost kanonickych transformaci a zakond zachovani ma vSak mnohem hlubsi zéklad a je specidlnim pripadem
aplikace vyznamné véty E. Nitherové,véta!Nitherové kterda se obecné zabyva souvislosti uréitych tfid transformaci
soutfadnic a Casu s integraly pohybu, resp. funkcemi, které pfi pohybu ztstavaji konstantni. Pokud pak tyto funkce
nezaviseji explicitné na ¢ase, mluvime o zachovavajicich se veli¢inach, resp. zdkonech zachovani téchto velic¢in. Vétu
E. No6therové, vyznamnou zejména v modernich teoretickych disciplindch, miZzeme formulovat napr. taktoﬂ

Méjme soustavu popsanou Lagrangeovou funkei L(g,¢,t) a uvazme transformace proménnych ¢ a ¢t dané vztahy

Qj = Qj (Q7Qat7€)ﬂ T= T(Qaqatve)a
kde parametr € nezévisi na Case a plati
Qj|t=0 = 4, T|t:0 =t.
Nahradme v Lagrangeové funkci L(g¢,g,t) ptvodni proménné novymi transformovanymi proménnymi @;,T a
d@

0, =39 _ “at _ 946t
PTAT AT (gt

dt
Jestlize vysledna funkce spliuje vztah
0 . - dF
2 Q0 .T] - 5.6.20
{&reent)} -4 (5.6.20)
kde F' = F (q,q,t), pak veli¢ina
L oL A
LE+ Z a—q,_(nj —¢;§) — F = konst., (5.6.21)
j=1 "%

20bvyklejsi je formulace véty E. Notherové vychézejici z varia¢éniho principu (viz napt. [5] 8]); pro aplikaci v mechanice jsme zvolili z
naseho pohledu vhodné&jsi postup, vychézejici z prace [3].
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tj. je integralem pohybu. Zde je oznaceno

oT 0Q;
§= e ) nj = e
€ e=0 € e=0
Pro dikaz tohoto tvrzeni rozvineme nejprve (); a T do fady , takze
oQ
Qy‘:QjLoﬂLzT: €t =g tje
e=0
oT
T:T‘EZO—FEE:OG_F...:Z‘:—’—&.E
a odtud ) ) )
Qj:q'j—l—?’.]jé—‘r..., T:1+£€—|—

Vypocet derivace v (5.6.20) dava

OL oT i oL 0Q; 9L 90, or dF
Oe dt

— . T+ L— = —
T Oe 0Q; Oe 0Q; Oe
a po dosazeni piislusnych veli¢in z rozvoje (); a 1" s pfihlédnutim k tomu, Ze

IL(Q,Q,T)
oT

_ 0L(g,4;t)
ot

e=0

a k dalsim analogickym vztahiim dostaneme

5+Zaqjm+§j )+Ls—

j=1

Pouzijeme-li vztaht
oL dL <8L oL . )
ot dt ; 8(]j J an J
oL _d (oL oL
o¢; "~ at\og ") Mat dt a4,

OL oA (0L N A (OL\. aLg
0q; 15T at \ag; %) " at \ag; ) U5 ag, 1>

miizeme piedchézejici rovnici upravit na

Z[a%—d(gi)](m—q'jﬁwi “Za — &) —F| =0,

coz, vzhledem k platnosti Lagrangeovych rovnic 2. druhu, vede k diikazu uvedené véty.

Na zékladé dokazané véty mtizeme ukazat souvislost nékterych zakladnich zakoni zachovani se symetriemi prostoru
a Casu, tj. s homogennosti a izotropnosti prostoru a s homogennosti ¢asu.

Jestlize néjaka fyzikalni soustava A je ovliviiovana jinou soustavou B, pak fyzikalni chovani soustavy A zavisi na
tom, jak daleko je A od B, coZz znamena, Ze mezi vSemi moznymi souradnicovymi soustavami, v nichz lze popisovat
chovéni soustavy A by bylo mozné vzdy najit jednu, kterd by méla vlastnosti privilegované. Pokud je vSak soustava
A umisténa v prostoru jinak prazdném, muZzeme piedpokladat, Ze jeji fyzikdlni chovani nebude zéviset na misté, v
némz je soustava situovana, jinymi slovy, prostor sim mizeme poklddat za homogenni. Podobné jestlize by soustava
A byla ovliviiovana néjakou vnéjsi silou daného sméru, zaviselo by jeji chovani na orientaci vzhledem k tomuto sméru;
pokud vsak v prostoru neexistuje fyzikalné rozlisitelny smér, nezavisi chovani soustavy A na jeji orientaci v prostoru,
tj. prostor sam je izotropni. Zadna pozorovand veli¢ina charakterizujici soustavu A tedy nesmi zménit svoji hodnotu
pri translaci a rotaci souradnic.

Podobné neexistuje-li privilegovany casovy okamzik, 1ze ocekavat, ze fyzikalni chovani soustavy nemtze byt ovliv-
néno zménou pocatku odé¢itani casu (,posunutim® v ¢ase), tj. ¢as musi byt homogenni. Podle principu relativity nesméji
byt zdkony mechaniky ovlivnény ani prechodem k jiné inercidlni vztazné soustavé Galileiho transformaci. Studujme
nyni tyto transformace z hlediska véty E. Notherové.
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Homogennost ¢asu
Predpokladejme transformaci
T =1+e¢, Q; = qj, Qj:?J:qj'

dosazenim do ((5.6.20) zjistujeme, Ze tento vztah bude platit, jestize zvolime F = 0, coz odpovid4 piedpokladu, ze L
nezdvisi explicitné na case. Protoze nyni { = 1, n; = 0, plyne z (5.6.21))

coz je integral energie (3.6.5)); funkce na levé strané nezavisi explicitné na ¢ase, pro energii tedy plati zdkon zachovani.

Homogennost a izotropnost prostoru

Predpokladejme nyni transformaci

T=t Q=g pro j#k Qi=aq+e Q

Qi _ .
T j
Tato transformace mize obecné charakterizovat jak posunuti v prostoru, tak otoceni, podle toho, zda g; je souradnice
délkova nebo thlova. Vztah (5.6.20) bude opét splnén pii F' = 0, coz odpovida nezavislosti L na prislusné soutradnici
(gx je cyklickd soutradnice). Nyni plati { =0, n; =0 pro j # k, ny = 1 a z (5.6.21) plyne

oL
—— = pi, = konst.
D
tj. dostali jsme integral cyklické proménné.
Specifikujeme nyni tyto vysledky na soustavu N ¢astic; hmotnost p-té ¢astice je m,, jeji polohovy vektor r, a
rychlost v,. Transformaci translace v prostoru zapisme ve tvaru

T=t Z,=z,+¢€ Yo=Yy, Zp=2, F=0.

Nové souradnice jsme zde oznagcili vlnovkou, aby nedoslo k zaméné se slozkami sily a misto indexu priibézného ¢islovani
os pouzijeme déle indexy x,y,z. Nyni £ =0, ;. , = 1, 0y, = 1., = 0, takZe z (5.6.21)

— 0vz,p

N
L
Z 9 = konst.
p=1

Predpokladame-li, Zze v Lagrangeové funkci L = T — U potencialni energie nezavisi na rychlostech ¢astic, plati

N

N
Z 88L = me’vw = konst.

v
p=1"""F  p=1

takze pro z-ovou slozku vysledné hybnosti plati zakon zachovani. Uvazujeme-li obecné translace v libovolnych smérech,
dostaname pak zakon zachovani celkové hybnosti.

Studujeme-li transformaci rotace v prostoru, muzeme ji pro otoceni kolem osy z v kartézskych soutfadnicich zapsat
ve tvaru

T=t, Z,=x,cose+y,sine, Y, =—x,sine+y,cose, Zz,=2z, F=0,
takze
§=0, Nep=Yps Myp=—"Tps Nzp=0
a z véty plyne
i (a: oL — 8L> = konst
p=1 " 0vy. o O,y ) K

coz opét vede k zakonu zachovani z-ové slozky vysledného momentu hybnosti soustavy, pfedpokladdme-li, Ze poten-
cidlni energie soustavy nezavisi na rychlostech ¢astic.
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Princip relativity

Studujme nyni pro jednoduchost soustavu tvofenou jedinou volnou ¢astici o hmotnosti m, pohybujici se v ose z.
Jeji Lagrangeova funkce je L(z,i,t) = 1/2 (md?). Transformace odpovidajici Galileiho transformaci mezi inercialnimi
soustavami muze byt popsana vztahy T =t, T = x — €t, takze

=T —c€

N s

a dale

Vztah ([5.6.20) dava
0
De

takze funkci F' nyni polozime rovnu F = —ma. Protoze

OL(x,&,t)

81: :mi‘v fzoa ’I’]:—t,

dostavame z (5.6.21))

—mat + mx = konst.,

coz je ekvivalentni podmince & = konst.

Dtsledkem pozadavku, ze zakony pohybu volné c¢astice se nesméji zménit pfi aplikaci Galileiho transformace, je
tedy tvrzeni, ze rychlost této castice je konstantni.

Témto problémtim jsme vénovali zvySenou pozornost z toho divodu, ze hraji vyznamnou tlohu pfi snaze o hledani
souvislosti riznych teoretickych koncepci i snaze o hlubsi porozumeéni zakladnim fyzikalnim principim.
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Kapitola 6

Pohybové rovnice kontinua

Dosud jsme ve svych ivahach pracovali s modelem cCastice resp. soustavy castic a s modelem tuhého télesa. Tyto
modely vsak nemuzeme pouzit, studujeme-li pohyb tekutin nebo pruznou deformaci elastickych téles. Je proto tfeba
vybudovat takovy model, ktery by se co nejvice piiblizil chovani takovych soustav, tj. tekutin a elastickych téles a
ktery by byl pfitom natolik jednoduchy, Ze by bylo mozné jej bez vétsich problémt matematicky popsat. Takovym
modelem je model kontinua — télesa, v némz se vzdalenosti jednotlivych ,¢astic pfi pohybu méni, ¢astice uz nejsou
vazany tuhymi vazbami. Pfitom mluvime-li o ,¢astici kontinua“, mame na mysli urc¢itou malou ¢ast studovaného
objektu s hmotnosti spojité rozlozenou. Toto spojité rozlozeni hmotnosti bude zakladni charakteristikou kontinua a
spojitost budeme pfedpokladat i u jinych veli¢in, které stav kontinua popisuji.

Budujeme-li model kontinua, nepfihlizime tedy k mikrostrukture latek, ktera je pfic¢inou jejich riznych mechanic-
kych vlastnosti; také se nesnazime p¥i¢iny riznych vlastnosti latek hledat a objasnovat. Mechanika kontinua je tedy
teorii fenomenologickou.

6.1 Sily objemové a plosné, tenzor napéti

Sily, s nimiz jsme se dosud v teoretické mechanice setkavali, byly zpravidla takového typu, Ze jsme mohli predpo-
kladat jejich ptisobeni v jediném bodé. V mechanice kontinua je situace komplikovanégjsi: Sily, které zde ptsobi, jsou
v podstaté dvojiho druhu. Prvni typ tvori tzv. sily objemové. Myslime si kontinuum rozdéleno na hmotné elementy,
miizeme objemovou silu ptisobici na urcity element pokladat za imérnou hmotnosti resp. také objemu tohoto elementu.
Objemovymi silami jsou napf. sily gravitacni. ProtoZze nemé smysl udavat objemovou silu ptisobici na néjaky element
kontinua, ktery muze mit riznou velikost, pracujeme obvykle s objemovymi silami vztazenymi na jednotku objemu
kontinua (oznacujeme je F;) nebo na element kontinua o jednotkové hmotnosti (ozna¢ime je G;). Vysledna objemova

sila R°PJ piisobici na objem V kontinua pak bude

R°b = /de. (6.1.1)
14

NS

Diilezitéjsi tlohu hraji v mechanice kontinua tzv. sily plosné. Jsou to vlastné sily, které charakterizuji vzajemné
ovliviiovani jednotlivych elementii kontinua. Predpokladame-li, ze se podstatné ovlivnuji jen ty elementy, které jsou si
nejblize, dospéjeme k zavéru, ze ucinek téchto sil se pfenasi po plose; od jedné plochy, na kterou ptisobi sila, se bude
silové ptisobeni pfenaset vzdy na pfilehlou sousedni plochu. Vysledna sila pisobici na urcitou plosku bude ovsem také
zéviset na orientaci této plosky, ktera je urcena jednotkovym vektorem vnéjsi normaly n. Vztdhneme-li plosnou silu

n

na jednotkovou plosku s vnéjsi norméalou n, budeme ji oznacovat T a nazyvat vektorem mapéti. Vysledna plosna sila
pusobici na plochu S v kontinuu je pak
n
RP! = / T .dS. (6.1.2)
s

V kazdém bodé kontinua muzeme tedy udat nekone¢né mnoho vektori napéti pro vSechny mozné orientace normal
n; k popisu napéti v uréitém bodé kontinua bychom tedy vlastné méli pozadovat nekonec¢né mnoho tidajt. Nastésti to
neni tfeba a staci, jestlize uréime vektory napéti pro plosky lezZici ve tfech zakladnich soufadnicovych rovinidch. Pomoci
nich, jak dale ukdzeme, mtzeme pak vyjadrit vektor napéti pro plosku s libovolné orientovanou vnéjsi norméalou n.

J
Oznac¢me vektor napéti pro plosku, jejiz norméla ma smér j-té osy, symbolem T; slozky tohoto vektoru do soutad-
nicovych os oznacime

J ;
Ti= Tji, 1 =1,2,3. (613)

Polozme pocatek souradnicové soustavy do bodu kontinua O, v némz studujeme napéti. Rovinu s normalou n, v niz
lezi ploska, pro kterou chceme urcit vektor napéti, nechdme prochazet v blizkosti pocatku, takze ndm spolu se sou-
fadnicovymi rovinami vymezi elementarni étyfstén OABC' (viz obr. [6.1). Je-li o obsah trojihelnika ABC a oy, 02,
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o3 plochy trojuhelniki OBC, OAC, OAB, pak veli¢iny o1, 09, o3 pfedstavuji vlastné praméty trojuhelnika ABC do
jednotlivych soutfadnicovych rovin. Protoze slozky norméaly n jsou pfimo rovny kosintim thld, které norméala n svira
se soufadnicovymi osami, plati o; = on;. Oznacime-li dale h kolmou vzdalenost bodu O od roviny trojihelnika ABC,
je objem c¢tyfsténu roven éoh.

Uvéazime-li, Ze vektor napéti pusobici na plosce 0 ma snahu vzdalit tuto plosku x3
od bodu O, musime si, ma-li ¢tyfstén byt v rovnovéze, piedstavit, Zze v ploskach o;
ptisobi kompenzujici vektory napéti. O vSech téchto silach ovSem musime pfedpo-
kladat, ze ptsobi v bodech malo se lisicich od bodu O — v tézistich stén ¢tyfsténu, n 1
a stejné tak objemovou silu si budeme myslet jako silu ptisobici v tézisti ¢tyfsténu. 2 T
Tuto skutecnost vyjadiime tim zpusobem, Ze ke vS8em ptsobicim silam pfidame p
malé velic¢iny, které se v limité budou blizit nule, bude-li se vyska ¢tyfsténu zmeso-
vat a které predstavuji korekce nutné k prevedeni vsech sil do téhoz bodu. Budeme @

~s

X2

vvvvvvvv

1
plosky o1 sila ( T; +511;) ony a podobné v té&zistich plosek o9 a o3 (kde zd- I

, , Lo . . o ax . o 3
pornym znaménkem vyjediujeme skutecnost, ze normaly téchto plosek maji smér T

zépornych os), a v teZisti ¢tyFsténu sila (F; 4 €}) oh.
Mé-li byt uvazovany Ctyistén v rovnovaze, musi vymizet vyslednice vSech sil  Qur. 6.1: K zavedeni tenzoru napéti
prevedenych do téhoz bodu, tj. musi platit

n 1
(Ti +Ei) o+ (—Tji + 5ji) on; + (Fi + 5;) goh =0,

kde ve druhém ¢lenu je j séitaci index a pouzili jsme (6.1.3)).
Prejdeme-li po kraceni ¢ v této rovnici k limité pro A — 0, dostaneme

Tni: TjiTlj. (6.1.4)

Vyjédiili jsme tedy vektor napéti pro libovolné orientovanou plochu pomoci deviti slozek 7;; vektorti napéti vzhledem
k tfem soufadnicovym rovindm. Veli¢iny 7;; nazyvame slozkami tenzoru napéti. D4 se dokazat, Ze veli¢iny 7;; maji
skutecné charakter tenzoru 2. fadu v kartézskych soutradnicich.

Slozky tenzoru napéti maji konkrétni fyzikalni vyznam: Slozky se stejnymi indexy ¢ = j urcuji praméty plosnych sil
(resp. vektort napéti) do normaly plosky kolmé na prfislusnou osu z,;. Nazyvame je téz normdlovgmi napétimi. Slozky
s riznymi indexy maji tendenci posunovat plosky v souradnicovych rovinnach; nazyvame je tecnymi napétimi.

Nyni budeme hledat podminky rovnovahy kontinua. Pfedpokladejme, Ze v pocatecnim, tzv. pfirozeném stavu
nepusobi na kontinuum zadné vnéjsi sily a ze uvnitf ani na jeho povrchu nevznikla elastickd posunuti.

Zacnou-li pusobit vnéjsi sily, kontinuum se deformuje; po kratkou dobu pfechézi z prirozeného stavu do stavu
deformovaného a po tuto dobu neni v rovnovaze, pak se vSak opét ustavi rovnovaha.

Pri rovnovéaze volného tuhého télesa museji vymizet vyslednice vnéjsich sil piisobicich na tuhé téleso a jejich
vysledny moment. Kdybychom stejné podminky kladli na kontinuum, vypadla by ndm vnit¥ni napéti, kterd praveé nas
zajimaji. Musime proto tlohu formulovat tak, aby vnitifni plosné sily se stali vnéjsimi: Vydélime z deformovaného
télesa libovolnou ¢ast o objemu V a ohranicenou plochou S. Slozky vyslednice objemovych sil jsou dany vztahem
, vyslednice plosnych sil je uréena z . Ma-li vymizet vyslednice pusobicich sil pro zvolenou ¢ast kontinua,
musi platit:

R + R = /FidV + / T dS = /FidV + /rjmjds = 0.
1% 1% s
Plosny integral prevedeme na objemovy pomoci Gaussovy véty. Pak tedy:
o
/(Fi—i— 7 )deO.
8£Cj
%

Protoze objem byl libovolny, bude tato podminka splnéna, jestlize

87]-1-

E;
+ E)xj

=0, i=1,2,3. (6.1.5)
To je prvni podminka rovnovdhy kontinua.

Druhou podminku rovnovahy dostaneme z podminky vymizeni vyslednice momentti sil ptisobicich na objem V.
Pro i-tou slozku vyslednice momenti objemovych a plosnych sil musi platit

/Gij/chijdV + / €ijkTj Tx dS = 0. (6.1.6)
v 5
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Plosny integral opét transformujeme

n 0
/Eijkl'j T dS = /Gijk.%‘jﬂknlds = /871‘1 (Gijkijlk)dV =
14

S S
o ot
/Gijk <5jolk + xjamlj> dV = /Eijk (Tjk + xj&éf) dv, (6.1.7)

|4 \%4

takze nakonec podminka rovnovahy dava

0
/eijk ([L‘ij + Tk + x3£> dV =0.
14

Ze vztahu (6.1.5)) plyne

8Tgk

9k _ _ g
3xl ks

takZe musi
/Eijijde = 0,
14

coz je pti libovolném V' opét splnéno, jestlize
€ijkTik = 0, i=1,23. (6.1.8)

Zde jsou j,k scitaci indexy. Jsou-li 4,5,k navzajem rtizné, mé tenzor €;;; nenulové hodnoty. Vztah (6.1.8) proto repre-
zentuje t¥i vztahy
Ti2 = T21, T13 = 731, T23 = T32
neboli
Tij = Tjis (6.1.9)

tj. tenzor napéti musi byt symetricky. Tato podminka se zpravidla mlcky predpoklada; mluvime-li o tenzoru napéti,
mame vzdy na mysli symetricky tenzor, takze jedinou podminkou rovnovédhy kontinua pak ztstava vztah .
Pro zobrazeni stavu napéti v kontinuu je vhodné v kazdém bodé kontinua definovat kvadratickou plochu — Cauchyho
kvadriku napéti, kterou lze priradit tenzoru napéti (podobné jako lze kvadriku pfiradit kazdému symetrickému tenzoru
2. fadu).
Zvolme bod P v kontinuu a v ném podcatek soufadnicové soustavy. Bodem P nechf prochézi elementarni plogka

n
majici kladnou normalu n. Norméalova slozka N vektoru napéti T, ktery puisobi na tuto plosku, bude

N :? SN=Tingng. (6110)

N > 0 odpovida tzv. normalovému tahu, N < 0 norméalovému tlaku. Na normale si zvolime bod @) o soufadnicich &;;
oznacime délku PQ) = A, takZe muzeme definovat vektor A = An,

&
A =& =Ay;, vy ==
13 Vi, U 1
Dosazenim do ([6.1.10)) dostaneme
NA? = 73;6¢;.
Délka A byla zatim libovolnd; zvolime ji nyni tak, aby

NA? = £k,

kde znaménko + odpovida norméalovému tahu, znaménko — normalovému tlaku a k je libovolna redlnad konstanta.
Posledni rovnice pak bude
;& = £k (6.1.11)

To je rovnice Cauchyho kvadriky napéti. Jako u kazdé kvadratické plochy muzeme i u Cachyho kvadriky napéti najit
hlavni sméry — zde se nazyvaji hlavni sméry napéti. Jejich fyzikalni vyznam je ten, ze v téchto smérech vymizeji tecné
slozky vektoru napéti, coz znamend, ze vektor napéti ptisobi kolmo na studovanou plosku. Plati tedy

n
Ti~n;
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nebo, oznac¢ime-li 7 faktor imérnosti,
Tijnj = TN,,

coz lze pomoci identity n; = d;;n; psat
(Tij — 5ij7_) n; = 0. (6.1.12)

Tato soustava linearnich homogennich rovnic bude mit feseni pro 7, ktera jsou feSenim ,,sekularni rovnice*“ — podminky
zarucujici anulovani determinantu soustavy

Ti1 — T T12 713
T21 Too — T T23 = 0
T31 T32 733 — T
Tato podminka déva rovnici pro 7
— 71340172 =07+ 03 =0 (6.1.13)

kde O; jsou funkce slozek tenzoru napéti (viz doplnék .

Rovnice mé t¥i redlné kofeny (ditkazem se zabyvat nebudeme), jimz odpovidaji po dosazeni do (6.1.12)) t¥i
sméry vzajemné kolmé - hlavni sméry napéti. Kofeny 71,72,73 rovnice se nazyvaji hlavni napéti.

V soustavé hlavnich os (které oznacime &) mé Cauchyho kvadrika napéti kanonicky tvar

nEE + 1ol + el = k7. (6.1.14)

V praxi se ¢asto pracuje s urcitymi specifickymi typy napéti, z nichz zde uvedeme:
a) Homogenni tlak charakterizovany podminkou 71 = 75 = 73 = 7.
Prislusna kvadrika napéti je koule, vSsechna napéti tedy maji smér normély. Fyzikalné je homogenni tlak realizovan
v télese podrobeném hydrostatickému (aerostatickému) tlaku.
b) Jednoduchy tah (tlak) je charakterizovin podminkou 71 # 0,75 = 73 = 0.
Kvadrika ma rovnici

76 = £k,

degeneruje tedy v tomto pfipadé na dvojici rovnobéznych rovin. Napéti na libovolné plose ma smér osy f;.

6.2 Tenzor deformace

Moy

Kontinuum se pod vlivem vné&jsich sil pohybuje, pficemz také méni sviij tvar. Tento pohyb se da rozlozit podobné
jako u tuhého télesa na posunuti a rotaci, navic pak pristupuje tzv. vlastni deformace, spocivajici ve zméné vzajemnych
vzdalenosti jednotlivych element kontinua. Budeme se nyni zabyvat popisem této vlastni deformace kontinua.

Predstavme si v kontinuu néjaky bod P charakterizovany polohovym

Q vektorem o slozkdch z;; v jeho blizkosti nechf se nachdzi jiny bod Q, je-

hoz poloha bude charakterizovana polohovym vektorem o slozkach x; + dx;.

Predpokladejme dale, Ze vlivem piusobenti sil prejde bod P do nové polohy

P’ urcené vektorem o slozkach y; a podobné bod @ prejde do nové polohy

Q' charakterizované polohovym vektorem o slozkéch y; + dy;. Zména polohy
' bodu P je ur¢ena vektorem posunuti o slozkach wu; (obr. .

Y Q' Protoze u; je funkci soufadnic bodu P, coz zkracené zapiSeme u; = w;(z),

miuzeme pro posunuti bodu () pfiblizné psat

Obr. 6.2: K zavedeni tenzoru deformace

Ou;
u; (x4 dx) = ui(z) + idxj = u; + duy.
8.13j
Protoze
Yi = Ti + Uy
yi +dy; = z; + da; + u; + dug,
dostavame odectenim
dys = da; + du; — da; + 2%q 5+ 24 q (6.2.1)
= dX; U; = aAx; —Aar,; = i -_— i, L.
Y axj J J 6Ij J

kde jsme pouzili identity dz; = d;;dz;.
Za miru vlastni deformace kontinua budeme pokladat rozdil ¢tverct vzdélenosti bodt PQ a P’'Q’. Oznadime-li

ds% = dx;dx;, ds? = dy,dy;,
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bude 5 5
U; (o
d52 _ dsg = <(5” + 8%) <6zk + 6$k> deJd[L'k — dxldxz

Roznasobenim dostaneme

Our,  Ou;  Ou; Ou,
2 42 ===+ t idzy,.
ds® —dsj <8xj + 02y + oz, 8xk> dz;dzy,

Zavedeme-li tzv. tenzor konecné deformace

1 3uk 6'uj 8’&1 3ul
k== =—+ = 6.2.2
Sk T g (&cj oz, Ox; &Uk) ’ ( )
milzeme psat
ds? — dsg = 2¢;pdx;day. (6.2.3)

Ptimo z definice je vidét, Ze e, jsou skuteéné slozky kartézského tenzoru 2. fadu (protoze u; jsou slozky vektoru)
a ze €, je tenzor symetricky; proto je mozné mu piiradit kvadratickou plochu — elipsoid deformace — a najit tzv. hlavni
smery deformace. My se vsak budeme ve svych tvahach zabyvat jen jednodussimi problémy teorie deformaci, takovymi
deformacemi kontinua, pfi nichz slozky vektoru posunuti u; i jejich derivace jsou malé veli¢iny. Takové deformace
budeme nazyvat malymi deformacemi. Pro malé deformace lze v tenzoru konecné deformace zanedbat malé veli¢iny
druhého radu a prejit tak k tenzoru malé deformace

1 (0w  Ouj
ek = 3 <6xj + 8xk>. (6.2.4)

Protoze v nasi teorii budeme studovat vyhradné malé deformace, budeme o e mluvit prosté jako o tenzoru deformace.
Podivejme se nyni, jaky je fyzikalni vyznam slozek tenzoru deformace e;j. Definujeme-li relativni prodlouZeni Epg
délkového elementu, ktery pred deformaci byl urcen body P, @ vztahem

ds — dsg

EPQ - dSO ’

plyne z rovnice (6.2.3) pro malé deformace (tj. na pravé strané bude e;j, misto ;) délenim ds3

ds? — ds% ds — dsg ds — dsg + 2dsg
= =F E 2) = 2e;
ds% dsg dsg rq (Bpq +2) Cik

da; day
dSO dS() '

(6.2.5)

Vyrazy % jsou smérové kosiny sméru PQ; zvolime-li element v ose x1 (tj. dz1/dsg =1, dze/dzg = 0, dzg/dsy = 0)

a oznacime v tomto pfipadé relativni prodlouzeni symbolem FE7, plyne z (6.2.5))
El(El + 2) = 2611

odkud
Ei=+vV1+2e;; -1 (6.2.6)

neboli
L = eqq,

kde jsme vyuzili rozvoje odmocniny pro e;; < 1 a omezili se na dva prvni ¢leny rozvoje. Podotykame jesté, ze
u odmocniny v (6.2.6) je tfeba zvolit jen kladné znaménko, nebot by jinak vychdzelo relativni prodlouzeni stéle
zaporné, coz neni mozné. Podobné bychom pro elementy orientované ptivodné ve sméru os xy resp. x3 dostali

EQ ~ €92, E3 ~ €33.

Diagonalni slozky tenzoru malé deformace jsou tedy rovny relativnim prodlouzenim elementti, které pred deformaci
byly rovnobézné s osami soutradnic.

Studujme nyni, jak se zméni po deformaci tithel dvou elementii, které pred deformaci byly na sebe kolmé. Predpo-
kladejme, ze uvazované elementy puvodné lezely v osach x1 a xo. Oznacime-li jejich délky pied deformaci dsg; a dsgs,
po deformaci pak ds; a dss vyplyva z (6.2.6])

ds; —d d
S R Y PR |

d$01 d$01

neboli

ds1 = /1 + 2e11dso1

111



a podobné

dss = /1 4+ 2e92dsgps.
Smérové kosiny téchto elementi po deformaci budou vzhledem k (6.2.1])
dy;;  On+ gTui dys; Oz + 332

ds; o \/1—|—2€11’ dso N \/1—|—2622.

Oznadime-li (n/2 — aq2) tGhel, ktery oba elementy sviraji po deformaci (a;2 pfedstavuje zménu ptivodné pravého thlu),
vypocitame jeho kosinus ze vztahu

cos (E -« ) _ dynidyai <6i1 + ‘971) (&2 i (%2)
2 12 ds; dsg \/1 + 2611\/1 + 2e99

coz pri omezeni na malé deformace, kdy plati také sin ajs &= @12 ndm dava priblizny vztah
A " — + — = 2612. (627)

Uhel a5 nazgvame také smykovym thlem. Obdobnou tivahou miizeme vypoéitat smykové tthly pro elementy leZici
puvodné v jinych osach. Plati tedy, Ze nediagonélni slozky tenzoru malé deformace jsou pfiblizné rovny poloviné
prislusnych smykovych thld.

Zbyva nam kone¢né zminit se o kvadratické plose, kterou prifazujeme symetrickému tenzoru malé deformace; je ji
tzv. elipsoid deformace. Mzeme pak pro néj opét najit hlavni sméry deformace, které maji tu vlastnost, ze to jsou
jediné sméry, které jsou pred i po deformaci vzdjemné kolmé, nebotf smykové tthly jsou nulové. ZapiSeme-li podobné
jako pro tenzor napéti sekularni rovnici ve tvaru

—e3 +191€2 —d9e+1Y93 =0

pro tenzor deformace, je zndmo (viz doplnégk , ze veli¢iny 191, Y2, 93 jsou invariantni, tj. neméni se pii transfor-
macich soufadnic. Dulezity je zde zejména invariant 1, ktery je dan vyrazem

Y1 =e11 + e +e33 =e1 +ex+e3,

kde e, ea, ez jsou slozky tenzoru deformace v soufadnicové soustavé hlavnich os deformace; nazyvaji se téz hlavni
prodlouzeni. Uvazujeme-li kvadr s hranami hy, hs, hs rovnobéznymi s hlavnimi osami deformace, je jeho objem

Vo = hihahs.
Po deformaci budou jeho hrany h], hb, hj stéle na sebe kolmé a bude pro né platit
hll = h1 (1 =+ 61)

hlz = h2(1 + 62)
hg = h3(1 + 63)
takze objem po deformaci bude
V = h/lh/2 g = hlhghg(l —+ 61)(1 —+ 62)(1 —+ 63) = hlhghg(l + €1 —+ €9 —+ 63).
Objemovd (kubickd) dilatace 9 je definovana

V-V

v
Vo

=e1+e2+e3=e11 +ex2+ €33 (6.2.8)

je tedy totozna s invariantem ;. Tento invariant tedy vyjadiuje zvétSeni jednotkového objemu pii deformaci.
Vratme se nyni jesté k problému vzajemné polohy dvou bodi v kontinuu. Z je vidét, ze vyraz Ou,;/0x;

nam charakterizuje celkovou zménu polohy dvou blizkych bodt v kontinuu, zahrnuje proto jednak vlastni deformaci,

jednak otoceni elementu kontinua jako celku, tedy jako tuhého télesa. Protoze du;/0x; je obecny tenzor 2. fadu, déa

se psat ve tvaru
=3 + + = - .
8.73]' 2 833]‘ 83:& 2 6]}]‘ 8$Z
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Prvni vyraz napravo je vSak symetricky tenzor deformace e;; a charakterizuje vlastni deformaci. Druhy vyraz proto
musi charakterizovat rotaci elementu kontinua; protoze je to antisymetricky tenzor, mtizeme mu pfifadit vektor (axialni
vektor, resp. pseudovektor) tthlového otoceni. Tenzor

1 8ul 8'LLJ‘
;= = — 6.2.9
Wi 2 <8$J (‘)xi ) ( )
nazyvame tenzorem rotace.

Zévérem této kapitoly bude stru¢na zminka o tzv. podminkdch kompability deformaci. Slozky tenzoru e;; jsme
v kazdém bodé urcili z vektoru posunuti u;, tj. urcili jsme vlastné tenzorové pole symetrického tenzoru, které je
obecné dano Sesti jeho slozkami, jako funkcemi soufadnic, pomoci pole vektorového, které je charakterizovano tremi
slozkami. Z toho vyplyva, Ze slozky tenzoru e;; museji byt jesté vazdny urcitymi podminkami, aby bylo mozné ze
zadaného pole tenzoru e;; jednoznaéné urcit pole vektoru posunuti. Z matematického hlediska tyto podminky vlastné
museji zarucovat integrabiltu rovnic pro u;. Je mozné je dostat u rovnic , vylou¢ime-li dal§im derivovanim
funkce u;. Podminky kompability pro malé deformace maji tvar

2
Ol _ (6.2.10)

€ikm€jrs -
I8 02 0T 5

kde €;5m je Levi Civittiv tenzor (viz doplnék [A.1.4) a nazyvaji se nékdy téz Saint- Venantovymi rovnicems.

Literatura ke kapitole 6

[1] Brdi¢ka M., Samek L., Sopko B.: Mechanika kontinua. Academia, Praha 2005.

Chadwick P.: Continuum mechanics. Dover Publications, Inc., Mineola, New York 1999.

Kolar M.: Sbirka uloh z mechaniky kontinua. Diplomova prace, Univerzita Palackého Olomouc 2003. Ke stazeni na
adrese http://optics.upol.cz/ richterek/files.html.

Jlapnay JI. II., Jlupmun E. M.: Mexanukxa cnaownsz cped. Hayka, Mocksa 1954.

Malvern L.E.: Introduction to the Mechanics of a Continuous Medium. Prentice Hall 1969.

Mase G.E.: Schaum’s outlines: Continuum mechanics. McGraw-Hill, New York 1970.

NS

ENETN

113


http://optics.upol.cz/~richterek/files.html

Kapitola 7

Klasicka teorie pruzZnosti

7.1 Zobecnény Hookuv zakon

Ze zkuSenosti je zndmo, Ze v nékterych pfipadech se kontinuum podrobené vnéjsim sildm (neproménnym) deformuje
takovym zpusobem, Ze napéti vzniklé deformaci vyrovnava ve vsech bodech kontinua téinky vnéjsich sil. Tenzor napéti
v tomto ustaleném stavu je tedy jistou funkci slozek tenzoru deformace. Kontinuum, pro které lze takovou zavislost
najit, se zpravidla nazyva elastické téleso. Nasi snahou nyni bude urc¢it tuto funkéni zavislost explicitné.

Zakladni charakter této zavislosti mizeme urcit jediné na zakladé experimentu. Vyznamnou pomickou je existence
Hookova zdkona, ktery lze v elementdrnim tvaru formulovat tak, Ze pfi jednorozmérné deformaci (ty¢ namahand
tahem) je relativni prodlouZeni imérné pisobicimu napéti. Tento zadkon mé ovSem jen omezenou platnost; plati jen
pro urcitou oblast prodlouzeni a tahtl a prekroc¢ime-li hranice téchto oblasti, zavislost prestava byt linearni.

Pokud zde budeme souvislost mezi tenzorem napéti a tenzorem deformace studovat, budeme se omezovat jen na
takovou oblast tahii (tlak®) a deformaci, pfi nichZ hledand zdvislost ma linedrni charakter; budeme tedy studovat
vyhradné tzv. linedrni teorii pruznosti.

Prijatelnym zobecnénim elementarniho Hookova zakona bude predpoklad, Ze kazda ze Sesti slozek tenzoru napéti
bude jistou linearni funkci Sesti slozek tenzoru deformace. Tuto zavislost lze zapsat ve tvaru

Tij = CijkiChl- (7.1.1)

Protoze o tenzorovou rovnici, je ziejmé, Ze Cj;,; musi byt tenzorem ¢tvrtého fadu. Tento tenzor nazyvame tenzorem
elastickych koeficienti. Obecné je Cjjx; funkci polohy; my budeme studovat jen homogenni télesa, pro kterd Cjji; na
poloze nebude zaviset.

Tenzor Cjjr, ma obecné 3* = 81 slozek, vzhledem k symetrii 7;; a ey je v8ak i Cjj symetricky v indexech i,j
a indexech k,l. D4 se ukazat, Ze je symetricky i pfi zdméné dvojic indext (Cjjk = Chii;). Diky témto symetriim se
redukuje pocet slozek tenzoru Cjji; na 21 nezévislych slozek.

Pro anizotropni téleso, majici v riznych smérech rtizné vlastnosti, jak je tomu napf. u urcitych typd monokrystal,
je tfeba pri studiu pruznych vlastnosti zadat vsech 21 elastickych koeficientii.

Pro izotropni téleso, které ma ve vSech smérech stejné vlastnosti stejné, se pocet nezavislych elastickych koeficient
redukuje na 2. Izotropni jsou napt. latky s polykrystalickou strukturou, zkoumame-li takové jejich ¢asti, které obsahuji
dostatecny pocet krystalkd riznym zptisobem orientovanych, takze anizotropie vymizi; to je pfipad kovi, které tedy
staci charakterizovat dvéma elastickymi koeficienty.

Pro izotropni elastické téleso musi mit i tenzor elastickych koeficientii izotropni vlastnosti, tj. jeho slozky se nesméji
ménit pfi transformaci souradnic otocenim. Tuto vlastnost maji izotropni tenzory a proto C};x; musi byt izotropnim
tenzorem. Obecny izotropni tenzor ¢tvrtého fadu lze vyjadrit ve tvaru linedrni kombinace soucini Kroneckerovych
tenzort 0;;; lze volit

Cijit = M40kt + p(8indj1 + 0ud5k) + v(6irdji — 6idjn),
kde A,u,v jsou konstanty. Pro izotropni téleso tedy (7.1.1) bude
Tij = Cijrirr = X0ij0 + pe;j + pej; + veg; — vej;

kde ¢ je objemova dilatace, takze
Tij = /\(51]19 + 2,ueij. (7].2)

To je Hookiv zdkon pro izotropni téleso (zobecnény Hookiv zdkon). A, p jsou tzv. Laméovy koeficienty.
Vztah ([7.1.1) se d& také formulovat jako inversni zavislost

et = SkiijTij (7.1.3)

kde Sji; nazyvame tenzorem elastickych modulii. Nékteré z elastickych moduli (slozek tenzoru Syi;;) jsou prakticky
dilezité a proto je zavedeme explicitné.
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Vyjdéme z inverzniho Hookova zdkona pro izotropni téleso, jak plyne pfimym vypoctem ze ([7.1.2))
€ij = ﬂnj — 561319

Na pravé strané zustal invariant tenzoru deformace ¢, ktery nyni musime vyjadiit pomoci sloZek tenzoru napéti.
Ztzime-li rovnici (7.1.2)) v indexech ¢, j (sumacni indexy ozna¢ime i = j = k) dostaneme

3 3
0= Tt =D GAd + 2u8 = (3X + 211)0),
k=1 k=1

kde ©® = 7y + 792 + 733 je linearni invariant tenzoru napéti. Odtud

1
9= —©
3AN+2u

takze po dosazeni dostavame inverzni Hooktv zakon ve tvaru

1 A
€ij = 2% <7'z'j - 513‘73)\_’_ 2N®) . (7.1.4)
Predstavme si nyni, Ze na izotropni elastické téleso ptisobi jednoduchy tah, tj. 711 # 0 a ostatni slozky tenzoru napéti
jsou nulové. Ze (7.1.4) pak

1 A 1 A4p
Lt i At 7.15
a=o, < 3)\+2M) M=o (7.15)

A 1

€99 — €33 — €ij = 0 pro 7 75 j (716)

23\ + 2,uTll’

Nevznikaji zde tedy smykové deformace, nybrz jen relativni prodlouZeni ve smérech soufadnicovych os. Pomér napéti
a relativniho prodlouzeni ve sméru ptisobiciho napéti oznacujeme E a nazyvame Younguv modul

i1 (3N 4 2p)

p="11_ , 7.1.7
€11 A+ p ( )
takze ze (7.1.5)
1
€11 = ETH
nebo
Al 1P
Il Egq’

kde P je pisobici sila, [ délka télesa (tyce), ¢ prifez. Dostali jsme tedy elementdrni Hookdv zdkon.
V technické praxi se dédle pouziva tzv. Poissonova konstanta definovana jako pomér pri¢ného zkraceni k relativnimu
prodlouzeni

€292 A
=|—|=——. 7.1.8
€11 2()\ + /J) ( )
Inverzni Hooktiv zékon (|7.1.4]) vyjadfeny pomoci téchto konstant E a v mé pak tvar
1+v v
eij = 7E Tij — 5”56 (719)

Casto se tyto konstanty zavadéji i misto Laméovych koeficientti do (7.1.2). Snadno najdeme, Ze pak (7.1.2)) nabyva
tvaru

E v
Tij = 1+ov (%‘ + 1_2V195ij> : (7.1.10)

Formulace zobecnéného Hookova zdkona nam umoziuje feSit konkrétni problémy statické teorie pruznosti, které
v podstaté spoéivaji v feSeni rovnic rovnovahy kontinua (6.1.5)). Prakticky se ve statické teorii pruznosti fesi Glohy
dvojiho typu:

a) Ur¢it velikost posunuti a rozloZeni napéti v elastickém télese, zname-li rozlozeni vnéjsich sil na povrchu,
b) ur¢it posunuti a rozlozeni napéti, zname-li posunuti na povrchu elastického télesa.
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Témito otazkami se zabyvat nebudeme; ukazeme si jen, jak budou vypadat rovnice rovnovahy kontinua vyjadieny pro

vektory posunuti. Vyjdeme z (6.1.5)), kam dosadime za 7;; ze (7.1.10)):

aTij - E ae,’j + FEv oY - _F
or; l+vor; (QA+v)(1-2v)0x; "

Dosadime-li sem za e;; ze (6.2.4), dostavame

E 82ui + E 82Uj
21 +v) 0z3  2(1+v)(1 —2v) Oz;0x;

+F=0 (7.1.11)

nebo ve vektorovém znaceni, které je nyni vyhodnéjsi vzhledem k obecnéjsi znamosti prislusnych vztahi z vektorové
analyzy

2(1+v)
1—2v E

Jestlize miZeme objemové sily zanedbat (coz miZzeme uéinit, jestlize je deformace vyvolavana ne objemovymi silami
pusobicimi na povrch télesa, coz je v praxi nejdilezitéjsi pfipad), méa rovnice (7.1.12)) tvar

Au + V(V.u)+ F=0. (7.1.12)

(1-20)Au+ V (V.u)u =0 (7.1.13)

nebo
21— )V (V.u) — (1 - 20)V x (V x 1) =0, (7.1.14)
kde jsme pouzili znamého vztahu V x (V x u) = V (V.u) — Au.
Vnéjsi sily vstupuji do FeSeni této rovnice jen prostiednictvim pocéatecnich podminek. Aplikujeme li nyni operétor
divergence na ([7.1.14) a pfihlédneme k tomu, ze V. (V) = A a V. (Vx) = 0, dostavame

A(V.u)=0. (7.1.15)

Je tedy V.u feSenim Laplaceovy rovnice, tj. V.u je harmonickou funkci (feSeni Laplaceovy rovnice nazyvame har-
monickymi funkcemi).

Aplikujeme-li nyni operator A na , bude
(1-2v)AAu +A[V (V.u)]=0. (7.1.16)
Pfimym vypoctem se lehce presvédéime, ze druhy ¢len v je vzhledem k roven nule, takze dostavame
AAu =0, (7.1.17)

tj. vektor posunuti u (téZ se nazyva vektorem deformace) pfi rovnovéze splituje biharmonickou rovnici (7.1.17)). Tato
rovnice plati i pro elastickad télesa, na kterda ptisobi objemové sily, pokud tyto sily v (7.1.12) jsou charakterizovany
konstantnim vektorem. VSimnéme si na zavér této kapitoly nékterych konkrétnich jednoduchych tloh statické teorie
pruznosti.

Jednoduchy tah

Jednoduchy tah nebo tlak byl vlastné uz studovan a je popsén rovnicemi (7.1.5) a (7.1.6). P¥imym dutsledkem, jak
jsme vidéli, je platnost elementarniho Hookova zdkona 71 = Feq;.

Smyk

(Gisty smyk) nastéva, jestlize nedochézi ke zméné délek jednotlivych elementt, ale jen ke zméné jejich dhli. Pred-
pokladejme, Ze je nenulovy jen smykovy thel ajs, takze slozky tenzoru deformace jsou ejo = e91 # 0, €17 = €90 =
= e33 = e93 = e31 = 0. Z Hookova, zékona plyne 792 = 2ue;s, ostatni slozky tenzoru napéti jsou rovnéz nulové.
Protoze a1 = e12 plati ago = ing = %%, kde p nazyvame také modulem torze (je roven Laméovu koeficientu), a %
je te€na sila pripadajici na jednotku prufezu.

Torze

Studujme torzi kruhového vélce predstavujici vlastné zvlastni pripad smykové deformace. Méjme ty¢ kruhového
prifezu, kterd je na jednom konci upevnéna a na druhém konci ptsobi dvojice sil. Délka tyc¢e necht je I, polomér
zékladny a. Osou tyce valce prolozime osu z. Pfedpokladejme, Ze slozky momentu silové dvojice os jsou M, = M, =0,
M, #0.
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Pri torzi tyce se kazdy prifez tyce vici predchéazejicimu staci; thel stoceni na jednotku délky oznacime «, celkovy
uhel stoceni prifezu ve vysce z nad upevnénou zékladnou je dp = az. Pfedpokladejme piitom, Ze nedochazi k deformaci
ve sméru osy valce, tj. u, = ug = 0. Pfi stoCeni dvou blizkych prifezi o maly thel dy je vektor posunuti dan vztahem
u = de x r, kde dp ma smér osy valce, tj. dep(0,0,dp) a r je vektor kolmy na osu vélce, jehoz velikost je rovna
vzdalenosti uvazovaného elementu od osy; jde o analogii rovnice pro rotaci tuhého télesa , v niz vektor w
nahrazujeme d¢. Slozky vektoru posunuti jsou odtud

U = Uy = —ydp = —yaz, us =uy = rdp =raz, uz =u, =0.
Slozky tenzoru deformace budou

oo g, _Ou_ o Ous
11—8x_7 22—ay_) 33_82_’

1 /0uy Ow 1 (Ous Oup 1
612:621:2<8:c+8y> =0, 613:631:2<8x+62> = —zay,
1 (Ous Ous 1
€23 = €32 =3 (ay + 8z) = 50T
Slozky tenzoru napéti dostaneme z Hookova zakona
Ti3 = —UQYy, Tog = UQL.

Na podstavé z = 0 je valec upevnén, tj. posunuti je zde nulové, u; = 0. Na podstavé z = [ piisobi dvojice sil; jeji
vysledny moment je vyrovnavan silami napéti, takze plati

3
M = MZ = /€3jk$j Tk ds = /€3jkl‘j7'3kd5 =

s s
= /(ngg —y731)dS = ua/ (:c2 + y2) ds
s s
nebo
M = pol,, (7.1.18)
kde
a 2T .
I, :/(x2+y2) ds = //r3drdap: %
s 00

je tzv. poldrni moment setrvacénosti kruhového prifezu (moment setrva¢nosti kruhu s jednotkovou plosnou hustotou
hmotnosti a polomérem a vzhledem k ose jdouci stfedem kruhu a kolmo na jeho rovinu).

Rovnice (7.1.18)) urc¢uje thel a stoceni na jednotku délky. Casto zavadime tzv. torzni thel @, coz je celkovy thel
stoceni neupevnéné zakladny proti zakladné upevnéné. Ziejmé plati ¢ = al, takze ze

i _2m
Coul,  wpat’

14

Odtud Ize ur¢it modul torze, zméfime-li torzni thel. Rovnice (|7.1.18]) se téz da psat ve tvaru
M = Da,

kde konstanta D je tzv. tuhost v torzi, definovana soucinem D = plp,.

Cisty ohyb tyce

Bude posledni praktickou ukazkou metod statické teorie pruznosti. Pfedpokladejme, ze mame ty¢ na jednom konci
upevnénou (vetknutou), na jejimz druhém konci piisobi kolmo k podélné ose tyce nenulovy silovy moment M. Budeme
studovat tak malé ohyby tyce, Ze pfi nich rovinné prufezy tyce zustavaji i po deformaci tyce rovinnymi. Myslime-li si
ty¢ slozenou z podélnych vlaken, jsou v tyc¢i vldkna v horni ¢asti prodlouzena, v dolni zkracena, jestlize se ty¢ ohyba.
Jedno vldkno ziistava stejné dlouhé - to je tzv. neutralni vlakno. Necht polomér k¥ivosti tohoto neutrdlniho vladkna je
R (obr. [7.1).

Je-li dsy délkovy element neutralniho vlakna, ds prodlouzeny element vlakna v horni ¢asti tyce, vzdaleného od
neutralniho vldkna o &, plati

ds = ——dsy,



takze relativni prodlouzeni
ds —dsg &
= — = —
dSO R
a z Hookova zakona dostavame
E E{
T=Fe = —=¢.
R

Sily prislusejici napétim 7 museji byt v prufezu rozlozeny tak, aby jejich vyslednice byla rovna nule a nenulovy byl
jen vysledny moment. Pro vyslednici musi platit

E
/TdS—E/gdS—O,
S

S

tak, aby osy = a y mély smér hlavnich os setrva¢nosti prifezu, tj. aby platilo [zdS = 0, [ydS = 0, [2dS = 0.
Jestlize maji pusobici sily nulovou vyslednici a nenulovou slozku vysledného momentu do osy y, M, = M # 0,
muzeme rozdéleni napéti v kazdém prufezu charakterizovat funkci

T33 = ——=T, Ti1 =Tz =Ti2 ="To3 =731 =0,

R

pricemz volime znaménko zaporné, protoze £ = —x. Vysledny moment vzhledem k ose y je v kazdém prurezu roven
1
M,

3 E E
MP = /emxj T}, dS = /(2731 — 2733) dS = E/xzds = EIy =M
S S S

(snadno ovéifme pfimym vypocétem, ze MP! = MP! = 0), takze
r="h
M

Je tedy pfi daném materidlu E a ohybovém momentu M polomér kfivosti neutralniho vldkna tim veétsi, ¢im vétsi je
moment setrvacénosti prafezu I,;; to je vyznamny vysledek, pouzivany v praxi napf. pfi volbé profilu nosniki (ve tvaru
pismene T nebo I).

Jestlize na volném konci nosniku pusobi sila @, jeji moment je M =
= Q(I — 2). Kfivost k¥ivky = x(z) se, jak zndmo z matematické analyzy,

urdi ze vztahu
1 &’z /
- dz2
R 3
1+ ()]

Predpokladame-li, ze % je malé, takze je lze zanedbat proti 1, plati ptiblizné /

7

1 Pr  d’x M Q

R~ a2 a2 EL Bl

Dvojnasobna integrace dava

__Q 2 2
x_ZIyE lz 3 + Ciz + Cs.

Okrajové podminky jsou dany tim, Ze jeden konec nosniku je vetknut, takze
rz=0a % = 0 pro z = 0; lehce pak zjistime, ze C; = Cy = 0, takZe rovnice
kiivky, kterou vytvari neutralni vldkno, mé tvar

_Q 122 i
TTo,E\" T 3)

je to tedy kiivka tfettho stupné. MiZeme jesté urcit vychylku x(l) nosniku
na volném konci dosazenim z = [. Dostavame

Obr. 7.1: Ohyb tyce

l3
*0=31E

Tim jsme ukazali feseni nékterych prakticky vyznamnych tloh ze statické teorie pruznosti a mizeme prejit k teorii
dynamické.

Q.
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7.2 Dynamické rovnice izotropniho kontinua. Dynamicka teorie pruZnosti

Dosud jsme uvazovali vyhradné statické tlohy, pfi nichz funkce charakterizujici kontinuum byly jen funkcemi
soutfadnic. Studujeme-li dynamické problémy, musime mit na zfeteli, ze funkce u; a 7; budou funkcemi nejen soufadnic,
ale i Casu, pricemz budeme predpokladat, ze tyto funkce maji spojité derivace potfebného Fadu.

Chceme-li formulovat pohybové rovnice kontinua, pouzijeme s vyhodou d’Alemberttv princip. Pohybové rovnice
dostaneme z rovnic rovnovahy , pripojime-li k objemovym a plosnym sildm jesté setrvacné sily. Setrvacna sila
objemového elementu je rovna zaporné vzatému soucinu jeho hmotnosti a zrychleni; zrychleni 682 2+ se sice vztahuje na
bod, ale miiZzeme je piitadit celému objemovému elementu. Hmotnost elementu je odV, pfi¢emz o = o(x,t) je hustota
kontinua. ,

Rovnice plati pro objemovou jednotku; setrvacna sila na objemovou jednotku bude — gaa - takze pohybové

rovnice mizeme psat ve tvaru

2
0Ti; CE = Qa U;
8xj 8t2

To jsou zdkladni pohybové rovnice kontinua; z nich mizeme vychazet pri studiu konkrétnich dynamickych problémn.
Pfi studiu pohybu tekutin budeme dosazovat za tenzor napéti jeho tvar charakteristicky pro tekutiny (dynamikou
tekutin se budeme zabjyvat pozdéji), pii studiu pohybu elastickych téles budeme vyuzivat zobecnéného Hookova
zdkona a dosazovat za 7;; do ze 7 pfipadné, omezime-li se jen na studium pohybu izotropniho kontinua,
ze . Pak dostaneme zdkladni rovnice dynamické teorie pruznosti.

Dynamicka teorie ma znacny prakticky vyznam. Dilezité jsou zejména ulohy, pfi nichz studujeme periodické
procesy, tzv. elastické kmity a vlny. VSimneme si téchto problémt podrobnéji. Nejprve ukadzeme, ze v homogennim
izotropnim elastickém télese se mechanicky rozruch (porucha statické rovnovahy) Sifi ve formé postupné viny.

Predpoklddejme homogenni izotropni elastické téleso, pro néz mtizeme zanedbat objemové sily, tj. F; = 0. Pohybova

rovnice (|7.2.1) ma v tomto pfipadé tvar

(7.2.1)

azui - 87‘ij

4

8t2 a al‘j'
Dosadime-li za 7;; ze (7.1.2)), dostaneme
0%, ) Ouy, 0 1/ 0u; Ou;
LRSS WY 1P ¥ — |2u= : J 2.2
oz = oz, < ’Jaxk> + Bz { "3 (axj * axiﬂ ) (722)
82’&2‘ 82Uz’ 62Uj
oo = "oz T pran,
nebo vektorové
0%u
OznaCme
A+2
P E /T \/H (7.2.4)
0 o
takze ((7.2.3) lze psét
2
%T;' = EAu+ (¢ — )V (V. u) (7.2.5)

Nyni vyuzijeme vyznamné tzv. Helmholtzovy véty z vektorové analyzy, podle niz lze libovolny vektor u rozlozit na
soucet dvou vektort
U =uj;+ uy,

pro které plati
Vxu =0 (7.2.6)

V.u, =0 (7.2.7)

Diikaz této véty je proveden v doplitku
Jestlize takto rozlozime vektor u, dostavame z (7.2.5))

O%u;  uy

Ot2 + o2 =cEA(u;+uy) + (¢ — AV (V.uy).
Aplikujeme-li na tuto rovnici operaci V., dostaneme
82ul X
V. 92 :c?AleUz-l- (C?_C,%)V(V.ul),
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neboli

ot?

Vzhledem k (|7.2.6)) je také rotace vyrazu v zdvorce nulové; je-li divergence i rotace néjakého vektoru nulova v celém
prostoru, je to nulovy vektor. Proto

2
V. (a . —cfAul) =0.

82

8tl;l — EAu, =0. (7.2.8)
Analogickym zptsobem bychom dostali rovnici

62

Kazda z téchto rovnic je rovnici vlnovou; popisuje $iteni pruzné (elastické) vlny rychlosti ¢; resp. ¢;. Jedna z vin neni
spojena se zménou objemu (V.u; = 0), druhd je doprovézena objemovym stlaenim resp. rozsifenim. Vlna $ifici se
rychlosti ¢; se téZ nazyva vinou transverzdlni, druha je pak wvina longitudidlni. Byva zvykem vyjadiit rychlosti téchto

vln pomoci Youngova modulu E a Poissonovy konstanty v; z ([7.2.4)) pomoci (7.1.7) a (7.1.8)) plyne

E(1-v) B E
=\ i oy

a= \/9(1 )1 - 2v)’

Dulezitymi konkrétnimi tlohami dynamické teorie pruznosti jsou tlohy Fesici stojaté vinéni (chvéni) nékterych jedno-
duchych objektd, napf. strun, membran apod. Této problematice vénujeme nasledujici kapitoly.

7.2.1 Kmity struny

Pohybovou rovnici kmitajici struny bychom mohli odvodit ¢
z obecné rovnice ([7.2.1), pro fyzikdlni nézornost vSak pouzijeme
metody jiné. Pfedpokladejme, Ze mame strunu napinanou silou T IO/

P, tj. napéti je 7 = P/q, kde ¢ je priifez struny. Struna necht je
napjata ve sméru osy z a ma linearni hustotu g = konst., je tedy
homogenni. Oznaéime u(x,t) vychylku struny z rovnovazné polohy.
Projekce sil napéti na osu u bude 7(sin o’ —sin o’) (obr.[7.2)); vngjsi
objemové sily zanedbavame a setrvacna sila ptisobici na element
struny mezi '’ a '’ je

|
|
|
$//62u | x,
—o | LY qa.
°J o

Ty

Obr. 7.2: Detail ¢asti kmitajici struny

Podle d’Alembertova principu musi v libovolném okamzimku platit

"
x

82
Q/ a—tg dz = 7(sina” — sina’).

Zy

Vyraz napravo lze psat

Omezime-li se na malé vychylky struny, je

. U
sina~tga~ —,
T

y 0%u 0%u
/ <Q<9t2 ‘Taxa> dz =0,

x,

takze

coZ bude splnéno pfi libovolnych 2’ a z”, jestlize

Pu 1 0%
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kde a? = 7/ je kladna konstanta. To je rovnice struny — z matematického hlediska jednorozmérna vinovd rovnice.
Reseni této rovnice je nekoneéné mnoho coz odpovid4d nekoneéné mnoha zpiisobtim, jimiz se miize kmitani struny
realizovat. Vznikne-li vSak jednou na struné urcity rozruch, musi se pak uz dal kmitani dit urcitym zptisobem — t;j.
zadame-li poc¢ateéni podminky, je pak uz feseni jediné. Poc¢atecni podminky museji byt zadany pro vychylku kazdého
bodu struny a pro rychlost kazdého bodu. Kromé toho musime provést i ur¢ité geometrické omezeni pohybu, tj. zadat
tzv. okrajové podminky. Zde budeme fesit dvé zakladni lohy, které se budou lisit pravé zadanim okrajovych podminek,
¢ili dva zdkladni okrajové problémy. V jednom piipadé (struna nekoneéné dlouhd) bude feSenim neomezend pfi¢na
vlna postupujici po struné, v druhém piipadé (struna koneéné délky) vznikne na struné stojaté vinéni (chvént).

7.2.2 Nekoneéné dlouha struna

Necht jsou pocdatecéni podminky zadény ve tvaru

u(z,t) t=0
o =rw. % —Fw (7211)
u(@, t=0 ’ ot li=o -
a struna je velmi dlouhd, takZe prakticky —oco < z < oo (to jsou + ' | ' + =
vlastné ,okrajové podminky“ v tomto p¥ipadsé). =20 -l ! 2
Kazdé FeSeni rovnice se da zapsat ve tvaru (a)

u(z,t) = ¢ (x — at) + ¢ (x + at) ,

kde ©(p), ¥(g) jsou libovolné funkce proménnych p, g. Mizeme se
o tom presvédCit piimym dosazenim. Nyni je tfeba zvolit funkce
@ a 1 tak, aby byly splnény pocatecni podminky (|7.2.11f). Proto
t = 0 musi

—2l -1
p(x) + ¢(z) = f(z) (7.2.12) (b)
—ap'(z) + ay)'(z) = F(x) (7.2.13)

kde ¢arkou znacime derivaci podle celého argumentu funkce.
Derivaci prvni rovnice dostaneme

() + ' (x) = f'(2)

a z poslednich dvou rovnic pak najdeme

P() = 37'(w) — 5 F(@)
/ L, 1
Y(@) = 55/(@) + 5-F (@)

Hodnoty ¢(0) a ¥(0) nemohou byt libovolné, nebot polozime-li p = g a seéteme obé& rovnice, dostaneme vztah
o(p) + ¥ (p) = ¢(0) — ¥(0) = f(p) — £(0)

z néhoz, s pfihlédnutim k ([7.2.12)), plyne

©(0) + ¥(0) = £(0). (7.2.14)
Nyni uz lze zapsat vysledné feseni ve tvaru (klademe p = x — at, ¢ = x + at a pouZijeme )
z+at
u(z,t) = % [f(x —at) + f(z+at)] + % / F(&)dg, (7.2.15)
s at

coz je hledané feseni rovnice (7.2.10)) pro nekonecné dlouhou strunu pfi pocatecnich podminkach (|7.2.11])).
Reseni (7.2.15) ndm umoziiuje nazorny vyklad fyzikélntho vyznamu konstanty a: Nechf F(x) = 0 a f(x) # 0
jen v intervalu (—1,1); feSeni (7.2.15)) ndm pak v riznych okamzicich ¢ pfechazi ve tvar charakteristicky pro pivodni
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rozruch (zmenseny na polovinu) posunuty v obou smérech osy x. Tak v ¢ase t = [/a jsou oba rozruchy vedle sebe a za
kazdy dalsi pFirtistek casu o [/a se kazdy rozruch vzdali o [ (obr. |7.3). Konstanta ¢ mé tedy vyznam rychlosti Sifeni
obou vInéni, tj. v kladném i zdporném smeéru osy.

7.2.3 Struna konec¢né délky

Ma-li struna konecnou délku [ a je polozena do osy x tak, ze jeji pocatek je v bodé x = 0 a konec v bodé = =,
musime konce upevnit, aby vznikl na struné periodicky rozruch, tj. musi platit

= 0. (7.2.16)

To jsou nyni okrajové podminky pro strunu kone¢né délky. Pocatecni podminky ponechame ve stejném tvaru jako
v predchézejici uloze, tj. ve tvaru , musime vSak zménit defini¢ni obor funkci, tj. klast 0 < =z < [.

Reseni rovnice nyn{ hleddme metodou separace proménnych (metodou vlastnich funkci), kterou jsme uz
pouzivali pro parcidlni diferencialni rovnici Hamiltonovu-Jacobiho . Hledejme feseni ve tvaru

u(z,t) = X(2)T(t), (7.2.17)
kde kazda z obou néasobenych funkci je funkei jen jedné proménné. Dosazenim do ([7.2.10)) dostavame

i "
%T— = X—, (7.2.18)
a? T X
kde opét ¢arkou znac¢ime derivaci podle argumentu funkce.

Leva strana je funkci proménné ¢, prava funkci proménné x; mé-li rovnice byt splnéna pfi libovolnych x,t,
musi byt leva i prava strana rovna téze konstanté. Vzhledem k tomu, ze ocekdvame periodické feseni, zvolime tuto
konstantu zapornou

1 T// X/I
===\ 7.2.19
a? T X ’ ( )
coz je ekvivalentni dvéma rovnicim
T" +N2a?T =0, X"+NX=0, (7.2.20)

které maji reseni
T(t) = Acos Aat + Bsin A\at
X(z) = Ccos A\x + Dsin Az

(zde se ndm objasiiuje nutnost volby zéporné konstanty). A,B,C,D jsou libovolné integracni konstanty.
Pouzijeme-li okrajovych podminek, dostavame

C =0, Dsin Al = 0.
Ve druhé z téchto podminek nemtizeme klast D = 0, nebotf bychom dostali triviadlni FeSeni a proto musi
sin Al = 0,

coz je splnéno pri

N=kr, k=0+1,+2. ..

Protoze hodnoty £k = 0a k = —1,—2,... nam nedavaji fyzikalné odlisna feseni, budeme se omezovat jen na k prirozena.
A tedy muze nabyvat jen urcitych hodnot, které oznac¢ime

k=12,...

a nazyvame vlastnimi hodnotami prislusného okrajového problému. Potom
k k
Ty (t) = Aj cos (Tt) + By sin (Jlmt>

Xk (x) = Dy sin (Tz) )

kde jsme indexem k vyznacili feSeni prislusejici vlastni hodnoté A\, a téz konstanty A,B,D opatfili timto indexem.
Rovnéz L L "
up(z,t) = {ak cos (]lmt) + By sin (Tt)} sin (lnx> , (7.2.21)
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kde a = Ap Dy, Bx = By Dy. Funkce ug(z,t) je tzv. vlastni funkce piislusejici vlastni hodnoté A\. Frekvence

k
wk:)\kaz%a

je vlastni frekvence struny; nejmensi vlastni frekvence struny je

W, = — =

Ta T
l l

e
0
a odpovida zékladnimu ténu struny.

Rovnice (7.2.20)) je linedrni a homogenni. Pro takové rovnice se da ukézat, ze funkce

= Z ug (x,t)
k=1

je také fesenim, pokud fada konverguje. Dosazenim dostaneme

u(x,t) = Z [ak cos (Iqumt> + [ sin (lecat)] sin (Tx) ) (7.2.22)
k=1

coz je Teseni rovnice ([7.2.21)), vyhovujici okrajovym podminkam (|7.2.16]). Zbyva tedy jesté urcit ay, Ok tak, aby (7.2.22))
vyhovovalo také podminkdm pocateénim. Dosazenim pocatecnich podminek zjistime, ze musi platit

o Zak sin (Tx) = f(z)
k=1

Z TET O sin <klnx> = F(z),
k=

coz bude splnéno, jestlize oy, a %kﬁk bodou Fourierovy koeficienty, tj. koeficienty v rozvoji funkce f(z) a F(z) ve
Fourierovu fadu podle funkci sinus. Z matematiky je znamo, ze tyto koeficienty jsou urceny vztahy

1 !
2 2
= Y/f sm< 5) d€, Bk = %/F s1n< £> d€ (7.2.23)
0 0

(ve vSech fyzikalnich tlohach jsou splnény podminky, aby bylo mozno funkci f(x) resp. F(x) rozvinout ve Fourierovu
fadu). Dosazenim vyraza ((7.2.23)) do (7.2.22)) dostavame hledané FeSeni rovnice struny, vyhovujici zadanym poc¢ateénim
i okrajovym podminkam.

7.2.4 Podélné kmity tyée

vvvvv

omezime jen na ukazku, jak lze z pfimo odvodit vlnovou rovnici pro podelne kmity tyce.

Predpokladejme tyc libovolného prﬁfezu, na jejiz boc¢ni plochy neptisobi vnéjsi sily a pro niz jsou objemové sily
zanedbatelné. Podélné kmity v tyci jsou prostym prodluzovanim a zkracovanim tyce. Lezi-li ty¢ v ose x, vymizi derivace
slozek vektoru posunuti podle vSech souradnic kromé x a z Hookova zakona 71 = Fej1, coz po dosazeni do obecné
pohybové rovnice dava

ui 0 0%y

o2 Lo %

To je rovnice podélnjch kmitt tyce. Tyto kmity se v tyci & rychlosti @ = y/E/o. Reseni této rovnice hleddme
podobnymi metodami jako v predchazejicim odstavci a nebudeme se jim dale zabyvat.

7.2.5 Kmity membran

Membréany jsou desky o zanedbatelné tloustce, velmi ohebné, takze je mizeme pokladat za jakési dvourozmérné
analogie strun. Pohybové rovnice membran zde odvozovat nebudeme; z analogie se da ocekavat, Zze budou mit tvar
vlnovych rovnic, v nichz druhé parcidlni derivace podle soufadnice bude nahrazena dvourozmérnym Laplaceovym
operatorem A.
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Kmity obdélnikové membrany

Necht membréana mé tvar obdélniku o stranich a, b. Okrajové podminky necht jsou (pfedpokldddme membrinu
na okrajich upevnénou)
’U,(Z,O,t) = U(.I,b,t) = u(O,y,t) = u(a,y,t) = 07

kde funkce u(z,y,t) charakterizuje vychylku membrény a poc¢ateéni podminky zavedme ve tvaru

ou

U(l‘,y,O) = f(m,y), a =0 = g(m,y).

Pohybové rovnice membrany bude
Pu  0%u 1 0%
—+t -7 =0 7.2.24
ox? + oy? 2 o2 ( )

Predpokladame-li feseni ve tvaru
u(z,yt) = @(zy)T(t),

muzeme separovat proménné podobné jako u rovnice struny a dostaneme dvé rovnice

T" +AN2T =0,
odkud
T = T%sin(c\t + )
a dale ) )
D¢ 0% 2
—— 4+ ==+ Xp=0 7.2.25
9u2 T TN =0 ( )

kde jsme opét konstantu polozili rovnu —A2. Pro funkci o(x,y) plati nyni okrajové podminky

¢(2,0) = p(2,b) = (0,y) = ¥(ay) = 0.

Reseni rovnice ([7.2.25) hleddme znovu separaci proménnych, tj. volime funkci ¢(z,y) ve tvaru

e(r,y) = X(2)Y(y),

coz po dosazeni dava
1d’X 1d%Y
— 4+ ———=+ X =0.
X dx? + Y dy? +

Tento vztah bude pii libovolnjch z,y splnén, poloZime-li prvni ¢len roven konstanté —a?, druhy konstanté —/32, takze
mame dvé rovnice
X"+a?X =0, Y'"+p5% =0,
pri¢emz musi
a® 4+ 3% = N2 (7.2.26)

Rovnice maji feseni
X = Asin (ax) + B cos (ax)

Y = Csin (By) + D cos (By) .
7Z okrajovych podminek plyne B = D = 0 a dale musi
sin (aa) = 0, sin (8b) = 0,

takze m n
T T

Ay = —, 5n:77 man:1727"‘
a b

A J™ e
=TT e —_—
m,n a2 b27

coz jsou vlastni (charakteristické) hodnoty. Pfislusné vlastni funkce jsou

(17.2.26|) pak dava

. /mx . /nx
©mn = Cmp sin (—x) sin (—y) .
a b
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D4 se ukézat, ze funkce ¢, , tvofi Gplny ortogondlni systém; zvolime-li konstantu Cy,, rovnu

budou funkce

tvorit ortogonalni systém. Celé feSeni pfi vlastnich hodnotéach A, , pak ma tvar

U = \/% {sin (%x) sin (%ny)} TO . sin (Wt + Vmn)

kde wy,n = cApm,n & obecné Teseni volime ve tvaru

u = i i U (7.2.27)

m=1n=1

Splnéni pocatecnich podminek bychom pak zarucili porovninim pii ¢t = 0 s rozvojem funkci f(z,y) a g(z,y)
do dvojnéasobné Fourierovy fady.

Je-li pomér stran obdélnika a:b raciondlni ¢islo, mtze byt vlastni hodnota A, realizovina dvéma (nebo vice)
riznymi volbami m a n, tj. jednomu A, prisluseji dvé nebo vice vlastnich funkci; tyto funkce odpovidaji tzv. dege-
nerovanym stavum. Pro ¢tvercovou membranu a = b napft. plati

T
)\m,n = )\n,m =V m? + ’I’L27
a

takze pokud m # n, je kazdy stav nejméné dvojnésobné degenerovan, nebot jedné vlastni hodnoté A, ,, p¥isluseji vzdy
nejméné dvé vzajemné odlisné funkce
2 (mrc AL
©m,n = — sin —x) sin (—y)
a a a

Kmity kruhové membrany

Studujme nyni kmity kruhové membrany o poloméru a, upevnéné na obvodu. Postup vypoctu uz jen naznacime.
Problém fesime v polarnich soutadnicich; prepiseme-li Laplacetiv operator v polarnich soufadnicich a separujeme
¢asovou proménnou, dostaneme pro funkei ¢(r,9) rovnici
0? 10 102
Se e+ s N =0,

kterou mame Tesit pfi okrajové podmince
Reseni hledame ve tvaru

takZze dostaneme dveé rovnice )
d=e

a9 e
d192+m@ 0
r? (AR 1dR
o= [l A? _ 2.
R<d7‘2+rdrJr R> "

Prvni ma feseni
© = Acosmd + Bsinmd

druha pak, zavedeme-li £ = A\r, pfechazi na Besselovu diferencialni rovnici

d?R 1dR m2
i et (1) =0

Jejim feSenim jsou Besselovy funkce 1. druhu m-tého fadu J,,(€). Celkem tedy

Om (1,0) = T (Ar) [A cos (md¥) + Bsin (md)]. (7.2.28)
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Okrajova podminka vede na transcendentni rovnici
Im(Aa) = 0.
Jsou-li &1,Em2, - .- nuly Besselovy funkee J,,(€), plati pro vlastni hodnoty
Amn@ = Emn.-
Prislusné vlastni funkce jsou v tomto pfipadé funkce
Im (Am,nr) cos (md) , Im (Am,nr) sin (md) ,

které jsou linearné nezavislé; jedné vlastni hodnoté tedy prisluseji dvé nezavislé vlastni funkce - jde opét o degenerovené
stavy.

Uplné feseni bychom opét dostali superpozici vlastnich funkci a konstanty bychom uréili pomoci normovacich a
pocatecnich podminek, pricemz bychom funkce charakterizujici poc¢atecni polohu a rychlost museli rozkladat v fadu
podle vlastnich funkci; témito otdazkami se uz déale zabyvat nebudeme.

Tim jsme skoncili s teorii i nékterymi praktickymi priklady z dynamiky elastického télesa. Pfitom jsme vSak nikde
nepracovali s pojmem, ktery byl nerozluéné spojen s celou mechanikou ¢astic i tuhého télesa — s energii. Uvahy o energii
deformovaného kontinua jsou totiZz tésné spjaty s ivahami termodynamickymi a proto se jimi zde nezabyvame, i kdyz
to mé za nasledek znacné omezeni komplexnosti pohledu na problematiku kontinua.

V dalsi ¢asti se vénujeme studiu statiky i dynamiky tekutin, tj. takového kontinua, v némz jsou jednotlivé ¢astecky
vzéajemné snadno posunutelné a v némz se proto nediagonalni slozky tenzoru napéti ve statistickych tlohach neprojevi
vibec a v tlohach dynamickych se projevi jen u nékterych typa tekutin.
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Kapitola 8

Mechanika tekutin

8.1 Statika tekutin

Zakladni rovnice statiky i dynamiky kontinua plati pro kazdy typ kontinua, tedy i pro tekutiny. V tekutinach jsou
sily vzadjemného plisobeni mezi ¢asticemi mnohem mensi nez v pevnych latkach, takze Castice tekutin jsou znacné
pohyblivé. Tekutiny kladou velmi maly odpor pfi zméné tvaru, brani se vSak zménam objemu, pficemz stlacitelnost je
nepatrna pro kapaliny, podstatné vétsi pro plyny. Vlivem pohyblivosti ¢astic vymizeji v rovnovazném stavu tecné slozky
(nediagondlni) tenzoru napéti. Vektor napéti ma v tekutinach vzdy smér normaly ke studované plose — charakterizujeme
jej zpravidla velikosti, tj. skalarni velicinou — tlakem v tekutiné. P¥i pohybu tekutin se ovSem uplatnuji i tecné slozky
tenzoru napéti, pokud se tekutiny pfi pohybu nestadi pfizpiisobit vné&jsim sildm. Pak mluvime o viskozité (vnitfnim
tieni) tekutin. Pfi rovnovéaze tekutin se viskozita neuplatiiuje, takze ivahy statistické budou platit jak pro tekutiny
idealni, tak pro tekutiny vazké.

Pro rovnovahu tekutin plati stejnd podminka rovnovahy jako pro kontinuum, tj. rovnice

o, ij

al'j

kde jsme v (6.1.5) uz vyuzili symetrie tenzoru napéti 7;; = 7;;. Vyhledem k tomu, vektor napéti méa pro tekutiny v
klidu vzdy smér normaly k ploSe, musi mit rovnice Cauchyho kvadriky napéti v libovolné soustavé souradnic stejny
tvar jako v soustavé hlavnich os, tj. Cauchyho kvadrikou musi byt koule. Pak

+F, =0, (8.1.1)

Ti1 = T22 = 733 = —D,

kde p je tlak tekutiny a zadporné znaménko volime z toho duvodu, Ze tlak ma opacny smér nez vnéjsi normala dané
(uzaviené) plochy. Plati proto

Tij = —Dpdij (8.1.2)
a dosazenim do (8.1.1)) dostdvame
dp
- F, =0 8.1.3
s, (8.1.3)
nebo vektorové
-Vp+ F=0.
Nésobme nyni (8.1.3)) vyrazem da;:
0
axpl dxi = Fi dxz (8.1.4)
Leva strana je uplny diferencidl. Aby jim byla také prava strana, musi
oU
F,=— .
aﬂl‘i

Objemové sily tedy museji byt potencidlové, aby byla moZna rovnovaha tekutin. V mechanice tekutin vztahujeme
obvykle objemové sily na jednotku hmotnosti misto na jednotku objemu; pak

Fi = :QGZ"
kde o je hustota tekutiny. Rovnice rovnovihy tekutin pak je
1 dp
- G, =0 8.1.5
o (8.1.5)
a rovnice (8.1.4) nabyva tvaru
dp = oG, dz;. (8.1.6)

Je-li hustota o jen funkei tlaku, mluvime o barotropnich tekutindch; pro né tedy o = o(p). Ukazme si nyni aplikace
rovnice rovnovahy tekutin.
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8.1.1 Tlak v homogennim tihovém poli

Odvodme zavislost tlaku na hloubce v tekutiné v homogennim tihovém poli. Zvolime-li osu z svisle vzhtru, je
G, =Gy, =0, G, = —g, takze (8.1.5) bude

N

oxr Oy ’ 9.

Ve sméru os z,y se tedy tlak neméni — horizontélni roviny jsou rovinami stejného tlaku (izobarické plochy); nazyvaji
se hladiny. Rovnice (8.1.6) pak dava
dp = —ogdz.
Nyni budeme rozliSovat dva piipady:
a) Necht je p=konst. — jde tedy o homogenni nestlacitelnou kapalinu. Pak

p=—09z+C.

Pro kapalinu v nddobé, jejiz povrch (tzv. volnd hladina) je ve vy$i 2 = h a na niz pisobi barometricky tlak p;,
plyne
py +ogh =C,
takze
p=py+o9(h—2)=ps+ 097,
kde 2’ je hloubka pod volnou hladinou. Ziskali jsme tak zndmy vztah pro hydrostaticky tlak.
b) Predpokladejme nyni, ze studujeme stladitelnou tekutinu — plyn, ¥idici se zdkonem Boylovym-Mariottovym

p o

Po Q0

Pak (8.1.6) dévé

P
dp = —go—gdz,
Po

odkud o0
p=Ce r*,
Necht pro z = 0 je p = po; pak
p=poe %,
coz je tzv. barometricky vzorec.
8.1.2 Pascaluv a Archiméduav zakon
Predpokladejme, Ze sily G; maji potencial U
ou
G;=— . 8.1.7
oz, (8.1.7)
Rovnice (8.1.6)) pak bude
dp = —pdU. (8.1.8)

Pro barotropni tekutinu ¢ = o(p) plyne integraci

pdp - -
/@— (U —Uy),

Po

kde p, po, U, Uy jsou hodnoty tlaku a potencidlu ve dvou riaznych mistech tekutiny. Zménime-li ponékud hodnoty
tlaku pg na pg + 0pg a p na p + dp pii nezménénych vnéjsich silach, bude platit

p+dp

dp _ 7
/ olp) (U= Th).
Po+Ipo

Odectenim poslednich rovnic
p+dp

Po+3dpo Po



coz lze psat

D d p+op d Po d
/ dp / Ay / dr
o(p) o(p o(p)
Po+0po P D
a konec¢né
p+dép d Po+46po d
/ s / <L (8.1.9)
o(p) o(p)
p Po

To je zobecnény Pascaliv zdkon pro barotropni tekutinu. Pro nestlacitelnou tekutinu (kapalinu) se redukuje na obvykly
vztah
dp = dpo (8.1.10)

coz znamena, Ze se tlak ve vSech mistech v nestlacitelné kapaliné méni o stejnou hodnotu.
Uvazujme nyni, jakou silou pusobi tekutina na pevnou plochu S. Na element plochy dS piusobi kolmo tlak pdS,
takze je-li m vnéjsi normala plochy S, bude vyslednice tlakovych sil

S

Pfedpoklddejme, Ze S je uzaviend plocha (ohrani¢ujici téleso ponofené do tekutiny), kterd uzavird objem V. Za
predpokladu, Ze vné i uvniti plochy S je stejnd tekutina, muZzeme pouzit Gaussovu vétu a psat

PZ-:—/ 9 qv.
174

8$i

Uvedeny predpoklad ovSem neméni poméry v tekutiné vné uvazované plochy. Pro tekutinu v homogennim tihovém
poli s osou souradnic z vertikalné vzhiru plati opét

w_op_, o

GI:G :07 GZ:_7 - — Y a. - )
Y 9 B Oy 0z 9
takze
P,=P,=0, P.= g/QdV. (8.1.11)
v

Sily hydrostatickych tlakit v homogennim tihovém poli lze nahradit jedinou kladnou silou (vztlakovou) o velikosti
rovné tize vytlacené tekutiny — Archimédiv zdkon. P¥ipomenime, Ze nejjednodussi zptisob, jimz muzeme dokézat
platnost Archimédova zékona pro télesa libovolného tvaru a v libovolné poloze bez vy$si matematiky je myslenkovy
pokus Stevintdv (1608). Predstavme si, Ze uréita ¢ast tekutiny, kterd je s ostatni tekutinou v rovnovéze, je v tekutiné
ohranicena. Aby se rovnovaha udrZela, musi na stény této myslené ¢asti tekutiny ptisobit takové hydrostatické tlakové
sily ostatni tekutiny, aby toto myslené téleso nepadalo; to znamenad, ze vyslednice téchto tlakovych sil se musi rovnat
tize myslené Casti tekutiny a musi sméfovat svisle vzhiru. Neni davodu, aby se ptisobeni okolni tekutiny zménilo, kdyz
myslenou vymezenou ¢ast tekutiny nahradime télesem stejného tvaru a objemu.

Obecna teorie poskytuje moznost uvazovat i o vysledném momentu sil ptisobicich na plochu v tekutiné. Takové
uvahy jsou dutlezité zejména z hlediska studia stability plovoucich téles (lodi), zde se jimi vSak uz zabyvat nebudeme.

8.2 Kinematika tekutin

Pohyb tekutin lze studovat
a) tak, Ze zvolime libovolnou ¢astici tekutiny a sledujeme ji po celou dobu — Lagrangeova metoda,

b) tak, ze sledujeme zmény veli¢in charakterizujicich vlastnosti pohybujici se tekutiny v libovolném bodé prostoru
zaplnéného tekutinou — Fulerova metoda.

Lagrangeova metoda, ktera studuje individudlni ¢astice tekutiny, je vlastné jen rozsifenim metody pouzivané pii
studiu soustavy ¢astic. Pfi vétsiné aplikaci je méné vyhodna a proto v dalsich ivahach budeme pouzivat vyhradné
metody Eulerovy. Pri ni tedy vySetfujeme stav proudéni tekutiny v jistém misté prostoru.

Bude-li ¢astice tekutiny v okamziku ¢ v bodé x1, x2, x3, bude mit rychlost

vi(21,22,x3,t) = vi(x,t). (8.2.1)

Pro z; konstantni a proménné ¢ ndm tato rovnice vyjadiuje rychlost riznych ¢astic tekutiny, prochazejicich zvolenym
bodem. Pro x; proménné a konstantni ¢ popisuje vztah (8.2.1) rozdéleni rychlosti v tekutiné v uréitém okamziku.
Veli¢iny z1, x2, x3, t nazyvame Eulerovymi proménnymi.
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Z (8.2.1) muzeme urcit jednak zrychleni v uréitém bodé pii pevnych x;, tzv. lokdind zrychleni, jednak zrychleni
urcité castice tekutiny, tzv. individudini zrychleni.
Lokalni zrychleni je zfejmé dano derivaci dv;/9t. Individualni zrychleni najdeme takto: Za dobu dt piejde ¢astice
v poli vektoru rychlosti definovaném vztahem (8.2.1) z bodu «; do bodu «; + dz;. Jeji rychlost v tomto bodé je
: dz; +

. ov ov;
v; + dv; = vi(z1 + day,xo + dee,xs + das,t + dt) = vi(z,t) + — —

8$j ot dt’

takze d 5 5
V; Vi V;
a; = — = v+ —. 8.2.2
' dt a$ j J Bt ( )
Na levé strané je tedy zrychleni ¢astice — individualni zrychleni, prvni ¢len napravo se také nazyva konvektivni zrychleni
a posledni je zrychleni lokalni.

S pohybem konkrétni ¢astice je spojen pojem trajektorie. V nasem pfipadé bychom mohli mluvit o trajektoriich
¢astic tekutiny, kdybychom pouzivali Lagrangeovy metody popisu pohybujicich se tekutin. V Eulerové metodé zava-
dime pojem proudnice: Je to k¥ivka (mySlend) majici tu vlastnost, ze rychlosti ¢dstic na ni lezicich jsou jejimi te¢nami,
¢ili

dzi :dwy : dxs = vy : vg V3. (8.2.3)

V pfipadé ustaleného (stacionarniho) pohybu tekutiny ndm proudnice splyvaji s trajektoriemi éastic.

Predstavme si proudéni, pii némz kazdym bodem uvnit¥ tekutiny prochazi jedna proudnice. Zvolime-li v tekutiné
uzavienou kfivku tak, aby ji kazda proudnice protinala jen jednou, vytvoii nam vSechny proudnice, které prochéazeji
body této kiivky proudovou trubici; tekutému obsahu proudové trubice fikame proudové vidkno.

Vysetfeme nyni chovani dvou blizkych elementt tekutiny. Necht v;(x,t) a v;(x + dx,t) jsou slozky rychlosti ve dvou
blizkych bodech v ¢ase t. Pak lze psat

ov; 1 /0v;, Ov; 1 /0v; Ov;
vi(z + da,t) = vi(x,t) + 9z, dzj = vi(z,t) + 3 (ax; + axi) dz; + 3 (8:13; - (r“)xZ) dz;. (8.2.4)
Analogicky s tenzorem deformace a rotace definujeme tenzor rychlosti deformace
1 8% (91)j
5= = 8.2.5
is 2(axj+ami> (8.2.5)
a tenzor rychlosti rotace
1 (%i 8vj
i = = — . 8.2.6
Yii Ty (axj 89%) (8.2.6)
Antisymetrickému tenzoru w;; lze pfifadit axialni vektor o slozkach
1 vy,
W; = =€iik ~ -
2 Jk@xj

w; jsou slozky wvektoru rychlosti rotace. (8.2.4) pak lze zapsat ve tvaru
vi(z 4+ dz,t) = vi(x,t) + €jpwiday + e;;dz;.

Prvni ¢len napravo je rychlost translace, druhy rychlost rotace a tieti rychlost deformace; kazdy pohyb tekutiny v
okoli urc¢itého bodu muzeme rozlozit na pohyb transla¢ni, pohyb rota¢ni a pohyb deformacni.

Vektor 2 = 2w nazyvame virem rychlosti. Je-1i v urcité oblasti prostoru £2 # 0, mluvime o virivém pohybu tekutiny
v této oblasti. Je-li 2 = 0 v urcité oblasti, je zde pohyb tekutiny nevirivy.

Vektor viru rychlosti mizeme také zapsat ve tvaru

2 =2w=V Xv=rotv. (8.2.7)
Pfi nevifivém proudéni tedy plati
V xv=0,

coz lze splnit, zvolime-li
v=Vop,

nebot
V x (V) =rotgrad p = 0.

Pfi nevifivém proudéni vzdy existuje takova funkce ¢; fikame ji rychlostni potencidl a slozky rychlosti pak vyjadiujeme

_ ¢
vl—axi.

(8.2.8)
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Vypliuji-li body, v nichz £2 # 0 spojité urcitou oblast prostoru, mame v této oblasti pole virové (pfesnéji pole virt
rychlosti), v némz lze opét definovat kiivky analogické proudnicim — virové ¢dry a téz virové trubice. Déale definujeme
intenzitu virové trubice neboli intenzitu viru p jako tok vektoru §2 prifezem virové trubice. Je tedy

= /.Q.n ds. (8.2.9)
S

Zvolme si nyni v tekutiné oblouk s koncovymi body A a B; ptejme se, zda mize uvazované rychlostni pole zptusobit
pohyb ¢astic tekutiny podél tohoto oblouku. O tom mizeme rozhodnout podle toho, zda je pramét rychlosti do sméru

oblouku ds roven nule nebo od nuly riazny. V kazdém bodé oblouku AB musime proto najit veli¢inu v.ds, takze pro
cely oblouk bude hledanym kritériem veli¢ina

F(A,B):/v.ds: /Uidxi, (8.2.10)
AB AB

kde I'(A,B) je tok vektoru rychlosti podél oblouku AAB. Je-li oblouk uzavfeny, nazyvame tento integral cirkulact
rychlosti

[(A,B) = 75 v.ds ygvidxi. (8.2.11)

ygv.ds:/vnvdS:/.Q.ndS:p,
s s

tedy cirkulace rychlosti je rovna intenzité viru. Pro nevifivé proudéni

Iy
I'= i dx; = dz; = @ dp =0. 212
5151} x yﬁaxi x yﬁ =0 (8 )

Proudnice pfi nevifivém proudéni tedy nemohou byt uzaviené kiivky.

vvvvvv

Podle Stokesovy véty plati

rovnice, pfi¢emz se nejprve budeme zabjvat pohybem idedlnich tekutin (dokonalych tekutin), tj. takovych tekutin,
jejichz vnitini tieni je zanedbatelné.

8.3 Pohybové rovnice idealnich tekutin

Pro idedlni tekutiny, pro néz mé tenzor napéti i pfi pohybu tvar (8.1.2)), ziskdme pohybové rovnice pfimo z rovnice
rovnovahy (8.1.5), pfidame-li k pusobicim silam jesté sily setrvacné. ProtoZe je rovnice (8.1.5)) vztazena na jednotku
hmotnosti, musime i setrva¢nou silu vztahnout na jednotku hmotnosti, takze je pak pfimo rovna zaporné vzatému
zrychleni studovaného elementu tekutiny. Plati pak

1 0p _ Ovg Oy,

1 = ’ 8.3.1
0 Ox; + ot + dx; Yi ( )

kde jsme pouzili vyjadreni individudlniho zrychleni elementu tekutiny ve tvaru . To jsou FEulerovy hydrody-
namické rovnice pro idealni tekutinu. V téchto rovnicich ndm kromé tii slozek rychlosti vystupuji jesté dvé funkce
popisujici stav tekutiny — tlak p(z,t) a hustota o(x,t). Musime tedy ziskat jesté dalsi dvé rovnice, aby soustava byla
aplna. Prvni z nich bude rovnice kontinuity, kterd vlastné vyjadiuje zakon zachovani hmotnosti.

Mysleme si v proudici tekutiné uzavienou plochu S. Tok tekutiny plosnym elementem dS této plochy za jednotku
¢asu je roven pv,dS, kde v, = v;n; je kladné pro tekutinu vytékajici z plochy S, zaporné pro tekutinu vtékajici do

plochy. Integral
/ ov;n;dS

S

pak predstavuje celkové mnozstvi tekutiny, kterd vytece z objemu V uzavieného plochou S za jednotku ¢asu. Neni-li
uvnitf tekutiny zadné zridlo, je toto mnozstvi rovno ubytku hmotnosti tekutiny v objemu V' za jednotku Casu, ¢ili
plati

0
/vaidS =% odV. (8.3.2)
s v
Integral vlevo pfevedeme podle Gaussovy véty na objemovy a z (8.3.2)) pak obvyklou tivahou vyplyva rovnice kontinuity
0 A(ov;
90, 9levi)

=0, (8.3.3)
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nebo vektorové 5
0
— + V. =0. 8.3.4
o+ V. (ov) (33.4)

Pro nestlacitelnou tekutinu je p = konst., takze plati
V.v=0. (8.3.5)

Podminka o = konst. platna pro nestlacitelnou tekutinu pfedstavuje soucasné patou pozadovanou rovnici, kterd je
tFeba k tplnému feSeni problému. Neni-li tekutina nestlacitelnd, muze byt posledni rovnice ve tvaru ¢ = p(p) pro
tzv. barotropni tekutiny. Pro o zévisejici i na jinych faktorech (baroklinni tekutiny) se problém zna¢né komplikuje.

Pro nestlacitelnou i pro barotropni tekutinu musime tedy v podstaté fesit 4 parcialni diferencialni rovnice (|8.3.1))
a (8.3.3) nebo (8.3.5)). Reseni m4 pak tvar

p= p(xlvx%x&t)v Vi = vi(‘rhx%x?nt)'

Pro konkrétni feSeni daného problému musime ovSem znat pocatecni a okrajové podminky, tj. rozdéleni rychlosti a
tlaku pro uréity okamzik, napi. ¢ = 0 (podminky pocéatecni) a geometrickd omezeni proudici tekutiny (podminky
okrajové). Okrajové podminky mohou byt kinematické (hraniéi-li proudici tekutina s tuhou sténou) nebo dynamické
(tvofené napi. rozhranim dvou nemisicich se tekutin). BliZe se touto problematikou zabyvat nebudeme.

P1i praktickych aplikacich ma kromé uvedenych pohybovych rovnic velky vyznam jesté véta o hybnosti, ktera se
uplatnuje zejména pfi stacionarnim proudéni tekutiny, kdy v; nezévisi explicitné na case.

Uvazme uréity objem V stacionarné proudici tekutiny; béhem pohybu se objem, ktery zaujimaji stejné castice,
méni (nazyvame jej tekutym objemem); plocha v tekuting pevna je tzv. kontrolni plocha. Na tekuty objem miizeme
aplikovat vétu o hybnosti: Plati, Ze ¢asova zména celkové hybnosti ¢astic v tekutém objemu je rovna vyslednici vnéjsich
sil na tento objem piisobicich (opét pfedpokladame, Ze sily vnitini se v souc¢tu anuluji). Je proto

d
a4 ov;dV = ZPZ"
1%

Upravme nejprve levou stranu:

d dv; d
T ov;dV —/ " QdV—&—/Uia (odV).
v v v

Pro stacionarni proudéni je posledni vyraz nulovy a z rovnice kontinuity také

d(ov;)

sz- ’
takze prvni vyraz napravo dava
d’U,’ _ 6’07; o a 6 . 8
/EQdV = / oz, vjodV = / {a%‘ (oviv;) — v; oz, (ij)] dV = / oz, (ov;v;) dV.
% % % v

Celkem se leva strana véty o hybnosti da psat

d’Ui 0
AV = | —(oviv;)d
i oV = [ gy e av
\%4

d’l)i
/ T ng:/gvivjnde’.

\% S

v

a podle Gaussovy véty

Zbyva provést tpravu pravé strany. Vyslednici vSech vnéjsich sil vytvaieji:

a) vnéjsi objemové sily [, oG;dV

b) tlakové sily plisobici na hranici objemu V, tj. na plose S ve sméru vnitfni normaly — |, g pnidS

c) sily pisobici z vnéjsku na télesa uvnit¥ objemu V a udrzujici je v rovnovaznych polohdch (lopatky, profily apod.);
jejich vyslednici oznacime ), R;.

Celkem zapisujeme tedy vétu o hybnosti ve tvaru

/gvivjnde: /QGidV—/pnidS—&—ZRi. (8.3.6)

S \%4 S
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vvvvv

viskozitou (ideélnich). Pro praktické pouziti byvé jesté vyhodné upravovat Eulerovy rovnice tak, aby jejich integrace
byla alespon v nékterych pfipadech snadna. Touto tpravou a né€kterymi integraly Eulerovych rovnic se nyni budeme
zabyvat.
Nejprve upravime v rovnici (8.3.1]) posledni ¢len napravo:
a’()i 8’Uk ov (%k 8’Uk 8vk

k
9z, vj = 0ikljn e (0ik0jn — Gindjk) vj 9z, + dindjkv; Bz, CamEknmUig + vk

v 9 (1N 0 (1,
Uk (91171 h 3$1 2'Uk;Uk B 8I1 2U ’

takze celkem muzeme (8.3.1) pséat ve tvaru

Posledni vyraz jesté prepiSeme

ov; 0 (1, Ovp 1 0p
ot + oz, (211 ) + €ijmEknmY; oz, G; — s (8.3.7a)
nebo vektorové
@+V L —vx(va)*G—lV (8.3.7b)
5 21} = . p. 3.

To je Gromkeho-Lambova tuprava Eulerovych rovnic. I kdyz tyto rovnice nyni vypadaji slozitéji nez ptuvodni Eulerovy
rovnice, maji ve skutecnosti fadu vyhod, které zjistime pri konkrétnim reseni. Predpokladejme, Ze objemové sily maji
potencial

ou

8:[1-
a Ze se jednd o barotropni tekutinu ¢ = o(p). V néasledujicich éastech se budeme zabyvat specidlnimi pfipady, v nichz
miizeme rovnice (8.3.7) resp. (8.3.1) dale zjednodusit.

Gi=

8.3.1 Integral podél proudnice

Znasobme rovnici (8.3.7)) elementem proudnice dz;. Podle definice proudnice je element proudnice tumérny rychlosti,
takze
d.ﬁi = )\U,‘,
kde A je konstantni parametr. V rovnici (8.3.7) dostdvame vyraz

eijmeknmng%dxi = (qjm)\ij)eknmg% = — ()\V X V) . (V X V) = 0,

Celou rovnici (8.3.7) mzeme pak zapsat jako skaldrni rovnici (nebot nasobeni dz; predstavuje vlastné skaldrni soucin)
8’Ui 0 1 ou 1 ap
——dx; + —0? ) dw; = ———da; — = —— du;.
ot " Oy <2 > ! or; " o0z

Rozepiseme tento vztah pomoci uplnych diferenciala

ov; 1 dp
—da; +d (&) = —dU - ——
ot 2 o(p)

a integraci podél proudnice dostaneme

v; 1
% da; + 50 + U + P = konst., (8.3.8)

_ [ 4
p- / - (8.3.9)

je tzv. tlakovd funkce. Konstanta napravo je charakteristickd pro danou proudnici podél niz integrujeme.
Pro stacionarni proudéni se (8.3.8)) redukuje na Bernoulliho rovnici

kde

1
51)2 +U+P=C. (8.3.10)

Pro nestladitelnou tekutinu ¢ = konst. je P = p/p a studujeme-li tekutinu v homogennim tihovém poli pii svislé
orientaci osy z, kdy U = gz, dostavame ,
v + P konst.

29 o9
Prvni ¢len je geometrickd vyska, druhy byva nékdy nazyvan rychlostni vyskou, tfeti je piezometricka neboli tlakova
vyska (vyska sloupce tekutiny o konstantni hustoté o, ktery svou tihou vyvolavé tlak p); soucet téchto t¥i vysek je
tedy konstantni.

z+
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8.3.2 Nevitivé proudéni

Druhé moZnost integrace rovnice (8.3.7) nastane, jestlize se v této rovnici anuluje ¢len

(9’Uk
€ijmUj | €knm o .
n

Vyraz v zavorce vSak predstavuje m-tou slozku rotace rychlosti
(Vxv), =2,

a anuluje se tedy, predpokladame-li, Ze proudéni je nevirivé. Pro nevifivé proudéni muzeme zavést potencial rychlosti
v, takze
d¢
V; = .
83%

Vsimnéme si dale tlakové funkce (8.3.9)). Diferencovanim dostaneme

ap = Lap,
0

RozepiSeme-li vyrazy pro uplné diferencidly nalevo i napravo za pfedpokladu P = P(x,t), p = p(x,t) a porovndme

koeficienty, dostavame
oP 10p oP _10p

8$i_581’¢7 E_Eat.
Prvni z téchto vyrazti nyni dosadime do (8.3.7); pro nevifivé proudéni pak

9 (00, 0 (1,\_ oU o

nebo 0 /9
e 1,
— 4+ - U+ P)=0.
o (o + o U )
Vyraz v zavorce je konstantni pfi zméné x;, nezavisi na x;, ale muze zaviset na Case. Proto piSeme
0 1
a—f+5v2+U+P: f(@), (8.3.11)

coz je Bernoulliho ¢asovd rovnice. Je-li pohyb tekutiny nevifivy a soucasné stacionarni, je dp/0t = 0 a také na pravé
strané musi byt konstanta, takze

1
5112+U+P:C.

V rovnici (8.3.11) mame dvé neznamé funkce, ¢ a P. Potfebujeme proto jesté dalsi rovnici — rovnici kontinuity —

prepsat pomoci funkci ¢ a P. Plati
0o 0O(ovj) do 0o v,
— = — 4+ —v, —. 8.3.12
ot " o, ot "oz, T g, (8:3.12)

Muzeme vsak psat
1@ _1dodp 0Pdo

00t  odpot ot dp’
1 do 1de Op OP do
00x;  odpdx;  Oz;dp’
Oznacime-li
dp _ 2

= 8.3.13
- (8:3.13)
kde c, jak lze ukdzat, ma vyznam rychlosti zvuku v tekuting, je
10P 10PO0
Y L Ap=o0. (8.3.14)

2ot T @ om, or,

Rovnice (8.3.11]) a (8.3.14)) zcela popisuji nevifivy pohyb tekutiny. Pro nestlaéitelnou tekutinu dostévame z (8.3.12)
rovnici kontinuity zjednodusenou na

avi
ox;
coz je Laplaceova rovnice. Pfi nevifivém proudéni idedlni nestlacitelné tekutiny je tedy rychlostni potencidl harmonic-
kou funkci souradnic. Nevifivé proudéni je velmi vyznamné v praxi a jeho studium pfinasi fadu dulezitych vysledk,
proto mu vénujeme jesté zvlastni kapitolu. Nyni vSak ukazeme jesté dalsi pripad, kdy lze Eulerovy rovnice integrovat.

=Ap=0, (8.3.15)
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8.3.3 Sifeni zvuku v tekutinach

Tteti moznost integrace Eulerovych rovnic nastava, mizeme-li zavést takové predpoklady, ze 1ze v rovnicich
zanedbat nelinedrni ¢len v;0v;/0x; (v tomto pfipadé nevyuzivime Gpravy ) Predpoklddejme, ze v; jsou malé
veliiny a ze téz dv;/0x;, Ov; /Ot jsou malé. Pak vyraz v;0v;/0z; je malé veli¢ina 2. fadu a muzeme ji proti dv; /0t
zanedbat. Tento predpoklad je opravnény v akustice, v niz studujeme malé€ kmity stlacitelné tekutiny. Pak mtuzeme
predpokladat, ze relativni zmény hustoty a tlaku jsou rovnéz malé, takze lze psat

0=00+0 (),
p=po+ 1 (2,0),

kde 09, po jsou rovnovazné hodnoty hustoty a tlaku a plati o’ < g9, p’ < po. Pro barotropni tekutinu p = p(p) lze psét

dp
po+ 1 =p(oo+ o) =pleo) + (d> o+...
/0

neboli
P~ (dp) o (8.3.16)
de/,
Zanedbéme-li objemové sily, lze (8.3.1) pfi studovaném pfiblizeni psat

ov; __1 op
ot 00z;

Dosazenim za o, p mame z predchazejici rovnice a rovnice kontinuity

Ov; 1 0 dp , 1 /dp\ 090 0o ov;
i - ~—— | — — =0. 8.3.17
ot 0o + 0 Ox; {p(ﬂ— (dg)og} 00 (dg o Ox; Ot +Q08xi ( )
00 dv;
o T, =

Prvni rovnici derivujeme podle x; a se¢teme pies i, druhou derivujeme podle ¢ a odecteme je; dostaneme

o2 do/, 0x;0x;
nebo )
/
kde

oy

je rychlost §ifeni zmén hustoty v tekutiné (tj. rychlost §ifeni zvuku, jak jsme uvedli v pfedchozim odstavci). D4 se
ukézat, ze obdobné rovnice plati i pro p’ a pro pole rychlosti, tj. pro slozky wv;.

Z je vidét, ze vlnéni je longitudialni (podélné): Ov;/0t a tedy také slozka rychlosti je timérna piislusné
sloZce gradientu ¢, takZe smér pohybu éastice splyva se smérem Sifeni zvukové viny.

Vzorec pro rychlost §ifeni zvuku lze vyhodnotit na zdkladé konkrétni znalosti zavislosti ¢ = o(p). Prakticky to
znamend zavést predpoklad o sSifeni zvukovych vin jako o urcitém déji z termodynamického hlediska. Kdybychom
pokladali tento dé&j za izotermicky (Newtontv predpoklad), dostali bychom pro ¢ ve vzduchu p#ili§ nizkou hodnotu
(asi 280m-s~1). Spravnéjsi je predpoklad Laplaceiiv, ze $ifeni zvukovych vin je d&j adiabaticky; z tohoto predpokladu
vychdzi ¢ ~ 332m-s~ 1.

8.4 Vybrané ulohy z teorie nevifivého proudéni

Jak jsme se jiz zminili, bude tato kapitola vénovana nékterym dutlezitym konkrétnim problémtm z teorie nevirivého
proudéni.
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8.4.1 Prostorové sféricky symetrické proudéni idealni nestlacitelné tekutiny

Je-1i proudéni sféricky symetrické, je rychlostni potencial ¢ funkci jen r a rovnice kontinuity ma ve sférickych
soutadnicich tvar
Po  2dp
dr2 = rdr
Reseni této rovnice je
¢=§+a (8.4.1)

kde a, b jsou konstanty (pro staciondrni proudéni). Konstantu b musime zvolit tak, aby potencidl v nekone¢nu byl
nulovy, tj. musi byt b = 0. Ur¢ime nyni konstantu a. Rychlost proudéni je

Op a x; ar
— - =Vp=———, 8.4.2
0x; r2 r’ v v r ( )

Ui

Tekutina proudi radidlnim smérem, velikost rychlosti je a/r?. Rovnice resp. popisuji proudéni vsude
vyjma pocatku souradnic, kde v roste nade vSechny meze. Takovy bod v proudici tekutiné nazyvame zdrojem. Pri
a > 0 tekutina proudi smérem k tomuto zdroji a mluvime o propadu (nofe), pfi a < 0 proudi tekutina od zdroje, ktery
pak oznacujeme za zridlo.

Vydatnost zdroje definujeme jako objem tekutiny, ktery protece za jednotku ¢asu libovolnou uzavienou plochou
obklopujici zdroj. Oznacime-li vydatnost zdroje @, 1ze psat

Q!vmds

Pro uvazované sféricky symetrické proudéni mizeme dosadit za v z (8.4.2)) takze

1
Q:/vmdsz—g/jfmd&
rer
S S

Zvolime-li uzavienou plochu (ktera je libovolna) ve tvaru koule o poloméru R, je jednotkovy vektor vnéjsi normély
dan vyrazem r/r, takze

r rr_

- n = — —=

T r2

a pro vydatnost zdroje dostavame
Q=-2 [ ds=-24R? = —4na. (8.4.3)

Odtud uz mazeme urcit konstantu a pomoci vydatnosti zdroje @, takze

__ Q1

8.4.2 Rovinné nevirivé proudéni idealni nestlacitelné tekutiny

Predpokladejme nyni, Ze proudéni lze diky urc¢itym symetriim studovat jen v néjakém rovinném fezu, ktery nam
pak podava dostatecnou informaci o celém proudéni. Pro rychlostni potencial ¢ pak plati dvourozmérna Laplaceova
rovnice

e  9%p
— + — =0. 8.4.5
ox? = Oy? ( )
Srovnejme tuto rovnici s rovnici struny
Pu 1 0%u 0
0x2 2otz
Vidime, ze rovnice jsou podobné, jestlize polozime ¢ — y, ¢? = —1. Vzhledem k d’Alembertovu feseni u = f(x + ct) +
+ f(z — ct) mtizeme zapsat téz obecné Feseni (8.4.5) ve tvaru
1 . X .
p=5f(@+iy) + (= —iy)]. (8.4.6)

2

Obé libovolné funkce musime zde brat jako funkce komplexné sdruzené, aby vysledné feSeni ¢ bylo redlné. Faktor 1/2
zde zavidime proto, aby funkce ¢ byla pfimo rovna redlné ¢asti f (z + iy). Obecné FeSeni (8.4.5)) je tedy ddno redlnou
¢asti libovolné analytické funkce komplexni proménné. Celou tuto funkci mizeme psét

f(Z) = <p(m,y) + W(%y)a (847)
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kde ¢ nazyvame konjugovanym potencidlem nebo proudovou funkci. Funkce f(z) se nazyva komplezni potencidal a
derivace f' = df/dz uréuje tzv. komplexni rychlost.

Vztah mezi funkcemi ¢ a 1) mizeme najit derivaci podle z a y. Znacime-li ¢arkou derivaci podle komplexniho
argumentu z = x + iy, je

0 o, 0z, O O
D= 1L - =222
) 0z Do .o

oy (2) = f/(z)@ =if'(z) = y +167y'

Vylou¢enim f’(z) ziskdme

Protoze ¢, 1 jsou realné, je tato rovnice ekvivalentni rovnicim

dp _ OY Op _ OY

=9y 9= o (8.4.8)

coz jsou znamé Cauchyho-Riemannovy rovnice, zarucujici analyti¢nost funkce f(z). Kiizovym zndsobenim rovnice

dostéavime
D00 0p0y _

ox O0x Oy oy 9,

neboli
V.V =0. (8.4.9)

Krivky ¢ = konst. a ¢ = konst. jsou vzajemné ortogonalni. Protoze v = Vi, jsou vztahy ¢ = konst. skutecné
rovnicemi proudnic; odtud pochéazi nazev proudova funkce pro 1.
Vsimnéme si jesté specidlné zvoleného komplexniho potencialu

Q—ir’
21

f(z) = In(z — z),
kde @, I' jsou konstanty a podivejme se, jaky hydrodynamicky problém je timto potencidlem popsan. Zavedeme-li
polarni souradnice se stfedem v bodé zy, lze psat

2 — 29 = r(cos? +isin®) = rel?

odkud o_ir
— _
f= o (Inr 4 id9).

Jestlize je I' = 0, plati
Q Q
4 2n ne v 2n
Vzhledem k (|L.1]) 1ze psat pro gradient skalarni funkce v kfivocarych souradnicich

dy dp Op 1 Op 1 d¢ 1 dp
Vo =—2 P P = — _—— _—
4 3S1el+ 38262+ 38363 H, aq161+ H, 56]2e2+ Hj 3(1363’

takze v polarnich soufadnicich pro nas pripad

_0p_ Q1 _Lop _

U e T T rag

Pro I' = 0 popisuje tedy zvoleny komplexni potencial centralné symetrické proudéni v roviné, analogické proudéni
vySetfovanému v Casti nebot proudové ¢ary ¢ = konst. jsou pfimky prochéazejici bodem z = zp; rychlost m4 jen
slozku radialni. Bod zy je zde zdrojem, @ je vydatnost zdroje.

Jestlize bude @ = 0 plati

r r
w= 2—19, Y= ~on Inr (8.4.10)
a slozky rychlosti jsou
_0 i
=5 v 2nr’

Proudové ¢ary 1) = konst. jsou v tomto pripadé kruznice r = konst. a proudéni se déje podél téchto ¢ar proti chodu
hodinovych rucicek. Veli¢ina I" je podle (8.2.11]) cirkulaci rychlosti.
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8.4.3 Obtékani prekazky (kruhového valce)

Posledni tilohou, kterou budeme v této kapitole fesit, bude obtékani kruhového valce. UvaZzme nevifivé stacionarni
proudéni idedlni nestlacitelné tekutiny; do tekutiny necht je umisténa piekazka ve tvaru kruhového vélce s osou z tak,
7e lze ocekavat, Zze nam dostateénou informaci poda studium celého problému v fezu kolmém na osu véalce, v roviné xy
(obr. . Oznacime-li v, rychlost tekutiny v bodé dostateéné vzdaleném od valce a ., prislusny rychlostni potencial
v tomto bodé, mizeme problém fesit tim, Ze vyfesime Laplaceovu rovnici pro rychlostni potenciél v polarnich

soufadnicich ,
10 Oy 1 0%p
pfi okrajovych podminkach
0
22—
or|,_.

Voo = Voo = UgoT COS T,

kde a je polomér valce.
Reseni (8.4.11) budeme hledat ve tvaru

¢ = R(r)0(9)

Y
coz po dosazeni dava (¢arkou jsou opét oznaceny derivace podle J/-

piislusnych argumentt funkei)

rd a9 \
Rar ) =g = 3

kde A je konstanta. Dostédvame tedy dveé rovnice

i

1/ 2 _
0" +A0=0 (8'4'12) Obr. 8.1: Obtékani valcové prekazky

d R

—(rR) = X*==0 8.4.13
SRy N =0, (8.413)
z nichz prvni ma feseni

© = acos A\ + (B sin A1,

které vzhledem k periodicité funkce O, tj. vzhledem k ©(¢) = ©(J+2n) vede k podmince A = m, kdem = 0,£1,+2,...
takze
© = a,, cosm¥ + (3 sin mJ.

Reseni (8.4.13) pro A = m = 0 ozna¢ime Ry a najdeme ze vztahu

dRy
o _ 4
"ar 0

odkud
Ry = Aglnr + By.

Pro m = £1, 4+ 2,... budeme hledat feSeni (8.4.13) ve tvaru R = r”~, takze
d

A (r.r”’_l) —m2ril =0,

odkud k12 = +m, takZze mame
Ry, = Apr™ + Bpyr™ ™.

Obecné Teseni tedy bude

o = Z Ry, (ty cosmd + B, sinmd) =

m=0
oo

Z (Apr™ 4 Bypr™™) (o, cosmid + By, sin md) +

m=1

+ (Agln’r‘—‘rBo)Oéo.
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Druhé okrajovd podminka ¢,, = vercos? nam dava Ag = 0, By = 0, A,, = 0 pro m # 1, 6,, = 0 a konecné
Ajraq cos® = veer cost, takie A1 = voo, a; = 1. Prvni okrajova podminka je

dp
— =0.
or|,_,
Po dosazeni do obecného feseni dostavame
890 - m—1 —m—1 :
e = Z (mAma — mB,,a ) (m cosmd + B, sinmdd) = 0,
r
r=a =1

coz bude splnéno pfi
m—1 —m—1
Aa = B,,a ,

tedy
B,, = A,,a®™, resp. B1 = A1d®.

Reseni vyhovujici danym okrajovym podminkam je

a2
© = Voo <r + r) cosv. (8.4.14)

Slozky rychlosti v libovolném bodé dostaneme v polarnich soufadnicich

0 a?
o a—f:voo <1—rz>cosz9
10 a?\ |
vy = ;a—z = Vs <1 + 7“2> sin ¥,
odkud vyplyva, Ze na povrchu valce
Uy = 0
vgl,_, = —2Vscsind.

Integral nevifivého proudéni idealni nestlacitelné tekutiny (8.3.11f) v horizontalnim smeéru a pii stacionarnim proudéni
lze psét

+11)2— +1v2
p 29 = Poo 2900

a protoze P lze polozit rovno nule, bude
I 2
p= 29 (Uoo —-v ) '

Silu, kterou ptisobi tekutina na vélec, vypocitdme podobné jako ve (8.3.6); v rovinné tloze integrujeme pfes kruznici
a dostavame silu, kterou tekutina ptisobi na jednotku délky vélce ve tvaru

21
Fr= 7/[p]7':a nadd.
0

Normaéla n mé slozky (cos®, sin®), takze pro z-ovou slozku této sily dostdvame

21 21 .
Fr, = f/[p]T:aacosﬂdﬂ: 7/ {29 (vgovz)] acos¥dy =
0 0 =

. 21 . 21
= 59/ [vz]rza acos¥d = 59/4&1}20 sin? ¥ cos ¥d = 0
0 0

a podobnym vypoctem pro y-ovou slozku také Fr, = 0. Mélo by tedy platit
Fr=0, (8.4.15)

coz je tzv. d’Alembertovo paradozon (hydrodynamické paradoxon): P¥i nevifivém proudéni kolem vélce by sila, kterou
ptisobi proudici kapalina na vélec, méla byt nulova (plati to i pro pfekazku libovolného tvaru). Ze zkusenosti je zndmo,
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ze tomu tak neni. I pro tekutinu zanedbatelné viskozity vznikaji vzdy v mezni vrstvé v blizkosti prekazky pohyby
castecek tekutiny — viry — které maji za nasledek, ze proudéni neni nevirivé, cirkulace rychlosti I" neni rovna nule.

Predpokladejme, Ze v redlném piipadé je proudéni popséno rychlostnim potencidlem , k némuz pridame
potencial popisujici jednoduché vifivé proudéni, takze cely potencial rychlosti bude

2 r
© = Vo (r—l— a) cos? + —1.
T 2n

2
Vp = Uso (1 — a2> cos v
r

Nyni plati

a2
Vy = —Uso (1 + 2) sint + —
r
apror =a je
U7‘|r:a = Oa
r .
Ve = o 2000 Sin .

Silu, kterou ptisobi tekutina na valec, vypocitame podobné jako v pfedchazejicim pfipadé. Pro silu na jednotku délky
véalce dostaneme

Fre, = 0
27 r 9 2 r
Fr, = Q/ —— — U4 sin ¥ asinydd = *Qa/ — Voo sin” 9dd) =
2 2na Ta
0 r=a 0
r 21
= —g—voo /sin2 IdY = — oMo
T
0

Vidime, ze tato sila pusobi ve sméru kolmém na rychlost v, a jeji orientace zavisi na znaménku cirkulace rychlosti
I" podél prekazky. P¥i vhodné volbé piekdzky (profilu) vzniké cirkulace ve sméru hodinovych rudicek, coz mé za
nasledek, 7e sila Fp je namifena vertikalné vzhiiru, takze téleso nadlehéuje. Rika se ji pak vztlak (hydrodynamicky
vztlak, té7 Zukovského sila).

Vztah pro Zukovského silu se zvlast vihodné odvozuje s pouzitim teorie funkce komplexni proménné; pomoci
tzv. konformniho zobrazeni lze najit vyhodny tvar profilu prekazky (kiidla), pfi némsz je vztlak optimalni, tzv. Zukov-
ského profil. Tento postup predstavuje vlastné teoretické zéklady letectvi.

8.5 Dynamika vazkych tekutin

A% (:é,sti jsme zavedli oznaceni ,elastické téleso* pro takové kontinuum, pro néz byl tenzor napéti funkei (linedrni)
slozek tenzoru deformace. Nyni zavedeme podobnym zpusobem pojem wazké tekutiny. Budeme tak nazyvat takové
kontinuum, pro které tenzor napéti bude funkei (opét linearni) slozek tenzoru rychlosti deformace é;;. V této zavislosti
zpravidla vydélujeme zv1ast zavislost typu platnou pro idealni tekutiny, takze piseme

Tij = —pdij + Tij, (8.5.1)

kde Ti’j je funkci tenzoru rychlosti deformace a byva nazyvan tenzorem trecich napéti. Vztah se nékdy oznacuje
za Navieruv-Stokestv zdkon.

Chceme-li najit konkrétni zavislost tenzoru Ti/j na tenzoru rychlosti deformace, mizeme pouzit formalni analogie s
odvozenim Hookova zékona pro izotropni télesa. Tekutina je izotropni, takze mizeme vztah mezi 7/; a é;; zapsat va

ij
tvaru analogickém ([7.1.2) o
Tz-lj = /\(51']‘19 + Qﬁéij, (852)

kde ¥ = 2221 érk, A, T se nazjvaji koeficienty vazkosti. Vztah 1) pak bude
Obecné pohybové rovnice tekutin vztazené na jednotku hmotnosti jsou

100 =
J

2o v (8.5.4)
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a zavedeme-li do nich (8.5.3)), dostavame

1 dp 0 [~0vg o [_[0v; 0Ov; ov; Oy
il — (3= — d J G; = — L, 8.5.5
Q{ 8xi+5‘xj ( 0xk)+8xj {,u <8xj+8xi>}}+ ot +8xjvj ( )
To jsou pohybové rovnice vazkych tekutin.
Pro ), i konstantni (homogenni tekutina) se (8.5.5) redukuje na

ov; ~ Ov; 10p M+7 0?v;
315 + 890]-1}] o Gl B

T
- = Av;. 8.5.6
0 0x; 0 O0z;0x; + 0 v ( )

Pro nestlacitelnou tekutinu plyne z rovnice kontinuity g;? = 0; rovnice 1' se pak redukuje na Navierovu-Stokesovu
rovnici pro vazkou nestlacitelnou tekutinu

8’Uz' 8vi o 1 8p
ot oz, Gi—

-+ vAwv;, (8.5.7)

kde v = % se nazyva kinematickd vazkost, it je dynamickd vazkost. Pro nestlacitelnou tekutinu nam tedy staci udat jen
kinematickou vazkost, tj. jednu veli¢inu charakterizujici tekutinu. Studujeme-li pohyb tekutin stlacitelnych, je tfeba
brat v Gvahu i veli¢inu X, coZ je tzv. druhd vazkost.

Vyznamnou praktickou aplikaci rovnice je studium stacionarniho proudéni vazké nestlacitelné tekutiny
trubici s kruhovym priifezem:

Necht tekutina proudi ve sméru osy z, v, # 0, v, = v, = 0. Protoze ¢ = konst., plyne z rovnice kontinuity %”; =0,
takZe musi v, byt funkci jen y a z, tj. v, = v, (y,z). Objemové sily zanedbavame. Rovnice (8.5.7) pak déva

B 10p 7. (0%v, O%v,
0 = _gax+g(8y2 072
10p
0 = —-2&
00y
190p
O —_— _Ea.

Z poslednich dvou rovnic vyplyva, Ze tlak neni funkci y a z, takze p = p(z). Proto v prvni rovnici mizeme misto
parcidlni derivace tlaku psat tplnou derivaci; kromé toho budeme znacit v, = v a dostdvame

v 0% 1d
guvgv_29 (8.5.8)
Oy? 022 Tndx

Predpokladejme nyni, Ze na sténé trubice je v = 0; zavedeme-li polarni soufadnice v roviné yz a predpokladame, Ze
proudéni je symetrické k ose vélce, tj. v # v(p), v = v(r), bude mit transformovany Laplacetiiv operator tvar

v 1 @

Av=-—+=
v dr?2 = rdr

a rovnice (8.5.8)) pak je

v 1dv _1d [ d 1d
Y U= < ”) - <P (8.5.9)

v - ra ar

Nalevo je funkce proménné r, napravo funkce x, takze ob€ strany této rovnice museji byt konstantni. Polozme

:ﬁdx'

b _,
de 7
p = ax+b.

Uréime-li tlaky p; a pz ve dvou mistech na ose 2 vzdalenych o I, bude a = —272 takze 1' nam da
1d dv 1 p1 — P2
——|r—)==a=- .
rdr \ dr I )

dv 1 72 n
r—=—a— +c¢
dr @mw 2 !

Odtud integraci

a dalsi separaci proménnych a integraci
2

r
v=—a— +c1lnr+ co.
n 4
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V tomto feSeni mame konstanty ci, co, ale jen jednu okrajovou podminku v = 0 pro r = R. Druhou podminku udéava
pfirozeny pozadavek, aby v byla koneénd v celém prifezu. Pfi r = 0 diverguje logaritmus a proto je tfeba polozit
c1 = 0. Okrajova podminka pak dava

_ L R
Co = ﬁa4,
takze L1
_ i 2 _p2y_P17DP2 o o
v—ﬁa4(r R) 17l (R r).

Rychlost je v prifezu rozdélena parabolicky.
Objem tekutiny, ktery protece prifezem za sekundu, je
R
= /v2nrdr _ TP p2) b (8.5.10)
8ul

0
coz je znamy Poiseuilletiv zdkon (nékdy zvany také Hagentv-Poiseuilletv zdkon): Mnozstvi tekutiny proslé kruhovym
prurezem trubice za jednotku casu je pfimo tmérné tlakovému spadu a ¢tvrté mocniné poloméru, nepiimo tmeérné
dynamickému koeficientu vazkosti.

Kdybychom srovnavali vysledky ziskané teoreticky ze vztahu s vysledky konkrétnich méfeni, dostali bychom
vétsinou znacné rozdily mezi teorii a praxi — kromé pfipadt, kdy bychom mérili pritok kapilarami. Divodem je to,
ze pri odvozeni Poiseuillova vzorce jsme predpokladali, Ze rychlost proudéni tekutiny ma v kazdém bodé smér osy
trubice. Takovému typu proudéni fikdme proudéni lamindrns.

Ukazuje se vSak, Ze pii vétSing typi proudéni, kterd se vyskytuji v technické praxi (az na zminéné proudéni
kapildrami) nen{ proudéni lamindrni, nybrz turbulentni. P¥i turbulentnim proudéni ztraci pole rozdéleni rychlosti
svij spojity charakter. Studujeme-li ¢asovou zavislost vektoru rychlosti v urc¢itém bodé turbulentné proudici tekutiny,
zjistime nepravidelné chaotické kmity (pulzace) rychlosti kolem uréité stfedni rychlosti.

Zatimco pfi lamindrnim proudéni jsme zjistili parabolické rozdéleni rychlosti tekutiny od stény trubice k ose, pri
turbulentnim proudéni je tato st¥edni rychlost prakticky neménna v celém prifezu, vyjma tenké vrstvicky v blizkosti
stény trubice. Rovnéz zavislost na viskozité se u turbulentniho proudéni témér neprojevuje.

Studiem turbulentniho proudéni se nebudeme zabjvat, nebof predstavuje velmi komplikovanou ¢éast teorie. Vy-
znamna je v8ak otazka vzniku turbulentniho proudéni, pfechodu od proudéni laminarniho k proudéni turbulentnimu.
Ukazuje se, ze kritériem pro tento pfechod je tzv. kritické Reynoldsovo cislo, veli¢ina, kterd se zavadi pii studiu
podobnosti dvou proudéni. Tohoto problému si v§imneme blize.

V technické praxi je Casto tieba fesit nékteré tkoly, jejichz teoretické zvladnuti je velmi ndro¢né a narazi na znacné
matematické komplikace. Proto se voli modelové situace a vysledky ziskané na modelech se pak aplikuji na problém
realny. Pritom je tfeba zajistit, aby situace na modelu odpovidala skutec¢nosti, nebo, fe¢eno v terminologii mechaniky
tekutin, aby proudéni studované na modelu bylo podobné proudéni v redlném problému.

Aby doslo k podobnosti dvou proudéni, musi byt vSechny veli¢iny charakterizujici kazdé z uvazovanych proudéni
odlisné jen méritkem. Proudéni nestlacitelné vazké tekutiny je plné charakterizovano veli¢inami x;, v;, Gy, t, o, p, V.
Oznacime-li veli¢iny charakteristické pro jedno proudéni indexem 1 (u vektorovych veli¢in jej pfipisujeme nahoru v
zévorce), pro druhé indexem 2, musi platit

2D = az® (8.5.11)
o = gl (8.5.12)
ta = 9t (8.5.13)
c?» = sqM (8.5.14)
g2 = £01
b2 = 1N
Ve = Kl

kde «, (3, v, 0, €, 1, Kk jsou konstanty tmeérnosti. Tyto konstanty vSak nejsou nezavislé - vzhledem k definici rychlosti
musi platit v = «/f.
Zapisme nyni Navierovu — Stokesovu rovnici pro proudéni s indexem 2:
(2) (2) (2)
v, n v, 2 _a® _ 1 Op2 y 0?v;
Oty oz ’ 02 9z? ? 02?92
J i J J

Dosadime-li sem z (8.5.11}|8.5.12} [8.5.13| a|8.5.14)), dostaneme

2 1) 1 1 2, (1)
ﬂi 81}1 + avz U(»l) — 6Gz(1) — l — apl —+ @ yla# . (8516)
« oty 3%(1) Ex \ 01 8;51(.1) a? ax§1’ax§1)

(8.5.15)
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Protoze i pro proudéni s indexem 1 plati Navierova — Stokesova rovnice, musi

2
é:é:i.igzlzlzlzl.
« ea  «
Odtud plynou tfi nezavislé rovnice, které volime takto:
3 n af
e 1. 2= =1, 8.5.17
ad TogB? "k ( )

Konstanty «, 3, § byly zavedeny jako konstanty imeérnosti pro slozky vektori; protoze se vSak nechceme omezovat na
soutfadnicovou soustavu, zavadime tzv. charakteristické veli¢iny — charakteristickou délku a, rychlost v a objemovou
silu G. Pak bude

Vo = ,6’01, G2 = (SGl

pri¢emz ¢islovani se uz vztahuje na tyto charakteristické hodnoty, nikoliv na slozky vektorti. Ze vztaht (8.5.17)) dosté-
vame podminky podobnosti proudéni dvou nestlacitelnych tekutin

az = aay,

2

2

U U1
asGo a1Gy ’
P2 _ DN
2 2
02V3 0107
V202 V11
V2 %51 ’

Je-li objemova sila silou tihovou, je G1 = G = ¢. Charakteristickou veli¢inu pro tlak zvolime rovnu p = gv? a
prostfedni rovnice je pfi této volbé splnéna automaticky. V tomto pfipadé nam za kritérium podobnosti slouzi rovnosti
zbyvajici. Obvykle zavadime

F = = Froudeovo cislo
ag

R = va Reynoldsovo cislo.
v

Jestlize maji dvé proudéni stejnd Froudeova c¢isla i ¢isla Reynoldsova, jsou tato proudéni podobné. Zanedbavame-li
objemovou silu (tihovou), je kritériem podobnosti dvou proudéni rovnost jejich Reynoldsovych éisel.

Ziskané vysledky plati pro nestlacitelné tekutiny a zpravidla si pod timto pojmem predstavujeme vyhradné ka-
paliny. Ve skuteénosti se vSak i plyny chovaji prakticky jako nestlacitelné, nebof zmény tlaku, které vznikaji pii
jejich pohybech, nejsou obvykle provazeny podstatnymi zménami hustoty. Plyn se prestava chovat jako nestlacitelné
prostiedi teprve pii rychlostech proudéni srovnatelnych s rychlosti zvuku.

Vratme se na zavér struéné k problematice turbuletniho a lamindrniho proudéni. Jsou-li dvé proudéni podobn4,
tj. maji stejné Reynoldsovo &islo, jsou bud obé laminarni, nebo obé turbulentni. P¥i nizkych R jsou proudéni lami-
néarni, pfi vysokych R jsou turbulentni. Hodnota Ry, pii které prechazi proudéni laminarni v turbulentni, je kritické
Reynoldsovo ¢islo. Tato hodnota silné zavisi na experimentalnim usporadani. Protoze se pfedpokladé, ze turbulentnost
je vysledkem uréitych poruch lamindrnosti proudéni (vznikajicich nap¥. pfi vstupu tekutiny do trubice), které se pak
prendseji pii R > Ry do celé proudici tekutiny (zatimco pii R < Ry se sta¢i utlumit), zavisi Rx na fadé faktori,
napf. na tom, zda okraj trubice je obly nebo ostry. Zpravidla se uvadi, ze pro proudéni v trubici kruhového prirezu
je Rx ~ 1700, pfitom vsak bylo pii vhodnych podminkéach dosazeno lamindrnosti proudéni az pfi Rx ~ 20 000 a
naopak jindy mize vznikat turbulence uz pii Rx ~ 1 000.

Kromé vyse zminénych charakteristik proudéni, tj. Froudeova a Reynoldsova ¢isla, se pfi nestacionarnim proudéni
zavadi jests Strouhalovo ¢islo (nazvané podle vyznamného ¢eského fyzika prof. C. Strouhala); pfi pohybu plynt velkymi
rychlostmi se pak zavadi jesté Prandtlovo a Machovo ¢islo. Témito otazkami se vSak uz zabyvat nebudeme.
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Priloha A

Matematicky doplnék

A.1 Kartézské tenzory

A.1.1 Definice a zakladni vlastnosti

i)

Z1

Obr. A.1: Soufadnice bodu v roviné ve
vzajemné otocenych soustavach

Pii transformaci kartézskych ortogonélnich soufadnic x;, xo v roviné
2122 otofenim o thel ¢ se soufadnice bodu transformuji podle vztahii (viz

obr. [A.1)

Ty = cospw +singrs

/ .
Ty = —SINEr;+ CosSYTs.

Tyto vztahy se daji také zapsat

/
7 = 01171+ 012T2

/
Ty = Q2171 + Q22%2,

pfiCemz a;; maji vyznam tzv. smérovych kosindi novych os, tj. jsou rovny
kosinu thlu, ktery svira i-ta ¢arkovand osa s j-tou osou necarkovanou.

Podobné vztahy mtuzeme najit i pfi transformaci otocenim soufadnicové soustavy v prostoru; pak lze psat

nebo kratce

T = 1121+ a1222 + a13x3

!
Ty = Q2121 1+ Q22%2 + A23X3

A
Ty = a31T1 + az2T2 + a3sTs,

3
r_ § : _
T, = Qi jTy5 = A5T4, (A].].)
Jj=1

kde jsme vyuzili Finsteinova sumacniho pravidla: Podle indexu, ktery se v soucinu vyskytuje dvakrat, s¢itame pfes

vSechny jeho hodnoty.

Podobnym zptisobem bychom mohli najit inverzni transformaci

Tj = ai; ). (A.1.2)

Smeérové kosiny a;; jsou vézany tzv. relacemi ortogondlnosti, které mizeme dostat takto: Dosadime-li z (A.1.2) do
(A.1.1), musi vzniknout identita, nebot obé transformace jsou inverzni. Proto musi platit

coz je splnéno, jestlize

’_ ’
Ty = QijQgj Ty,

1 i=k
Qij0k; = Oif = 0 ith

Naopak dosazenim (A.1.1)) do (A.1.2)) dostaneme podminku

Qij@ik = Ojk-
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Lze tedy psat
aikajr = agak; = 0ij, (A.1.3)

coz jsou hledané relace ortogonalnosti.
Determinant transformace D je definovan

a11 Gi2 a13
D = 21 A22 423 <A14)
as1 asz as3

Vypoctem s pouzitim se lehce piesvédéime, Ze plati D? = 1, takie D = +1.
Hodnota D = +1 charakterizuje transformace vlastni (otoéeni) a hodnota D = —1 charakterizuje transformace
nevlastni (zrcadlent).

Zadanim soufadnic bodu v prostoru méme z geometrického hlediska soucasné urceny slozky vektoru vedeného
z pocatku soufadnic k tomuto bodu; tyto slozky vektoru se tedy budou transformovat rovnéz podle zakona
resp. . Celou situaci nyni obratime a budeme naopak vektor definovat na zakladé transformacnich vlastnosti,
aniz bychom pfihlizeli k jeho geometrickému znézornéni.

Tii veli¢iny A; nazyvame slozkami vektoru, plati-li pro né transformacni vztah

A = a4 (A.1.5)
Znéasobenim dvou vektoru dostaneme
AiB, =T}, = a;janA; B = a;jan Ty

a muzeme definovat:
Devét veli¢in Tji, které se transformuji podle zakona

!
Ty = aijanTji (A.1.6)
nazyvame slozkami tenzoru druhého fddu (mluvime-li o transformacich, mdme vzdy na mysli ortogonalni transformace
kartézskych soufadnicovych soustav). Vidime, Ze pro definici je rozhodujici poéet smérovych kosint, jez v transfor-
macnim zakoné vystupuji. Mizeme tak definovat tenzor n-tého radu jako 3™ slozek transformujicich se podle zakona

Ti/j...l = QirQjs ... Lpg ¢ (A.1.7)
H—/ H’n,—/

n

Pro n = 1 dostdvame transformacni zakon pro slozky vektoru, které tedy miZeme pokladat za tenzory 1. fadu, pro
n = 0 mame definovany veli¢iny zndmé jako skaldry (tenzory nultého fadu).
Dtlezité jsou tenzory, pro které plati
Tij..0=Tji.1;

takové tenzory nazyvame symetrickymi v indexech ¢ a j; u tenzort druhého radu, kdy plati T;; = T};; mluvime pouze
o symetrickém tenzoru.
Plati-li
Tij..a=—Tji. .1,

nazyvame takovy tenzor antisymetrickym v indexech 7 a j; u tenzort druhého fadu opét mluvime jen o antisymetrickem
tenzoru.
Libovolny tenzor druhého fadu se da rozlozit na soucet tenzoru symetrického a antisymetrického

1

1
5 (Ti; +Tj:) + =

Tij = B

(T3, — i) - (A.1.8)

A.1.2 Pocetni operace s tenzory

Slucovat mtizeme jen tenzory stejného fadu; fad tenzoru se pfitom neméni (pouzili jsme tohoto pravidla uz pfi

formulaci (A.1.8)).

Ndsobenim tenzoru vznikéd tenzor, jehoz fad je roven souctu Fadid obou nasobenych tenzort. Presvédcit se o tom
muZzeme napft. znasobenim dvou vektort, jak jsme uéinili pfi odvozeni defini¢éni rovnice pro tenzor 2. fadu.

UZenim nazyvame takovou operaci, pfi niz dva indexy tenzoru klademe sobé rovny a pies vSechny jejich hodnoty
sCitame. PTi Gzeni se fad tenzoru snizuje o dvé jednotky. Napft.:

3 3

!
E Ti_jj = airajsajtTrst = E airTrss
Jj=1

s=1
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Index j, s nazyvame casto némym indexem. Specidlnim pfipadem tuzeni je vytvoreni skalarniho soucinu dvou vektort
! !/
A’LBl = airaisArBs = ATBT.

Ve fyzice je Casto dulezité srovnavat hodnoty vektorti a tenzori v riznych mistech a porovnavat pripadné zmény.
Potom vyZadujeme, aby hodnoty skaldrni veli¢iny, vektoru ¢i tenzoru byly definovany nejen v jednom bodé a predpis,
ktery zadava v kazdém bodé né&jaké oblasti (podprostoru, plose apod.) skaldr, vektor resp. tenzor nazyvame skaldrnim
vektorovym resp. tenzorovym polem.

Derivact tenzoru (tenzorového pole) podle invariantu (¢asu) se fad tenzoru neméni. Derivaci podle soufadnice se
rad tenzoru zvysuje o jednicku: Mame-li napt. skalarni funkci polohy

p(zi) = ¢'(x7),
milzeme psat
o' Oy Oz, Op
= = Qi
oz}, Oz, Ox} O

derivace se tedy transformuje jako vektor.
Pocitani s tenzory vyznamné zjednodusuje zavedeni Levi-Civitova tenzoru, jehoz slozky jsou rovny

e () jestlize jsou nékteré indexy stejné
e +1 tvori-li indexy 4, j, k sudou permutaci
e —1 tvori-li indexy %, j, k lichou permutaci.

Levi-Civittv tenzor znacime €;;;; je tedy

€123 = €231 = €312 = 1
€321 = €213 = €132 = —1
€112 — €113 — ... = 0

Pomoci €;;;, mzeme zapsat vektorovy soucin dvou vektort ve tvaru
(A X B)z = EijkAjBk. (A].g)

Dulezity je téz symbolicky vektor V o slozkach 9/0x;. Aplikujeme-li jej na skalarni funkci, dostavame slozky gradientu
skaldrniho pole (skaldrni funkce)

0
Vo= (grady), = = (A.1.10)
Aplikujeme-li jej na vektorovou funkci a zGzime v obou indexech, dostavame skalar zvany divergence vektorového pole
Ou;
V.u=divu = — Al11
u=divu oz, ( )
Soucin )
eijkai‘“ = (V.u), = (rot u), (A.1.12)
J
definuje i-tou slozku rotace vektorového pole u.
Prepisme jesté v tenzorové symbolice Gaussovu a Stokesovu vétu.
Gaussova veéta
/V.AdV:/divAdV:/A.dS:/A.ndS
1% v s s
se da zapsat
O 4y / AmndS (A.1.13)
= i 1.
6$i
v s
a je mozné ji zobecnit napf. pro tenzory 2. fadu, takze lze psat také
oT;;
axj dV = /Tijnde; (A.1.14)

zde n znaci, jak je obvyklé, vektor vnéjsi normaly plochy dS.
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Stokesovu vétu

§1§A.ds:S/(VxA).dszs/(mtA).nds

miizeme v na$i symbolice pfepsat ve tvaru

0A

J
S

A.1.3 Tenzory druhého fadu

Antisymetricky tenzor druhého fadu L splituje podminku L;; = —Lj;. RozepiSme nyni transformacni rovnici (A.1.6))
napi. pro ¢ = 2, 7 = 3. Dostaneme

/
03 = agraz Ly =
a1032L12 — asza31L12 + az2a33L23 — azzaszaLaz + azzaszi L3 — aziazzLla; =

L1s (ag1a32 — asza31) + Lag (azeass — assase) + La1 (agsasi — aziass).

Vyrazy v zavorkach jsou algebraické dopliiky prvki determinantu transformace A;j, pro néz vsak plati nasledujici
vztah: RozepiSeme-li relace ortogondlnosti ay;ar; = d;; napf. pro j = 2, dostaneme soustavu rovnic

aiiaiz + aziasze +asazz = 0
a12a12 + ag9a22 + azpazz = 1
0

a13a12 + 23022 + 433032 =
jejichz feSenim pro ais, ass, ags dostavame

A2 aziazz — az1ass

a12 = N
a2 = @
D )
aza — @
D
Plati obecné
aijD:Aij.

Vratime-li se k transformaci pro Ljs, zjistime, Ze mizeme psét
55 = D (a13L12 + a11 Loz + aiaL31)
nebo, polozime-li Log = Py, L3; = P>, L15 = Ps,
55 = P{ = D (a11 P1 + a12P> + a13P3) = Day; P;. (A.1.16)

L;; se tedy transformuje pfi vlastnich transformacich (D = +1) jako vektor, pfi nevlastnich transformacich s opa¢nym
znaménkem nez slozky vektoru. Mizeme jej proto reprezentovat vektorem P pfifazenym jeho tfem slozkdm, budeme-li
mit na paméti toto jeho chovani pfi transformacich zrcadlenim (nevlastnich). Vektor takto pfifazeny antisymetrickému
tenzoru 2. fadu nazyvame azidlnim vektorem (pseudovektorem), jeho slozky ziskdme ze slozek antisymetrického tenzoru
obecné podle vztahu

1
P = §€ijijk- (A.1.17)

Symetricky tenzor druhého radu spliiuje podminku S;; = Sj;. Médme-li v uréitém bodé prostoru definovan symet-
ricky tenzor, mtizeme do tohoto bodu prenést pocatek souradnicové soustavy 1, T2, T3 a vytvorit soucin S;;z;x;, ktery
je invariantni (skalar); jeho hodnota mtize byt kladnd nebo zadporna a vhodnou normalizaci mizeme vzdy dosdhnout,
aby byla rovna +1. Pak plati

coz je rovnice kvadratické plochy se stfedem v poc¢atku souradnic. Rovnici kazdé kvadratické plochy muzeme prevést do
soutadnicové soustavy hlavnich os, coz jsou takové osy, které maji tu vlastnost, Ze jejich smér je paralelni s normalou
kvadratické plochy v bodé, v némz hlavni osa tuto kvadratickou plochu protina. Je-li obecné plocha dana rovnici
F(z1,22,23) = 0, jsou smérové kosiny normdly dany OF/0x;. V nasem piipadé

FESijl‘iZ‘j:Flzo

149



a smérové kosiny normaly jsou

0 ox; ox;
87‘%]@ (Sijxixj F 1) = Sijaixkxj + SZ]xlTZL’]i = Sijdika:j + Sijxiéjk = 2Skj$j,

protoze S;; jsou slozky tenzoru v daném bodé a pfi derivovani se tedy chovaji jako konstanty. Zavedeme-li soufadnice
pruseciku hlavni osy s plochou vztahem

1‘]‘ = Raj
kde R je délka prislusné tzv. hlavni poloosy, dostaneme dosazenim do vztahu pro k-tou slozku normaly smérové kosiny

normaly v tomto priseciku
ZRSkjaj

a podle definice musi tento vyraz byt imérny k-tému smérovému kosinu tohoto hlavniho sméru, tj. musi
Skja; = Aay
kde A je faktor imérnosti, do néhoz jsme zahrnuli i konstantni vyraz 1/2R. Tuto rovnici mtzeme pfepsat ve tvaru
(Skj — 6xjA) a; =0. (A.1.19)

To je soustava rovnic pro urceni hlavnich smértu kvadratické plochy dané rovnici (A.1.18]). Podminka existence feSeni
je
S11— A S12 S13
521 522 - A 523 = 0, (A120)
531 532 S33 - A

coz je kubickd tzv. sekuldrni rovnice pro A. Jsou-li Si; redlné, jsou vSechny tii kofeny realné; prislusné smeéry jsou
vzéjemné kolmé. Ozna¢me kofeny A1 = S1, Ay = S3, A3 = S3. Polozime-li do sméri hlavnich os nové souradnicové
osy, budou smérové kosiny téchto os

agl) =1 aél) =0 aél) =0
agz) =0 aéZ) =1 a:(f) =0
af’) =0 ¥ =0 ag?’) =1

a slozky tenzoru

S11 =51, Sag = 52, S3z = S3, S12 =823 =531 =0

jsou tzv. hlavni (charakteristické) slozky tenzoru Si;. Z matematického hlediska jde o vlastni hodnoty matice Sy;
nazyvané nékdy také jejimi viastnimi cisly.

Protoze nalevo v je invariant, musi byt sekularni rovnice stejna v kazdé soustavé, specielné musi
byt identicka s rovnici

Si—A 0 0
0 S-A 0 |=o0
0 0 S3—A
Rozepsanim najdeme
-3 + A1/\2 — Ao XA+ A3 =0,
kde
Ay = Si+ S+ 83=>511+ 512+ S13 (A.1.21a)
S11 Si2 Saz Sas S Si3
Ay = 1S+ 2S5+ 5381 = A121b
? 17275258 5351 S12 Sz ‘523 S33 +’513 S33 ( )
S S12 Si3
Az = 51883=| 521 Sa2 Sa (A.1.21c)
S31 Sz2 Ss3

jsou zékladni invarianty symetrického tenzoru Sjy.
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A.1.4 Izotropni tenzory

nazyvame takové tenzory, které se pfi transformaci reprodukuji, tj. jejich slozky jsou stejné pred i po transformaci.
Izotropnim tenzorem 2. fadu je Kroneckerovo delta 6;; (Kroneckeriv tenzor); plati

s

;= Qik@ji0k = aigajr = 0;j.

Levi-Civittiv tenzor €;;; se transformuje podle zédkona

/
eijk; = Gj1QjmAkn€limr =

a;1 (@203 — aj3ak2) + @iz (aj3ap1 — aj1ax3) + ai3 (aj10k2 — ajoak1) =

a1 Q2 Q53

= a1 Qj2 453
Akl ak2  Qk3

Determinant napravo se chové pii vlastnich transformacich jako €;;, pfi nevlastnich jako —e;jx, takze lze psat
e'lijk = Deijk~ (A122)

Levi-Civituv tenzor se tedy chova pri vlastnich transformacich jako izotropni tenzor, pii nevlastnich se reprodukuje
s opacnym znaménkem. Izotropni tenzor 4. fadu ziskame linedrni kombinaci t¥1 moznych typi soucinti Kroneckerovych
tenzortd; piseme

Gijkt = Adij0r1 + Boikdji + Coydjp, (A.1.23)

kde A, B, C jsou skalary.
Izotropni tenzor 6. fadu je tenzor €;;;€;my. PTepiSme jej pomoci (A.1.22). Dostaneme

a1 Qi Q33 an a3 dit  dim  Oin
€ijk€lmn = | Qj1 Q52 Q53 Gm1l Gm2 Gm3 | =| 01 Ojm Ojn | =
K1 Gk2  Gk3 n1  Qp2  Gn3 Okt Okm  Okn

= 6il6jm6kn + 6im6jn6k:m - 51n63m§kl - 6im§jl6kn - 6zl6jn5km
Zuzenim tohoto tenzoru v indexech k, n dostaneme vyznamny vzorec
€ijk€imk = 0it0jm — Oimdji, (A.1.24a)

ktery je Casto pouzivan. Diky symetriim Levi-Civitova tenzoru jej 1ze prepsat i v jiném uziteéném tvaru tvaru

€ijk€kim = 0i10jm — Oim 0. (A.1.24b)
Dalsim tZenim pak ziskame vztahy
€ijk€lik = €ijk€kl; = 204, (A.1.25)
€ijk€ijk = 6, (A.1.26)
nebot v trojrozmérném piipadé plati ,
§ii=» 6i=1+1+1=3 (A.1.27)
i=1
A.2 Helmholtzova véta
Uvazujme vektorové pole F; necht
V.F=divF = p(x1,x2,x3) (A.2.1)
VxF=rotF = b(z,x2,23).

Helmholtzova véta tvrdi, ze F lze vyjadrit jako soucet dvou vektorovych poli
F=X+Y

pro néz plati
V. X =divX =0, VXxY=rotY=0.

Pole X nazyvame nezridlové, pole Y mevirove.

151



Diikaz:
Polozme
X=VxA=rotA, Y = -V = —grad ¢;

vektorové pole A neni urceno jednoznacné. Pak
F=V xA—-Vyp=rotA —grad ¢. (A.2.3)

Véta bude dokézana, jestlize se ndm podafi urcit A a . Aplikace operace divergence na (A.2.3) dava s pouzitim
(A21)

V.F=-V.(Vy) = —divgrady = —Ap = o (x1,22,73) ; (A.2.4)
aplikaci rotace na (|A.2.3)) s prihlédnutim k dostaneme
VxF=Vx(VxA)=rotrot A =V (V.A) - AA = b (v1,x2,73) . (A.2.5)

Protoze A nebylo urceno jednozna¢né mizeme zavést dalsi podminku V. A = 0 takze
—AA=0b ($1,$2,$3) . (A26)

Pole ¢ a A tedy muZeme uréit z Poissonovy rovnice (A.2.4]) resp. (A.2.6)). V teorii diferencidlnich rovnic se dokazuje,
Ze tyto rovnice maji feSeni, takze téZ ¢ a A existuji a véta je dokazana.
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Priloha B

Anglicko-Cesky slovnicek vybranych pojmu

Pfipojujeme maly slovnicek casto uzivanych vyrazi, s nimiz se ¢tenaf setkd v anglicky psané literatufe a na

internetu. Vyslovnost je uvedena podle slovniku [IJ.

anglicky termin vyslovnost cesky preklad
acceleration ok selo'reison zryhleni
action 'zekSon akce,ptisobeni
body bodi téleso
bracket "braekit zévorka
buoyancy boionsi vztlak
classical kleesikol klasicky
continuous kon 'tinjuos spojity
continuum (mn. &. continua) kon'tinjuom (kon'tinjuo) kontinuum

constraint
curl

curve
derivation
derivative
divergence
dynamics
energy
equation
equation of motion
fluid

force
formula (mn. ¢. formulae)
friction
gyroscope
identity
integral
law

liquid
loop

map
matrix (mn. é. matrices)
motion
orbit
particle
path
point
power
rigid

rigid body
root

kon 'streint
ko:1

ko:v
yderi'veiSon
di'rivotiv
dai'va:dZens
dai'nsemik
'enadzi
i'kweison
i'kweiSon of mousSon
"flu:id

fo:rs
'fo:mjulo
frikSon
dzairaskoup
ai'dentiti
intigral

lo:

likwid

lu:p

maep
meitriks (meitrisi:z)
mouson
o:bit
pa:tikl

pa:0

point

'paus
ridzid
ridzid bodi
ru:t

vazba, omezeni
rotace (vektorového pole)
kfivka

derivace

derivace, derivovana funkce
divergence

dynamika

energie

rovnice

pohybovéa rovnice
tekutina

sila

vzorec, vztah, predpis
tfeni

setrvacnik

totoznost, identita
integral

zékon

kapalina

smycka

zobrazeni, mapa
matice

pohyb

draha (obéznd)
Castice

cesta, draha

bod

vykon, mocnina

tuhy

tuhé téleso

kofen (rovnice), odmocnina
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anglicky termin vyslovnost cesky preklad

rule ru:l pravidlo

sum sam soucet, suma

summation sameison s¢itani

summation rule sameiSon ru:l sCitaci pravidlo

solution so'lu:son feseni

stream stri:m proud

stream line stri:m lain proudova ¢ara, proudnice
tangent teenzont tecna

tangential teenzenzol teCny

tension tenson napéti

theorem Biorom teorém, véta (mat., fyz. apod.)
theoretical Bio 'rotikal teoreticky

top top kaca, vlcek

trajectory traedziktori trajektorie, draha
transformation treensfo' meiSon tranasformace

velocity volosity rychlost

vortex vo:teks vir

vorticity vo:tisity viteni, vifivost

Literatura k priloze B

[1] Hais K., Hodek B.: Velky anglicko-cesky slovnik I.-IV. Academia, Praha 1991-1993.
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Rejstrik

akce fazovy prostor viz prostor fazovy
— Hamiltonova funkce
— zkracena — Eulerovsky homogenni
apex [77] ~ Hamiltonova [R4]
apsidalni vzdalenosti — harmonicka [I16]
axiom — hlavni Hamiltonova [03]
— nezavislosti silového ptisobeni — charakteristickd Hamiltonova viz akce zkracena,
axiomy — Lagrangeova [57]
— mechaniky (zakladni) [6] — proudova
— Rayleighova dissipativni
bod — Routhova
— obratu [I4] [20] — tlakova [133]
— vlastni 23]
Cauchyho kvadrika napéti[109 — vytvorujici kanonické transformace
cirkulace
— rychlosti [131] gradient (skalarniho pole)

Clausiustv virial (6]
hamiltonidn viz funkce Hamiltonova

Cary hlavni osy setrvac¢nosti
— soufadnicové hlavni slozky tenzoru [150)
— virové [[31] hlavni sméry

dislo — deformace
— Ciolkovského 48§ hlavni sméry deformace [I11]
— Froudeovo [143] hlavni sméry napéti [L09]
— Reynoldsovo hmotnost

— redukovana

deformace hmotny stied [43]
— malé 111 hodnota

degenerovany stav viz stav degenerovany — vlastni 127

derivace tenzoru hodograf

dilatace hybnost
— kubicka viz dilatace objemova — Gastice [0l
— objemova [T12] — soustavy Gastic

divergence (vektorového pole) — zobendné

Einsteinovo sumacni pravidlo charakteristické slozky tenzoru wviz hlavni slozky tenzoru

elastické kmity a viny chvéni viz vInéni stojaté

elipsoid
— deformace integral
elipsoid setrvacnosti — akce
energie — energie 59
— kineticka [10] — Poincarého
— — soustavy castic integral pohybu

— mechanicka — klasicky
— — celkova [I1] — prvni

— potencialni [I0] intenzita
— — celkové soustavy [45] — virové trubice viz intenzita viru
— — CAstice intenzita viru [131]
— — soustavy ve vnéjsich polich Izotropnimi [151
— — vnitinich sil 45

excentricita viz vystfednost jakobian
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jednoduchy tah [I16]
jednoduchy tlak [116]

kmity
— malé
— — stlacitelné tekutiny [I35]

— torzni [74]
koeficienty

— Laméovy [114]
konfigurace soustavy [81]
konfiguracni prostor [8]]
konfiguracni trajektorie [8]]
konstanta

— Gaussova [21]

— gravitacni 21]

— Poissonova
kontinuum
Kroneckerovo delta [I51]
kiivka

— balisticka [34]

Lagrangeovu funkci [57]
Lagrangeovymi soufadnicemi [55]
lagranzian viz funkce Lagrangeova
Laméovy koeficienty [4]

metoda
— Eulerova
— Lagrangeova [129]
modul
- Youngiv
moment
— devia¢ni
— hybnosti[J]
— — orbitalni @7
— — soustavy Castic [44]
— — spinovy [47]
— impulsu viz moment hybnosti
— kineticky viz moment hybnosti
— setrvacnosti [[2
— — hlavni [72]

— sily 9]

moment setrvacnosti
— poléarni

napéti
— normalova [108)
— te¢na [108

nasobeni tenzort [147
nevifivy pohyb
nora viz propad
nutace

ohnisko kuzelosecky

paradoxon

— d’Alembertovo
parametr

— kuzelosecky
plochy

— soufadnicové [3]

podminka

— rovnovahy kontinua [108
podminky

— kompatibility deformaci [I13]
pohyb

— libraéni [4]

— limita¢ni [4]

— nutacni viz nutace

— periodicky

— precesni viz precese

— vazany
Poincarého integral viz integral Poincarého
pokus

— myslenkovy Stevintuv [129
pole

— konzervativni

— nevirové [[51]

— neziidlové [151]

— silové

— — potencialové

— skalarni 14§

— tenzorové

— vektorové [[48]

— virové [131]
poloosa

— hlavni [[9]

— vedlejsi
potencial

— efektivni

— kineticky viz funkce Lagrangeova

— komplexni

— rychlostni [130)

— zobecnény [66]
prace

— sily
pravidlo

— sumacni Einsteinovo viz Einsteinovo sumac¢ni pravidlo

precese [7g]

— regulérni [75]
princip

— d’Alemberttiv 43

— d’Alembertiiv-Lagrangetiv [54]

— diferencialni 81l

— Gausstv B8]

— Gibbstv viz princip Gaussuv

— Hamiltontv [

— integralni

— Jacobiho

— Jourdaintiv 5§

— Maupertuistiv

— relativity [I05]

— superpozice [7]

— virtualni prace

— virtualni préaced [54]
princip d’Alembertiv
princip virtualni prace
profil

— Zukovského [140]
proménné akce —thel [97]

propad
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prostor

— fazovy

— konfigura¢ni viz konfigura¢ni prostor
proudéni

— laminarni [[42]

— neviiivé [[34]

— turbulentni
proudnice (130
proudova trubice viz trubice proudova
proudové vlakno viz vldkno proudové
primka

~ fidici 19

— uzlova
pseudovektor viz vektor axidlni

razy [65]
reakce vazby
relace ortogonalnosti [146
relativni prodlouZeni
rotace (vektorového pole)
rovnice
— Bernoulliho
— — &asova [[34]
— biharmonicka [116]
— Cauchyho-Riemannovy
— Ciolkovského viz Ciolkovského vzorec
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