Naleznéte rovnov. polohu kyvadla ve vlaku, ktery se pohybuje s konst. zrychlenim a”
Napovéda 1

rozhodneme, zda na lohu pohlizime z pohledu pozorovatele spjatého se zemi (inercialni vztazna soustava), nebo z pohledu pozorovatele ve
vlaku (neinercialni vztazna soustava). Nakreslime si obrazek kyvadla ve vlaku a zaneseme piislusné sily.

Reseni z pohledu inercidlni vztazné soustavy:

Kyvadlo se vii¢i pozorovateli pohybuje se zrychlenim a” a plisobi na n&j dvé sily. Sila tihova
F6—, ktera ptisobi svisle dold, a tahova sila zavésu Fz— , ktera pisobi ve sméru zavesu.
Vyslednici téchto dvou sil ozna&ime F~ . JelikoZ je kyvadlo spojeno s vlakem, bude vysledna
sila F~ umérna zrychleni, se kterym se vlak (a tudiz i kyvadlo) pohybuje.

Velikost tihové sily F~ Gje: |F~ 6|=mg, kde m je hmotnost kyvadla a g tihové zrychleni.
Velikost vysledné sily zname. Kyvadlo je spojeno s vlakem a spole¢né s nim se vzhledem k
inercialnimu pozorovateli pohybuje se zrychlenim a” . Velikost vysledné sily plisobici na
kyvadlo ziskame jako soucin velikosti zrychleni a hmotnosti kyvadla. Tedy:

|F” |=ma.

Podminku rovnovahy urc¢ime z pravouhlého trojahelnika, ktery tyto sily sviraji (viz obrazek).
Tedy:

tga=|F"|/|F" ¢|=ma/mg=a/g.

ReSeni z pohledu neinercialni vztazné soustavy:
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Kyvadlo je vii¢i pozorovateli v klidu. Tentokrat na néj plisobi tfi sily. Sila tthova F6—, ktera
pusobi svisle doldi, tahova sila zdvésu Fz—, kterd plsobi ve sméru zavesu, a setrvacna sila
Fs—, ktera piisobi proti sméru zrychleni vlaku. Vyslednice té€chto tii sil musi byt nulova,
protoZe vici pozorovateli je kyvadlo v klidu.

Velikost tthové sily F~ G je:



|F” 6|=mg, kde m je hmotnost kyvadla a g tihové zrychleni.
Dale zname velikost setrvaéné sily F~ s. Je tmé&rna zrychleni vlaku a” :
|F” s|=ma.

Podminku rovnovahy ur¢ime z pravouhlého trojuhelnika, ktery tyto sily sviraji (viz obrazek).
Tedy:

tga=|F"s|/|F” ¢|=ma/mg=a/g.

Ze srovnani vysledkt pro rovnovaznou polohu z pohledu inercialni a neinercialni soustavy
vyplyva, Ze rovnovazna poloha nezavisi na volbé vztazné soustavy.

Necht je dan potencial:

@(r’,t)=e-e+y2)*sin(z) * (t/t+1).

Ptedpokladejme, ze se v daném potencialnim poli pohybujeme po Sroubovici, dané
parametricky:

x(t)=Rcoswt, y(t)=Rsinwt, z(t)=At,
kde R, w a 4 jsou konstanty.
(a) Urcete parcialni derivace potencidlu podle soufadnic x, y, z.
(b) Urcete parcialni derivaci potencialu podle ¢asu.
(c) Urcete totalni derivaci potencialu podle ¢asu pti zadaném pohybu.
Veli¢iny dosazujeme v zakladnich jednotkach. Ve vyjadieni potencialu by mély byt jeste
rozmérove konstanty, které by zarucily to, ze by argumenty funkci byly bezrozmérné. Tyto
konstanty vSak z divodu piehlednosti vynechame.
Pro urenti parcialnich derivaci si sta¢i uvédomit, ze @(r” ,t)=@(x,y,z,t) je funkci soufadnic a
Casu, ale pfi pocitani parcialni derivace bereme proménné, podle kterych nederivujeme, jako
konstanty.
(a) Parcialni derivace potencidlu podle jednotlivych kartézskych soutadnic maji tento tvar:

dp(r~ ,t)0x=-2x*e-(x2+y2)sin(z)t/t+1,

dp(r~ ,t)0y=-2y*e-(x2+y2)sin(z)t/t+1,

0p(r’ ,t)0z=e-(x2+y2)cos(z)t/t+1.

(b) Pro parcialni derivaci podle ¢asu plati:

dp(r” t)0t=e-(x2+y2) *sin(z) *1/(t+1)2



(a) Parcialni derivace potencialu podle jednotlivich kartézskych souradnic ma;
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(b) Pro parcialni derivaci podle ¢asu plati:
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(c) Pro totalni derivaci podle ¢asu pfi zadaném pohybu plati:
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Zapiste vyslednou silu jako vektor.

Celkoveé Feseni

Ze zadani zname vyjadreni potencialni energie v kartézskych souradnicich. Vyslednou silu tedy ziskame

velmi snadno podle vztahu:

ﬁ"=_gradV=_(3V av aV)_
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Rozepiseme si vektor sily F po slozkich a spoéitiame potifebné derivace:
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F, = —g = —bBysin(byz).
Zapis sily ve vektorové podobé vypada takto:
F=(F,,F,F,)= (Azﬂe—“? (g:ny _3), %f’e—“'—: _ bBzsin(byz), —bBysin[byz)) .

Vypocet sily z potencialni energie
Uloha éislo: 946

Necht je dana potencialni energie:
q Y
V(r) = V(z,y,z) = Az”e "7 — Bcos(byz),

kde A, a, B a b jsou konstanty.

Urcete prislusnou silu:
F=(F,, F,, F,).

Konstanty 4, a. B a b mimo jiné zajistuji, aby argumenty funkei byly bezrozmérné.

‘ Napovéda 1 |

‘ Napovéda 2 |

Rozepiste vektorovou rovnici pro silu (viz predchozi ndpovéda).
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http://reseneulohy.cz/520/potencial-vysledneho-gravitacniho-pole-mezi-zemi-a-
mesicem?context=13

Princip virtualni prace

Naleznéte rovnovazné polohy matematického kyvadla hmotnosti m a délky / v homogennim
gravitatnim poli o tthovém zrychleni g pomoci zobecnéného principu virtudlni préce.

Pocatek kartézské soustavy souradnic umistime do uchytu kyvadla. Vyieste ulohu pro ptipad,
7e si za parametr urcujici polohu kyvadla vezmeme jeho okamzitou vychylku ¢, 1 pro piipad,
ze ulohu budeme fesit v kartézskych soutadnicich x, y.

Poznamka: Obvykle definujeme matematické kyvadlo jako hmotny bod na nehmotném
vlakné. Pro vypocty vSak neuvazujeme, Ze by se vlakno mohlo ohybat. Spise si tedy
pfedstavujme ,.,hmotny bod na nehmotné tycce*
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Napiste podminky, které musi pohyb kyvadla spliiovat vzhledem k parametru ¢ a v
kartézskych soutadnicich.

Staci si vzpomenout na parametrickou a sttedovou rovnici kruznice.

Jaké sily na kyvadlo pusobi? Které jsou vazebné a které aktivni?

Na kyvadlo plisobi gravitacni sila:

F ¢=(0, mg)
a tahova sila provazku. Ta je ovSem silou vazebnou, takze ji vykonand virtuélni prace bude
vzdy nulova. Pasobi tedy jedind aktivni sila, a to pouze ve sméru kartézské osy y. Miizeme
psat:
Fy=mg.

Nyni bychom potiebovali ur€it vektor virtualnich, infinitezimalné malych posunuti
slu¢itelnych s vazbami. Budeme ho ale potfebovat ,,cely*? Nestacila by ndm jen jedna slozka?

e ReSeni napovédy 3

Zobecnény princip virtudlni prace lze zapsat vztahem:
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Yi=1iNF~ i-6r” i=0.
Jedna se tedy o sumu skalarnich soucinii vSech aktivnich sil plisobicich na systém N Castic s
jejich vratnymi, virtualnimi, infinitezimalné malymi posunutimi slu€itelnymi s vazbami je
nulova. F~ ije vyslednice sil plisobici na i-tou &astici, 61 ije vektor nekone¢n& malého
posunuti sluc¢itelného s vazbami i-té Castice.
Pro jednu ¢astici v dvoudimenziondlnich kartézskych souradnicich mizeme psat:
(Fx,Fy)'(dX,dy)=0,
kde F,, F) jsou slozky vyslednice aktivnich sil.
V nasem ptipad¢ tedy dostavame: (0,mg)-(dx,dy)=0.

Sta¢i nam proto pracovat s rovnici: mgdy=0.(3)

Napiste vztah pro virtudlni, vratné, infinitezimaln¢ malé posunuti dy slucitelné s vazbami
danymi rovnicemi (1) a (2).

Parametrizujeme-li podle vychylky ¢ dostavame jednoduse:

Y(p)=Icoso,
dy=-Isinpde.

O néco slozitéjsi bude vyjadieni z vazebné podminky (2) pro kartézské soutadnice. Pokud
plati: x2+y2=12,(2)

pak diferencovanim rovnice dostaneme: 2xdx+2ydy=0

a po Upraveé: dy=-xydx.

Dosazenim za x z (2) pak dostaneme: dy=xl2-y2—-——-—- Vydx.

e Znaménko neni jednoznacné, protoze x neni z vazebné podminky (2) jednoznacné urceno.

Nyni staci spravné dosadit do vztahu (3). Ujistéte se, Ze rovnice ziskané na zaklad¢é vazebnych
podminek (1), (2) maji feSeni o shodném fyzikalnim vyznamu.

Nejdtive vztah (1*), tedy parametrizace pomoci vychylky ¢:
-mglsingpde=0.
Vykratime konstanty a dostavame rovnici:
sing=0,

ktera ma dvé feSeni:
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@1=0,
Q2=TI.

(Dalsi, o periody posunuta feseni maji stale stejny fyzikalni vyznam.)
Ted’ se vénujme vazebné podmince (2):
tmgl2-y2—————- Vydx=0.

Vykréatime konstanty:

a dostavame rovnici v podilovém tvaru, jejiz feSeni se omezuje na feSeni rovnice:

[2-y2=0,
jejiz koteny jsou:
yi=l,
y2=-1.

¢ (Ani jedno feSeni neni nula, neznama ve jmenovateli tedy nevadi).

MiiZzeme snadno ovértit, ze jde jen o dveé rliznym zplisobem zapsané, ale geometricky shodné
polohy. Rozmyslete si, o jaky typ rovnovazné polohy se jedna (stabilni, labilni, indiferentni)?

e Reseni
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Reseni

Napiseme rovnice polohy kyvadla vzhledem k moZnim parametrizacim.

Podle vychylky ¢:

z(p) = Ising

ylp) =lcosyp
a v kartézskych soufadnicich:

T+ yz =P

Vektor gravitaéni, jediné aktivni plisobici sily ma nenulovou pouze svou vertikalni slozku
Fy = (0,mg).

Zobecnény princip virtudlni prace se nam tedy zredukuje na tvar:

F,dy=o.
Diferencovdnim vztahii (1) resp. (2} dostavdame:
dy = —Isin pdyp,
resp.
dy = :I:? dz.

Dosazenim dostavame zobecnény princip virtualni prace ve tvarech:

—mglﬁinsf’dﬁf’ =0,

Vzhledem k tomu, Ze se jedna o rovnice v souéinovém tvaru, nejednoznacénost znaménka pfed celym

vyrazem v druhém vztahu FeSeni neovlivni.

Regenim téchto rovnic pro parametr ¢, resp. y, dostdvame:

1)

(2)



Refenim téchto rovnic pro parametr @, resp. y, dostdvdme:
¢ =0 ;=1

wa=wye=—1
Pro 1iplnost miZeme doplnit, Ze dosazenim do vazebné podminky (2) dostaneme:
Iy = Iy — 0.

MiZeme snadno ovéfit, Ze jde jen o dvé riznym zplisobem zapsané, ale geometricky shodné polohy.

Rozmyslete si, o jaky typ rovnovainé polohy se jedna (stabilni, labilni, indiferentni)?

Odpovéd’

Kyvadlo ma dvé rovnovainé polohy. Ty mohou byt popsany ekvivalentnimi podminkami:
i =0 odpovida gy =1 A z; =0,

s = odpovidd gg = I A T3 =0.

‘ Komentar — stabilni a labilni poloha

Kyvadlo ma rovnovazné polohy v nejvyssim a nejnizéim bodé, do kterého se mize dostat (horni a dolni
tvrati).

Jeho potencialni energie nabyva maxima v nejvy3iim bodé — jedna se tedy o polohu labilni — a naopak

v

nejnizél moznou potencialni energii ma v nejnizéim bodé své trajektorie — zde je tedy v poloze stabilni.

‘ Komentar — kyvadlo na vlakné

Pokud bychom skuteéné uvazovali, ze zavazi kyvadla je zavéseno vlakné (které mu nedovoli vedalit
se do vétdi vzdalenosti od uchyceni nez I, ale umo#ni mu pohyb ve vzdalenostech mensich), nikoli

e

na nedeformovatelné tyéce, pak je jasné, ze rovnovaznou polohu v nejvyssim bodé mit nemnze.

Zavazi na tyvéce se lisi od zavazi na vlakné matematickou formulaci vazebné podminky. Pro kyvadlo

na nedeformovatelné tyéce je vazba oboustranna:

24y =P,

zatimco pro kyvadlo na vldkn¢ je pouze jednostranna:
x2+y2<l2.
Reseni by v tomto piipadé bylo podstatné sloZité&jsi, protoze z podminky mimo jiné vyplyva,

ze kyvadlo ma dva stupné volnosti. MiiZe se pohybovat nejen po obvodu kruhu, ale 1 v jeho
vnitini oblasti.

Valec na naklonéné roviné
http://reseneulohy.cz/742/prvni-integraly-lagrangeovych-rovnic



