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KARDINALNI CISLA

Definice.

Ttidu, do které patii mnozina A z neprazdného systému mnozin M a vSechny
mnoziny z tohoto systému, které jsou s mnozinou A ekvivalentni, nazveme kardinalni ¢islo
mnoziny A. Kardinalni ¢islo mnoziny A budeme znacit: |A|

Poznamka:
Pro kardinalni ¢islo mnoziny se uziva také pojmu mohutnost mnoziny.

Piiklad:

V ptikladu v minulé lekci relace ekvivalence mnozin rozlozila zadany systém mnozin
A=1{1,2,3}, B={a,b,c}, C={t,u}, D={l,a,x,y}, E={a}, F={o, x},
G={x,y,z}, N={1,2,3,4,...}, P={510,15,20,..}, H={[t, t], [t,u]}, K= {o}.
na nasledujici tfidy:

Ti={A,B,G}, T.={C,F,H}, T;={E,K}, Ts4={D}, Ts5={N,P}.

Ttida T je kardindlnim ¢islem kazdé z mnozin A, B, G. Muzeme psat T1 = |A| = [B| =|G|.
K oznaceni tfidy, tj. kardinalniho ¢isla, si mtizeme vybrat kteroukoli z mnozin patficich do
této tiidy. Kazda z téchto mnozin dané kardinalni ¢islo (danou tfidu rozkladu) reprezentuje.
Ttida T: je kardinalnim ¢islem mnoZzin C, F, H, tedy T> = |C| = |F| = |H]|.

Tz = |E|, Ts= |N| = |P|, atd.

Pro kazdé dvé mnoziny X, Y plati: Kardindlni ¢isla mnozin X, Y se rovnaji, pravé kdyz jsou
mnoziny X, Y ekvivalentni. [X|=[Y| & X~Y

Ukol:
Uvazujte systém vSech mnozin M.
a) ZapiSte vyctem prvkl alespon dvé mnoZziny, které maji stejné kardinalni ¢islo jako
mnoZina D z ptedchoziho ptikladu.
b) Zapiste vyctem prvkii mnoZzinu R tak, aby [R| = |L|, kde mnoZina L = {t, u, v, X, y}.

Definice:

| Kardindlni ¢isla kone¢nych mnozin nazveme prirozenymi €isly.

Poznamka:

Kardinalni ¢islo mnoZiny L tedy nazveme ,,pét* a ozna¢ime |L|=>5.

Z uvedenych piikladl je ziejmé, ze kardindlni ¢islo konecné mnoziny vyjadiuje spolecnou
vlastnost této mnoziny a vS§ech mnozin, které maji stejn¢ prvkl jako tato mnozina, tj. jsou
stejn€ pocetné.

Definice.

Jestlize |A| # |B| a mnozina A je ekvivalentni s vlastni podmnozinou mnoziny B, fikdme, ze
kardinalni ¢islo mnoZiny A je mensSi neZ kardinalni ¢islo mnoZiny B, piSeme |A|< |B]|.

Priklad:
Uvazujme mnoZiny z minulého ptikladu,



Strana 2
M. Vanurova, J. Beranek, K. Matouskova
Katedra matematiky Pedagogicka fakulta Masarykovy univerzity v Brné

. A=1{1,2,3}, B={a,b,c}, C={t,u}, D={1,a,x,y}, E={a}, F={o, x},
G={x,v,z}, N={1,2,3,4,....}, P={510,15,20,...}, H={[t, t], [t,u]}, K= {o}.
Plati napt. |C|< |B|, protoze |C| # |B| a C je ekvivalentni napt. s mnoZinou {a, b}, coZ je
prava podmnozina mnoziny B.

IH|< |D|, protoze [D| # [H| a H~D", D" c D, napt. D" = {x, y}.

Ale pozor: 1kdyz P je pravou podmnozinou mnoziny N, je [P| = |N|, protoze P ~N.

Séitani a nasobeni kardinalnich ¢isel

V dal$im textu budeme pracovat se systémem mnozin M, ktery obsahuje prazdnou mnozinu,
jednoprvkovou mnozinu, s kazdymi dvéma mnozinami A, B i jejich sjednoceni A U B a jejich
kartézsky soudin AxB a také s kazdymi dvéma mnoZinami A,B i mnozinu B, ktera je

s mnozinou B ekvivalentni (B ~ B") a s mnozinou A disjunktni (AN B = 0)

Definice.

Jestlize pro mnoziny A, B ze systému mnozin M plati An B= 0, pak
souctem kardinalnich cCisel |A|, [B|] rozumime kardinalni ¢islo sjednoceni mnozin A, B,
tj. |A] + |B| = |AUB]J.

Priklad:

Vypoctéte soucet kardindlnich ¢isel
a) mnozin A, B, kde A={a,b,c}, B={l1,2},
b) mnozin A, B, kde A={a,b,c}, B={a,x}.

ReSeni:
a) An B= 0, tedy |A| + |IB| = |AUB|, tj. |A] + |B| = |[{a,b, ¢, 1, 2}]
Srovnejte: |A|=3, |B|=2, 3+2=5=]AUB|.

b) An B # O, mnoZiny A, B maji spolecny prvek. K urceni souctu kardindlnich ¢isel si
tedy musime zvolit jiného reprezentanta jednoho z kardinalnich ¢isel, napt. misto
mnoziny B zvolime jinou mnozinu, ktera je s ni ekvivalentni (tedy také ma stejné
kardinalni ¢islo s B) a kterd je soucasné s tou druhou mnoZinou (tedy s A) disjunktni
(nemad s ni spolecné prvky):

Napt. zvolime C = { ,q}. Plati C~B a AnC= 0.
Pak |A|+|B| = |A|+|C|] = [Au(C], .

|{a,b,c}| + |{a,x}| = |{a,b,c}| + |{ ,q}| = |{a,b,c}u { ,q}| = |{a,b,c,p,q}|.
Srovnejte: |A|=3, [B|=|C|=2, 3+2=5=]AuUC]|.
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Definice.

Soucinem kardinalnich ¢isel |A|, |B| rozumime kardinalni ¢islo kartézského soucinu
mnozin A, B, tj. |A|-|B|] = |[AxB]J.

Priklad:
Vypoctéte soucet kardindlnich ¢isel mnozin A, B, kde A = {a,b,c}, B= {a, x}.

Reseni:
Srovnejte: |A|=3, [B|=2, 3:-2 =6 = |AxB]|.

Ve cviceni dokdZeme, ze s¢itani i ndsobeni kardindlnich ¢isel jsou operace neomezené
definované, asociativni, komutativni na mnoziné kardindlnich ¢isel a ze kardinalni ¢islo
prazdné mnoziny je neutrdlnim prvkem vzhledem ke séitani kardindlnich ¢isel a kardinalni
¢islo jednoprvkové mnoziny je neutralnim prvkem vzhledem k nasobeni kardinalnich ¢isel.




