Cast 1T

Domaci prace: zadani a reseni
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MAQ0002 — 1. domaci 1kol

CvicCeni 1.1 Mezi meésty A a B vede 5 cest, mezi mésty B a C vedou 3 cesty.
Kolik existuje navzdjem riznijch cest z A do C pFes B?

Cviceni 1.2 Kolika zpisoby lze na Sachovnici vybrat jedno bilé a jedno cerné
policko?

Cviceni 1.3 Kolika zpiisoby lze ze 32 karet vybrat krile a ddmu?

Cviceni 1.4 Kolika zpisoby mizZeme vybrat jednu souhldsku a jednu samo-
hldsku z pismen dangch slov?

(a) LAVICE
(b) KOLEJ

Cviceni 1.5 Na tenisovém turnaji, kde hrdl kaZdy hrdc s kazZdym prdvé jed-
nou, se odehrdlo 91 zdpasi. Kolik se ho zicastnilo hrdcu?

Cviceni 1.6 Kolik hrdci se ziucastnilo Sachového turnaje, jestliZe kazZdy hrac
hrdl s kaZdym prdvé jednou a bylo odehrdno 21 partii?

Cvicéeni 1.7 Mdme 28 kostek domina. KaZdd kostka md dvé policka, na kaz-
dém policku je 0 aZ 6 tecek a kostky domina jsou navzdjem rizné).

(a) Kolik kostek domina md soucet tecek v obou polovindch 7 nebo 117

(b) Kolika zpiisoby miZeme z 28 kostek domina vybrat dvé tak, abychom je
mohli pFiloZit k sobé?

Cviceni 1.8 V balicku 32 riznijch karet je 16 karet cervenych (srdce a kdry)
a 16 cernych (piky a kiize). Kolika zpisoby miZeme z balicku vybrat pétici
karet tak, aby mezi nimi bylo cervenyjch karet vice neZ cernijch?

Cviceni 1.9 Kolika zpusoby lze rozdéelit zlatou, stFibrnou a bronzovou me-
daili mezi 19 zdvodniki?

Cviceni 1.10 Kolika zpisoby lze z 25 ¢lenii spolecnosti vybrat predsedu, mis-
toptedsedu, tajemnika a pokladnika?

Cvi€eni 1.11 Kolika zpiisoby lze srovnat do policky 20 riznych knih? (Knihy
zaberou beze zbytku celou policku.)

Cviceni 1.12 V roviné je ddno nékolik primek, z nichZ Zddné dvé mejsou

rovnobézné a Zddné tii se neprotinaji v jediném bodé. Kolik primek je ddno,
pokud tak vznikne 55 rizniyjch prisecickd?
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Cviceni 1.13 Kolik rizngch triténovych popévki lze vytvotit z osmi toni?

Cviceni 1.14 Kolika zpiisoby lze na Sachovnici 8 x 8 rozmistit véz, koné,
krdle a ddmu?

Cviceni 1.15 Kolika zpisoby lze ze tridy o 30 Zdcich vybrat trojici ndstén-
kar, Satndr a pokladnik? (Kazdé dité md jen jednu ,funkci®.)

Cviceni 1.16 Kolika zpisoby lze sestavit tritonovy akord z osmi rizngch
tona?

Cviceni 1.17 Kolika zpisoby lze v krabicce usporddat 12 pastelek?

Cviceni 1.18 Kolika zpisoby si miZete v ruce do véjiie setadit 8 karet,
které Vam byly rozddny?

Cviceni 1.19 Kolik existuje devitimistnijch telefonnich éisel, v nichZ se ne-
vyskytuje nula a Zddnd cifra se neopakuje?

Cviceni 1.20 Kolika zpisoby lze na Sachovnici rozestavit ctyri stejné pé-
Saky?

v

Cviceni 1.21 Kolika zpisoby lze ze tiidy o 30 Zacich vybrat 6 Zdki pro vo-
lejbalovy turnag? (Na viykonnosti nezdleZi.)

Cviceni 1.22 Kolika zpisoby lze vybrat 8 karet z 327

Cviceni 1.23 Urcete, kolik riznijch ,slov” vznikne zaménou potadi pismen
slov:

(a) POPOCATEPETL
(b)) ABRAKADABRA
(¢c) ACAPULCO
(d) ACONCAGUA
Cviceni 1.24 Necht jsou ddna pismena a, b, ¢, d, e, f, g.
(a) Kolik ,slov® o péti pismenech se z nich dd sestavit?
(b) Kolik lze takovych ,slov sestavit, pokud se pismena nesmi opakovat?

Cviceni 1.25 Kolika zpisoby lze darovat 5 rizniyjch kniZek trem riznym li-
dem, mdme-li alespori 3 kusy kazZdé kniZky a dostane-li kaZdy clovék jednu
knihu?

Cviceni 1.26 Kolika zptisoby si miZe 15 déti ve vijtvarném krouZku vybrat,
které ze tii zvirdtek budou malovat? (KaZdy bude malovat jedno zvifdtko,
mohou vichni malovat to stejné.)

Cviceni 1.27 Kolik riznijch trojic cisel miZe padnou pri hodu tiemi stej-
nymi kostkami?

Cviceni 1.28 Kolika zpusoby lze vybrat 8 karet z 32 karet ¢tyr barev, pokud
ndm zdleZi pouze na barvé karty, nikoliv na jeji hodnoté?

Cviceni 1.29 Kolika zpisoby lze ze sdcku, v némzZ je 5 kulicek zelenyjch,
4 modré, 3 cervené a 7 Zlutyjch vybrat trojici kulicek?
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P

MAO0002 — teSeni DU ¢. 1

CvicCeni 1.1 Mezi meésty A a B vede 5 cest, mezi mésty B a C vedou 3 cesty.
Kolik existuje navzdjem riznijch cest z A do C pFes B?

Reseni:
7Z mésta A do mésta B muzeme zvolit cestu péti zplisoby, nezavisle na tom

z mésta B do mésta C miizeme dojit tfemi zpusoby. Diky nezavislosti téchto
voleb miizeme pouzit pravidlo soucinu, tedy 5-3 = 15.

EXISTUJE 15 NAVZAJEM RUZNYCH CEST Z A DO C PRES B.

Cviceni 1.2 Kolika zptisoby lze na Sachovnict vybrat jedno bilé a jedno cerné
policko?

Regent:

Standardni Sachovnice mé 64 policek, polovinu bilych, polovinu Cernych.
Méme tedy 32 moznosti k vybéru bilého policka, stejné tak mame 32 moz-

nosti k vybéru ¢erného policka. Tyto vybéry jsou na sobé& nezavislé, proto
pouzijeme pravidlo sou¢inu a dostavame 32 - 32 = 1024.

NA SACHOVNICI MUZEME VYBRAT JEDNO BILE A JEDNO CERNE POLICKO
1024 zpPUSOBY.

Cviceni 1.3 Kolika zpiisoby lze ze 32 karet vybrat krile a ddmu?

Regent:

V sadé 32 karet mame ¢ty¥i barvy (naptiklad ve francouzskych kartach srdce,
kary, piky a kfize), v kazdé barvé existuje jeden kral a jedna ddama. Mame
tedy 4 krale a 4 damy. Krale mohu z balicku karet vybrat ¢tyfmi zptisoby,
nezévisle na vybéru krale mohu vybrat ¢tyfmi zptsoby i ddmu. Diky nezéa-
vislosti vybérti pouzijeme pravidlo soucinu, tedy 4 - 4 = 16.

KRALE A DAMU MUZEME Z 32 KARET VYBRAT 16 ZPUSOBY.

Cviceni 1.4 Kolika zpisoby mizZeme vybrat jednu souhldsku a jednu samo-
hldsku z pismen dangch slov?

(a) LAVICE
(b) KOLEJ
Regent:
Nejprve se podivejme na slovo LAVICE. V tomto slové se nachazi tii sou-

hlasky a t¥i samohlasky. Souhldsku tedy mutzeme vybrat tfemi zptisoby,
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stejné tak i samohlasku. Vybéry souhlasky a samohlasky jsou na sobé& neza-
vislé, pomoci pravidla soucinu tedy ziskdvame 3 -3 = 9.

Obdobné nalezneme FeSeni i u slova KOLEJ. V ném méame tfi souhlasky a
dvé samohlésky, dohromady 3 -2 = 6.

JEDNU SOUHLASKU A JEDNU SAMOHLASKU MUZEME VYBRAT ZE SLOVA
LAVICE 9 zZrUsoBY A zZE sLovaA KOLEJ 6 zZzPUSOBY.

Cviceni 1.5 Na tenisovém turnaji, kde hrdl kaZdy hrdac s kazZdym prdvé jed-
nou, se odehrdlo 91 zdpasi. Kolik se ho zicastnilo hrdci?

Regent:

Zadéni nam Fika, Ze organizatori tenisového turnaje ze vSech zucastnénych
hraca vytvorili 91 dvojic tak, ze kazdy hrac¢ hral s kazdym hracem praveé
jednou. Ziejmé nebylo rozlisovano mezi dvojicemi Berdych—Vesely a Vesely—
Berdych, tedy ve vybranych dvojicich nezalezelo na poradi hract. Po preve-
deni do matematického jazyka poradatelé vytvorili z ur¢itého poc¢tu hraciu
91 dvouprvkovych kombinaci.

x
= 91

z!
—— = 91
2l(z —2)!
z(z—1) = 2-91
22 —r—182 = 0

Kofeny této kvadratické rovnice jsou &isla —13 a 14. Rozhodné se turnaje
nezucastnilo —13 hrac¢d, jedinym spravnym vysledkem je proto 14.

TENISOVEHO TURNAJE SE ZUCASTNILO 14 HRACU.

Cviceni 1.6 Kolik hrdci se zicastnilo Sachového turnaje, jestliZe kazdy hrac
hrdl s kaZdym prdvé jednou a bylo odehrdno 21 partii?

Resent:

Toto cviceni je analogii cvi¢eni predchoziho. Vybirame k sobé dvojice hraca a
samoziejme nerozlisujeme dvojice Kasparov—Kramnik a Kramnik—Kasparov.
Vsichni ucastnici Sachového turnaje se tedy daji rozdélit do 21 dvojic, v nichz
nezalezi na potradi hraca, tedy lze z jejich poctu vytvorit 21 dvouprvkovych

kombinaci.
x
= 21
(2)

x!
S L)
2l(z — 2)!

z(x—1) = 2-21

22—x—42 = 0

Kofeny dané kvadratické rovnice jsou ¢isla —6 a 7. Zaporny pocet hraca
nedéava smysl, vysledkem je proto ¢islo 7.

SACHOVEHO TURNAJE SE ZUCGASTNILO 7 HRACTU.
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Cvicéeni 1.7 Mdme 28 kostek domina. KaZdd kostka md dvé policka, na kaz-
dém policku je 0 aZ 6 tecek a kostky domina jsou navzdjem rizné).

(a) Kolik kostek domina md soucet tecek v obou polovindch 7 nebo 117

(b) Kolika zpisoby miZeme z 28 kostek domina vybrat dvé tak, abychom je
mohli pFiloZit k sobé?

Resent:
Je dobré si uvédomit, ze v naSi sadé kostek domina neexistuji dvé ruzné

kostky s policky 5-3 a 3-5, takova kostka je pouze jedna (tyto kostky by
byly ve skutecnosti stejné). Resme nyni jednotlivé varianty:

(a) Soufet 7 na polickich dominové kostky muZeme ziskat pouze t¥emi
kombinacemi &isel: 1 + 6; 2 4+ 5; 3 + 4. Soucet 11 nalezneme jediné
na kostce 5 + 6.

SOUCET TECEK NA DOMINOVE KOSTCE JE 7 NEBO 11 U 4 KOSTEK.

(b) Predstavme si situaci, kdy mizeme kostky pfilozit k sobé (kostky maji
na jedné strané stejny pocet tecek). Oznacme si poéty tecek na jedné
kostce a—b (na jedné poloviné a tecek, na druhé b tecek). K takovée
kostce miizeme jisté prilozit kostku b—c. Kolik existuje takovych dvojic

kostek?
Nejprve predpokladejme, Ze ¢isla a, b, ¢ jsou po dvou riizna. Za ¢islo a
mizeme dosadit 7 raznych hodnot (0,1,...,6), za ¢islo b uz pouze 6

hodnot (aby bylo rizné od a), ¢islo ¢ volime ze zbylych hodnot. Tyto
volby jsou navzajem nezavislé, po vyuziti pravidla soucinu tedy zjis-
time, Ze takovych dvojic kostek miizeme nalézt 7 -6 -5 = 210. Pii
vypoctu jsme ale rozliSovali dvojice kostek a—b b—c a c-b b—a, vysledek
tedy musime vydélit dvéma a ziskdvame 105 dvojic.

MiiZe nastat i situace, kdy nebudou hodnoty a, b, ¢ po dvou rtizné? Ano,
miizeme vytvorit dvojici z kostek a—b b—b. Pro urceni poc¢tu téchto dvo-
jic opét vyuzijeme pravidlo sou¢inu, pfi¢emz za ¢islo a mohu volit ze
7 hodnot, ¢islo b pak z 6 hodnot: 7 -6 = 42. Popsali jsme dvé odlisné
situace, které mohou nastat, pocet vSech dvojic k sobé& patiicich kos-
tek domina je tedy sou¢tem vyslednych poc¢ti v jednotlivych situacich.
105 + 42 = 147

DVE KOSTKY, KTERE LZE PRILOZIT K SOBE, MUZEME VYBRAT 147 zPU-
SOBY.

Cviceni 1.8 V balicku 32 riznijch karet je 16 karet cervenych (srdce a kdry)
a 16 cernych (piky a kiize). Kolika zpisoby miZeme z balicku vybrat pétici
karet tak, aby mezi nimi bylo cervenyjch karet vice nez cerngjch?

Regent:

Vybirame-li pétici karet, nezélezi ndm na potadi, ve kterém jsme jednotlivé
karty vybrali (klidné jsme mohli vSechny karty vybrat najednou), jedna se
o pétiprvkové kombinace z 32 karet. Pokud mé byt Cervenych karet vice nez

¢ernych, mohou nastat nasledujici situace: 5 ¢ervenych; 4 ¢ervené a 1 Cerna;
3 Cervené a 2 Cerné. Jsou to t¥i odliSné situace, vytesime tedy kazdou z nich
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samostatné a nasledné vyuzijeme pravidlo souc¢tu. V prvni situaci vybirame
5 karet z celkového poctu 16 Cervenych karet, tedy pétiprvkovou kombinaci z
16 prvka (156). V druhé situaci vybirame 4 karty z 16 ¢ervenych karet a (ne-
- SV . o 16 16
zévisle na vybéru Cervenych karet) 1 kartu z 16 ¢ernych, tedy ( 4) . (1 )
Analogicky ziskdme pocet moznych vybéri 3 Cervenych a 2 Cernych karet.
f 2 16 16\ (16 16\ (16
Dohromady dostavame (5) + (4) : (1) + (3) . (2) = 100 688.
PETICI KARET MUZEME VYBRAT 100 688 ZPUSOBY.

Cviceni 1.9 Kolika zpisoby lze rozdélit zlatou, stribrnou a bronzovou me-
daili mezi 19 zdvodniki?

Regent:

Miuzeme zacit zlatou medaili: kolika zpusoby lze vybrat zédvodnika, kterému
ji udélime? Ziejmé mame 19 moznosti. Pro stfibrnou medaili uz méame moz-
nosti pouze 18 (nositel zlaté medaile nemiize byt i nositelem stiibrné) a pro

bronzovou nam zbyva 17 moznych zavodnikt. Jednotlivé vybéry na sobé byly
nezavislé, vyuzijeme tedy pravidlo sou¢inu a ziskdvame 19 - 18 - 17 = 5 814.

MEDAILE LZE MEZI 19 ZAVODNIKU ROZDELIT 5 814 ZPUSOBY.

Cviceni 1.10 Kolika zpisoby lze z 25 ¢lenti spolecnosti vybrat predsedu, mis-
toptedsedu, tajemnika a pokladnika?

Regent:

Postup je analogicky predchozimu cviceni. Nejdiive vybereme predsedu, na toto
misto mame 25 kandidati. Nasledné zvolime mistopredsedu, pocet kandidati
je ovSem 24, protoze pro zachovani demokracie smi kazdy ¢len spole¢nosti
zastavat nejvyse jednu funkci. Pro vybér tajemnika zbyva 23 moznosti a po-
kladnika volime z 22 ¢lenti. Jednotlivé volby jsou na sobé nezavislé, vysledek
tedy ziskdme s pomoci pravidla souc¢inu 25 - 24 - 23 - 22 = 303 600.

DO DANYCH FUNKCI MUZEME ZVOLIT CLENY 303 600 ZPUSOBY.

Cvi€eni 1.11 Kolika zpiisoby lze srovnat do policky 20 riznych knih? (Knihy
zaberou beze zbytku celou policku.)

Regen:

Knihy v poli¢ce piesouvame, hleddme pocet jejich rtiznych poradi, matema-

ticky FeCeno, hledame pocet vSech jejich permutaci.

20! = 2432902 008 176 640 000.

KNIHY LZE DO POLICKY SROVNAT 2432902008 176 640 000 zPUSOBY.
Cviceni 1.12 V roviné je ddno nékolik primek, z nichZ Zddné dvé mejsou
rovnobézné a Zddné tii se neprotinaji v jediném bodé. Kolik primek je ddno,
pokud tak vznikne 55 rizniyjch priseciki?

Regent:

Jestlize zadné dvé primky nejsou rovnobézné a zadné tii piimky se neproti-
naji v jediném bodé, pak se kazdé dvé piimky protinaji v jednom bodé, tvori
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jeden prusecik. Jinak Teceno, existuje tolik priseciku, kolik existuje dvojic
primek. Pfevedeme-li tvrzeni do kombinatorického jazyka, ze vSech piimek
lze vytvorit 55 dvouprvkovych kombinaci.

Q) -

z!

ey -
x(x—1) = 2-55
22 —z—110 = 0

Kofeny této rovnice jsou ¢isla —10 a 11. Nemé smysl uvazovat —10 piimek,
mame tedy jediné feSeni.
V ROVINE JE DANO 11 PRIMEK.

Cviceni 1.13 Kolik rizngch triténovych popévki lze vytvotit z osmi toni?

Regent:

Ziejmeé tény popévku musi byt po dvou rtzné, jinak bychom nemohli hovo-
it o t¥itonovém popévku. Prvni téon popévku mizeme vybrat osmi zptisoby,
pro druhy tén zbylo uZz pouze sedm moznosti a posledni tén volime z Sesti
zbyvajicich tont. Volby toni (nezalezi ndm na libozvuénosti) jsou na sobé
nezavislé, proto pouzijeme pravidlo sou¢inu a dostavame 8 -7 - 6 = 336.

Z 0SMI TONU LZE VYTVORIT 336 TRITONOVYCH POPEVKU.

Cviceni 1.14 Kolika zptsoby lze na Sachovnici 8 x 8 rozmistit vézZ, kone,
krdle a damu?

Regen:

Na Sachovnici je 64 poli¢ek, na které figurky postupné rozmistime. Na jed-
nom policku smi stat nejvyse jedna figurka. Véz miizeme umistit na kterékoli
policko, mame tedy 64 moznosti. Nasledné umistime koné na néjaké volné
policko, téch je 63, pro krile nam zbyva 62 moznosti umisténi a pro damu

61. Jednotliva umisténi jsou na sobé& nezavisla, pomoci pravidla sou¢inu tedy
ziskavame 64 - 63 - 62 - 61 = 15249 024.

FIGURKY LZE NA SACHOVNICI ROZMISTIT 15249 024 zZPUSOBY.

Cviceni 1.15 Kolika zpusoby lze ze tridy o 30 Zdcich vybrat trojici ndstén-
kar, Satndr a pokladnik? (Kazdé dité md jen jednu ,funkci®.)

Regen:

Volme postupné zaky do funkci. Nasténkare mtuzeme vybirat z 30 zaku, Sat-
nare z 29 zaki (jeden zék uz je nasténkar) a pokladnika z 28 zakt. Vybéry
jsou na sobé nezavislé, dohromady tedy 30 - 29 - 28 = 24 360.

TROJICI ZAKU MUZEME VYBRAT 24 360 zPUSOBY.
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Cviceni 1.16 Kolika zpisoby lze sestavit tFitonovy akord z osmi rizngch
tona?

Regent:

V tfitonovém akordu neexistuje poradi jednotlivych tént, vSechny se hraji

zéroven, zajima nas pouze kombinace t¥i tont.

() =56

TRITONOVY AKORD Z OSMI RUZNYCH TONU LZE SESTAVIT 56 ZPUSOBY.
Cviceni 1.17 Kolika zpisoby lze v krabicce usporddat 12 pastelek?

Reseni:

V krabi¢ce ménime poradi pastelek, vytvarime jejich rizné permutace.
12! = 479001 600

PASTELKY LZE USPORADAT 479 001 600 ZPUSOBY.

Cviceni 1.18 Kolika zpisoby si miuZete v ruce do véjire setadit 8 karet,
které Vam byly rozddny?

Regen:

Stejné jako v predchozim piikladé mame urc¢it pocet raznych poradi 8 karet,

pocet jejich permutaci.

8!'=40320

KARTY LZE SERADIT 40 320 ZPUSOBY.

Cviceni 1.19 Kolik existuje devitimistnijch telefonnich cisel, v nichZ se ne-
vyskytuje nula a Zddnd cifra se neopakuje?

Regent:

Nesmi-li se mezi ciframi vyskytovat nula, miZeme pouzit 9 raznych cifer
(1,2,...,9). Jelikoz se zadna cifra neopakuje, jsme nuceni vyuZit vSech de-

vét povolenych cifer a hledame pouze jejich riizna poradi (permutace).
9! = 362880

EXISTUJE 362 830 CISEL SPLNUJICICH ZADANTI.

Cviceni 1.20 Kolika zpisoby lze na Sachovnici rozestavit ctyri stejné pé-
Saky?

Reseni:

Pésaky nemiizeme rozlisit, proto nam nezalezi na poradi vybranych poli-

¢ek jako ve cviceni 1.14, ale vybirame najednou ¢tverici policek Sachovnice.

(%) = 635376

CTYRI STEJNE PESAKY LZE ROZESTAVIT 635 376 ZPUSOBY.
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Cviceni 1.21 Kolika zpisoby lze ze tridy o 30 Zdcich vybrat 6 Zdkid pro vo-
lejbalovy turnaj? (Na vijkonnosti nezdleZi.

Regent:

Zapomenime na hodiny télocviku, kdy ndm na poradi vybéru hract zalezelo.
V této situaci jde pouze o to, zda dany zadk vybrany byl, vybirdme tedy
kombinace 6 zdkt z 30.

(%) = 593775

ZAKY NA TURNAJ LZE VYBRAT 593 775 zZPUSOBY.

Cviceni 1.22 Kolika zpisoby lze vybrat 8 karet z 327

Regen:
Danou tlohu je mozné pojmout riznymi zptsoby. Prvnim z nich je takovy,
ze zalezi na poradi tahu karet, napiiklad pokud karty rozdédvame osmi hra-

¢um. Pak bychom hledali pocet vSech osmiprvkovych variaci z 32 prvki.

32-31-30----25 = 424097856 000

Nezélezi-li na pofadi vybéru karet, hledame pocet osmiprvkovych kombinaci
7 32.
(%2) = 10518 300

KARTY LZE VYBRAT 424 097 856 000 ZPUSOBY, POKUD ZALEZI NA PORADI
VYBERU, NEBO 10518 300 ZPUSOBY, KDYZ NA PORADI VYBERU NEZALEZI.

Cviceni 1.23 Urcete, kolik riznijch ,slov” vznikne zdménou pofadi pismen
slov:

(a) POPOCATEPETL

(b) ABRAKADABRA

(¢c) ACAPULCO

(d) ACONCAGUA
Regent:
Zameénou pofadi pismen ziejmé ziskavame jejich rtizné permutace. Musime
si v8ak dat pozor, Ze ne kazdou zdménou ziskime nové | slovo” — zaménime-li
napiiklad ve varianté (a) prvni a tieti pismeno, slovo zistane stejné. Pocet

v8ech permutaci pismen musime tedy vydélit po¢tem permutaci stejnych
pismen (to je vzorec pro urceni po¢tu permutaci s opakovanim).

(a) Urceme si ¢etnost kazdého pismene ve slové POPOCATEPETL:
3xP, 2x0, 1xC, 1xA, 2xT, 2xE a 1xL.
Pocet pismen ve slové je 12, jejich pocet permutaci délime pocty per-
mutaci jednotlivych pismen.

S = 9979 200.

ZAMENOU PORADI PISMEN VZNIKNE 9979200 RUZNYCH ,,SLOV*.

49



(b) Urceme si ¢etnost kazdého pismene ve slové ABRAKADABRA:
5x A, 2xB, 2xR, 1xK a 1xD.
Pocet pismen ve slové je 11, jejich pocet permutaci délime pocty per-
mutaci jednotlivych pismen.

o = 83 160.

ZAMENOU PORADI PISMEN VZNIKNE 83 160 RUZNYCH ,,SLOV*.

(c) Urceme si Cetnost kazdého pismene ve slové ACAPULCO:
2x A, 2xC, 1xP, 1xU, 1xL a 1x0O.
Pocet pismen ve slové je 8, jejich pocet permutaci délime pocty per-
mutaci jednotlivych pismen.

b =10 080.

ZAMENOU PORADI PISMEN VZNIKNE 10080 RUZNYCH ,,SLOV.

(d) Urceme si ¢etnost kazdého pismene ve slové ACONCAGUA:
3xA, 2xC, 1x0, 1xN, 1xG a 1xU.
Pocet pismen ve slové je 9, jejich pocet permutaci délime pocty per-
mutaci jednotlivych pismen.

i = 30240.

ZAMENOU PORADI PISMEN VZNIKNE 30240 RUZNYCH ,,SLOV“.
Cviceni 1.24 Necht jsou ddna pismena a, b, ¢, d, e, f, g.
(a) Kolik ,slov o péti pismenech se z nich dd sestavit?
(b) Kolik lze takovych ,slov sestavit, pokud se pismena nesmi opakovat?
Regen:
(a) Jednotliva pismena se ve ,slovech* mohou vyskytovat vicekrat, proto
pro volbu kazdého z péti pismen mame 7 moznosti, volby pismen jsou

na sobé nezavislé (jedna se o variace s opakovanim).

7-7-7-7-7T=7 =16807
7, PISMEN LZE SESTAVIT 16 807 ,,SLOV“.

(b) Jestlize se pismena nesmi opakovat, mizeme prvni pismeno zvolit 7 zpu-
soby, druhé pismeno 6 zptusoby (jedno pismeno uz je zakdzané) a tak
dale, pri¢emz jednotlivé volby jsou na sobé nezavislé (variace bez opa-
kovani).

7-6-5-4-3=2520

Z PISMEN LZE SESTAVIT 2520 ,,SLOV*“ BEZ OPAKOVANI PISMEN.

Cviceni 1.25 Kolika zpisoby lze darovat 5 riznych kniZek trem rizngm li-
dem, mdme-li alesponi 8 kusy kaZdé kniZky a dostane-li kaZdy clovek jednu
knihu?
Regent:
Postavme si tfi lidi do fady a postupné jim dévejme knizky — pro kaz-

dého méme pét moznosti vybéru a volby knih jsou na sobé nezévislé, tedy
53 = 125.

KNiZKY LZE DAROVAT 125 ZPUSOBY.
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Cviceni 1.26 Kolika zpisoby st miZe 15 déti ve vijtvarném krouzku vybrat,

které ze tii zvitdtek budou malovat? (KazZdy bude malovat jedno zviFdtko,
mohou vsichni malovat to stejné.)

Regent:
Kazdé dité ma tfi moznosti vybéru, pficemz vybéry jednotlivych déti jsou
na sobé& nezavislé, proto existuje 3'> = 14 348 907 vybéri.

DETI SI MOHOU VYBRAT ZVIRATKA 14 348 907 ZPUSOBY.

Cviceni 1.27 Kolik riznych trojic ¢isel miZe padnou pti hodu tremi stej-
nymi kostkami?

Regent:

Jednou z moznosti feSeni daného cviceni je systematické vypsani vSech moz-
nych kombinaci. Na tlohu se v8ak mtzeme divat i jako na kombinace s opa-
kovanim, nezname-li vzorec, muzeme si jej jednoduSe odvodit. Je tfeba si
uvédomit, ze kostky jsou stejné. Prirazujme k jednotlivym pocéttim ok kostky,
tedy pfifazujme kostky do pomyslnych pirihradek. Prepazek mezi témito pii-
hradkami je pét (nerozlisitelnych), kostky jsou t¥i. Nechme mezi sebou per-
mutovat téchto 8 prvki, ziskime 5,8—'5, = 56.

MUZE PADNOUT 56 RUZNYCH TROJIC CISEL.

Cviceni 1.28 Kolika zpisoby lze najednou vybrat 8 karet z 32 karet ctyr ba-
rev, pokud ndm zdleZi pouze na barvé karty, nikoliv na jeji hodnoté?

Regent:

Hledame kombinace osmi karet ¢ty moZznych barev s moZnosti opakovani
barev, pri¢emz karet kazdé barvy mame dostateéné mnozstvi. Vzorec pro
vypocet lze odvodit stejné jako v predchozim cvic¢eni, do ¢tyf prihradek sym-
bolizujicich rizné barvy (3 stejné pfepazky) piifazujeme jednotlivé karty.
11!

<= = 165

8r.3!

KARTY LZE VYBRAT 165 zZPUSOBY.

Cviceni 1.29 Kolika zpisoby lze ze sdcku, v némzZ je 5 kulicek zelenyjch,
4 modré, 3 dervené a 7 Zlutyjch vybrat trojici kulicek?

Regent:

Kuli¢ky jednotlivych barev od sebe nelze rozlisit, hledame tedy kombinace
t¥1 kuli¢ek, u nichz rozlisujeme pouze jejich barvu (mtize byt tazeno vice kuli-
ek stejné barvy, od kazdé barvy mame dostateéné mnozstvi kulicek). Ulohu
lze vyFesit budto vyétem v8ech moZznosti, nebo podobné jako v pfedchozim
cviceni vlozme kazdou z trojice kulicek do pfihradky symbolizujici jeji barvu
(mezi prihradkami jsou 3 stejné prepazky) a nechme mezi sebou permutovat
prepazky a kulicky.

S =120

TROJICI KULICEK LZE VYBRAT 20 ZPUSOBY.
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MAQ0002 — 2. domaci 1kol

Cviceni 2.1 Vypoctéte:
(a) 8!
42
) (%)
(<) (1)

Cviceni 2.2 Ve tridé je 18 chlapci a 15 divek. Kolika zpisoby z nich lze
vytvorit Sesticlenné druZstvo takové, aby v ném bylo alespon tolik divek, jako
chlapcii?

Cviceni 2.3 Kolika zpusoby lze na Sachovnici rozestavit 8 vézi tak, aby se
navzdjem neohroZovaly?

Cviceni 2.4 Kolika zpiisoby lze 26 znakiim pritadit 26 rizniyjch zvuki? Uvedte
odhad vysledku (v tisicich, stovkdch, . ..— podle toho, co povazujete za vhodné).

Cviceni 2.5 Kolika zptisoby lze 26 znakum piitadit 26 riznijch zvuki, vime-
li, kterych 6 znaki patii samohldaskdm? Uvedte odhad.

(a) Vime konkrétné ktery znak patii které samohldsce.

(b) Vime, kterych 6 znaki patii samohldskdam, nevime vsak, ktery znak
patti které samohldsce.

Cviceni 2.6 Kolika zpiusoby lze 26 znakim priradit 26 rizngch zvukid, zndme-
li znaky pro 4 z 6 samohldsek (vime, ktery znak patii které samohldsce) a pro
13 z 20 souhldsek (vime, ktery znak patvi které souhldsce)?

Cviceni 2.7 Sedm divek tanci v kruhu. Kolika riznymi zpisoby mohou bijt
v kruhu serazeny?

Cviceni 2.8 Kolik riznych ndhrdelniki je mozZno sestavit ze 7 riznijch ko-
ralkid?

Poznamka: Pro ilustraci je lepsi pouzit méné koralku (feSeni si miZzeme
nakreslit, abychom vidéli, Ze se ndhrdelnik nezméni, navlékneme-li koralky
,pozpatku“), avsak uloha by znéla realnéji, kdybychom pouzili vétsi pocet
koralki (napf. 50).



Nésledujici priklady vypoctéte bez pouziti kalkulatoru. Vysledek staci uvést
ve tvaru soucinu, p¥ipadné podilu, jednotlivych ¢&isel.

Cviceni 2.9 Porovnejte: 152! + 151! a 150! + 153!

Cviceni 2.10 Sefadte dle velikosti ndsledujici kombinacni éisla:
(a) (11572)
) (77)
(¢) (i33)

Cvigeni 2.11 Vypoctéte: (%)
Cvigeni 2.12 Vypoctete: ({7)
Cvigeni 2.13 Sectéte: (3) + (3) + ) + (5 + (0)
Cvigeni 2.14 Sectéte: 3) + (5 + (D) + E) + ()

Cviceni 2.15 Vyjddrete jednim kombinacnim cislem a vycislete:
(@) (3) + (5)
) (5)+ (%)
(c) (152) + (162)

x4 . . n ! n!(n2+3n n !
Cviceni 2.16 Zjednoduste: ((:)2!) — '((nj_dl)fr?) — Enig:

Cvigeni 2.17 Dokazte: n! + (n — 1)!n? = (n + 1)! [Ndpovéda: vytknéte na
levé strané vyraz n!f

Cvigent 2.18 Sectete: H2! — o iih 4 _nl

Cviceni 2.19 Najdéte vsechna n € N, pro nez plati:
n—1 n—2
=4
() (a2%)

% d : . ! ! —5)!
Cviceni 2.20 Zjednoduste: gﬂ;! - Egii;! — EZ—%!
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MAO0002 — teSeni DU ¢. 2

Cviceni 2.1 Vypoctéte:
(a) 8!
42
() ()
65
(¢) (61)
Reseni:
Dosazenim ziskavame (a) 40 320; (b) 111 930; (c) 677 040.

Cviceni 2.2 Ve tridé je 18 chlapci a 15 divek. Kolika zpisoby z nich lze
vytvorit Sesticlenné druZstvo takové, aby v ném bylo alespon tolik divek, jako
chlapci?

Regen:

Ma4-1li byt v druzstvu alespon tolik divek, kolik chlapcti, mame ¢tyti moznosti

skladby s ohledem na pohlavi — 3 divky a 3 chlapci, 4 divky a 2 chlapci, 5 di-

vek a 1 chlapec, nebo 6 divek. Pro kazdou z téchto mozZnosti vypocitame

pocet moZznych voleb, vysledné pocty poté seCteme.

V prvnim pfipadé vybirdme trojici z 15 divek a nezavisle na tomto vybéru

trojici ze 13 chlapcil, moznosti vybéru je (135) . (135). Stejnym zptsobem ur-

¢ime pocet moznych druzstev i pro zbylé pfipady a jednotlivé poc¢ty sec¢teme.
15\ (13 15\ (13 15\ (13 15

(3) ’ (3) + (4) ) (2) + (5) ' (1) + (6) = 280644

DRUZSTVO LZE VYTVORIT 280 644 zZPUSOBY.

Cviceni 2.3 Kolika zpisoby lze na Sachovnici rozestavit 8 vézi tak, aby se
navzdjem neohroZovaly?

Regent:

Dle pravidel 8acht véz ohrozuje figurky stojici ve stejném sloupci nebo rfadku.
Vzdy, kdyz vybereme policko pro jednu véz, ,zakdzeme” vSechna policka v
tomtéz fadku i sloupci. Po umisténi sedmé véZze nam ztstane pouze jedno
volné ,nezakazané“ policko pro posledni véz. Kazdé dal$i mozné umfisténi
8 vé&zi je nékterou permutaci fadkt (nebo sloupci) Sachovnice, kterych exis-
tuje 8! = 40 320.

VEZE MUZEME UMISTIT 40 320 zZPUSOBY.

Cviceni 2.4 Kolika zpiisoby lze 26 znakiim pritadit 26 rizniyjch zvuki? Uvedte
odhad.
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Reseni:

Zafixujme si pofadi zvukil a k nim hledejme riizna potradi znaki. Jejich pocet
je 26! = 4,03 - 10%6.

ZNAKY LZE KE ZVUKUM PRIRADIT PRIBLIZNE 4,03 - 10?6 zPUsoBY.
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Cviceni 2.5 Kolika zpisoby lze 26 znakim pritadit 26 rizniych zvuki, vime-
li, kterych 6 znaki patii samohldskdm? Uvedte odhad.

(a) Vime konkrétné ktery znak patii které samohldsce.

(b) Vime, kterych 6 znaki patii samohldskdam, nevime vsak, ktery znak
patti které samohldsce.

Regen:
(a) Znaky pat¥ici samohlaskdm jsou dané, zbyva nam pouze spocitat pocet
prifazeni znakd souhlaskam. Zafixujme si poradi 20 souhlések a hle-

dejme k nim rizna poradi znaki patiicim souhlaskam.

20! = 2,43-10'8

ZNAKY LZE KE ZVUKUM PRIRADIT PRIBLIZNE 2,43 - 10'® zpUsoBy.
(b) Zafixujme si pofadi 6 samohlések a k nim hledejme riizna pofadi znakt

pat¥icich samohlaskam (rtznych poradi je 6!). Stejné tak uréeme nezé-

visle na pofadi samohlések pocet pfifazeni zbylych 20 znaki a zvuki.
6!-20! =1,75-10%

ZNAKY LZE KE ZVUKUM PRIRADIT PRIBLIZNE 1,75 - 102! zpUsoBY.
Cviceni 2.6 Kolika zpisoby lze 26 znakim pritadit 26 ruzngch zvuki, zndme-

li znaky pro 4 z 6 samohldsek (vime, ktery znak patii které samohldsce) a pro
13 z 20 souhldsek (vime, ktery znak patvi které souhldsce)?

Regent:
Zbyva nam pfiradit znaky k 7 souhldskim a 2 samohlaskam, dohromady

k 9 zvuktim, to udélame podobné jako v predchozich cvicenich.
9! = 362880

ZNAKY LZE KE ZVUKUM PRIRADIT 362 880 zZPUSOBY.

Cviceni 2.7 Sedm divek tanci v kruhu. Kolika riznymi zpisoby mohou bijt
v kruhu serazeny?

Regen:

Nejdiive uré¢ime pocet ruznych poradi divek v fadé, téch je 7!. Rozdil mezi
fadou a kruhem je takovy, Ze u kruhu nelze urcit zacitek — kazdou ze
7! fad méme tedy v poc¢tu kruhii zapocitanou sedmkrat. Proto ziskdvame
7! 7 = 720 raznych pofadi v kruhu.

DIivKY MOHOU BYT SERAZENY 720 zPUSOBY.

Cviceni 2.8 Kolik riznych ndhrdelniki je mozZno sestavit ze 7 riznijch ko-
ralkid?

Regent:

Uloha je velmi podobna piedchozi uloze, jedinym rozdilem je, ze nahrdelnik
miZeme i pretocit (to u divek nebylo mozné, tan¢ily by hlavou doli). Dva
rizné nahrdelniky lisici se pouze o pfetoc¢eni povazujeme za jeden, proto riz-
nych nédhrdelnik bude polovi¢ni pocet kruhu divek z predchoziho piikladu.
o

75 = 360

LZE SESTAVIT 360 RUZNYCH NAHRDELNIKU.
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Cviceni 2.9 Porovnejte: 152! + 151! a 150! + 153!
Regent:

152! + 151! 150! 4 153!
150!(152 - 151 4 151) 150!(1 + 153 - 152 - 151)
150!-23104 < 150!- 3511657

Cviceni 2.10 Seradte dle velikosti ndsledujici kombinacni ¢isla:
(a) ()
) (\7)
(¢) (132)
Regent:
(a) (%)
) () =D+ %)
(©) (133) = (592135) = (7)
() = (32 < (%)

Cviceni 2.11 Vypoctéte: (%)

Resent:
45\ __ 45! __ 45-44-43 _ _
(3) —M—T_15‘22'43_14190

Cviceni 2.12 Vypoctéte: (gg)

ResSeni:

(52) = gopn = 255099 = 3.71-70 - 69 = 1028 790

Cvigent 2.13 Sectete: (3) + () + (3) + (&) + (0)

Reéeni:
B+ G +E)+E)+6) =0+ an taw T amtam =
:%+%+%+%+%:1+4+10+20+35:70

Cvigeni 2.14 Sectéte: () + (3) + (g) +3)+ Q)

Reéeni:

5 6 7 8 9\ _ 5! 6! 7! 8! 9
G)+ G+ G+ G+ G) =5t +sm st e s =
_ 1 6 7-6 8:7-6 9-87-6 __ _
=1t+t1+5+55 +t 555 =1+6+21+56+126 =210
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Cviceni 2.15 Vyjddiete jednim kombinacnim cislem a vycislete:

(a) (1) + ()
) (5) + (%)
(c) () + (%)
Regen:

(a) (1) +(5) =
) (5)+($)
() () + ()

Cvigeni 2.16 Vypoctete: 8!, (%), (53

(5) + () = () =210
(121) + (131) = (132) = 220

() =1716

61
Regent:
8! = 40320
(12) = (2 = 42414089 _ 747 .10.39 = 111930

65\ _ 65! __ 65646362 __ —
(5) = 8o = 65646362 _ 5. 8. 21 . 62 = 677 040

Cviceni 2.17 Zjednoduste: (nt2)! _ nl(n’43n42) _ (n+1)!

(n)! (n+1)! T (n=1)!
Regen:
(! e t8s?) () — (04 2) (n+ 1) — SR (4 1)n =

=n?+3n+2—n+2)—n*+n)=n
Cvigeni 2.18 Dokazte: n! + (n — 1)n? = (n + 1)!
Reseni:

Upravujme postupné levou stranu
nl+ n—1)m?=nl+nn=nl(1+n)=(n+1)!

Cviceni 2.19 Sectéte: (n:!z)! —olntDty (ng)!

(n—1)!
Regent:
(A2l ot s = (n+2)(n+ 1) = 2(n+ D+ n(n—1) =
! (n—1)! (n=2)! — -

=n?4+3n+2—-2n2—2n+n?2—n=2

Cviceni 2.20 Najdéte vsechna n € N, pro nez plati:

(noa)+ (n20) =
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ResSent:

(n—1)! (n—2)! 4
(n=3)"!-21  (n—4)-2!
(n—l)zn—2)+(n—2)2(n—3) _4

m—1n—-2)+(n—-2)(n—-3) =8
n?—3n+2+n —5n+6 =38
2n?—8n =0

2n(n—4) =0

V kombina¢nim ¢isle se nesmi vyskytovat zdporna ¢isla, proto nemé rovnice
pro n = 0 smysl a jedinym FeSenim je n = 4.

‘% f : . ! ! —5)!
Cviceni 2.21 Zjednoduste: gi;! - Egiii! - Eg—%!

Regent:
e — e - B =+ p— (p+5) — (p—5)(p—6) =

—pP+p—p—5—p*+11p—30=11p—35
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MAO0002 — 3. domaci ukol

Cvieni 3.1 Rozvirite podle binomické véty: (1 — i)®
Cviceni 3.2 Rozvifite podle binomické véty: (—i + %)7

Cviceni 3.3 Uzitim binomické véty dokazte, Ze vijraz 40™ — 8" — 5™ + 1 je
pro kazZdé n délitelny cislem 28.

[Ndpovéda: rozlozte vyraz na soucin dvou ciniteli.|

Cviceni 3.4 Uzitim binomické véty dokazte, Ze vijraz 42™ — 7" — 6™ + 1 je
pro kazZdé n délitelné cislem 30.

[Ndpovéda: rozlozte vyraz na soucin dvou ciniteli.]

Cviceni 3.5 Zdivodnéte(viastnimi slovy), pro¢ plati ndasledujici kombinato-
rické identity:

(@) (3) = (")

) () = G2+ (%)

(¢) 2" = (5) + (1) + () +---+ (") + ()
(@) 0= () = (1) + () =+ (D" + ()" ()
Cviceni 3.6 Dokaste, Ze plati:

(a) 142+ +m="0mtl)

(b)) 12423434+ +m-(m+1)= w
Cvigeni 3.7 Kolika zpisoby miZeme piesklddat pismena slova

(a) TIKTAK

(b) TARTAR

tak, aby nikdy nestdla vedle sebe stejnd pismena?

Cviceni 3.8 Urcete soucet vsech péticifernijch cisel, kterd lze sloZit z cislic
1, 2, 3, 4, 5 tak, Ze kaZdou cislici pouzijeme pravé jednou.

Cviceni 3.9 Kolik existuje desticiferniyjch c¢isel, v nichZ se ¢islice neopakuji?

Cviceni 3.10 Kolik existuje deseticifernych cisel, jejich ciferny soucet je
délitelny tremi?

60



Cviceni 3.11 Kolik celjjch ¢isel od 0 do 999 neni délitelno ani 5, ani 7%
Cviceni 3.12 Kolik riznijch ctyrcifernijch cisel lze sestavit z cifer ¢isla 1283 1557

Cviceni 3.13 Kolik péticifernyjch cisel lze sestavit z cifer ¢isla 12 312 343,
poZadujeme-li, aby t¥i ¢islice 3 nendsledovaly za sebou?

Cviceni 3.14 (*) Kolika zpisoby lze prestavét cifry ¢isla 1 234 114 546 tak,
aby tri stejné cifry nendsledovaly za sebou?

Cviceni 3.15 Kolika zpusoby lze z pTirozenyjch c¢isel od 1 do 30 vybrat tri
¢isla tak, aby jejich soucet byl sudy?

61
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MAO0002 — teSeni DU ¢. 3

Cvieni 3.1 Rozvirite podle binomické véty: (1 — i)®

Regent:

Pfipomeiime rovnosti i2 = —1;i% = —4;i* = 1;4° = 4.

R B L e Bl R R W A IO RS HIO RS
—EOO T Q@ =F i B R R-Bi-Bdivl

Cviceni 3.2 Rozvifite podle binomické véty: (—i + %)7

Regent:

Resfme analogicky predchozimu cviceni, zadani miZeme upravit na (% —i)".
116 .1 7 /1199 71143 7154 7 1\2:5 ™/1\1 .6
3) 1+ () (3) = (5)(3) P+ (D) ()1 = () (3) P+ (6) (3) i°—
0. . .

ECUORIEE S Tl R (RS ek el Rl

Cviceni 3.3 Uzitim binomické véty dokazte, Ze vijraz 40™ — 8™ — 5™ + 1 je
pro kazdé n délitelny cislem 28.

Regent:
28 | 40" —8" —5" 41
28 | 8"(5"—1)— (5" —1)
28 [ (5" —-1)(8"—-1)
28 | (W+1D)"=-1((7T+1)"=1)
28 | @44 A - D) (T AT T )
28 | (A AT ) (TP T 4 )
28 | AT a2 (T T2 4 )
28 | 284" 442 (T T2 4 )
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Cviceni 3.4 UzZitim binomické véty dokazte, Ze vijraz 42™ — 7" — 6™ + 1 je
pro kaZdé n délitelné cislem 30.

Regent:
30 | 42" -7 6" +1
30 | 76" —1)— (6" —1)
30 | (6" =1)(T-1)
30 | (B+1)"—=1)((6+1)"—1)
30 | (5" 45" k516" 6" 61— 1)
30 | (5" 45" 4 £ 5) (6" + 6" 4+ 6)
30 | 55" 45" 166" 46" 2 1)
30 | 305" 45 4 D)6 6" )

Cvigeni 3.5 Zdidvodnéte(vlastnimi slovy), pro¢ plati ndsledujici kombinato-
rické identity:

(@) (i) = ()

®) ()= G+ (%)

() 2= () + (1) + () + -+ (%) + ()

(@) 0=(5) = (1) + () =+ D" 12 + (")
Resenti:

(a) Kazdy radek Pascalova trojihelniku je symetricky. Po rozepsani kom-
bina¢niho ¢isla na pravé strané ziskavame

n! n! n
n—k)(n—(n—k))! — (n—k)&! (k)

(b) Pravé popsanym zpusobem tvofime v Pascalové trojuhelniku kazdy
dalgi fadek. DokaZzme si platnost rovnosti:

n—1 n—1 n—1)! n—1 n—1)! (n—1)!
G)+(") = ((n 1)(k T &= 1)k) =& (1) Tn— k)'+k'(n—kzl)! =

(n—Dk+(n—D!(n—k) _ (n—D)!(k+n—k) __ n! o (n)
B(n—k)! = TR e Rnk &

(c) PrepiSeme-li 2" = (1 + 1)", ziskdvame po rozvinuti podle binomické
véty pravou stranu zadané rovnosti.

(d*) PrepiSeme-li 0 = 0" = (1—1)", ziskdvame po rozvinuti podle binomické
véty pravou stranu zadané rovnosti.

Cviceni 3.6 Dokazte, Ze plati:
— m(m+l)

_ m(m+1)(m+2)

(b)) 1-242-34+3-4+---+m-(m+1) =000

Pokud vds nenapadne jiné veseni, dokazte alespon matematickou indukct.

63



Resent:
(a) Lze konstatovat, Ze pravou stranu rovnosti ziskdme dosazenim do vzorce

pro soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti. Provedme diikaz
platnosti vzorce:

Necht m je sudé ¢&islo. Pak 1ze v8echny séitance rozdélit do dvou sloupct
o stejném poctu fadkta nasledovné:

m
m —
m—2
m m
5 5 + 1.
Radka je 5, v kazdém z nich je soucet roven m + 1, setenim radki
ziskédvame M

Necht m je liché ¢islo. Abychom mohli uZit stejnou konstrukci, jakou
jsme pouzili u sudych ¢isel, odeberme ¢islo m. V radku vedle 1 tedy
bude m — 1 a soucet kazdého fadku bude m. Pocet radku je mT_l, jejich

—(m_gl)m +m = w Tim je dukaz dokonéen.

soucet vyjadiime jako
(b) Druhou variantu dokédzeme matematickou indukei.
Ovéfmepromzl:L:1-2:2P:1'3&:2

Predpokladejme, Ze rovnost plati pro m — 1 a z predpokladu dokazme
platnost pro m:

L=1242-343 44+ (m—1)-m+m-(m+1) = m=mlmtl) ,

+m- (m + 1) _ m(m+l)?)(m—l+3 _ m(m+g)(m+2) _p

Cviceni 3.7 Kolika zptisoby miZeme presklidat pismena slova

(a) TIKTAK
(b) TARTAR

tak, aby nikdy nestdla vedle sebe stejnd pismena?

Regent:

(a) Vyuzijeme princip inkluze a exkluze: od celkového poé¢tu preskladéani
pismen odecteme ta preskladani, v nichz stoji vedle sebe jedna dvojice
pismen (T, respektive K) a pri¢teme preskladani, v nichz jsou vedle
sebe dvojice T i K.

Celkovy pocet preskladani uréime jako permutaci s opakovanim: 2,6;'2,

Mé-1i byt vedle sebe dvojice pismen T, mtZeme si tuto dvojici ,,slepit*

a povazovat ji za jeden znak, pocet vSech takovych preskladéani je g—:
(stejny pocet ziskame pro dvojici pismen K, vyraz proto vynasobime
dvéma). Maji-li byt vedle sebe pismena T i pismena K, opét dvojice
stejnych pismen ,slepime‘ a povazujeme za jeden znak, pocet takovych
preskladani uréime jako permutaci ¢tyf riznych prvku.

goor =25+ 4l=84

PisMENA sLovA TIKTAK LZE PRESKLADAT 84 ZPUSOBY.
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(b) Opét vyuZijeme princip inkluze a exkluze: od celkového poc¢tu preskla-

déni pismen odeéteme ta preskladani, v nichz stoji vedle sebe jedna
dvojice pismen (dvojice T, dvojice A, nebo dvojice R), pfi¢teme preskla-
dani, v nichz stoji vedle sebe dvé dvojice pismen (dvojice T a A, dvojice
A a R, nebo dvojice T a R) a ode¢teme preskladéani, v nichz stoji vedle
sebe v8echny tii dvojice pismen.
Pocet vSech preskladani pismen slova TARTAR je pocet vSech per-
mutaci s opakovanim %:2, Bude-li jedna dvojice stejnych pismen
»slepena a povazovéna za jedno pismeno, bude pocet preskladani 2,5—'2,
Toto bude platit pro dvojici pismen T, dvojici pismen A i dvojici pis-
men R, proto lomeny vyraz vynasobime tfemi. Nasledné uréeme pocet
preskladéani pismen, v nichz budou stat vedle sebe (budou ,slepené*)
dvé dvojice pismen. Pokud budeme kazdou ze spojenych dvojic pova-
zovat za jeden znak, ziskame 3‘—5, pri¢emz tento vyraz opét vynésobime
tfemi, protoZe mohou byt t¥i rizné dvojice ,slepenych® pismen: TA,
AR, TR. Nakonec uvazujme pocet preskladani, v nichz kazdou ze tii
dvojic stejnych pismen ,slepime®. Dostavame tak ti rizné nové znaky,
pocet jejich permutaci je 3!.

2!-33-2!_3'2%!4'3'%_3!:30

PisMENA sLovA TARTAR LZE PRESKLADAT 30 ZPUSOBY.

Cviceni 3.8 Urcete soucet vsech péticifernijch cisel, kterd lze sloZit z ¢islic
1, 2, 8, 4, 5 tak, Ze kaZdou cislici pouZijeme prdavé jednou.

Regent:

Urceme nejdiive pocet téchto Cisel. ProtoZe se mezi ciframi nevyskytuje 0,
muzeme je mezi sebou jednoduSe permutovat a ziskdme tak 5! = 120 pé-
ticifernych ¢isel. Podivame-li se na né bliZe, zjistime, Ze na misté jedno-
tek se vyskytuji jednotlivé cifry stejné casto, konkrétné se zde vyskytuje
kazda z cifer 1,2, ...5 ¢tyfiadvacetkrat. Stejné tomu bude i na misté desitek,
stovek a dalsich. Soucet cifer na kazdém z mist (jednotky, desitky,...) je
24-(1+243+4+5) = 360. Chceme-li urcit soucet vsech danych péticifer-
nych ¢isel, seCteme si soucty jednotek, desitek a tak déle vzdy vynéasobeny
prislusnou hodnotou.

1-360 + 10 - 360 + 100 - 360 + 1 000 - 360 + 10000 - 360 = 3999 960
SOUCET PETICIFERNYCH CISEL JE 3 999 960.

Cviceni 3.9 Kolik existuje deseticifernijch c¢isel, v nichZ se cislice neopa-
kugi?

Regent:

V zadanych ¢&islech se ziejmé musi vyskytovat kazda cifra 0, 1,. .. 9 pravé jed-
nou. ProtoZze maji byt vznikla ¢isla deseticiferna, nesmi se na prvnim misté

objevit nula. Uréeme tedy pocet ¢isel jako pocet vSech permutaci deseti cifer
(10!) bez téch permutaci, které maji jako prvni cifru nulu (9!).

10! — 9! = 3265920

EXISTUJE 3265920 POZADOVANYCH CISEL.
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Cviceni 3.10 Kolik existuje deseticifernych cisel, jejich ciferny soucet je
délitelny tremi?

Regen:

Preformulujme zadanou podminku — ciferny soucet ¢isla je délitelny tfemi
pravé tehdy, kdyz je dané ¢islo délitelné tfemi. Mame tedy urcit pocet vSech
deseticifernych ¢&isel délitelnych tfemi. VSech deseticifernych ¢isel existuje
9 -10° (prvni cifra nesmi byt nula, mame pro ni devét moznosti, pro kaz-
dou dalsi cifru existuje deset moznosti). Z téchto &isel je kazdé treti délitelné
tfemi, tedy tfetina vSech deseticifernych Cisel je délitelna tifemi.

(9-10%):3=3-10°
EXISTUJE 3-10° DESETICIFERNYCH CISEL S CIFERNYM SOUCTEM DELITEL-
NYM TREMI.

Cviceni 3.11 Kolik celyjch cisel od 0 do 999 nent délitelno ani 5, ani 77

Regent:

Z dané mnoziny 1000 ¢isel je zFejmé pétina ¢isel délitelna 5 (1000 : 5 = 200)
a sedmina ¢isel délitelnd 7 (1000 : 7 = 142). Je tieba si uvédomit, ze 0
je délitelna kazdym pfirozenym ¢islem. Nesmime také zapomenout na &isla,
které jsou délitelna 5 i 7, tedy jejich nejmensim spole¢nym nasobkem, ¢islem
35 (1000 : 35 = 28). Nyni vyuzijeme principu inkluze a exkluze: od celkového
pocCtu &isel odeCteme ta, ktera jsou délitelna jednim z &isel 5 a 7 a pricteme
¢isla délitelna zaroven ¢isly 51 7.

1000 — 200 — 142 + 28 = 686

CISEL NEDELITELNYCH 5 ANI 7 JE 686.

Cviceni 3.12 Kolik rizngch ctyFcifernych ¢isel lze sestavit z cifer éisla 128 1537

Regent:
Rozdélme si vysledna ¢isla do t¥i skupin a v kazdé uréeme jejich pocet:
(a) él’sla, ve kterych se kazda cifra vyskytuje pouze jednou. Ziejmé ne-

méame jinou moznost volby cifer nez 1, 2, 3 a 5. Pocet ¢isel vytvorenych
z téchto cifer bude pocet jejich permutaci 4! = 24.

(b) éisla, ve kterych se jedna cifra vyskytuje dvakrat. Mame dvé moZznosti
vybéru cifry, ktera se bude vykytovat dvakrat (1, 3), k ni vybirame ze
t¥i zbylych riznych cifer dalsi dvé ((;’)) a v8echny Ctyri vybrané cifry

mezi sebou nechdme permutovat (3—:)
Dohromady dostavame 2 - (g) . ‘2% = T2 ¢isel.

(c) éisla, ve kterych se dvé cifry vyskytuji dvakrat. Dvakrat miazeme podle
zadani vyuzit pouze cifry 1 a 3. Nechame-li je mezi sebou permutovat,
. ~ |
ziskdme % = 6.
Ziejmé musi kazdé pozadované ¢islo patiit do pravé jedné ze tii skupin,
vysledek tedy ziskdme sectenim dil¢ich poctu ¢isel v kazdé ze skupin.
24472+ 6 =102

LZE SESTAVIT 102 CTYRCIFERNYCH CISEL.
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Cviceni 3.13 Kolik péticifernych cisel lze sestavit z cifer ¢isla 12 312 343,
poZadujeme-li, aby tri cislice 3 nendsledovaly za sebou?

Resent:

Uvazujme stejné jako v predchozi tloze rozdéleni vyslednych ¢isel do dis-
junktnich mnoZzin, spoc¢itejme pocet ¢isel v kazdé z mnozin a piipadné ode-
¢téme ¢isla nevyhovujici.

(a) Cisla obsahujici jednu ¢islici dvakrat. Mame tii moznosti vybéru ¢&islice
vyskytujici se dvakrat, zbylé ¢&islice jsou pak dany. Nechme vsechny
vybrané &islice permutovat a ziskame 3 - 2, = 180 cisel.

(b) Cisla obsahujici dvé ¢islice dvakrat. Vybirame dvé ze t¥f moznych ¢&islic,
které se budou vyskytovat dvakrat ((2)), k nim potiebujeme vybrat
pétou ¢islici (2 moZnosti) a vSechny ¢islice nechame permutovat.

(3) -2 525 = 180

(c) Cisla obsahujici jednu &islici tiikrat a zbylé slice jednou. Trikrat se
muze vyskytovat pouze Cislice 3, k ni vybereme daléi dvé ¢&isla ze ti{
moznych (( )) a Cisla nechame permutovat: ( ) = 60. Mezi 60 cisly
jsou ale i ¢isla ze zadani zakadzana, napiiklad ¢islo 13 332. Pocet zakaza-
nych ¢isel ziskdme tak, Ze k sobé ¢islice 3 ,;slepime™ a povazujeme je za
jeden znak, ke kterému musime vybrat dvé dalsi ¢islice ze t¥f moZznych
a vSechny znaky nechame permutovat, tedy ( ) -3! = 18. Vyhovujicich
C¢isel je 60 — 18 = 42.

(d) Cisla obsahujici jednu &slici trikrat a jednu &slici dvakrat. Trikrat se
miize vyskytovat pouze ¢islice 3, k ni vybereme jednu ze dvou moznych
dvojic jiné ¢islice (1, 2) a nechame permutovat: 2 - 3, 2, = 20. Opét se
zde vyskytuji i nevyhovujici ¢isla, jejichz pocet ziskdme stejné jako v
predchozi varianté 2 - ;’—: = 6. Vyhovujicich ¢isel je 20 — 6 = 14.

Ziejmé musi kazdé pozadované Cislo patfit do pravé jedné ze ¢tyr skupin,
staci tedy secist 180 4 180 + 42 + 14 = 416.

LZE SESTAVIT 416 PETICIFERNYCH CISEL.

Cviceni 3.14 (*) Kolika zpisoby lze pieskldidat cifry cisla 1 234 114 546
tak, aby tii stejné cifry nendsledovaly za sebou?

Regent:

Vyuzijeme princip inkluze a exkluze. Od celkového poctu preskladani cifer
odecteme takovéa preskladani, ve kterych jedna trojice stejnych cifer nasle-
duje za sebou (1 nebo 4), a pri¢teme ta preskladani, kde nasleduji za sebou
dvé trojice stejnych cifer (11 4). Poéet vSech presklddani ziskame jako pocet
viech permutaci s opakovanim - ara 5, = 100800. Chceme-li mit v preskladani
jednu trojici stejnych cifer za sebou, musime ur¢it kterou (2 zptusoby), danou
trojici pak ,slepime®“ do jednoho znaku a nechame s ostatnfmi permutovat:
2. 8: = 13440. Podobné pokud maji za sebou nasledovat obé trojice stejnych
cifer, muzeme kazdou trojici nahradit jednim znakem a nechat s ostatnimi
permutovat, t&chto ¢&isel je 6! = 720.

Vysledek uréime pomoci vyse popsaného principu inkluze a exkluze.
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100800 — 13440 + 720 = 88080

CIFRY LZE PRESKLADAT 88 080 ZPUSOBY.

Cviceni 3.15 Kolika zpisoby lze z pFirozengch cisel od 1 do 30 vybrat ti
¢isla tak, aby jejich soudet byl sudy?

Regent:

Mezi ¢isly od 1 do 30 je 15 &isel sudych a 15 ¢isel lichych. Chceme-li vybrat

tFi ¢isla tak, aby byl jejich soucet sudy, musi byt bud vSechna suda ((135)),
nebo jedno sudé a dvé licha ((*?) - (¥)).

(135) + (115) ’ (125) = 2030

CISLA LZE VYBRAT 2030 ZPUSOBY.
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MAQ0002 — 4. domaci kol

Cviceni 4.1 Kolika zpisoby mizZeme 4 barvami obarvit 10 kulicek?
(a) Kulicky jsou rozlisitelné.
(b) Kulicky nejsou rozlisitelné.

Cviceni 4.2 Kolik devitimistnigch cislic obsahuje prdavé dvé stejné cislice
a Zddnou nulu?

Cviceni 4.3 Kolika zpisoby lze mezi 4 déti rozdelit 15 stejnijch hrusek tak,
aby kazdé dité dostalo alespori 2 hrusky?

Cviceni 4.4 Koika zpisoby lze rozdélit 18 stejnijch jablek mezi 5 déti tak,
aby kazdé dité dostalo alespori 8 jablka?

Cviceni 4.5 Urcete pocet prirozengch cisel od 1 do 840, kterd nejsou déli-
telnd ani jednim z cisel 6, 10, 14.

Cviceni 4.6 V oddélent pracuje nekolik osob, z nichZ kaZdd znd alespoti je-
den z téchto jazyki: rustina, Spanélstina, italstina. Rusky mluvi 7 osob, $pa-
nélsky 7 osob, italsky 7 osob, rusky a Spanélsky 4 osoby, Spanélsky a italsky
4 osoby, rusky a italsky 3 osoby, vSechny ti uvedené jazyky ovlddd jedna
osoba. Urcete, kolik osob

(a) v oddéleni pracuje;
(b) mluvi pouze rusky;
(¢) mluvi pouze Spanélsky.

Cviceni 4.7 Na tiidni schizce informoval ucitel rodice takto:

“Nase trida md 30 Zdki. Mohou chodit do 4 zdjmovich krouZkd, z nichZ
kazdy probihd jednou tydné. Pondélni krouZek navstévuje 19 Zdki, tterni 13,
stredecni 18 a cturtecni 11. deny’ Zak nenavstévuje vice neZ dva krouzky
a Zadné dva krouzky nemaji vice nez 5 spolecnijch Zakd.”

Urcete, zda ucitel mohl mluvit pravdu. Svou odpovéd zdivodnéte.

[Ndvod: PouZijte princip inkluze a exkluze a selsky rozum.|

Cviceni 4.8 Kolik ,slov” je moZno sestavit z pismen slova
(a) SEMESTR
(b)) TERAKOTA
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tak, aby Zddnda dvé stejnd pismena nestdla vedle sebe?

Cvi€eni 4.9 Mdme 5 obdlek s adresami a 5 dopisii (pro 5 riznych lidi).
Kolika zpisoby miZeme vloZit dopisy do obdlek tak, aby Zadny dopis nebyl ve
sprdavné obdlce?

Cviceni 4.10 Kolika zpisoby mohou pdry na plese vytvorit dvojice muz—
Zena tak, aby Zadni partneri netandili spolu?

(a) Na ples prisly 3 partnerské pdary.
(b) Na ples piisly 4 partnerské pdry.
(¢)* Na ples piislo n partnerskijch pdri.

Cviceni 4.11 Kolik existuje poradi pismen a, b, d, e, ¢, k, m, n, r, 4, z
takovijch, Ze po vynechdni nékterych pismen vznikne nékteré ze slov

(a) mrak, diraz
(b)* bar, den, razie
(c)* arzen, drak, dim, diraz

Cviceni 4.12 Kolika zpisoby lze umistit 8§ hracich kameni na Sachovnici
4x4 tak, aby v prdvée jednom tddku nebo v prdvé jednom sloupci byly 4 ka-
meny?

Cviceni 4.13 Kolik kompozic daného pTirozeného ¢isla n na prdavé k sci-
tanci mizZete vytvorit?

(a) n=3,k=5
(b)) n=15k =7
(c) n=12,k =7
(d) n=12,k =3

Cviceni 4.14 Kolik rozkladi daného prirozeného ¢islan na pravé k séitanci
miZete vytvorit?

(a) n=3,k=5
(b)) n=15k =4
(c) n=12k =4
(d) n=12,k =3
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MAO0002 — teSeni DU ¢. 4

Cviceni 4.1 Kolika zpisoby mizZeme 4 barvami obarvit 10 kulicek?
(a) Kulicky jsou rozlisitelné.
(b) Kulicky nejsou rozlisitelné.

Regent:

(a) Protoze jsou kulicky rtzné (lisi se napiiklad velikosti), rozhodujeme se
pro kazdou kuli¢ku zvlast, kterou ze ¢ty barev (moznosti) ji obarvime.
Obarveni jednotlivych kuli¢ek na sobé nezévisi, pouzijeme tedy pravi-
dlo souc¢inu. 4!° = 1048576

KULICKY LZE OBARVIT 1048 576 ZPUSOBY.

(b) Pro nerozlisitelné kulicky uré¢ime mnozstvi riznych obarveni jako pocet
kombinaci s opakovinim. Jinak feceno, kulicky rozdélujeme do 4 pfi-
hradek podle jejich barvy (mezi pfihradkami jsou 3 prepéazky). Pocet
raznych obarveni je tedy pocet permutaci s opakovanim mezi 10 stej-
nymi kulickami a 3 ptihradkami).

13 _
Tom1 = 286

KULICKY LZE OBARVIT 286 ZPUSOBY.

Cviceni 4.2 Kolik devitimistnijch ¢isel obsahuje prdvé dvé stejné cislice a Zdd-
nou nulu?

Regent:

Nejprve vybereme ¢&islici, ktera se bude v ¢isle vyskytovat dvakrat (9 zpi-
sobtt). Dale ur¢ime dvé mista ve vysledném ¢isle, kam tuto ¢islici umistime

((g) zpisobll) a na dalsich sedm mist postupné vybirame ze zbylych osmi
¢islic — na prvni misto méame 8 kandidati, na dalsi 7 a tak dale.

9-(9) - 8! = 13063680

ZADANYCH DEVITIMISTNYCH CISEL EXISTUJE 13 063 680.

Cviceni 4.3 Kolika zpiusoby lze mezi 4 déti rozdélit 15 stejnyjch hrusek tak,
aby kazdé dité dostalo alespon 2 hrusky?

Regent:

JelikoZ neni feceno jinak, vSechny hrusky ziejmé vyhovuji kritériim EU

a proto jsou naprosto rovnocenné (nerozlisitelné). Nejprve rozdame kazdému
ditéti 2 hrusky a k dalsimu rozdélovani nam jich zbude 7. Nyni miZeme
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zbylych 7 hrusek rozdélovat do prihradek se jmény jednotlivych déti: mezi
prihrddkami jsou 3 nerozlisitelné prepézky, zajima nas tedy pocet permutaci
3 prepazek a 7 hrusek.

#% =120

HRUSKY LZE ROZDELIT 120 ZPUSOBY.

Cviceni 4.4 Koika zpisoby lze rozdelit 18 stejnich jablek mezi 5 deti tak,
aby kazdé dité dostalo alespori 8 jablka?

Regent:
Nad tlohou uvazujeme stejné jako v pfedchozim cviceni. Po rozdéni 3 jablek
kazdému ditéti nam zbudou k rozdélovani 3 jablka.

o
41.31 — 35

JABLKA LZE ROZDELIT 35 zZPUSOBY.

Cviceni 4.5 Urcete pocet prirozengch cisel od 1 do 840, kterd nejsou déli-
telnd ani jednim z cisel 6, 10, 14.

Regent:

Vyuzijeme princip inkluze a exkluze podobné jako ve cviceni 3.11. Od poctu
viech ¢isel (840) odecteme pocty ¢isel, kterd jsou délitelna jednim z isel
6 (840 : 6 = 140), 10 (840 : 10 = 84) a 14 (840 : 14 = 60). Néasledné& pfic¢teme
pocty ¢isel, ktera jsou délitelné jednotlivymi dvojicemi ¢&isel zaroven, tedy
jejich nejmensim spoleé¢nym nasobkem. Pro ¢isla 6 a 10 ziskdvame nejmensi
spole¢ny nasobek 30, ¢isel délitelnych 30 je 840 : 30 = 28. Podobné nejmensi
spole¢ny néasobek &isel 6 a 14 je 42, 840 : 42 = 20. Posledni dvojice ¢isel
10 a 14 méa nejmensi spole¢ny nasobek 70, 840 : 70 = 12. Kone¢né odecteme
pocet v8ech &isel, ktera jsou délitelné Cisly 6, 10 i 14, tedy jejich nejmensim
spoleénym nasobkem 210, takova ¢isla jsou ziejmé 4.

840 — 140 — 84 — 60+ 28 + 20+ 12 — 4 = 612

ZADANYCH CISEL EXISTUJE 612.

Cviceni 4.6 V oddélent pracuje nékolik osob, z nichZ kazdd znd alespoti je-
den z techto jazyku: rustina, Spanélstina, italstina. Rusky mluvi 7 osob, Spa-
nélsky 7 osob, italsky 7 osob, rusky a Spanélsky 4 osoby, Spanélsky a italsky

4 osoby, rusky a italsky 3 osoby, vSechny ti uvedené jazyky ovlddd jedna
osoba. Urcete, kolik osob

(a) v oddélenti pracuje;

(b) mluvi pouze rusky;

(¢) mluvi pouze Spanélsky.
Regent:
Ozna¢me R mnozinu v8ech osob mluvicich rusky, S mnozinu \féech osob mlu-
vicich 8panélsky a I mnozinu v8ech osob mluvicich italsky. Ulohu je moZzné

fesit pres Vennovy diagramy, my ji budeme feSit pomoci principu inkluze
a exkluze.
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(a) Pocet vSech zaméstnanci oddéleni je sjednocenim mnozin R, S a I. Dle
pravidla inkluze a exkluze ziskame celkovy pocet zaméstnanct se¢tenim
osob mluvicich rusky, $panélsky nebo italsky, ode¢tenim osob mluvicich
dvéma z danych jazyki a pfi¢tenim osob mluvicich v8emi tfemi jazyky.
|[IRUSUI| = |R|+|S|+|I|-|RNS|—|RNI|—|SNI|+|RNSNI|=
=74+74+7-4-3-44+1=11

V ODDELENI PRACUJE 11 OSOB.

(b) Od osob mluvicich rusky musime dle principu inkluze a exkluze odecist
osoby mluvici rusky a Spanélsky, pfipadné rusky a italsky, a pricist
osoby mluvici rusky, §panélsky i italsky.
|IR|—|RNS|—|RNI|+|RNSNI|=7T—4-3+1=1

JEDNA OSOBA MLUVI POUZE RUSKY.

(c) Pocitame podobné jako predchozi variantu.

IS|—=|SNR|—|[SNI|+|SNRNI|=7—4—-44+1=0
NIKDO NEMLUVI POUZE SPANELSKY.

Cviceni 4.7 Na tiidni schizce informoval ucitel rodice takto:

»Nase trida md 30 Zakid. Mohou chodit do 4 zdjmouvygch krouzki, z nichZ
kazdij probihd jednou tydné. Pondélni krouZek navstévuje 19 Zdki, iternt 13,
stiedecni 18 a cturtecni 11. deny’ Zdk nenavstévuje vice neZ dva krouzky
a Zddné dva krouzky nemaji vice neZ 5 spolecnyjch Zdki.

Urcete, zda ucitel mohl mluvit pravdu. Svou odpovéd zdivodnéte.

Regen:

Protoze zadny zak nenavstévuje vice nez dva krouzky, muZeme pocet zaku
pomoci inkluze a exkluze spocitat nésledovné: od souctu zaku v jednot-
livych krouzcich odecteme pocet zakt navstévujicich néjakou z kombinaci
dvou krouzku (napiiklad zakt navstévujicich pondélni a étvrtecéni krouzek).
Soucet zékt v jednotlivych krouzcich je 19413+ 18+ 11 = 61. Kazdou kom-
binaci dvou krouzka navstévuje nejvyse 5 zaki, uvazujme tedy, Ze kazdou
kombinaci navstévuje pravé 5 zakt. V tom pfipadé budeme od souctu zaki
v jednotlivych krouzcich odeditat 5 - (‘21) = 30 zakt a dojdeme k vysledku,
ze t¥ida ma 31 zakl. Protoze jsme odecitali nejvyssi mozny pocet zékt, nenf
mozné, aby bylo ve tiidé méné nez 31 zaku.

UCITEL SE PRAVDEPODOBNE SPLETL, NEMLUVIL PRAVDU.

Cviceni 4.8 Kolik ,slov” je moZno sestavit z pismen slova

(a) SEMESTR
(b) TERAKOTA

tak, aby Zddnd dvé stejnd pismena nestdla vedle sebe?

Regent:

Ulohu vyf¥esime stejné jako ve cviceni 3.7 pomoci principu inkluze a exkluze.
Od v8ech preskladani pismen vzdy odecteme takova preskladani, kdy vedle
sebe stoji jedna dvojice stejnych pismen (v obou variantach muZzeme dvojici
stejnych pismen vybrat dvéma zpiisoby) a pfi¢teme preskladani, ve kterych
vedle sebe stoji dvé dvojice stejnych pismen.
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(a) 57 — 2 S+ 51 =660

Z PISMEN SLOVA SEMESTR LZE SESTAVIT 660 ,,SLOV‘.

(b) 52 —2- L 46! = 5760

Z PISMEN SLOVA TERAKOTA LZE SESTAVIT 5760 ,,SLOV*.

Cviceni 4.9 Mdme 5 obdlek s adresami a 5 dopisii (pro 5 riznych lidi).
Kolika zpiusoby miZeme vloZit dopisy do obdlek tak, aby Zddny dopis nebyl
ve sprdavné obdlce?

Regent:

Vyuzijeme principu inkluze a exkluze. Od poctu vSech moznych vlozeni do-
pist do obalek (5!) ode¢teme pocet vlozeni dopisii do obalek, v nichZ je jeden
dopis ve spravné obalce (vybereme z péti dopisti jeden co mé byt ve spravné
obélce a zbylé nechdme permutovat (‘;’) -41). Déle pficteme pocet vloZeni do-
pist do obalek, v nichz jsou dva dopisy ve spravné obélce ((g) -3!), odecteme
vlozZeni se tfemi dopisy ve spravnych obalkich ((g) - 21), pric¢teme vloZeni se
Ctyfmi dopisy ve spravnych obalkach ((i) - 1!) a ode¢teme jedinou moznost
jak vlozit vsechny dopisy do spravnych obalek.

Sl=(0)-al+(3)-31 =) - 20+ () - 11 —1=44

Doprisy MUZEME VLOZIT DO OBALEK 44 ZPUSOBY.

Cviceni 4.10 Kolika zpisoby mohou pdry na plese vytvorit dvojice muz—
Zena tak, aby Zadni partneri netandili spolu?

(a) Na ples prisly 3 partnerské pdary.

(b) Na ples pFisly 4 partnerské pdry.
(c)* Na ples piislo n partnerskijch pdri.
Regent:

(a) Uloha je analogie pfedchoziho cviceni. Pro 3 pary (Novakovi, Blazkovi
a Tomanovi) méame dvé moZznosti vytvoreni pari: pani N. tan¢i s panem
B., pani B. tan¢i s panem T. a pani T. tan¢i s panem N, nebo pani N.
tan¢i s panem T., pani B. tan¢i s panem N. a pani T. tan¢i s panem
B. Pokud bychom pocitali principem inkluze a exkluze (zafixujeme si
pany a fadime k nim damy), odecetli bychom od po¢tu vSech pfifazeni
dam pocet takovych pfirazeni, kde je jeden manzelsky par pohromadé,
pricetli prifazeni, kde tan¢i dva manzelské pary spolu a odecetli jediné
mozné pfifazeni, kdy tanc¢i vSechny Zeny se svym doprovodem.
3I-() - 24+0B)-1=2
DVOJICE MOHOU VYTVORIT 2 ZPUSOBY.

(b) Pomoci inkluze a exkluze fesime stejné jako v predchozi varianté.
4 4 4
A—()-3+G)-21=G)+1=9

DVOJICE MOHOU VYTVORIT 9 zZPUSOBY.
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(c)* Stejné jako v predchozich variantach bychom postupovali i pro vice
périd, mizeme tedy zobecnit:

nl= (D) =11+ G) (=2 =+ (=1)"(7) = g (=D (}) (n—k)!

n

DVOJICE MOHOU VYTVORIT > p_,(=1)"(})(n — k)! ZPUSOBY.

Cviceni 4.11 Kolik existuje poradi pismen a, b, d, e, ¢, k, m, n, r, 4, z
takovijch, Ze po vynechdni nékterych pismen vznikne nékteré ze slov

(a) mrak, diraz

(b)* bar, den, razie

(c)* arzen, drak, dim, diraz
ReSen:

(a) Za¢néme uréenim poc¢tu pofadi pismen, ze kterych nam po vhodném
progkrtani vznikne jedno ze slov MRAK, DURAZ, nejprve se zamé&Fme
na slovo MRAK. V kazdém z uspofadani danych 11 pismen se vysky-
tuji pismena M, R, A, K v jednom ze 4! raznych vzajemnych poradi.
My v8ak pozadujeme pravé to poradi, ze kterého po vyskrtéani vSech
pismen mimo M, R, A, K vznikne slovo MRAK. Proto je pocet vSech
usporadani 11 pismen z nichZ po vySkrtani vznikne slovo MRAK 14—1,'
Stejné tak pocet usporadéani vSech pismen, ze kterych vznikne po vhod-

ném vynechani slovo DURAZ, je 15—1,'

Kdybychom tato dvé ¢isla secetli, zapocitali bychom dvakrat ta usporé-
dani, ve kterych se vyskytuji obé slova MRAK i DURAZ. Tato uspofa-
dan{ musime nyni ode¢ist. Aby po vhodném vyskrtani vzniklo z daného
poradi slovo MRAK a po jiném vyskrtani slovo DURAZ, musi mit pis-
mena M, R, A, K, D, U, Z vhodna pofadi, napiiklad MDURAZK, nebo
DMURAKZ. Uvazujme, Ze by existovalo jenom jedno vhodné pofadi
pismen M, R, A, K, D, U, Z. Pak by pocet vyhovujicich usporadani
vSech 11 pismen byl 17—1,' Jelikoz ale existuje vice vhodnych usporadani
7 zminénych pismen, zlomek vynasobit jejich poctem. Ziejmé musi pis-
mena R, A stat vedle sebe v tomto poradi. Pfed nimi musi stat pismena
M, D, U,atov3 moznych pofadich (MD[OJ, DMU, D[OJM). Za pismeny
R, A stoji pismena K, Z v libovolném ze dvou potadi.

Celkem tedy ziskavame 4 + ! — L. 3.2 =1948320.

EXISTUJE 1948 320 POZADOVANYCH PORADI PISMEN.

(b)* Ur€eme si, z kolika poradi nam vznikne slovo BAR, slovo DEN a slovo
RAZIE a tyto hodnoty se¢téme. Musime si ale dat pozor, abychom né-
jakéa poradi nezapocitali dvakrat, proto dle principu inkluze a exkluze
odecteme potadi generujici po vhodném vyskrtani hned dvé ze ti{ slov
(BAR a DEN, RAZIE A DEN, BAR a RAZIE) a opét pfi¢teme ta
poradi, ze kterych nam mohou vzniknout vSechny t¥i slova.

V kazdém preskladani pismen se vyskytuji pismena B, A, R v jednom
z jejich 3! moznych potradi, pfic¢emZ my pozadujeme pravé jedno z po-
fadi. Pocet vyhovujicich preskladani proto ziskdme 13—1,' Analogicky pro

11!

51

slovo DEN méme 13—1,' preskldadani a pro slovo RAZIE &7 preskladani.

75



Slova BAR a DEN ziskdme z pofadi tak, Ze si zafixujeme vSechna je-
jich pismena (16—1,') a nasledné jesté uvazime, jak miZzeme jednotliva
zafixovana pismena mezi sebou permutovat. Jist€ musi byt zachovano
poradi pismen B, A, R, i poradi pismen D, E, N, pismena téchto dvou
slov se v8ak mohou vmichat do sebe (BADENR), zlomek proto musime
vynésobit vyrazem 3?—:',), Podobné uvazujme pro slova DEN a RAZIE.
Po zafixovéni vSech pismen ze slov dostdvame 171,' poradi. Je jisté, ze
N musi byt na poslednim ze sedmi mist, pro D potom vybirame jedno
z b mist pred pismenem E. Celkem dostavame 17—1,' - 5. Kone¢né dvojice
slov BAR a RAZIE nemohou byt nikdy generovany stejnym pofadim
kvili vzajemné poloze R a A. Ze stejného divodu neexistuje poradi
generujici vSechna tii slova.

F+8+ 8 -9 -4 5=10272240
EXISTUJE 10272240 POZADOVANYCH PORADI PISMEN.

(c)* Postupujeme stejné jako v predchozich variantach. Poéty pofadi pro
slova nebo jejich kombinace jsou:
ARZEN: & DRAK: & DUM: & DURAZ: &
ARZEN a DRAK: 0
ARZEN a DUM: 4 - 45
ARZEN a DURAZ: 0
DRAK a DUM: 16—1,' : 5‘?—;, (D musi byt na prvnim misté)
DRAK a DURAZ: 16—1!! -2 (muzeme prohodit pouze Z a K)
DUM a DURAZ: 16_1!! ;% (DU musi byt na zacatku)
ARZEN, DRAK a DUM: 0
ARZEN, DRAK a DURAZ: 0
ARZEN, DUM a DURAZ: 0
DRAK, DUM a DURAZ: 171,' -5 -2 (musi zainat DU, hledame misto
pro M, miZzeme piehazovat K a Z)
ARZEN, DRAK, DUM a DURAZ: 0

11! 11! 11! 11! 11! 8! 11! 5! 11! 11! 4! 11! _
St et Er s am e 3 62— 3t 002 = 7896240

EXISTUJE 7 896 240 POZADOVANYCH PORADI PISMEN.

Cviceni 4.12 Kolika zpisoby lze umistit 8§ hracich kameni na Sachovnici
4x4 tak, aby v prdvé jednom tddku nebo v prdvé jednom sloupci byly 4 ka-
meny?

Regent:

Zvolme si fadek a umistéme do néj 4 kameny. Zbylé kameny musime umistit
tak, aby nevytvorily cely fadek nebo sloupec. Od vSech moznosti umisténi
((142)) odecteme ta umisténi, ve kterych kameny vytvofi cely novy radek
(vybirame pouze fadek ze 3 moznych), a umisténi, ve kterych vyplni slou-
pec (vybereme jeden ze 4 sloupct a doplnime jej tfemi kameny, pro posledni
kamen vybereme jakékoli ze zbylych volnych mist). Kdybychom na zac¢atku
misto fadku vybrali sloupec, dosli bychom ke stejnému vysledku, proto vy-
sledek jesté vynasobime dvéma.

2:4-((}) —3—-4-9) =3648

KAMENY LZE UMISTIT 3 648 ZPUSOBY.
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Cviceni 4.13 Kolik kompozic daného pTirozeného ¢isla n na pravé k sci-
tanct mizete vytvorit?

(a) n=3,k=5

(b)) n=15k =7

(c) n=12,k =7

(d) n=12,k =3
Reseni:

Pocet vsech kompozic ¢isla n na pravé k sc¢itanci uréime ze vzorce

K(n, k)= (7_))-

(a) Ziejmé nelze ¢islo rozlozit na vice s¢itanci, nez je jeho hodnota (uva-
Zujeme pouze s¢itance z oboru pfirozenych &isel). K(3,5) =0

(b) K(15,7) = (y) = 3003
(c) K(12,7) = () = 462
(d) K(12,3) = (3) =55

Cviceni 4.14 Kolik rozkladi daného prirozeného ¢islan na pravé k séitancid
miZete vytvorit?

(a) n=3,k=5
(b)) n=15k =4
(c) n=12,k =4
(d) n=12,k =3
Regent:
Pocet rozkladu ¢isla n na pravé k séitanct uréime z rekurentniho vzorce

k

p(n,k) = Zp(n - k,i);p(n, 1) = p(”?”) =1L
=1

(a) Podobné jako v pfedchozim cviceni nelze ¢islo rozlozit na vice séitanct,
neZ je jeho hodnota, proto p(3,5) = 0.

(b) p(15,4) = p(11,1)+p(11,2) +p(11,3) +p(11,4) = 1+5+10+11 = 27
(¢) p(12,4) = p(8,1) + p(8,2) + p(8,3) + p(8,4) =1 +4+5+5=15

(d) p(12,3) = p(9,1) + p(9,2) + p(9,3) =1+ 4+ 7 =12
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MAO0002 — 5. domaci ukol

Cviceni 5.1 Na vecirku se seslo nékolik prdtel. Kazdy si pit pripitku pripil
s kazdym a ozvalo se 28 cinknuti. Kolik prdtel se seslo na vedirku?

Cviceni 5.2 Kolik rizngch cisel délitelnijch tremi mensich neZ 10000 lze
sestavit z ¢islic 0,2,3,4,6 takovijch, Ze se v nich ¢islice neopakugi?

Cviceni 5.3 Vymyslete slovni ulohu tak, aby visledek byl
(0) st
(b) 5

Cviceni 5.4 Kolika zpisoby miZeme mezi tii déti rozdélit 9 stejngjch jablek?
Kolika zpisoby mizZeme téchto 9 jablek rozdélit mezi tri déti spravedlivé?

Cviceni 5.5 Kolika zpisoby lze mezi ti déti rozdélit 15 stejngch jablek a 9
stejnych hrusek? Kolika zpiisoby to lze provést spravedlive?

Cviceni 5.6 Kolika zpisoby miZeme mezi ¢tyii studenty rozdelit 7 riznijch
matematickiych sbirek?

Cviceni 5.7 Kolika zpisoby miZe ddt 5 chlapci 6 divkam valentynky, jestliZe
se chlapci mezi sebou nedomlouvali a kazdyj z nich dd valentiynku prdvé jedné
divce?

Cviceni 5.8 Kolika zptsoby lze ze tridy, v niZ je 10 hochi a 20 divek, vybrat
trojici tak, aby v ni byl alespori jeden hoch?

Cviceni 5.9 Kolika zptisoby miZeme obarvit péti barvami dvandct stejnijch
kulicek?
Cviceni 5.10 Vyreste v oboru Z rovnice:

(a) 28201 + &= = 60— 16

z+41)! x+4)!
(b) S — £ =0

z—3)! z—2)!
(¢) 2551 — (=g =0

z+2)! z+1)!
(d) 2(27—1)! - Ez—Q%! =0

Cviceni 5.11 Kolika zpisoby miZeme nalepit na dopis zndmky za 18 K¢,
mdme-li k dispozici znamky za 2, 4 a 10 K¢ (v libovolném potrebném mmnoz-
stvi)? VypiSte vSechny moZnosti.
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Cvi€eni 5.12 Na kolik oblasti rozdéli rovinu n primek v obecné poloze (tzn.
Zdadné dvé nejsou rovnobéziné a Zdadné tri se neprotinaji v témze bodé)?

[Ndvod: Promyslete si pripady pro n = 1,n = 2 atd., odvodte rekurentni
vztah a z néj uréete pocet oblasti v zdvislosti na poc¢tu primek./

Cviceni 5.13 Dokazte (napt. matematickou indukci):

(a) 14+3+5+-- 4 (2n—1) =n?
(b) 24+4+6+--+(2n)=n*+n
(c)3+5+T7+--+(2n—1)=n>-1
(d) 3+5+T7+-+2n+1)=n*+2n
() 1+4+7+--+(Bn—2)=3n*—n

Cviéeni 5.14 Sectéte:

(a) S=n+(n+3)+(n+6)+---+4n

(b) S=(=31)+(—27)+ (—23) +---+29+33

(C) S=n+n+2)+(n+4)+--+3n

(d) S=(-8)+(=5)+(-2)+1+4+---+3n+1)

() S=(=5)+(=3)+(-1)+1+34+5+--+2n+5)+(2n+7)

Cvi€eni 5.15 Sectéte (kaZdou variantu rozloZte na dvé aritmetické posloup-
nosti):

(a) 521—2+3—4+...+(_1)n+1n
(b)) S=1-2+4+4—44+7-6+10—8---+ (3n —2) + (—=1)>"*+12p
Cviceni 5.16 Secteéte:

(a) S=2+224+23 ... 42"

(b)) S=1—g+5m —gm+ -+ (1'%

(c) S=1+2+4+4 .. 4203

(d) S=1+3+9+. .43+

() S=1+2+4+-- 4273

() S=1+4+16+ -+ 472

Cviceni 5.17 Sectéte (kaZdou variantu rozloZte na aritmetickou a geomet-
rickou posloupnost):

(a) S:2+5+11+...+(3_2n—1_1)

(b)) S=1+5+17+---+(2-3"1-1)
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MAO0002 — teSeni DU ¢. 5

Cviceni 5.1 Na vecirku se seslo nékolik prdtel. Kazdy si pit pripitku pripil
s kazdym a ozvalo se 28 cinknuti. Kolik prdtel se seslo na vedirku?
Regen:
Jestlize si kazdy pripil s kazdym, lze z daného poc¢tu hosti vytvorit 28 dvou-
¢lennych kombinaci.
n
= 28

n!
—_— = 2
m—2)-2 8
nin—1) = 56
n = 8

NA VECIRKU SE SESLO 8 PRATEL.

Cviceni 5.2 Kolik riznych cisel delitelnych tremi mensich nez 10000 lze
sestavit z ¢islic 0,2,3,4,6 takovijch, Ze se v nich ¢islice neopakugi?

Regent:

Preformulujme si zadané podminky: ma-li byt ¢islo délitelné tfemi, musi byt
jeho ciferny soucet délitelny ti¥emi. Je-li ¢islo mensi nez 10000, musi byt
nejvyse Ctyfciferné. Sestavujme postupné jednociferné az &tyiciferna cisla
vyhovujici podminkdm a uréujme jejich pocet.

Jednociferna ¢isla jsou ziejmé 2.

Dvouciferné ¢isla musi mit ciferny soucet bud tfi (tomu vyhovuje jediné ¢islo
30), Sest (Cisla 24, 42 a 60), nebo devét (&isla 36, 63). Dohromady existuje
vyhovujicich dvoucifernych ¢isel 6.

Trojciferna ¢isla nedokdzeme sestavit tak, aby méla ciferny soucet tii. Uva-
Zujme tedy ciferny soucet Sest (¢isla vytvorena z cifer 0, 2, 4, ktera existuji
4), devét (¢isla vytvorena z cifer 0, 3, 6, ktera existuji 4, nebo z cifer 2, 3,
4, t&ch je 6) a dvanact (¢isla vytvotena z cifer 2, 4, 6, je jich 6). Dohromady
jsme nalezli 20 t¥icifernych vyhovujicich ¢isel.

étyfciferné ¢isla mohou mit ciferny soucet devét (&isla z cifer 0, 2, 3, 4, kte-
rych je 18), dvanact (Cisla z cifer 0, 2, 4, 6, kterych je také 18) a patnact
(¢isla z cifer 2, 3, 4, 6, téch existuje 24). étyfcifern}?ch vyhovujicich ¢isel jsme
nalezli 60.

Celkovy pocet ziskame jako soucet dil¢ich pocti, tedy 2 + 6 + 20 + 60 = 88.

LZE SESTAVIT 88 CISEL VYHOVUJICICH PODMINKAM.
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Cviceni 5.3 Vymyslete slovnt dlohu tak, aby vysledek byl
(a) sabm
(b) &
Regent:
(a) Ur¢ete pocet vSech permutaci pismen slova POPOCATEPETL.

(b) Kolika zptisoby si mohu v restauraci vybrat obédy na pondéli, utery
a stfedu, je-li v nabidce 12 rtznych jidel a chci-li jist kazdy den néco
jiného?

Cviceni 5.4 Kolika zpisoby miZeme mezi tii déti rozdélit 9 stejngjch jablek?
Kolika zpisoby mizZeme téchto 9 jablek rozdélit mezi tri déti spravedliveé?

Regent:

JelikoZ nenf FeCeno jinak, jablka jsou vSechna stejna a nelze je od sebe rozlisit.
Druhé otézka je trivialni, zfejmé existuje jediné takové rozdéleni — kazdému
ditéti dame t¥i jablka. Pro zodpovézeni prvni otazky prifazujeme jablka do tif
prihradek (mezi nimiz jsou dvé nerozlisitelné prepazky) symbolizujicich jed-
notlivé déti.

AL =55

91.21 —

JABLKA MUZEME ROZDELIT 55 ZPUSOBY, SPRAVEDLIVE 1 ZPUSOBEM.

Cviceni 5.5 Kolika zpiusoby lze mezi ti déti rozdélit 15 stejngch jablek a 9
stejnych hrusek? Kolika zpiisoby to lze provést spravedlive?

Regent:
Uloha je velmi podobna piedchozimu cviceni, ovoce stejného druhu je opét
nerozlisitelné a spravedlivé rozdéleni existuje pouze jedno (kazdému ditéti

5 jablek a 3 hrusky). Rozdélovani hrusek a jablek délame nezavisle na sobé,
u kazdého druhu ovoce pritom zopakujeme tivahu z predchoziho cviceni.

17! 11!
15121 " 9ral — 7480

OVOCE MUZEME ROZDELIT 7 480 ZPUSOBY, SPRAVEDLIVE 1 ZPUSOBEM.

Cviceni 5.6 Kolika zpiisoby miZeme mezi ¢tyri studenty rozdélit 7 riznijch
matematickijch sbirek?

Regent:

U kazdé sbirky mame 4 moZnosti darovani. Darovani jednotlivych sbirek je
na sobé nezavislé, proto staci pouzit pravidlo soucinu.

4-4-4-4-4-4-4=4"=16384

SBIRKY MUZEME ROZDELIT 16 384 zZPUSOBY.

Cviceni 5.7 Kolika zpisoby miZe ddt 5 chlapci 6 divkam valentynky, jestliZe
se chlapci mezi sebou nedomlouvali a kazdy z nich dd valentiynku prdvé jedné
divce?
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Regent:

Podobné jako v predchozi tdloze se kazdy z chlapcti nezavisle na ostatnich
rozhoduje pro jednu z 6 divek, uZijeme opét pravidlo soucinu.
6:-6-6-6-6=06"=7776

VALENTYNKY MOHOU ROZDAT 7776 ZPUSOBY.

Cviceni 5.8 Kolika zpiisoby lze ze tiidy, v niZ je 10 hochi a 20 divek, vybrat
trojici tak, aby v ni byl alespori jeden hoch?

Regent:

V trojici muze byt jeden hoch a dvé divky ((110) . (220)), dva hogi a jedna divka
((120) : (210)), nebo mohou byt vsichni t¥i hosi ((1??))

(V) - (Z) + () - () + (5) = 2920

TROJICI LZE VYBRAT 2920 zZPUSOBY.

Cviceni 5.9 Kolika zptisoby miZeme obarvit péti barvami dvandct stejnijch
kulicek?

Regent:
Kuli¢ky vkladame do péti prihradek riznych barev, permutujeme tedy 12 ne-
rozliSitelnych kuli¢ek a 4 nerozliSitelné oddélovace prihradek.

16!
26— 1820

KULICKY LZE OBARVIT 1820 ZPUSOBY.

Cviceni 5.10 Vyreste v oboru Z rovnice:

(z—2)!

(a) 28=3% + (=3 = 62— 16
z+1)! r+4)!
(b) Ex—lgl - ﬁ =0
(c) 26—k — ti= =0
z+2)! z+1)!
(d) 2%:{;—1;! B E:L‘—Qg! =0
Reéeni:
(a)
(x—1)! (z—2)
2 = -1
oo T @oa 010
2 -1+ (x—2)(x—3) = 6z—16
2 —2+22—b5x+6 = 6x—16
22 —9x4+20 = 0
(x—4)(z—5) = 0

Kofeny dané rovnice jsou ¢isla 4 a 5. Ze zadani plyne podminka x > 4,

obé ¢isla jsou tedy TeSenim.
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(z+1)!  (z+4)
(=1 (z+3)!
(x+ 1Dz —(z+4)

2t —x—4

(x —2)(x + 2)

Kofeny dané rovnice jsou ¢isla —2 a 2. Ze zadani v8ak plyne podminka

x > 1, feSenim je tedy pouze ¢&islo 2.

()

0

5! _—

2z —=3)(z—4) — (x — 2)(x — =
2% — 14z 4+ 24 — 2> + 52— 6 =
2 -9z +18 =

(x—=3)(x—6) =

Kofeny dané rovnice jsou ¢isla 3 a 6. Ze zadani vSak plyne podminka

x > 5, FeSenim je tedy pouze &islo 6.
(d)
(x +2)!

+1)!

_ (@
-1 (z

2 +2)(z+ Dz — (x+ Dzx(z —1)
(z+1Dxx+4—x+1)
(x + 1)z(z +5)

Kofeny dané rovnice jsou ¢isla —5, —1 a 0. Ze zadani vSak plyne pod-

minka x > 2, tloha tak nem4 Zadné reSeni.

Cviceni 5.11 Kolika zpisoby miZeme nalepit na dopis zndmky za 18 K¢,
mdme-li k dispozici znamky za 2, 4 a 10 K¢ (v libovolném potrebném mmnoz-

stvi)? Vypiste vsechny moznosti.

Reseni:

gy

Ulohu vyfesime vypsanim vech moznosti do tabulky.

2Ke |9 7 5 4 3 2 1
4 K¢ 1 2 3 1 4 2
10 K¢ 1 1 1

ZNAMKY MUZEME NALEPIT 8 ZPUSOBY.
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Cvi€eni 5.12 Na kolik oblasti rozdéli rovinu n primek v obecné poloze (tzn.
Zdadné dvé nejsou rovnobéziné a Zdadné tri se neprotinaji v témze bodé)?

Regent:
Promysleme si po¢ty oblasti pro nékolik prvnich n a nasledné odvodme re-

kurentni vztah pro pocet oblasti v zavislosti na po¢tu pifimek. Oznac¢me si
0, pocet oblasti pro n primek v obecné poloze.

n=1 ... o1=2
09 =4

= .. 03=17
n=4 ... o4=11
n=5 ... o5=16

Je vidét, ze pridénim kazdé dalsi pfimky se pocet oblasti zvysi o aktudlni
pocet primek, proto plati nésledujici vztah:

Op =0p—1+Mn
ROVINA BUDE ROZDELENA NA 0, = 0,—1 + 7 OBLASTI.

Cvi€eni 5.13 Dokazte (napt. matematickou indukci):

(a) 14+3+5+--+(2n—1) =n?

(b)) 24+4+6+---+(2n)=n*+n

(c)3+5+T7+--+(2n—1)=n*-1

(d) 3+5+T7+-+(2n+1)=n*+2n

() 1+4+7+ -+ (Bn—-2)=3n*—-n
Regen:

V prvnim kroku vzdy ovéfime platnost pron = 1, poté budeme predpokladat
platnost pro n — 1 a z predpokladu dokAdZeme platnost pro n.

(a) 1. Dosadime postupné do levé a pravé strany n = 1:
L=1,P=1,L=P
2. Predpokléddejme platnost pro n — 1 a dokazme pro n:
1434+ - +(2n—3)+(2n—1) = 143+ - -+(2(n—1)—1)+(2n—1) =
=n—-12+@2n—-1)=n2>-2n+1+2n—1=n?
(b) 1. Dosadime postupné do levé a pravé strany n = 1:
L=2,P=2L=P
2. Predpokladejme platnost pro n — 1 a dokazme pro n:
244+ +(2n—2)+2n=2+4+---+2(n—1)+2n=
=n—-12+n-1D)+2n=n>-2n+1+n—-14+2n=n’+n

(c) Jedné se o jinak zapsanou variantu (a), dukaz jiz byl proveden.
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(d) 1. Dosadime postupné do levé a pravé strany n = 1:
L=3P=14+2=3;L=P
2. Predpokléddejme platnost pro n — 1 a dokazme pro n:

345+ -+ (2n—1)+(2n+1) = 3+5+- -+ (2(n—1)+1)+(2n+1) =
= (n=1)2+2(n—1)+(2n+1) = n?-2n+14+2n—2+2n+1 = n?+2n

(e) 1. Dosadime postupné do levé a pravé strany n = 1:
L=1P=3-1=2L#P

Je vidét, Ze rovnost neplati ani pro n = 1, dal nemusime dokazovat.

Cviceni 5.14 Sectéte:

(a) S=n+n+3)+(n+6)+---+4n

(b) S=(-31)+(-27)+(—23)+---+29+33

(c) S=n+(n+2)+n+4)+---+3n

(d) S=(-8)+(=5)+(-2)+1+4+---+3Bn+1)

(e) S=(=5)+(=3)+(-1)+1+3+5+--+(2n+5)+(2n+7)
Regent:
Ve v8ech variantach se jedna o aritmetické posloupnosti. Pomoci diference

a prvniho ¢lenu uréime pocet ¢lenti dané posloupnosti a seCteme pomoci

vztahu
n(ay + ap)

2
(a) S=n+n+3)+(n+6)+---+4n

Sn:

ag=n az=a+ (x—1)d
d=3 dn=n+3(x—1)
a =4n x=n-+1

Ap+1 = 4n

(n+1)(n+4n)  5n(n+1)
2 B 2
(b) S=(-31)+(—27)+(—23)+---+29+33

S:

ag=-31 a;=a1+ (x—1)d
d=4 33=-31+4(x—-1)
a, =33 x=17

a7 = 33

17(—31 + 33)
2

S = =17
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(c) S=n+n+2)+(n+4)+---+3n
a=n ay=a+(x—1)d
d=2 3n=n+2(x-1)
a;=3n zT=n+1

An+1 = 3N

g (n+1)(2n+3n) _ on(n +1)

(d) S=(-8)+(=5)+(-2)+1+4+---+Bn+1)

a; = —8 ay =a;+ (x—1)d

d=3 3In+1=-8+3(xz—1)
a=3n+1 xz=n+4
Aptqa = 3N+ 1

S — (n+4)(—8+3n+1) _ (n+4)(3n—17)
2

() S=(=5)+(=3)+(-1)+1+3+5+---+2n+5)+(2n+7)

a; = -5 a; =ay+ (x—1)d
d=2 Mm+T7T=-5+2z—-1)
a =2n+7 x=n+7
Gnt7 =2n+7

(n+7)(=5+2n+7)

S = 5

=(n+7)(n+1)

Cvi€eni 5.15 Sectéte (kaZdou variantu rozloZte na dvé aritmetické posloup-

nosti):
() S=1-243—-4+4 -+ (=1)""n
() S=1-2+4—-44+7—6+10—8 + (3n —2) + (-1)"+'2n

ResSent:

Obé dané posloupnosti mizeme rozdélit na dvé posloupnosti, kazdou z nich
seCteme zvlast a nakonec seCteme oba soucty. Opét se budeme opirat o vzorec

z pFedchozi dlohy.

(a) Posloupnost si rozdélime do dvou posloupnosti tak, Ze v jedné po-
sloupnosti budou v8echny kladné ¢leny a ve druhé vSechny zéporné.
Abychom mohli uréit posledni ¢leny obou posloupnosti, musime rozli-

8it pripad, kdy bude n liché, respektive sudé.

Pro licha n ziskdvame posloupnosti

S = 14+43+5+4+---+n
Sy = —2-4-6—...—(n—1),
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n+1

pficemz prvni z posloupnosti ma 3

¢eme soucty posloupnosti.

¢lentt, druha méa 2L ¢lenit. Ur-

2

S) = (n+l£(l+n) _ n2+42n+1 Sy = (n=1)(=2-n+1) _ —n’+1 g _ nT+1

= 7 7] =

Pro sudé n ziskavame posloupnosti

Si = 14+345+---+(n—1)
Sy = —2-4—-6-...—n,

pficemz prvni z posloupnosti mé § ¢lent, druha ma
souCty posloupnosti.

_ n(l4n-1) _ 2 _n(=2-n) _ —n?-2n
S1= 1 — 1 Sz = 1 - 1

PRO LICHA n MA POSLOUPNOST SOUCET S = 24l

2
SOUCET S = —3.

4

% ¢lent. Urdeme

-

PRO SUDA n MA

(b) Posloupnost si rozdélime stejné jako v predchozi varianté na dvé po-
sloupnosti. Nyni v8ak neni nutné rozliSovat licha a suda n, pro obé by

posledni ¢len kazdé posloupnosti dopadl stejné.

Pro v8echna n dostavame posloupnosti

S; = 144474104+ (3n—2)

Sy = —2—-4-6-8—...—2n,

pri¢emz kazda z posloupnosti méa n ¢lenti. Uréeme soucty posloupnosti.

14+3n—2 2_ —2—2 —on2— 2_
Slzn(+n ) _ 3n2-n 52:71( n) _ —2n2-2n S n—3n

2 2

- - 2
POSLOUPNOST MA SOUCET § = 2532

2 - 2

Cviceni 5.16 Sectéte:
(a) S =924+922193 1 ...49n
() S=1-5+x—5m+ -+ (-5
(c) S=14+2+4+ .. 4273
(d) S=1+3+9+.--+37F2
() S=14+4+16+---+472

Reseni:

2

V kazdé z posloupnosti vznikl dalsi ¢len vynasobenim piredchoziho ¢lenu
ur¢itou konstantou, kvocientem, jedné se tedy o geometrické posloupnosti.
Soucet prvnich n ¢lenit geometrické posloupnosti mtuzeme ze znalosti prvniho

¢lenu a kvocientu urcit pomoci vztahu

(a) S =2+22+2%+... 42" posloupnost ma n ¢leni
ap =2 q=72 Sp =2
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(b)y S=1- % + 2% — 2% + -+ (—1)”2%, posloupnost ma n + 1 ¢lentd
1-(-3)"*H +1
m=1 g=-h  Sa=1nEE a3 (™)
(c) S=1+2+4+---+2"3 posloupnost méa n + 4 ¢lenit
ar =1 q=2 Spya = 112270 —ontd g

(d) S=14+3+9+---+ 3" posloupnost ma n + 3 clent
ap =1 q=3 Spyg = 112848 _ 3mH01

-3 2
() S=1+4+16+---+4" 2 posloupnost ma n — 1 &lent
ap =1 q=4 Spo1 = 11_14_n4_1 = 4n_31_1

Cviceni 5.17 Sectéte (kaZdou variantu rozloZte na aritmetickou a geomet-
rickou posloupnost):

(a) S=2+5+11+---4+(3-2771 —1)

(b)) S=1+5+17+--+(2-3"1-1)
Regent:
Kazdou z posloupnosti mtizeme rozdélit do dvou posloupnosti — jedna bude
geometrickd a druhé aritmeticki. Posloupnosti se¢teme zvlast a vysledky k

sobé pri¢teme. Opét se budeme opirat o vztahy pro sou¢ty prvnich n ¢lentu
geometrické a aritmetické posloupnosti.

(a) Posloupnost rozdélime na geometrickou a aritmetickou nasledovné:

S1 = 3+6+12+-.-+3.2"1

S = -1-1—-1-—...—-1
Prvni posloupnost je geometrickd, ma n ¢lent a ¢ = 2, 51 = 3% =
3(2" —1).
Druha posloupnost ma také n c¢lent, jeji soucet je ziejmé Sy = —n.

Dohromady dostavame soucet celé posloupnosti.
S251+52:3(2"—1)—n

(b) Pocitame analogicky varianté (a).

1-3"
S = 246+4+184---+2-3" =2 —3" |

1-3
S = —-1-1-1—...—1=-n
S = 3"—n-1
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MAO0002 — 6. domaci ukol

Cviceni 6.1 Najdéte prvociselny rozklad c¢isla:

(a) 210 (e) 3575
(b) 143 (f) 3705
(c) 247 (9) 3925
(d) 1001 (h) 10127

Cviceni 6.2 Najdeéte nejuétsi spolecny délitel a nejmensti spolecny ndsobek
cisel:

(a) 240 a 26 (c) 391 a 10127
(b) 51 a 81 (d) 437 a 247

Cviceni 6.3 Urcete soucet vsech kladnijch déliteli cisla s vijjimkou cisla sa-
motného:

(a) 10 (e) 18

(b) 14
() 15 (f) 21
(d) 24 (9) 6

Cviceni 6.4 Urcete rozklad c¢isla na prvocinitele a pocet vSech jeho kladnijch
délitelii:

(a) 236 (e) 10125
(b) 3159 (f) 5!
(c) 1296 (9) 10!
(d) 5400 (h) 12!

Cviceni 6.5 Najdéte alespon pét prirozeniyjch cisel, kterd magi lichy pocet
prirozengch déliteli.

Cviceni 6.6 Najdéte alespon pét prirozenych cisel, kterd maji sudy pocet
prirozengch déliteli.
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Cviceni 6.7 Pro kaZdd dvé prirozend cisla plati, Ze soucin nejvétsiho spolec-
ného délitele a nejmensiho spolecného ndsobku je roven soucinu téchto dvou
cisel.

(a) Vysvétlete viastnimi slovy, Ze uvedené turzeni plati.

(b) Ukazte na konkrétnim prikladé, Ze predchozi turzeni nelze obecné roz-
Sirit ma trojici cisel.

Cvi€eni 6.8 (*) Najdéte viechna pfirozend cisla x,y, pro kterd plati:
nsn(x;y) = NSD(z,y) + 5

[Ndvod: Uvédomte si, jaky vztah plati mezi nejmensim spolecnym ndsobkem
a nejuétsim spolecnym délitelem. Jak je to s délitelnosti 5 v tomto piipadé?|

Cviceni 6.9 Dokazte, Ze pro kaZdd dv€ prirozend ¢isla a,b plati:
(a) NSD(a;b) =1 = NSD(ab;a®+1v?) =1
(b) NSD(a;b) =1= NSD(a+ b;a®+v?) <2
[Dosadte za a,b néjaky prvociselny rozklad. Odtud odvodte obecné tesend.|

Cvic€eni 6.10 (*) Dokazte, Ze jestlize zvolime libovolnijch 7 riznijch prvoci-
sel, bude soucin jejich kladngch rozdili délitelny cislem 163 840.

[RozloZte 163 840 na prvocinitele a vyuZijte toho, Ze 2 je jediné sudé
prvocislo, a také zapisu (prvo)éisel podle zbytku, ktery ddvaji po déleni 5./

Cviceni 6.11 Dokazte, Ze neni-li ¢islo délitelné trems, jeho druhd mocnina
ddvad podélent tremi zbytek 1.

Cviceni 6.12 Dokazte, Ze &je-li ¢islo délitelné 121, pak je délitelné 11.

Cviceni 6.13 Dokazte, Ze cislo je délitelné 105 prdvé tehdy, kdyz je délitelné
3,547

Cviceni 6.14 Dokazte, Ze mocnina sudého cisla je vZdy délitelnd ctyimi.

Cviceni 6.15 Uvedte priklad cisla, které neni délitelné 7, avsak jeho druhd
mocnina ano.

Cviceni 6.16 Uvedte priklad ¢isla, které je délitelné 18, aviak jeho druhd
mocnina ne.
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P

MAO0002 — teSeni DU ¢. 6

Cviceni 6.1 Najdéte prvociselny rozklad c¢isla:

(a) 210=2-3-5-7 (e) 3575 =5%-11-13

(b) 143 =11-13 (f) 3705 =3-5-13-19
(c) 247 =13-19 (g9) 3925 = 52147

(d) 1001 =7-11-13 (h) 10127 = 13-19 - 41

Cviceni 6.2 Najdeéte nejuétsi spolecny délitel a nejmensti spolecny ndsobek
cisel:

(a) 240 a 264 (c) 391 a 10127
(b) 51 a 81 (d) 437 a 247
Regent:

Kazdé z ¢isel si rozlozime na prvoéisla a nasledné uréime NSD a nsn.

240 =23-3-5 NSD(240;264) =23 -3 = 24

(a) _ 93 . _ 93 _
264 =23-3-11 nsn(240;264) = 23 -3-5-11 = 2640
(b) 51=3-17 NSD(51;81) =3
81 =34 nsn(51;81) = 34 .17 = 1377
© 391 =17-23 NSD(391;10127) = 1
C
10127 = 13-19 - 41 nsn(391;10127) = 13 -17-19 - 23 - 41 = 3959 657
@ 437=19-23 NSD(437;247) = 19

247=13-19 nsn(437;247) = 13-19 - 23 = 5681

Cviceni 6.3 Urcete soucet vsech kladnijch déliteli cisla s vijjimkou cisla sa-
motného:

(a) 10 (e) 18
(b) 14

- 1) 21
(d) 24 (9) 6
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ResSent:

) 101 18 | 1
Y52 8=8 e 9

e 63 S—21
(b) 712 S=10 (0) 21 | 1
o B 713 s=11
“ 5|3 s=9 W 61

g

12 | 2
A 55

64  S=36

Cviceni 6.4 Urcete rozklad c¢isla na prvocinitele a pocet vsech jeho kladnijch
délitelii:

(a) 236 (e) 10125

(b) 3159 (f) 5!

(¢) 1296 (g) 10!

(d) 5400 (h) 12!
Reseni:

Kazdé z ¢isel rozlozime na prvocinitele. Ziejmé kazdy z jeho délitel je slozen
z prvodisel obsazenych v rozkladu nejvyse v mocninég, v jaké se vyskytuje v
ptvodnim &sle. Pokud bude napiiklad v rozkladu &isla 22, bude se v roz-
kladu kazdého z déliteli vyskytovat prvocislo 2 v mocninach 0, 1, 2, nebo 3.
Oznag¢me si poc¢et délitel ¢isla n symbolem 7(n) a vyjadfeme obecny vztah.

n=pf.ps2..... PRk
7(n) = (an + 1) (a2 +1)...(ax + 1)
(a) 236 =22-59 7(236)=3-2=6
(b) 3159=3%-13 7(3159) =6-2 =12
(c
(d) 5400 =23-33.52 7(5400) =4-4-3 =48

1296 =2%.3% 7(1296) =5-5=25

) 2
)
)
)
(e) 10125 =3*.5% 7(10125) =5-4=20
)
)
)

(f) 51 =23.3.5 7(5!)=4-2-2=16
(g) 10! =28-3*.52.7 7(10!)=9-5-3-2 =270
(h) 12! =2'0-3°-52.7-11 7(120)=11-6-3-2-2 = 792
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Cviceni 6.5 Najdéte alespon pét prirozeniyjch cisel, kterd magi lichy pocet
déliteli.

Regent:

Muzeme vyuzit znalosti ze cvieni 6.3, piipadné ze cviceni 6.4. Podivame-li
se jesté jednou na feSeni 6.3, kde je kazdy z délitelu daného ¢isla (véetné jeho
samého a jednicky) zapsan na néjaké strané svislé cary, vidime, ze pro lichy
pocet délitelt musi byt v poslednim fadku dvé stejna Cisla. Cislo s lichym
poctem délitelil tedy musi byt ¢tverec néjakého piirozeného ¢isla.
Chceme-li vyuzit cviceni 6.4, hleddme takové mocniny prvocisel aq, as, .. . ay,
aby pocet délitela byl lichy. Ze souc¢inu ziskdme lichy vysledek pravé tehdy,
kdyZ jsou v8echny cinitele licha ¢isla. Proto vSechna ag, ae,...a, musi byt
sud4 (to opét znamena, Ze hledané &islo je ¢tverec).

HLEDANA CISLA JSOU NAPRIKLAD 1, 4, 9, 16 A 25.

Cviceni 6.6 Najdeéte alespori péet prirozenijch ¢isel, kterd magi sudy pocet dé-
liteld.

Reseni:
7 predchoziho cvieni vime, Ze mutzeme zvolit jakakoli ¢isla, kterda nejsou
druhou mocninou prirozeného d&isla.

HLEDANA CISLA JSOU NAPRIKLAD 3, 5, 8, 15 A 24.

Cviceni 6.7 Pro kaZdd dvé prirozend cisla plati, Ze soucin nejvétsiho spolec-
ného délitele a nejmensiho spolecného ndsobku je roven soucinu téchto dvou
cisel.

(a) Vysvétlete viastnimi slovy, Ze uvedené turzeni plati.

(b) Ukazte na konkrétnim prikladé, Ze predchozi turzeni nelze obecné roz-

N

Sirit ma trogict cisel.
Reseni:

(a) Nejvétsi spolecny délitel je tvoten prinikem prvocisel obsazenych v da-
nych ¢islech (véetné mocnin), nejmensi spoleény nasobek je tvofen sjed-
nocenim prvocisel obsazenych v rozkladu danych ¢isel (ve nejvyssich
mocninach). Proto je-li prvocislo p; v rozkladu pouze prvniho z ¢isel,
objevi se v souCinu NSD a nsn i v soucinu danych &isel, a to ve stejné
mocning, v jaké je obsazené v prvnim ¢isle.

Mame-li v rozkladu prvniho &sla prvoéislo p5* a v rozkladu druhého

¢isla prvocislo pg?, kde o < ag, objevi se v souc¢inu NSD a nsn ¢len

P52, stejné tak se ale tento ¢len objevi i v sou¢inu danych ¢isel.

Jina moZnost nez dvé vyse popsané nastat nemuze, proto tvrzeni plati.
(b) NSD(4;6;8) =2 mnsn(4;6;8) =24 2-24#4-6-8
Cviceni 6.8 (*) Najdéte vSechna prirozend cisla x,y, pro kterd plati:

nsn(z;y) = NSD(z,y) + 5
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Regent:

Ziejmé nemize platit x = y, pak by bylo nsn = NSD. V dalsich pfipadech
jevzdy nsn > NSD, nsn je totiz N S'D vynésobeny nejméné jednim prvodis-
lem (je minimalné dvakrat vétsi). Proto musi byt NSD < 5 ansn(z;y) < 10,
coz nam ovsSem velmi omezuje volbu ¢&isel x, y.

NSD(z;y) =1 nsn(z,y) =6 [z;y] € [1;6]; [6;1]; [2; 3]; [3; 2]
NSD(z;y) =2 nsn(z,y) = nelze

NSD(xz;y) =3 mnsn(x,y) =8 nelze

NSD(z;y) =4 nsn(z,y) =9 nelze

NSD(z;y) =5 nsn(z,y) =10 [z;y] € [5;10];[10; 5]

VYHOVUJICI USPORADANE DVOJICE CISEL JSOU [1; 6]; [6; 1]; [2; 3]; [3; 2]; [5; 10]
A [10;5].

Cviceni 6.9 Dokazte, Ze pro kaZdd dv€ prirozend ¢isla a,b plati:
(a) NSD(a;b) = 1= NSD(ab;a? +b*) =1
(b) NSD(a;b) =1= NSD(a+ b;a® +v?) <2

Regent:

(a) Jsou-li ¢isla a, b nesoudélné, nemaji ve svych prvoéciselnych rozkladech
7a4dna spoleéna prvoéisla. Proto ani vyrazy a?,b? nemaji 7adna spo-
le¢na prvoéisla, z vyrazu a? + b? nelze zadné z prvocisel vyskytujicich
se v prvodiselném rozkladu é&isel a,b vytknout. Aviak v prvoédiselném
rozkladu ¢isla ab jsou stejna prvocisla, jako v rozkladech ¢isel a, b, proto
musi byt NSD(ab; a® + b%) = 1.

(b) Uvazujme nejprve situaci pro sudy soucet a + b (to znamena, Ze a,b
jsou obé sudé, nebo obé licha). Potom i soucet druhych mocnin a,b
musi byt sudy a NSD(a+b;a?+b?) > 2. Déle si mtizeme vyraz a® +b?
upravit do tvaru (a+b)% — 2ab a protoZe jsou a, b nesoudélna, podobné
jako v predchozi varianté dojdeme k zavéru, ze zadné jiné prvocislo se
v NSD neobjevi. Plati NSD(a + b; a® + b%) = 2.

Je-li soucet a + b lichy, nemutze se v NSD objevit ani prvocislo 2, pro
lichy soucet a+b plati NSD(a+b;a?+b*) = 1. Dohromady ziskdvame
NSD(a+ b;a® + b?) < 2.

Cvi€eni 6.10 (*) Dokazte, Ze jestliZe zvolime libovolnych 7 riznych prvoci-
sel, bude soucin jejich kladniyjch rozdili délitelny cislem 163 840.

Regent:

Nejprve si rozlozme ¢islo 163 840 na soucin prvoéisel: 163 840 = 2% .5. Klad-
nych rozdiltt dvou prvocisel bude stejné, jako dvouprvkovych kombinaci ze
sedmi prvodisel (;) = 21. Rozdil kazdych dvou lichych prvocisel bude sudé

¢islo (deélitelné dvéma). Protoze v8ak existuje pouze jedno sudé prvoéislo,
miize se vyskytovat nejvyse v Sesti rozdilech s jinym prvocislem. Jisté tedy
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alespon 15 rozdilt prvocisel bude sudych, alespoi z 15 rozdilti mizeme vy-
tknout &slo 2 — soudin rozdilt musi byt délitelny &islem 2%,

Zbyva nadm ovérit délitelnost péti. Jestlize alesponi jeden z rozdilti bude dé-
litelny péti, jisté bude cely sou¢in délitelny péti. Pokud ale nebude zadny
z rozdilt délitelny péti, musi kazdy rozdil ddvat po déleni péti zbytek 1, 2, 3,
nebo 4. Protoze mame k dispozici 21 rozdili, jisté€ bude dévat alespon 5 roz-
dilt stejny zbytek po déleni péti. Z toho ale plyne, Ze pravé soucin téchto
rozdila je délitelny péti.

Dokézali jsme, ze soucin kladnych rozdili 7 rtznych prvoéisel musi byt dé-
litelny ¢islem 163 840.
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MAO0002 — 7. domaci ukol

Cviceni 7.1 FEukleidovym algoritmem najdéte nejuétsiho spolecného délitele
ndsledujicich dvojic isel:

(a) 240 a 26 (c) 891 a 10127
(b) 51 a 81 (d) 437 a 247

Cviceni 7.2 Uvedte, jaké zbytky po déleni 3, 4, 5, 6, 8 a 10 ddvaji druhé
mocniny ¢isel 1 aZ 10. Viysledky prehledné zapiste, napt. do tabulky:

delitel: | 8 4 5 6 8 10
1 1 1 1 1 1 1
4
9
16
25
36
49 1 1 4 1 1 9
64
81
100

Cviceni 7.3 Urcete, pro které hodnoty n € N;1 < n < 10 jsou ndsledujici
vyrazy (a) sudé, (b) liché:

(a) n? —4n + 3
(b) n*+5n+6
(c) n®>—1
(d) n®+3n?>—-n-—3
Zformulujte obecné pravidlo (napt. ,plati pro viechna n tvaru ... “)

Cviceni 7.4 Urcete, pro které hodnoty n € N;1 < n < 10 jsou ndsledujici
vyrazy délitelné (a) 2, (b) 3, (c) 6:

n2 n— n2 T
(a) +4 2 (c) +g +6
n3—n n?—
(b) "5 (4) 5

Cviceni 7.5 Dokazte:
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(a) Ddvd-li n po déleni 3 zbytek 1, pak n? ddvd po déleni 3 zbytek 1.
(b) Viraz n® —n je pro vsechna n € N délitelny 6.

(c) Pro vsechnan € N plati: n? ddvd po délent 4 zbytek 1 prdvé tehdy, kdyz
n je liché.

(d) Vijraz n3 4+ 9n? + 26n + 24 je pro vsechna n € N délitelnyj 6.

Cviceni 7.6 Dokazte, Ze pro kaZdé dvouciferné pfirozené c¢islo n obsahuje
dekadicky zdpis cisla n? alespori dvé rizné cifry. (*) Dokazte, Ze turzent plati
pro libovolné prirozené &islo n > 3.

[Rozéletite si situact podle cifry na misté jednotek.|

Cviceni 7.7 Najdeéte takové prvocislo p, Ze i ¢isla 2p+1, 4p+1 jsou prvocisia.
(*) Najdéte vsechna takovd prvocisla p.

[(*) Postupugte na zdkladé vysledki u nejmensich prvocisel.|

Cviceni 7.8 Urcete alespoti jedno prirozené ¢islo n, pro néz je c¢islo
46" 4 296 - 13" delitelné cislem 1947. (*) Urcete vechna takovd n.

[RozlozZte si 1947, 296 a 46 na prvocisia.|

Cvi€eni 7.9 Dokazte, Ze pro vSechna prirozend n plati: 9/(10™(9n —1) +1).
(*) Dokazte, Ze pro vSechna prirozend n plati: 81[(10™(9n — 1) 4+ 1).

Cvigeni 7.10 Dokazte, Ze pro viechna prirozend n plati: 36|(2n5 —n* —n?).
ozlozte mnohoclen (2n° —n* —n?®) na linedrni a kvadratické mnohocleny.
Rozlozt hoclen (2n5 — n* — n? linedrni a kvadratické hoél
Cvicéeni 7.11 Dokazte ndsledujici tvrzeni:
(a) Soucet dvou lichiyjch éisel je ¢islo sudé.
(b) Soucet dvou sudych cisel je cislo sudé
(¢) Soucin dvou lichijch ¢isel je Cislo liché.
oucet libovolngjch dvou celyjch cisel stejné parity je ¢islo sudé.
d) Soucet libovolnijch d lijch cisel stejné parity je cislo sudé
(e) Soucin dvou sudych ¢isel je ¢islo sudé.
oucin sudého ¢isla a libovolného celého ¢isla je ¢islo sudé.
Soucin sudého ¢isla a libovolného celého éisla je ¢islo sudé
(9) Soucet sudého poctu lichych cisel je ¢islo sudé.
h) Soucin libovolného poctu lichiyjch ¢isel je c¢islo liché.
Y J

(i) Soucin libovolného poctu celyjch cisel, z nichZ aspori jedno je sudé,l je
cislo sudé.

Vyslovte alespomi Sest podobnd tvrzeni pro cisla, kterd ddvaji vhodné zbytky
po délent 3, 4,5 a 6.
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P

MAO0002 — teSeni DU ¢. 7

Cviceni 7.1 FEukleidovym algoritmem najdéte nejuétsiho spolecného délitele
ndsledujicich dvojic isel:

(a) 240 a 264 (c) 891 a 10127
(b) 51 a 81 (d) 437 a 247
Reéeni:
(a) 240 a 264 (c) 391 a 10127
264 = 1-2404 24 10127 = 25-391 + 352
240 = 10-24+0 391 = 1-352+439
352 = 9.39+1
NSD(240;264) = 24 39 = 39-14+0
(b) 51 a 81 NSD(391;10127) = 1
81 = 1-51+30 (d) 437 a 247
51 = [-30+21 437 = 12474190
30 = 1-21+9 247 = 1-190+ 57
21 = 2-9+3 190 = 3-57+19
9 = 3-3+0 57 = 3.-1940
NSD(51;81) = 3 NSD(437;247) = 19
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Cviceni 7.2 Uvedte, jaké zbytky po déleni 8, 4, 5, 6, 8 a 10 ddvaji druhé
mocniny ¢isel 1 aZ 10. Vysledky prehledné zapiste, napt. do tabulky:

délitel: | 3 4 5 6 8§ 10
1 71 1 1 1 1
4 1 0 4 4 4 4
9 0 1 4 3 1 9
16 1 0 1 4 0 6
25 1 1 0 1 1 5
36 0 0 1 0 4 6
19 1 1 4 1 1 9
64 10 4 4 0 4
51 0 1 1 3 1 1
100 1 0 0 4 4 0

Cvicéeni 7.3 Urcete, pro které hodnoty n € N;1 < n < 10 jsou ndsledujict
vyrazy (a) sudé, (b) liché:

(a) n? —4n+3

(b) n>+5n+6

(c) n®>—1

(d) n3+3n%—-n-3
Zformulujte obecné pravidlo (napt. ,plati pro vdechna n tvaru ... “)
Regent:

Vytvoime si tabulku parity danych vyrazt pro 1 < n < 10. Poté zformulu-
jeme ke kazdé varianté obecné pravidlo.

|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n? —4n+ 3 S LSLSLSTLSL
n? +5n + 6 S S SS S S s s s s
n?—1 S L SLSLSLSL
n*+3n?-n-3(S L S L S L S L S L

(a) Urceme obecné paritu vyrazu, licha ¢isla ozna¢me L a suda Cisla S.
Plati: L? —4L+3=L—-S+L=S, S?-4S+3=S-S+L=0L.

Pro vSechna n tvaru 2n,n € N je vyraz lichy.
Pro v8echna n tvaru 2n — 1,n € N je vyraz sudy.

(b) Postupujme stejné jako v predchozi varianté.
Plati: L2 +5L+6=L+L+S=S5, S?2+55+6=S5+5+5=25.

Pro vSechna n € N je vyraz sudy.

(¢) Postupujme stejné jako v predchozich variantach.

Plati: L2~ 1=L—-L=S, S*-1=S—-L=L.

Pro v8echna n tvaru 2n,n € N je vyraz lichy.
Pro v8echna n tvaru 2n — 1,n € N je vyraz sudy.
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(d) Postupujme stejné jako v predchozich variantach.
Plati: I +3L? - L—-3=L+L—-L—L=2S5,
S3+352-8-3=54+5-S—-L=1L.

Pro vSechna n tvaru 2n,n € N je vyraz lichy.
Pro v8echna n tvaru 2n — 1,n € N je vyraz sudy.

Cvicéeni 7.4 Urcete, pro které hodnoty n € N;1 < n < 10 jsou ndsledujict
vyrazy délitelné (a) 2, (b) 3, (c) 6:

2, 2
(a n +4n 2 (C) n +gn+6
3_ 2
0) (@) 3t
Reéem’:

Podobné jako v predchozim cvi¢eni vytvoime tabulku, nyni do ni vSak za-

piSme hodnoty vyrazi po dosazeni jednotlivych éisel a uréeme délitelnost
kazdé hodnoty ¢isly 2, 3 a 6..

/1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

wn3 [0 410 18 8 M0 5 W % 18
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
won |06 24 60 120 200 336 504 70 990
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
nitént6 |12 20 30 £ % 7 0 U0 12 156
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
W4 |11 1 3 4 T 9T 127 161 199
2n+1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

(a) Pro vyraz "2+4"_2 dle hodnot z tabulky plati:

(a) je délitelny 2 pro n € {1;6;9}
(b) je délitelny 3 pro n € {1;10}
(c) je délitelny 6 pron =1

(b) Pro vyraz ”36_  dle hodnot z tabulky plati:

(a) je deélitelny 2 pro n € {1;3;4;5;7;8;9}
(b) je délitelny 3 pro n € {1;8;9;10}
(c) je deélitelny 6 pro n € {1;8;9}

(¢) Pro vyraz % dle hodnot z tabulky plati:

(a) je délitelny 2 pro n € {1;2;5;6;9;10}
(b) je délitelny 3 pro n € {1;3;4;6;7;9;10}
(c) je délitelny 6 pro n € {1;6;9;10}

2n2—1

(d) Pro vyraz 5'— dle hodnot z tabulky plati:

(a) neni délitelny 2 pro zadné n € N;1 <n < 10
(b) neni délitelny 3 pro zadné n € N,1 <n <10
(c) neni délitelny 6 pro zddné n € N, 1 <n < 10
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Cvicéeni 7.5 Dokazte:
(a) Ddvd-li n po déleni 3 zbytek 1, pak n? ddvd po déleni 3 zbytek 1.
(b) Viraz n® —n je pro vsechna n € N délitelnsj 6.

(c) Pro vsechnan € N plati: n? ddvd po délent 4 zbytek 1 prdvé tehdy, kdyz
n je liché.

(d) Vijraz n3 4+ 9n? + 26n + 24 je pro vsechna n € N délitelnyj 6.
Regent:

(a) Napisme si n =3k + 1,k € Ny.
Po umocnéni dostavame n? = 9k? + 6k + 1, pricemz ¢leny 9k2; 6k jsou
délitelné tfemi, proto je zbytek po déleni tfemi 1.

(b) Vyraz n® — n lze rozlozit na soucin n(n — 1)(n + 1), tedy soudin tii
po sobé jdoucich ¢&isel. Mezi tfemi po sobé jdoucimi &isly je jisté prave
jedno délitelné t¥emi a alespon jedno délitelné dvéma, dohromady je
vyraz délitelny ¢islem 6.

(¢) Umocnéme na druhou n tvaru 2k +1,k € No: (2k+1)? = 4k? + 4k + 1,
piicemz ¢leny 4k?; 4k jsou délitelné 4, cely vyraz (2k + 1)? proto dava
po déleni 4 zbytek 1.
JelikoZ je v zadani pouzita spojka ,,pravé tehdy, kdyz“, musime ukazat,
7e pro jina nez licha n neplati, Ze n? dava po déleni 4 zbytek 1. Ovéime
tedy situaci pro n tvaru 2k,k € N: (2k)? = 4k?, coz je beze zbytku
délitelné 4.

(d) Vyraz n? + 9n? + 26n + 24 mizeme napiiklad pomoci Hornerova sché-
matu rozlozit na soucin (n+2)(n+3)(n+4), coz jsou t¥i po sobé jdouci
Cisla a ze stejného divodu jako ve varianté (b) je cely vyraz délitelny
Cislem 6.

Cvicéeni 7.6 Dokazte, Ze pro kazdé dvouciferné prirozené c¢islo n obsahuje
dekadicky zdpis cisla n? alespori dvé rizné cifry. (*) Dokazte, Ze turzend plati
pro libovolné prirozené &islo n > 3.

Regent:

SoustFedme se na jednotky kazdého dvouciferného ¢isla. Naptiklad ¢islo s cif-
rou 1 na misté jednotek mizeme zapsat ve tvaru 10a + 1,a € {1;2;...9},
jeho druha mocnina je (10a + 1)2 = 100a? + 20a + 1. Na misté desitek se
nam nikdy nemuze objevit cifra jedna, protoze pro jakékoli a ma ¢islo 20a
na misté jednotek cifru riznou od jedné. Podobné budeme postupovat i pro
dalgf cifry na misté jednotek.

(10a+2)? = 100a%+40a+4, na mist& jednotek bude cifra 4. Abychom dostali
cifru 4 i na misté desitek, muselo by a € {1;6}, ale 122 = 144,622 = 3 844.
(10a+ 3)? = 100a? + 60a + 9, na misté jednotek je cifra 9, kterou nemiizeme
na misté desitek nikdy ziskat.

(10a + 4)? = 100a® + 80a + 16 = 100a? + 10(8a + 1) + 6, na misté jednotek
je cifra 6, kterou nemuZzeme na misté desitek nikdy ziskat.
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(10a + 5)? = 100a? + 100a + 25 = 100(a® + a) + 10 - 2 + 5, &islo ziejmé vidy
konéi 25.

(10a + 6)? = 100a? 4+ 120a + 36 = 100(a? + a) + 10(2a + 3) + 6, na mists
jednotek je cifra 6, kterou nemtzeme na misté desitek nikdy ziskat.

(10a + 7)? = 100a? + 140a + 49 = 100(a® + a) + 10(4a + 4) + 9, na mists
jednotek je cifra 9, kterou nemizZzeme na misté desitek nikdy ziskat.

(10a + 8)% = 100a? + 160a + 64 = 100(a® + a) + 10(6a + 6) + 4, na mists
jednotek je cifra 4. Abychom dostali cifru 4 i na misté desitek, muselo by
a € {3;8}, ale 38% = 1444,882 = 7744.

(10a + 9) = 100a? + 180a + 81 = 100(a® + a) + 10(8a + 8) + 1, na mists
jednotek je cifra 1, kterou nemiZzeme na misté desitek nikdy ziskat.

Pro dvouciferna ¢isla zakoncena cifrou 0 je situace ziejmaé.

Pro ¢isla 3 < n < 10 dokédzeme tvrzeni snadno vypsanim jednotlivych moc-
nin: 42 = 16,52 = 25,62 = 36,7? = 49,8 = 64,9 = 81. Pro &isla n > 99
se opfeme o konstrukci z hlavni &isti tohoto cviceni. Moznosti, u kterych
nelze zajistit stejnou cifru uz na misté desitek, mizeme rovnou vypustit, je-
likoz pridanim stovek, tisicti a déle se situace nezméni. Proto nyn{ uvazujeme
pouze ¢isla n > 99 koncici na dvojéisli: 12, 62, 38 a 88. Utvoime si trojciferna
¢isla v podobném tvaru, jako jsme vyse tvofili dvouciferna, a vylu¢me d¢isla,
ve kterych se vytvoii riizna cifra uz na misté stovek.

(100a+12)% = 10000a+2 400a+144 = 10000a>+1 000-2a+100(4a+1)+44,
na misté desitek i jednotek je cifra 4, tu vSak na misté stovek nijak ziskat
nemuzeme.

(100a + 62)? = 10000a? + 12 400a + 3 844 = 10 000(a? + a) + 1 000(2a + 3) +
+ 100(4a + 8) + 44, na misté desitek i jednotek je cifra 4. Abychom dostali
cifru 4 i na misté stovek, muselo by a € {4;9}, ale 4622 = 213444,

9622 = 925 444.

(100a+38)% = 10000a? +7 600a+ 1444 = 10 000a®+1 000(7a+1)+100(6a+
+4)+44, na misté desitek i jednotek je cifra 4. Abychom dostali cifru 4 i na misté
stovek, muselo by byt a = 5, ale 5382 = 289444

(100a +88)% = 10000a? + 17 600a + 7 744 = 10 000(a® + a) +1000(7a+7) +
+ 100(6a + 7) + 44, na misté desitek i jednotek je cifra 4, tu v8ak na misté
stovek nijak ziskat nemuzeme.

Podobné pokracujme pro ¢tyimistnéd Cisla zakoncena trojcéislimi 462, 962
a 538.

(1000a+462)? = 1000 000a>+924 000a+213 444 = 1000 000a>+100 000(9a+
+2)+10000(2a+ 1) + 1 000(4a + 3) + 444, na misté tisicti v8ak 4 nijak ziskat
nemuzeme.

(1000a + 962)2 = 1000000a? + 1924 000a + 925444 = 1000 000(a® + a) +
+100000(9a +9) + 10000(2a 4 2) + 1 000(4a + 5) + 444, na misté tisict vSak
4 nijak ziskat nemutzeme.

(1000a + 538)2 = 1000000a? + 1076 000a + 289 444 = 1000 000(a® + a) +
+100000 - 2 + 10000(7a + 8) + 1000(6a + 9) + 444, na misté tisica vsak 4
nijak ziskat nemiizeme.

DOKAZALI JSME, ZE PRO KAZDE PRIROZENE CISLO n > 3 OBSAHUJE DE-
KADICKY ZAPIS CISLA n? ALESPON DVE RUZNE CIFRY.
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Cviceni 7.7 Najdéte takové prvocislo p, Ze i ¢isla 2p + 1,4p + 1 jsou prvo-
¢isla. (*) Najdéte vSechna takovd prvocisla p.

Reseni:

Sepisme si tabulku hodnot p,2p+ 1,4p + 1 pro nékolik nejmensich prvocisel.

p | 2p+1 4p+1
2 5 9
3 7 13
5 11 21
7 15 29
11 23 45

Mohli bychom pokracovat dél, ale uz nyni je vidét jedno reSeni p = 3. U dal-
Sich prvocisel je vzdy jeden z vyrazu 2p+1,4p+1 délitelny tfemi. Podivejme
se tedy na prvocisla dévajici rizny zbytek po déleni tfemi.

Zatnéme prvocisly tvaru p = 3k, k € N, takové je zfejmé pouze prvoéislo
p = 3, které, jak uz vime, je vyhovujici.

Pro prvoéisla tvaru p = 3k+1, k € Ny plati: 2(3k+1)+1 = 6k+3 = 3(2k+1),
4(3k+1)4+1 =12k +5. Vyraz 2p+1 je délitelny t¥emi, proto nikdy nemuze
byt prvociselny.

Pro prvodisla tvaru p = 3k + 2,k € Ny plati: 2(3k + 2) + 1 = 6k + 5,
403k +2) 4+ 1 =12k + 9 = 3(4k + 3). Vyraz 4p + 1 je délitelny t¥emi, proto
nikdy nemiize byt prvociselny.

JEDINYM VYHOVUJICIM PRVOCISLEM JE p = 3.

Cviceni 7.8 Urcete alespoti jedno prirozené ¢islo n, pro néz je c¢islo
46™ + 296 - 13" délitelné cislem 1947. (*) Urcete viechna takovd n.
Regent:

1947 | 46™ +296 - 13"
3-11-59 | 2"-23"4+23.37.13"

Protoze jsou éisla 3, 11 a 59 nesoudélna, staci nalézt takova n, po ktera je
vyraz délitelny ¢isly 3, 11 i 59. Pritom vyuzijeme skute¢nosti, Ze muzeme
libovolné ¢islo ve vyrazu nahradit jinym ¢islem, které dava stejny zbytek
po déleni postupné ¢&isly 3, 11 a 59.

| 46" 4 296 - 13"

59 | 46" +296-13"

|12 59 | (—13)" +1-13"
59 | (=1)"13" 4 13"

11 | 46" + 296 - 13" 50 | 13°(—1)" 4 1)

11 | 2"+10-2"
11 | 2"(1+10)
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Vidime, ze vyraz je délitelny &isly 3 a 11 pro vSechna n € N. Cislem 59
je vyraz délitelny pouze v piipadé, Ze bude zavorka ((—1)" + 1) rovna nule,
tedy pouze pro licha n.

PRO VSECHNA LICHA PRIROZENA CISLA n JE VYRAZ 46™ + 296 - 13™ DELI-
TELNY CISLEM 1947.

Cvi€eni 7.9 Dokazte, Ze pro viechna pfirozend n plati: 9[(10™(9n —1) 4+ 1).
(*) Dokazte, Ze pro vsechna pFirozend n plati: 81/(10™(9n — 1) + 1).

Resent:
9 | 10"(9n—1)+1
9 | 9+1)"On-1)+1

9 | (9”+<T)9”—1+--- ( 1)9+1> (On—1) +1
9 | <9"+<T>9"—1+-~ < ) on —1) <(n711>9+1>(9n—1)—|—1

)1 On—1)+On+1)(9n—1) +
)

)
))

(9n — 1) + 81n?

3

3

e}
3
no

/‘\

p—t
©
:
OJ
_|_
N
3
3

-2

3

v\_/v
“%
OJ
+
/‘\g\
3
w

n—2

R i S i

Vyraz na pravé strané je délitelny nejen ¢islem 9, ale i ¢islem 81.

Cvigeni 7.10 Dokazte, Ze pro vsechna prirozend n plati: 36|(2n® —n* —n?).

Regent:
36 | 2n8 —n*—n?
36 | n?(2n*—n?-1)
36 | n*(n®*—1)(2n* +1)
36 | (n—1n%*(n+1)2n%*+1)

Opét se nam objevuje soucin tii po sobé jdoucich ¢isel (n—1)n(n+1), z nichz
je pravé jedno délitelné tfemi a alespon jedno délitelné dvéma.

Je-li n délitelné tfemi, pak je celd prava strana délitelna deviti a zbyva pouze
ovérit délitelnost ¢tyfmi. Pokud je délitelné tfemi jedno z ¢isel (n—1), (n+1),
musime ovéfit, Ze je délitelny tiemi i vyraz 2n® + 1.
n—1=3k,k€N:n=3k+1,2(3k+1)2+1 = 18k*+12k+3 = 3(6k>+4k+1)
n+1=3kkeN:n=3k-1,2(3k—1)?+1 = 18k*—12k+3 = 3(6k*—4k+1)
Vyraz (2n® — n* — n?) je délitelny ¢islem 9.

Jsou-li dvé z ¢isel (n—1)n(n+1) suda, je jejich souc¢in délitelny ¢tyfmi. Je-li
ovSem sudé pouze jedno z téchto Cisel, musi se jednat o ¢islo n. To se ve
vyrazu vyskytuje ve druhé mocning, proto je jisté cely vyraz (2n® —n* —n?)
délitelny Cislem 4.

4

DOKAZALI JSME, ZE VYRAZ (2n% — n* — n?) JE DELITELNY CISLEM 36.
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MAO0002 — 8. domaci ukol

Cviceni 8.1 Najdéte vsechna celociselnd Teseni rovnice:

(a) z+y=2 (¢c) Tx+3y =5
(b) 2z +y=3 (d) 9z + 11y =3

Cviceni 8.2 Zadejte alespon dvé z vijse uvedenijch rovnic pomoci slovni ilohy
(feSeni slovni ilohy nemusi byt nekonecné mnoho).

Cviceni 8.3 Reste ilohu ¢. 5 z Alkuinovy sbirky Ulohy pro bystreni mladiki:

Néjaky kupec 7ekl: Chcei za sto dendri nakoupit sto prasat, pricemz kanec
stoji deset dendri, prasnice pét dendri a dvé selata jeden dendr. At tekne,
kdo rozumi, kolik je treba koupit kanci, kolik prasnic a kolik selat, aby Zidné
z téchto dvou cisel nebylo ant prekroceno, ani zmenseno.

Cviceni 8.4 Markéta nakoupila v papirnictvi sesity po 10 korundch, tuzky
po 2 korundch a gumy po 5 korundch. Celkem utratila 100 korun za 18 pred-
meéti. Kolik ceho nakoupila?

Cviceni 8.5 Dokazte, Ze plati tento postup pro ndsobent cisel od 6 do 9:
Prong cinitel: levd ruka, na niZ nechdme vztyceno tolik prsti, kolik je rozdil
mezi Cinitelem a cislem 5.
Druhy cinitel: analogicky na pravé ruce.
Ndsobeni: pocet vztycenijch prsti na obou rukou vyndsobime deseti a k tomu
pricteme visledek ndsobeni poctu nevztycéengjch prsti na levé ruce a na pravé
TUCE.
Priklad: 7*8

Levd ruka: 2 vztycéené, 3 ne

Pravd ruka: 3 vztycené, 2 ne

2+83=5 desitek (tj. 50)

2*3=6 (jednotek)

50+6=56="7*8
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Cviceni 8.6 Dopliite tabulku pro n = 1,...25. V tabulce vyhledejte pytha-
gorejské trojice.

n? (druhd mocnina n | n? — (n — 1) (priristek oproti predchozimu Fddku,)

0

QA< ~
vl o |

O | < | G| ™| W~ S

~
S

~
~
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NS
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L

~
B

~
oy

~
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~
o

~
o

[\
S

NS
~

\S)
NS

\S)
o

£

£

\S]
[\
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MAO0002 — teSeni DU ¢. 8

Cviceni 8.1 Najdéte vsechna celociselnd Teseni rovnice:

(a) z+y=2 (¢c) Tx+3y =5
(b) 2z +y=3 (d) 9z + 11y =3
Regent:

(a)

Rovnice 4y = 2 méa nekone¢né mnoho feSeni, musime vsak urcit jejich
tvar (ne kazda usporadana dvojice &isel je FeSenim rovnice). Zvolme
za x parametr t € Z a vyjadfeme y v zavislosti na x = ¢.

r=t y=2—-t K={[t;2—-t],t€Z}
Resme rovnici 2z + y = 3 podobné jako v predchozi varianté.

r=t y=3-2t K={[t;3—-2t],teZ}

U rovnice 7x 4+ 3y = 5 si musime dat pozor, aby vysledné feSeni bylo
opravdu celoCiselné. Opét zvolime za = parametr ¢, ten ovSem musi
spliiovat urc¢ité podminky. Kdyz vyjadiime y v zavislosti na x = t,
ziskdvame y = S_Tn, aby bylo y € Z, musi 3|5 — 7t.

5—Tt= 0 (mod 3)
2—t= 0 (mod 3)
t= 2 (mod 3)

Parametr ¢ musi davat zbytek 2 po déleni 3, mizeme misto néj psat
t =3k+ 2,k € Z. Po dosazeni do vyjadieni y ziskdvame:

x=3k+2 y=-Tk—3 K={[3k+2-Tk—3|,keZ}

Rovnici 92 + 11y = 3 fesime podobné jako v predchozi varianté.

x=t y=3 11[3-9t

3—9t= 0 (mod 11)
3+2t= 0 (mod 11)
2t= -3 (mod 11)
2t= 8 (mod 11)
t= 4 (mod 11)

Parametr ¢t musi davat zbytek 4 po déleni 11, miZeme misto néj psat
t =11k 4+ 4,k € Z. Po dosazeni do vyjadreni y ziskavame:

r=11k+4 y=-9%-3 K={[11k+4,-9k—-3|,ke€Z}
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Cviceni 8.2 Zadejte alespon dvé z vijse uvedenijch rovnic pomoci slovni ilohy
(feSeni slovni ilohy nemusi biyjt nekonecné mnoho).

Reseni:

(a) Jak miizeme zaplatit 2 eura, mame-li k dispozici jednoeurové a dvace-
ticentové mince v dostateéném mnozstvi?

(b) Jakym zptisobem si mizeme povésit na sténu trofeje z lovu, mame-li
dostateéné mnozstvi zastielenych kozorohti a jednorozcd, ale na sténé
chceme mit pravé 3 rohy?

(c) V léte ziskaval kazdy tabornik za dobry skutek 7 bodu a za poruSeni
pravidel slusného chovani mu byly odebrany vzdy 3 body. Kolik mohl
Zdenda udélat dobrych skutki, kdyz mél na konci 1éta 5 boda?

(d) V ZOO je zvlastni klokan, ktery se miize pohybovat pouze ve sméru do-
predu ¢ dozadu (nikdy nezataci), pritom dopfedu posko¢i vzdy o 11 de-
cimetrd, dozadu o 9 decimetri. Jak si muze klokan doskakat pro pam-
pelisku, na kterou dosdhne pouze z mista 3 decimetry pred nim?

Cviceni 8.3 Reste ulohu ¢. 5 z Alkuinovy sbirky Ulohy pro bystreni mia-
diki:

Néjaky kupec 7ekl: Chcei za sto dendri nakoupit sto prasat, pricemz kanec
stoji deset dendrii, prasnice pét dendri a dvé selata jeden dendr. At vekne,
kdo rozumi, kolik je treba koupit kanci, kolik prasnic a kolik selat, aby Zadné
z téchto dvou cisel nebylo ani prekroceno, ani zmenseno.

Regent:
Ulohu lze Tesit (stejné jako vsechny tlohy z Alkuinovy sbirky) pouhou tva-
hou. Pokud bychom tlohu chtéli fesit soustavou rovnic, méli bychom daleko

vice prace. ReSenim tlohy je naptiklad nakup jednoho kance, deviti prasnic
a devadesati selat.

Cviceni 8.4 Markéta nakoupila v papirnictvi sesity po 10 korundch, tuzky
po 2 korundch a gumy po 5 korundch. Celkem utratila 100 korun za 18 pred-
méti. Kolik éeho nakoupila?

Reseni: Podobné jako predchozi cviceni lze fesit itvahou. Napiiklad za¢néme
od co nejvyssiho poctu seSitti a postupné vylu¢ujme mozné nevyhovujici
kombinace. Praci usnadni skute¢nost, ze gum musi byt jisté sudy pocet.

MARKETA NAKOUPILA 5 SESITU, 5 TUZEK A 8 GUM.

Cviceni 8.5 Dokazte, Ze plati tento postup pro ndsobeni ¢isel od 6 do 9:
Prong cinitel: levd ruka, na niZ nechdme vztyceno tolik prsti, kolik je rozdil
mezi ¢initelem a cislem 5.

Druhy cinitel: analogicky na pravé ruce.

Ndsobeni: pocet vztycenijch prsti na obou rukou vyndsobime deseti a k tomu
pricteme visledek ndsobeni poctu nevztycéengjch prsti na levé ruce a na pravé
TUCE.

Priklad: 7*8
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Levd ruka: 2 vztycené, 3 ne
Pravd ruka: 8 vztycené, 2 ne
2+3=5 desitek (tj. 50)
2*3=6 (jednotek)
50+6=56=7*8

Resenf:Ozna¢me si ¢initele a, b. Popsany postup muzeme zapsat nasledovné:
((a—5)4+(b—5))10+(10—a)(10—b) = 10a+10b—100+100—10b—10a+ab = ab

Cviceni 8.6 Doplnte tabulku pron = 1,...25. V tabulce vyhledejte pytha-
gorejské trojice.

2

n | n? (druhd mocnina n | n? — (n — 1) (priristek oproti predchozimu vddku)
0 0 -
1 1 1
2 y 3
3 9 5
y 16 7
5 25 9
o 36 11
7 79 13
3 67 15
9 81 17
10 100 19
11 121 21
12 144 23
18 169 25
7 196 27
15 225 29
16 256 31
17 289 38
18 324 35
19 361 37
20 400 39
21 1 i1
22 48] VE
23 529 45
27 576 77
25 625 49
Reseni:

Nejlépe viditelné pythagorejské trojice jsou v tabulce vyznacené tuénym pis-
mem, jedna se o trojice (3, 4, 5), (5, 12, 13), (7, 24, 25). Hufe viditelné jsou
v poslednim sloupci je druh& mocnina pfirozeného ¢isla) — takto mizeme na-
lézt trojice (6, 8, 10) a (8, 15, 17). Posledni skupinou pythagorejskych trojic
jsou nésobky jiz uvedenych trojic, kde je nejvétsi z Cisel nejvyse 25, timto
zpusobem doplnime trojice (9, 12, 15), (12, 16, 20) a (15, 20, 25).
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MAO0002 — 9. domaci ukol

Cviceni 9.1 Pomoci Vietovijch vztahi Teste v oboru redlnijch cisel ndsledu-
jict kvadratické rovnice:

(a) 2> +x+1=17
(b) 22 +2x +4=—bxr —8
(c) 22 +4x+2=7
(d) 2? + 4z +4=—-10 — 5z
Cviceni 9.2 Naleznéte polynom, ktery md dané kotreny:
(a) ©1 =4;29 = —T7
(b) x1 =1;29 = 16
(c) v = \/§;£E2 =—3
(c) ©1 =2;29 = 3;23 =0

Pro nasledujici dvé ilohy si vytvoite sadu nejméné Sesti polynomi stupné
5 nebo vyssiho. Postupujte tak, ze vynésobite linedrni polynomy a nerozlo-
zitelné kvadratické polynomy, napf. takto:

(x—1)(z—2)(x+2)(@® +1) =25 — 2 — 323 +32% — 4z +4

Cviceni 9.3 Hornerovym schématem najdéte celociselné koreny vypoctenych
polynomii stupné 5 (nebo vy3siho). Vypocitejte tedy nejméné Sest prikladi.
Kontrolou Vam bude Vds vlastni vypocet (ndsobeni polynomii).

N s

Cvi€eni 9.4 Provedte déleni polynomu stupné 5 (nebo vyssiho) polynomem
stupné 2, vypocitejte nejméné Sest prikladi. Jako zaddni pouzZijte Vami vy-
poctené polynomy, napr.:

(2° — 2t =323 +32% 4w +4): (2 +1)=2® —2® — 4o — 4
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MAO0002 — teSeni DU ¢. 9

Cviceni 9.1 Pomoci Vietovijch vztahi Teste v oboru redlnijch cisel ndsledu-
jict kvadratické rovnice:

(a) 2> +x+1=17
(b) x> + 22 +4 = 5z — 8
(c) > +4x+2=17
(d) 2 +4x+4=-10— bz
Regent:
Pripomenme si Vietovy vztahy pro kvadratickou rovnici. Pro kofeny x1, x2

kvadratické rovnice ax? +bxr +c=0, a,b,c € R plati:

b ¢
T1+T2=—,, T1-T2=,

(a) 22 4+2—-6=0 21+a9=—1 21 -79=—6
(z—2)(x+3)=0 K={-3;2}

(b) 22+ Tx+12=0 1 +x9=-T7 71 72 =12
(r+4)(x+3)=0 K ={-4;-3}

(c) 22 +4r—-5=0 1+ a0 =—-4 x1-T9=-5H
(x+5)(x—1)=0 K ={-5;1}

(d) 22 +92+14=0 T1+T9o=—-9 z1-20=14
(z+7)(x+2)=0 K={-7-2}

Cviceni 9.2 Naleznéte polynom, ktery md dané koteny:

(a) x1 =409 =—T7

(b) ©1 =1;29 = 16

(c) z1 = V3;29 = —V/3

(¢c) ©1 =2;29 = 3;23 =0
Regent:
Postupujme opa¢nym smérem, nez tomu bylo v pfedchozim cvic¢eni, hledany
polynom pak ziskdme roznasobenim zévorek s kofeny. Samoziejmé takto zis-
kany polynom neni jediny, je pouze jeden z nekonefné mnoha. Dalsi poly-

nomy bychom ziskali vynasobenim vysledného polynomu jakoukoli nenulovou
hodnotou.
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(a) (x—4)(z+7) = 22 +3r-28=0
() (x —1)(z —16) = 22— 1Tz +16 =0
() (x—V3)(z++V3) = 22 -3=0

(d) (z-2)(z—3)z=0 2®-522+62=0

Pro nésledujici dvé tlohy bude vytvofen polynom stupné 6 (u dalsich
polynomt se budou obé& cviceni fesit analogicky).

(z—D(z+1)(z—3)(z+2)(z* +2) = 2% — 2% — 52t — 23 — 82 + 22 + 12

Cviceni 9.3 Hornerovym schématem najdéte celociselné koreny vypoctenych
polynomii stupné 5 (nebo vyssiho). Vypocitejte tedy nejméné Sest prikladi.
Kontrolou Vam bude Vds vlastni vgpocet (ndsobeni polynomii).

Regent:
1 -1 -5 -1 -8 2 12
r=1 1 0 -5 -6 -14 -12 O
r=-1|1 -1 -4 -2 -12 0
r=2 1 1 -2 -6 -24
r=-2|1 -3 2 -6 0
=3 1 0 2 0

Cvigeni 9.4 Provedte déleni polynomu stupné 5 (nebo vyssiho) polynomem
stupné 2, vypocitejte nejmeéne Sest piikladi. Jako zaddni pouzijte Vdmi vy-
poctené polynomy, napt.:

(2% — 2t =323 + 322 —dx+4): (2 +1) =2 —2? — 4z -4
Regent:

(28 —25 =52t —23 —8a? 420 +12): (2?2 +2) =2t — 23 -T2+ 2 +6
6 4
—T —2x
—xb =72t —a® —8a? 42z +12
5 3
T +2x
—7xt a3 —8x2 42z +12
Tt +1422
z® 4622 42z +12
—z3 —2x
62 +12
—6x2 —12

0
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MAQ0002 — 10. domaci 1kol

Cviceni 10.1 Eukleidovym algoritmem najdéte nejvétsiho spolecného déli-
tele pro alespori Sest dvojic polynomi stupné 4 aZ 6.

Konkrétni polynomy si zvolte sami. Postupujte jako v predchozim domd-
cim ikolu.

Cviceni 10.2 Dokazte, Ze pro kazZdé piirozené cislo n plati ndsledujici tur-
zend (matematickou indukci nebo jinak):

(a) 2|(n*+n) (e*) 133|(117+2 + 127+1)
(b) 3|(n® +2n) ) ) n

(c) 5|23 —3) (f*) 17|(5"F3 4 1137+1)
(d) 6|(10” 4) (g*) 11|(62n—|—33n+2+3n)

Cviceni 10.3 Dokazte, Ze pro kazZdé piirozené cislo n plati ndsledujici tvr-
zeni (matematickou indukct):

(a) 1+3-- 4 (2n — 1) = n?

_ n(n+1)(2n+1
(b) 12422 4 32... 4 p? = nlodl)Cnt])

_ n’(n+1)?
(c) 1423433 .. 4 nd = 25

1 1 1 _
(d) 73+ 23+ s = w1

1 1 1 _
(¢) T3 +35 -+ G D@ = il

_ n(n+1)(n+2)
(f) 1-242-3-- +n(n+1) = 2ot)t2)
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MAO0002 — teSeni DU ¢. 10

Cviceni 10.1 Eukleidovym algoritmem najdéte nejvétsiho spolecného déli-
tele pro alespori Sest dvojic polynomi stupné 4 aZ 6.
Konkrétni polynomy si zvolte sami. Postupujte jako v predchozim domd-

cim dkolu.

ResSent:

Stejné jako v pfedchozim domécim tkolu ukidZeme FeSeni pouze na jedné
dvojici polynomt, s dalsimi dvojicemi by se pracovalo analogicky. Vezméme
si polynom z predchoziho domaéciho tikolu a druhy polynom vytvoime. Z roz-
kladu na soucin hned vidime, jaky je nejvétsi spole¢ny délitel danych poly-
nomt, tato znalost ndm bude slouzit jako kontrola vysledku.

(x—1)(z+1)(x—

x(x

(20 —2°—524

3)(x+2) (22 +2) = a5 —2® — bt — 23 — 82 22 + 12

—Dx+1)(z—-2) =2 —22° — 2”4+ 22

—13 —82%4+22+12) : (2t — 223 —2? +22) = 2® + 2 -2

—x84205 4ot—243

2 —4x* =323 —8x242x+12
—x5422% 423 —222

— 224223 -1022422+12
2t —4x3 —2x2+4x

—623—1222+62+12

(zt—22% —2?+42x) : (=623 — 1227 + 62 + 12) = —z + 2
—z* 223 +a2+2x

—4a3

+4x

A3 4822 —4x — 8

(
=6

8x2—8

—623—1222462+12) : (822 — 8) =
(2% —22% 4a+2) :8(z% - 1) = §(—z - 2)

.1'3 —T

— 212 +2
22 -2

0
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NSD(2® — 2% =52 — 23 — 822 + 20+ 12,2 — 223 —2? + 22) = 2% — 1

Cviceni 10.2 Dokazte, Ze pro kazZdé piirozené cislo n plati ndsledujici tur-
zent (matematickou indukci nebo jinak):

(Cl) 2|(n +n) (6*) 133|(11”+2+12n+1)

(b) 3|(n® + 2n) * n n

() 12— () 17 4 10

(d) 6|(10“ 4) (g*) 11|(62n+33”+2+3n)
Regent:

(a) Rozlozme si n? +n na soucin n(n +1). Jedn4 se o soudin dvou po sobé&
jdoucich é&isel, jedno z nich tedy musi byt sudé, proto 2|(n? + n).

(b) Platnost dokdZzeme matematickou indukei:

1. Pron=1:3|(1+2), coz zfejmé plati.
2. Predpokladejme platnost pro n a z pfedpokladu dokazme platnost
pro (n+1).
3] (n+1)P+2(n+1)
3 | n*+3n*+3n+1+2n+2
3 | n*+2n+3(n*+n+1)
Vyraz n® + 2n je délitelny 3 dle piedpokladu, vyraz 3(n? +n +1)
je ziejmé také délitelny 3.

(c) Upravujme pravou stranu.

5 | 24n+3 _ 3
5 | 8.2"—3
5 | 8-16"—3

Pro kazdé n bude mit 16™ na misté jednotek cifru 6, po vynéasobeni
8 bude na misté jednotek cifra 8, po odecteni 3 bude mit vysledné &islo
na misté jednotek cifru 5. Kazdé ¢islo s cifrou 5 na misté jednotek je
délitelné ¢islem 5.

(d) Platnost dokdZeme matematickou indukei:

1. Pron =1:6|(10 — 4), coz zFejmé plati.
2. Predpokléadejme platnost pro n a z predpokladu dokazme platnost
pro (n+1).
6 | 10" —4
6 | 10-10"—4
6 | 9-10"+ 10" —
Vyraz 10™ — 4 je délitelny 6 dle predpokladu, ve vyrazu 9 - 10"

je 9 délitelna 3, 10™ je délitelné 2, dohromady je tedy cely vyraz
délitelny 6.
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(e*) Cislo 133 si muZeme rozlozit na soudin prvodisel 133 = 7 - 19. Nyni
staci dokazat, ze vyraz 11772 412"+ je délitelny 7 i 19. To zvladneme
opét pomoci matematické indukce.

1. Pro n = 1 dostavame 7|11% + 122 = 1475, to oviem neni pravda.
Vidime, Ze tvrzeni neplati pro n = 1, nema tedy smysl déle doka-
zovat.

(f*) Uzitim matematické indukce tvrzeni dokaZeme.

1. Pron=1:175* + 11* = 15266, 15266 : 17 = 898.
2. Predpokladejme platnost pro na z pfedpokladu dokazme platnost

pro n + 1.
17 ’ 5 . 51’L+3 _|_ 113 . 113n+1
17 ’ 5(57’L+3 + 113TL+1) + (113 o 5)1137’L+1
17 | 5(5"F3 41137ty 41326 - 1137+

Vyraz 5(5"734113"*1) je podle predpokladu délitelny 17, protoze
plati 1326 : 17 = 78, je i 1326 - 113"t délitelné 17.

(g*) Uzitim matematické indukce se pokusime dokazat tvrzeni.

1. Pron =1:11]6% + 3% + 3 = 66, to ziejmé& plati.
2. Predpokladejme platnost pro na z predpokladu dokazme platnost
pro n + 1.

11 | 62(1’L+1) +3(n+1)+2 + 37’L+1

11 | 62n+2) + 3n+3 +3n+1

11 | 6%-6"+3-3""2+3.3"
|

11 | 3(6%"+3""2 +3") + 336"

Vyraz 3(62" + 3"*2 4 3") je podle piedpokladu délitelny 11 a na
prvni pohled je vidét, Ze i vyraz 33 - 62" je délitelny 11.

Cviceni 10.3 Dokazte, Ze pro kaZdé pTirozené ¢islo n plati ndsledujict tor-
zeni (matematickou indukci):

(a) 143+ (2n—1) = n?

_ n(n+1)(2n+1)
(b) 12 +22 4 3%... 4 n? = H=nts)

3, 03, 23 3 _ n2(n+1)?
(c) 13423 +3%... 4 n? = 225

1 1 1 —
(4) 75+ 33+ a@rn = wt1

1 1 1 _
(¢) 73 +35 -+ @n—D)(@n+1) T

n(n+1)(n+2
(f) 1-242-3--+n(n+1) = 2ot)t2)
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ResSent:

(a) Necht n je sudé ¢islo. Pak lze v8echny sé¢itance rozdélit do dvou sloupci
o stejném poctu fadkt nasledovné:

1 2n—1
3 2n — 3
5 2n—5

Radki je 5, v kazdém z nich je soucet roven 2n, dohromady % -2n = n?.

Pro liché n odebereme ¢islo 2n — 1 a pri¢teme jej az na konci. Opét
mame dva sloupce, v nichz je ”T_l radki, v kazdém ziskdme soucet
2n—2. Celkem dostavame 251 -2(n—1)+2n—1= (n—1)>4+2n—1=
=n?—2n+1+2n—1=n% Tim je tvrzeni dokizano.

(b) Tvrzeni dokdzeme uzitim matematické indukce.
1. Pron=1:1= %, to ziejmé plati.

2. Predpokléadejme platnost pro n a z predpokladu dokazme platnost

pro (n+1).
12422432 402+ (n+1)2 = n(n+1)6(2n+1) +(n+1)2=

D) @n+1)+6(n+1)2  (n+D)[p@2n+1)+6(n+1) _ (n4+1)[2n2+Tn46]
6 - 6 6 -

_ (n+D)(n+2)2n+3) _ (n+1)((n+1)+1)(2(n+1)+1)
- 6 - 6

(c¢) Tvrzeni dokdZeme uzitim matematické indukce.

1. Pron=1:1= %, to zFejmé plati.
2. Predpokléadejme platnost pro n a z predpokladu dokazme platnost
pro (n+1).

P4+2243. 4nd4(n+1)7° = +(n+1)7°=
n?(n+1)2+4(n+1)2 _ (n+1D)2[n%2+4(n+1) _ (n+1)3[n+4n+4]
4 - 4 - 4 -

n?(n+1)>2
4

_ (n+1)2(n42)? _ (n+1)2((n+1)+1)?
- 4 - 4

(d) Tvrzeni dokdZeme uZitim matematické indukce.
1 1 o~ .
1. Pron=1: 15 = 3, to zI'ejmé plati.

2. Predpokladejme platnost pro n a z pfedpokladu dokazme platnost

pro (n+1).

1 1 1 1 _ 1 _
2t et aem T emey T o T ey
_ nm+2)+1 _ p242n41  _ ntl

— (D) (n+2) T (n+1)(n+2) T nt2
(e) Tvrzeni dokdZeme uZitim matematické indukce.
1. Pron=1: 1—13 = %, to zFejmé plati.

2. Predpokladejme platnost pro n a z predpokladu dokazme platnost

pro (n+1).

1 1 1 1 n 1
13735 T @D T @@Es) — 2l T @) @) —
_ n@nd3)+l  _ 2n243n41  _ (n+tl)2ntl) _ ni4l

- (2n+1)(2n+3) T (2n+1)(2n+3) T (2n+1)(2n+3) T 2(n+1)+1
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(f) Tvrzeni dokdZeme uZitim matematické indukce.

1. Pon=1:1-2= 13—3 Tvrzeni neplati pro n = 1, proto neni

tfeba déle pokracovat v dikazu.
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MAQ0002 — 11. domaci 1kol

Cviceni 11.1 Potiebujeme prevézt pres ieku kozu, vlka a zeli v lodce, kterd
uveze pouze prevoznika a jednu z ,véci“. Jak to miuzZeme udélat, aby vlk ne-
sezral kozu a koza zeli?

Cviceni 11.2 Mdme plnou 121 nddobu a dvé prdzdné nddoby — 71 a 41.
Prelévdnim rozdélte vodu tak, aby ve dvou nddobdch bylo 61 vody.

Cvi€eni 11.3 (*) Adam, Bedfich a Cyril maji sklenicky s obsahem 5dl, 3dl
a 2dl. Na zacdtku jsou v Adamové sklenicce 4 dl, zbylé dvé jsou prdazdné. Jak

je potteba prelit vino tak, aby Adam mél ve své sklenicce 2 dl a Bedrich a Cyril
kazdy 1dl?

Cviceni 11.4 T mistondTi a tit lidoZrouti se potiebuji prepravit pres Teku
na dvoumistné lodce. Je neZdidouci, aby se na nékterém biehu ocitlo vice
lidoZrouti neZ misiondii. Lodka sama nepopluje. Zorganizujte prepravu.

Cviceni 11.5 ManZelé Adamcovi byli na vecirku s dalsimi tiemi manZel-
skymi pdry. Zdravili se poddnim ruky. Nikdo nepodal ruku sdm sobé, svému
partnerovi ani vickrdt téze osobé. KdyZ to skondilo, tak se pan Adamec ze-
ptal, kolikrat kdo podal ruku. Od kaZdého dostal jinou odpovéd. Kolika lidem
podala ruku pani Adamcovd?

[Ndpovéda: nakreslete si situacif

CviCeni 11.6 (*) Sedm kamarddi se pred prazdninami dohodlo, Ze kaZdy
posle pohled 3 kamarddim tak, aby kaZdy poslal pohled tomu, od kterého pohled
dostal nebo dostane. Navrhnéte, kdo bude komu posilat pohlednice, aby byla
podminka splnéna.

Cviceni 11.7 V klubu hddankdii maji deset pater. Ve vijtahu jsou tlacitka
+3; —4;: 2.

(a) Lze se z libovolného patra dostat do jiného libovolného patra?

(b) Kolikrat zmdckneme knoflik pro cestu z pdtého do devdtého patra?

Cviceni 11.8 (*) Hostitel poiddd kazdy den v tydnu veceii pro své pid-
tele. Kazdy den pozve tii hosty. Jak miZe béhem tydne pozvat svijch (a) 7;
(b) 15 prdtel tak, aby se kaZdi dva z nich potkali alespoti jednou, pFipadné
prdvé jednou?

Cvi€eni 11.9 (*) Mdme tFi domy a tii studné. Navrhnéte cesticky tak, aby
vedly od kazZdého domu ke kaZdé studni a nikde se nekrizZily.
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MAO0002 — teSeni DU ¢. 11

Cviceni 11.1 Potiebujeme prevézt pres ieku kozu, vlka a zeli v lodce, kterd
uveze pouze prevoznika a jednu z ,véci“. Jak to muZeme udélat, aby vilk ne-
sezral kozu a koza zeli?

Regent:
Velice znama tloha s mnoZstvim obmén lze Fesit dle nasledujici tabulky, kde
vlk je znacen V, koza K a zeli Z:

1. bfeh lod 2. breh
- K
<_

— 7
+— K
-V
<_

—- K VZ

R R<<SS
gNNW:X‘I

Cviceni 11.2 Mdme plnou 121 nddobu a dvé prdzdné nddoby — 71 a 41.
Prelévdanim rozdélte vodu tak, aby ve dvou nddobdch bylo 61 vody.
Reéent:

Regenf je opét zadano tabulkou objemi tekutiny v nddobach, v zahlavi jsou
uvedeny objemy nadob.

121 71 41
12 - -
5 7 -
5 3 4
9 3 -
9 - 3
2 7 3
2 6 4
6 ©

Cvi€eni 11.3 (*) Adam, Bedrich a Cyril maji sklenicky s obsahem 5 dl, 3dl
a 2dl. Na zacdtku jsou v Adamové sklenicce 4 dl, zbylé dvé jsou prazdné. Jak

je potteba prelit vino tak, aby Adam mél ve své sklenicce 2 dl a Bedtich a Cyril
kazdy 1dl?
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Regent:

Tuto tlohu je mozné vyfesit pouze za piredpokladu, Ze si Adam s Cyrilem
vyméni sklenicky, pokud bychom totiz ziskali 2 dl vina v Adamové sklenicce,
nejsme schopni rozlit Bedfichovi a Cyrilovi po 1dl. ReSeni s vyménénymi
skleni¢kami je néasledujici:

Adam (5dl) Bedfich (3dl) Cyril (2dl)

4 _ _
1 3 -
1 1 2

Cviceni 11.4 TF misiondri a ti lidoZrouti se potiebuji prepravit pres Teku
na dvoumistné lodce. Je neZidouci, aby se na nékterém biehu ocitlo vice li-
dozroutid neZ misiondii. Lodka sama nepopluje. Zorganizujte pfepravu.

Resenti:
Vychézime ze skute¢nosti, Ze na lodi nejsou lidoZzrouti sami sobé nebezpeéni,

protoZze musi padlovat (mohou spolu plout i dva lidoZrouti). Regenf je zna-
zornéno v tabulce.

1. bfeh lod 2. breh

MMLL — ML -

MMLL <+ L M
MML — LL M
MML «+ L ML

ML — ML ML
ML «— L MML
M — LL MML
M «— L MMLL
- — ML MMLL

Cviceni 11.5 ManZelé Adamcovi byli na vecirku s dalsimi tfemi manZel-
skymi pdry. Zdravili se poddnim ruky. Nikdo nepodal ruku sdm sobé, svému
partnerovi ani vickrdt téze osobé. KdyZ to skondilo, tak se pan Adamec ze-
ptal, kolikrat kdo podal ruku. Od kaZdého dostal jinou odpovéd. Kolika lidem
podala ruku pani Adamcovd?

Regent:

Na vecirku jsou ¢tyfi pary, jestlize si nikdo nepodal ruku se svym partnerem,
mohl kazdy podat ruku nejvyse Sesti lidem. Pan Adamec ziskal 7 rtznych
odpovédi, musely to byt odpovédi 0,1, ...6.

Osoba X7 si potiédsla rukou s 6 osobami a nepotiésla si rukou pouze se svym
doprovodem Xs. Jelikoz si vSichni kromé Xs potfasli rukou s Xi, pouze
osoba Xs mohla panu Adamcovi odpovédét, Ze si s nikym rukou nepotiasla.
Tim mame vysvétlenou zelenou ¢ast obrazku nize, body X1, X2 uz s zddnymi
dalsimi propojovat nebudeme.

Nazvéme Y; osobu, ktera si potfasla rukou s 5 prateli. Nemohla si potfast
rukou s Xs ani se svym doprovodem Y5, se vSemi ostatnimi si rukou po-
tfasla, coz mame v obrazku vyznaceno oranzovou barvou. VSechny osoby
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mimo X7, Xo,Y7,Ys si jiz podle obrazku podali ruku pravé se dvéma oso-
bami, proto jediné osoba Y5, mohla fici, ze podala ruku pouze jedné osobé.
Tim mame vysvétlenou i oranZovou Cést obrazku.

Dale si pojmenujme osobu jez privitala 4 pfatele Z;. Ta si musela potfast
rukou jesté se dvéma ze zbyvajicich tfi osob — osoba, se kterou si rukou ne-
potfasla, musi byt jeji doprovod Zy. Zbyva nam tedy osoba Zs, kterd uvitala
2 pratele, a dvé zbylé osoby, které obé& uvitali pravé 3 pratele. Protoze panu
Adamcovi odpovédél kazdy jinak, musi byt pravé zbyvajici dvé osoby Adam-
COVi.

PANI ADAMCOVA PODALA RUKU 3 OSOBAM.

Cvi€eni 11.6 (*) Sedm kamarddii se pred prdzdninami dohodlo, Ze kaZdy
posle pohled 3 kamarddim tak, aby kaZdy poslal pohled tomu, od kterého po-
hled dostal nebo dostane. Navrhnéte, kdo bude komu posilat pohlednice, aby
byla podminka splnéna.

Regen:
Kdyz kazdy posle 3 pohledy, bude dohromady odesldno 7 -3 = 21 pohledt.
Odesle-li osoba A pohled osobé& B, musi i osoba B odeslat pohled osobé A.

Proto je pocet ,,postovnich tras roven poloviné poslanych pohledii, to vSak
neni mozné.

PLAN SEDMI KAMARADU NELZE USKUTECNIT.

Cvicéeni 11.7 V klubu hddankdri maji deset pater. Ve vijtahu jsou tlacitka
+3;—4;: 2.

(a) Lze se z libovolného patra dostat do jiného libovolného patra?
(b) Kolikrat zmdckneme knoflik pro cestu z pdatého do devdtého patra?
Regen:

(a) Abychom zajistili moznost dostat se z libovolného patra do jiného li-
bovolného patra, stac¢i vytvorit posloupnost pater zacinajici i konéici
stejnym patrem, v niz ziskdime pomoci operaci na tlacitkach vSechna
patra od 1 do 10 (vytvofime ,kruznici, po které se muzeme dostat
z jakéhokoli bodu do jakéhokoli bodu). Za¢néme napiiklad v prvnim
patre:
1+3—-4:2-5243—-5+3—-8:2-44+3-7+3—-10-4—
6:2—-3+3—-6+3—-9-4—-5-4—1

7Z LIBOVOLNEHO PATRA SE LZE DOSTAT DO JINEHO LIBOVOLNEHO
PATRA.

(b) Vyuzijeme vytvofené posloupnosti, pficemz z Sestého patra budeme
cestovat rovnou do devéitého patra.
5+3—+8:2—-4+3—-7+3—-10-4—-6+3—9

7, PATEHO DO DEVATEHO PATRA SE LZE DOSTAT POMOCI SESTI STISK-
NUTI TLACITEK.
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Cviceni 11.8 (*) Hostitel poiddd kazdy den v tydnu veceii pro své pid-
tele. Kazdy den pozve tri hosty. Jak miZe béhem tydne pozvat svych (a) 7;
(b) 15 prdtel tak, aby se kaZdi dva z nich potkali alespoti jednou, pFipadné
prdvé jednou?

Reseni:

(a) Pojmenujme si hosty Ales, Bara, Cecil, Dana, Emil, Fabio a Gabriela
(dale budeme uzivat pouze jejich pocatecni pismena). Hosty muzeme
pozvat napriklad podle tabulky niZe, kdy se kazdy host s kazdym potka
pravé jednou.

Po Ut St Ct Pa So Ne
A A A B C B C
B D F D E E D
C E G F F G G

(b) K hostum pozvanym z piedchozi varianty jesté pridame Helenu, Ivana,
Janu, Karla, Ludmilu, Marka, Nikolu a Ondru. JelikoZz v predchozi
varianté bylo o 8 osob méné a podafilo se nam je sezvat takovym
zplsobem, Ze se kazdy s kazdym potkal pravé jednou (kdyby se néktefi
potkali vice nez jednou, jini by se nepotkali viibec), je jen logické, ze
se ndm to u 15 osob nepodaii. Pokud bychom se problémem zabyvali
hloubéji, dosli bychom k zavéru, ze pravé jednou by se kazdy s kazdym
potkal v piipadé, Ze by byl hostitel extrémné pohostinny a zval by
trojice hostt cely tyden na 5 jidel denné.
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