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Ortogonadlni a ortonormalni vektory

Ortogondlni vektory

Vektory i, v v Euklidovském prostoru jsou ortogondlni, jestlize pro jejichz
skaldrni soucin plati: skal(d, V) = 0.

Pozndmka: Ortogondlnost vektor( narozdil od kolmosti pfipousti, Ze jeden
z nich, pripadné oba byly nulové.
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Ortogonadlni a ortonormalni vektory

Ortogondlni vektory

Vektory i, v v Euklidovském prostoru jsou ortogondlni, jestlize pro jejichz
skaldrni soucin plati: skal(d, V) = 0.

Pozndmka: Ortogondlnost vektor( narozdil od kolmosti pfipousti, Ze jeden
z nich, pripadné oba byly nulové.

Ortogondlni/ortonormalni posloupnost vektorti

Baze podprostoru, nebo libovolnd posloupnost vektor je

m ortogonalni, jestliZe kaZdé dva vektory z této baze (posloupnosti)
Jsou ortogonalni.

m ortonormalni, jestlize je ortogonalni a kazdy jeji vektor je normovany
(tj. jeho velikost je 1).

Poznamka: Velikost vektoru & = (ui,...,up) je v Euklidovském prostoru
definovdna takto: ||u|| = \/skal(d,d) = \/u? + - - + u2.

Luka$ Masilko 9. cvideni

27. 11. 2024



Ortogonadlni a ortonormalni vektory — priklady

Priklad 6.2.B1: Rozhodnéte, zda dané vektory euklidovského prostoru R*
Jsou ortogonalni, resp. ortonormadlni.
a) t=(1,-2;2;1), v=(1,3;2;1), w=(-1;0;1;, -1)
SERITER
) 0=(23-3;-4), V=(-1;3;-3;4), w=(3;1;3,0)
d) =(1;3;1;2), v=(0;0;0;0), w = (1;-3;2;3)
Priklad 6.2.B2: UrCete parametry a, b € R tak, aby dané vektory
euklidovského prostoru R® byly ortogondlni.
a) ©=(1;1;2;0;0),v=(1,-1;0;1;a),w = (1; b;2; 3; —2)

b) F=(2;—1:0;a;b),V = (a; b;0; —2; 1), W = (a;2b; 5; b: —a)
) =(1,-2;2;3;0),v=(-1,1,0;a;7),w = (1, —2; b; 3;0),
= (0;b;—1;1;8)
)LT (1;2;0;2;1),v=(0;0;0;0;0), w = (—5;2; 5; —2; 5),
Z = (a; b;0; b; a)

27. 11. 2024
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Ortogonadlni a ortonormalni vektory — vysledky

Vysledky:

Bl a) ortogondlni, b) ortonormalni, c) nejsou ortogonalni, d) ortogonalni

B2a)a=23,b=-5b) (a=b=0)V(a=b=1), c) z4dné neexistuji,
d) a=-2b
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Gramm-Schmidtiv ortogonalizacni proces

Gramm-Schmidtiv ortogonalizacni proces

Véta: Bud 7, 03, . . ., Ui vektory euklidovského prostoru. Pak existuji
ortogonalni vektory €1, &, ..., € tak, ze ((ui,...,udx)) = ((€i,...,€k)).

Luka$ Masilko 9. cviéeni 27. 11. 2024



Gramm-Schmidtiv ortogonalizacni proces

Gramm-Schmidtiv ortogonalizacni proces

Véta: Bud 7, 03, . . ., Ui vektory euklidovského prostoru. Pak existuji
ortogonalni vektory €1, &, ..., € tak, ze ((ui,...,udx)) = ((€i,...,€k)).

Dukaz této véty je konstruktivni a je zalozen na téchto krocich:
a) & = 0.
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Gramm-Schmidtiv ortogonalizacni proces

Gramm-Schmidtiv ortogonalizacni proces

Véta: Bud 7, 03, . . ., Ui vektory euklidovského prostoru. Pak existuji
ortogonalni vektory €1, &, ..., € tak, ze ((ui,...,udx)) = ((€i,...,€k)).

Dukaz této véty je konstruktivni a je zalozen na téchto krocich:
a) & = 0.
b) Hleddme vektor & tak, Ze vyjadfeni & = p; - é1 + u) skaldrné
vynasobime vektorem é1. Diky ortogonalité vektorid &1, & dostaneme
0 = pi-skal(ei,el) + skal(uz, é1)
B skal(u3, €1)
o= _ska/(eﬁ, é1)
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Gramm-Schmidtiv ortogonalizacni proces

Gramm-Schmidtiv ortogonalizacni proces

Véta: Bud 7, 03, . . ., Ui vektory euklidovského prostoru. Pak existuji
ortogonalni vektory €1, &, ..., € tak, ze ((ui,...,udx)) = ((€i,...,€k)).

Dukaz této véty je konstruktivni a je zalozen na téchto krocich:
a) & = 0.
b) Hleddme vektor & tak, Ze vyjadfeni & = p; - é1 + u) skaldrné
vynasobime vektorem é1. Diky ortogonalité vektorid &1, & dostaneme
0 = pi-skal(ei,el) + skal(uz, é1)
B skal(u3, €1)
o= _ska/(eﬁ, é1)

c) Podobné vyjadieni é3 = p; - é1 + pa - €& + U3 vyndsobime jednou
vektorem é&i, podruhé &. Dostaneme dvé rovnice, z nichZ opét
ziskame hodnoty p1, p.
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Gramm-Schmidtiv ortogonalizacni proces

Gramm-Schmidtiv ortogonalizacni proces

Véta: Bud 7, 03, . . ., Ui vektory euklidovského prostoru. Pak existuji
ortogonalni vektory €1, &, ..., € tak, ze ((ui,...,udx)) = ((€i,...,€k)).

Dukaz této véty je konstruktivni a je zalozen na téchto krocich:
a) & = 0.
b) Hleddme vektor & tak, Ze vyjadfeni & = p; - é1 + u) skaldrné
vynasobime vektorem é1. Diky ortogonalité vektorid &1, & dostaneme

0 = pi-skal(ei,el) + skal(uz, é1)
skal(u3, €1)

P = —— s oy
skal(ei, é1)

c) Podobné vyjadieni é3 = p; - é1 + pa - €& + U3 vyndsobime jednou
vektorem é&i, podruhé &. Dostaneme dvé rovnice, z nichZ opét
ziskame hodnoty p1, p.

d) Takto podobné postupujeme dile.
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Gramm-Schmidtiv ortogonalizacni proces — priklady

Priklad 6.2.B7: V euklidovském prostoru V naleznéte ortogondlini bazi
podprostoru W, je-li:
a) V=R W = (i1, 03, 13)), kde
n=(1,2,2,-1),u3 =(1;1,-5;3),u3 = (3;2;8;, -7)
b) V=R W = {(a1, i3, 13)), kde
i = (1;0;1;0), 5> = (0;1;0; =7), u3 = (3; —2; 3; 14)
c) V=R"W = (a1, 53, 03, 43)), kde 77 = (1;1;1;1),
wm=(1,11;,-1),;3=(1;,-1,-1;1), ;s = (—1;1;1;1)
d) V=R W = ((d,d, 03, 1)), kde 41 = (1, -2; —1;0;1),
n=1(2;3,0,-2;3),03 = (1,1, -2; -1, 1), 03 = (1, -6, —4; 1, —2)
e) V=R W = ((a1, 03, 03, u3)), kde 07 = (1;2;0;1;2),
i =(1;1;3;0;1), 03 = (1;3;-3;2;3), 03 = (1, 1,9, —2; -1)
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Gramm-Schmidtiv ortogonalizacni proces — vysledky

Priklad 6.2.B7: hledanych bazi je nekone¢né mnoho. Jedna z nich je
napr.:

a) ((1;2;2;,-1),(2;3;-3;2),(2;, -1, -1, -2))

b) ((1;0;1;0),(0;1;0; —7))

c) (1,1, 1; 1) (1;1;1;,-3),(4;, —2; —2;0))

d) ((1;,-2;-1;0;1),(1;1;,-2; —1; —1),(69; 93; 36; —63; 153))
e) ((1;2 0,1,2) (1,0;6; —1;0))
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Ortogonalni doplnék

Ortogondlni mnoziny vektor(
Mnoziny vektor A, B jsou ortogonalni, kdyz pro kazdy libovolnd dvojice
vektorl 3 € A, b € B je ortogonalni. Znalime A L B.

Poznamka: Je-li A L B, pak jsou ortogondlni i podprostory (A), (B)
generované vektory obou mnozin.
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Ortogonalni doplnék

Ortogondlni mnoziny vektor(

Mnoziny vektor A, B jsou ortogonalni, kdyz pro kazdy libovolnd dvojice
vektorl 3 € A, b € B je ortogonalni. Znalime A L B.

Poznamka: Je-li A L B, pak jsou ortogondlni i podprostory (A), (B)
generované vektory obou mnozin.

Ortogondlni doplnék podprostoru

Bud U vektorovy podprostor euklidovského prostoru V. Ortogonalnim
doplitkem UL podprostoru U v prostoru V rozumime mnozinu véech
vektor(l ortogondlnich k U, t;.

Ut ={Xec V|skal(X,i) =0, Vie U}

Poznamka: Ortogonalni doplnék UL je té7 vektorovym podprostorem a
plati: V = U+ Ut (tj. UNn U+ =6 a dim(V) = dim(U) + dim(U1)).
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Ortogonalni doplnék — priklady

Priklad 6.2.B15: V euklidovském prostoru R* je ddn podprostor W.
Naleznéte bazi ortogonalniho doplitku W, je-li:
a) W={@r+t —-3r+s—t4r+3t;8r+5t)| r,s,t € R}
b) W = ((u1,u,u3)), kde
= (3;,-541),0;=(1,-2;2;,-3),u3 =(1,-1,0;7)
c) W= {(un,u,us, U4)), kde
n=1(321,0),0 =(1;1,-2;1),053 = (1;1;0;1), 01 = (2;3; —1;1)
d) W je podprostor feSeni homogenniho SLR:

351 + 3% 4+ 2x3 + Tx4 = 0
3X1 - 2X3 - 9X4 =0
x3 + x4 = 0

. 11. 2024
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Ortogonalni doplnék — priklady

Priklad 6.2.B15: V euklidovském prostoru R* je ddn podprostor W.
Naleznéte bazi ortogonalniho doplitku W, je-li:

a) W={@r+t —-3r+s—t4r+3t;8r+5t)| r,s,t € R}

b) W = ((4, 1, 13)), kde

=(3;,-5:4;1),u = (1,-2;2;-3), 3 = (1, -1,0;7)

= ((u1, 03, U3, U4)>, kde
n=1(321,0),0 =(1;1,-2;1),053 = (1;1;0;1), 01 = (2;3; —1;1)
d) W je podprostor feSeni homogenniho SLR:

l%»—ll

)

351 + 3% 4+ 2x3 + Tx4 = 0
3X1 - 2X3 - 9X4 =0
x3 + x4 = 0

Vysledky: a) napf. ((2;0;1; —1)), b) napf. ((2;2;1;0),(17;10;0; —1)),
c) neexistuje, d) napf. ((3;3;2;7),(3;0;,—2;-9),(0;0;1;1))
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Ortogonalni projekce vektoru

Ortogonalni projekce vektoru

Ortogonalni projekce nenulového vektoru v do podprostoru U je vektor X
takovy, e X+ y = v, kde X € U,y € U'.

/77

Poznamka:

m Ortogondlni projekci, nékdy téz kolmy primeét, je mozné provadét
v euklidovském prostoru, v némz je diky skaldrnimu soucinu definovan
pojem kolmosti vektor(.

m Pomoci ortogondini projekce vektoru Ize spocitat jeho odchylku od
zadaného podprostoru (uréime ji jako Uhel, ktery svird vektor se svym
kolmym primétem do podprostoru).
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Ortogondlni projekce vektoru — priklady

Priklad 6.2.B18: V euklidovském prostoru V' naleznéte ortogonaini
projekci vektoru u do podprostoru W, je-li:
a) V=R3 7= (3,-7;8); W = (v, w)), kde
wi = (1;1;,-2),wa = (3;1; —1)
b) V=R* 7= (-2;2;2;5); W = ((vn,
wi =(1;1;,-1;2),wr = (3;1;0;1),v3
c) V=R*%ia=(2;7,-3;-6);
W={(r+s;r+s,—r—3s;2r+3s) | r,s € R}
d) V= R*: 7= (1;2;3;4); W= ((0;1;0; 1))
e) V=R*i7=(2;0;1,—4); W je podprostor Feseni homogenniho SLR:

(vA, va, w3)), kde
=(2,0;1;-1)

2x1 + 3x + 3x3 =0
21 + x + x3 4+ 4x3 = 0
xx + x 4+ x3 + x4 = 0
xx1 + 2% + 2x3 — x3 = 0
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Ortogonadlni projekce vektoru — vysledky

klad 6.2.B18 — vysledky:

7_m&)
153715

~1;1;-2;3)
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