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Analytické vyjáďreńı roviny

Pro jednoznačné určeńı roviny v prostoru poťrebujeme 3 r̊uzné body,
p̌ŕıpadně 1 bod a dva r̊uzné směrové vektory (lineárně nezávislé) nebo 1
bod a normálový vektor. Podobně jako tomu bylo u p̌ŕımky v rovině, i
rovinu v prostoru můžeme vyjáďrit těmito způsoby:

parametrické vyjáďreńı roviny,

obecná rovnice roviny.

Každé z těchto vyjáďreńı má své výhody i nevýhody.

Obecná rovnice roviny působ́ı jednodušeji a na základě porovnáńı dvou
obecných rovnic rovin lze velmi snadno rozpoznat jejich vzájemnou polohu.

Pro parametrické vyjáďreńı roviny neńı nutné hledat pomoćı vektorového
součinu normálový vektor roviny. Nav́ıc pokud bychom s rovinou pracovali
v prostoru dimenze 4 a v́ıce, parametrické vyjáďreńı by bylo stále platné.
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Parametrické vyjáďreńı roviny

Parametrické vyjáďreńı roviny pracuje s principem p̌rič́ıtáńı r̊uzných
násobk̊u dvou lineárně nezávislých směrových vektor̊u roviny ρ k bodu
lež́ıćımu v dané rovině.
Směrové vektory roviny źıskáme podobně jako u p̌ŕımky jako vektory
určené libovolnými dvěma body této roviny.
Do každého bodu roviny lze dospět p̌ričteńım určité lineárńı kombinace
směrových vektor̊u k danému bodu. Nap̌ŕıklad na obrázku źıskáme bod K
následovně: K = A+ 2 · u⃗ + v⃗ .

ρ : X = A+ t · u⃗+ s · v⃗ t, s ∈ R
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Parametrické vyjáďreńı roviny – p̌ŕıklady

Pro rovinu určenou bodem A[a1, a2, a3] a směrovými vektory
u⃗ = (u1, u2, u3), v⃗ = (v1, v2, v3) plat́ı:

ρ : x = a1 + t · u1 + s · v1
y = a2 + t · u2 + s · v2
z = a3 + t · u3 + s · v3 t, s ∈ R

Př́ıklad 1

Zjistěte, zda bod X [−1;−1; 3] lež́ı v rovině určené body
A[1; 2;−1],B[3; 1; 1],C [−1; 1; 0].
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Parametrické vyjáďreńı roviny – p̌ŕıklady

Př́ıklad 2

Zjistěte, zda bod M[3; 0; 1] lež́ı v rovině α určené bodem A[1; 1; 3] a
p̌ŕımkou p, na ńıž lež́ı bod P[3;−1;−7] a která má směrový vektor
u⃗ = (1; 1; 1)

Př́ıklad 3

Je dána rovina ρ. Určete jej́ı pr̊useč́ıky se soǔradnými osami a napǐste
rovnice p̌ŕımek, ve kterých rovina ρ prot́ıná soǔradné roviny (xy , yz , yz), tj.
napǐste rovnice pr̊usečnic těchto rovin.

ρ : x = 1 + t + k

y = 2 + 3t − k

z = 5t + k t, k ∈ R
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Obecná rovnice roviny

Stejně jako v obecné rovnici p̌ŕımky se objevuje normálový vektor této
p̌ŕımky, tak také v obecné rovnici roviny se objevuje jej́ı normálový vektor.
Je to vektor, který je kolmý na každý směrový vektor roviny.
Rozmyslete si, že v trojrozměrném prostoru je tento vektor až na nenulový
násobek jednoznačně daný. Ve vyš̌śıch dimenźıch by to už neplatilo, jeden
normálový vektor a jeden bod by nap̌ŕıklad ve čty̌rrozměrném prostoru
popisoval trojrozměrný prostor.

ρ : ax + by + cz + d = 0, a, b, c , d ∈ R
n⃗ = (a, b, c)

Normálový vektor roviny můžeme spoč́ıtat ze dvou lineárně nezávislých
směrových vektor̊u pomoćı vektorového součinu (viz prezentace Analytická
geometrie 1 – vektory).
Po dosazeńı některého bodu lež́ıćıho v rovině dopoč́ıtáme koeficient d .
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Př́ıklady

Př́ıklad 4

Určete obecnou rovnici roviny α určené body A[1,−1, 3],B[1, 0, 1],
C [2,−3, 4]. Najděte pr̊useč́ıky roviny α se soǔradnými osami.

Př́ıklad 5

Určete obecnou rovnici roviny β.

β : x = 1− t

y = −3 + s

z = t − s t, s ∈ R

Př́ıklad 6

Napǐste parametrické vyjáďreńı roviny γ : 8x + 3y − 5z − 1 = 0.
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Vzájemná poloha p̌ŕımky a roviny,
vzájemná poloha dvou rovin

Vzájemnou polohu p̌ŕımky a roviny v trojrozměrném prostoru lze rozlǐsit
pomoćı počtu pr̊useč́ık̊u:

žádný pr̊useč́ık – p̌ŕımka je s rovinou rovnoběžná

jeden pr̊useč́ık – p̌ŕımka je s rovinou r̊uznoběžná

nekonečně mnoho pr̊useč́ık̊u – p̌ŕımka nálež́ı rovině (nelze ř́ıci, že jsou
p̌ŕımka a roviny totožné, jedná se totiž o dva r̊uzné objekty)

Podobně lze rozlǐsovat vzájemnou polohu dvou rovin:

žádný pr̊useč́ık – roviny jsou rovnoběžné

společná p̌ŕımka (pr̊usečnice) – roviny jsou r̊uznoběžné

všechny body společné – roviny jsou totožné

Při vyšeťrováńı vzájemné polohy p̌ŕımky a roviny, p̌ŕıpadně dvou rovin, je
vhodné vždy pracovat s vektorem, který je pro daný objekt jednoznačně
určený. Takovým vektorem je v prostoru pro p̌ŕımku směrový vektor a pro
rovinu vektor normálový.
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Vzájemná poloha dvou rovin – p̌ŕıklad

Určeme vzájemnou polohu rovin α a β. Jsou-li r̊uznoběžné, určete jejich
pr̊usečnici.

a) α : 2x − 5y + 4z − 10 = 0, β : 4x − 10y + 8z − 10 = 0

b) α : 2x − 5y + 4z − 10 = 0, β : x − y − z − 2 = 0

Řešeńı:
Všechny roviny máme p̌ŕıhodně zapsané pomoćı obecných rovnic, můžeme
tedy porovnat jejich normálové vektory, a tak poznat, zda jsou r̊uznoběžné,
či nikoliv. Následně řeš́ıme jako soustavu dvou rovnic.

a) Normálové vektory daných rovin jsou následuj́ıćı:
n⃗α = (2;−5; 4), n⃗β = (4;−10; 8). Protože n⃗β = 2n⃗α, muśı být roviny
rovnoběžné, nebo totožné.
Pokud bychom se na obecné rovnice rovin pod́ıvali jako na soustavu
dvou rovnic a řešili ji (tedy pokud bychom hledali pr̊useč́ıky těchto
rovin), brzy bychom p̌rǐsli na to, že daná soustava nemá řešeńı.
Roviny tedy nemaj́ı žádný společný bod – jsou rovnoběžné.
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Vzájemná poloha dvou rovin – pokračováńı p̌ŕıkladu

b) Normálové vektory daných rovin jsou následuj́ıćı:
n⃗α = (2;−5; 4), n⃗β = (1;−1;−1). Vektory jsou lineárně nezávislé,
proto muśı být roviny r̊uznoběžné. Hledejme tedy pr̊usečnici jako
řešeńı soustavy obecných rovnic rovin.

2x − 5y + 4z − 10 = 0
x − y − z − 2 = 0 \ · (−2)

−3y + 6z − 6 = 0
−y + 2z − 2 = 0 → z = t; y = 2t − 2

Po dosazeńı źıskáváme x = 3t.

Dohromady tedy źıskáváme parametrické vyjáďreńı pr̊usečnice:
p : {[3t; 2t − 2; t], t ∈ R}.
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Př́ıklady

Př́ıklad 7

Určete vzájemnou polohu p̌ŕımky p a roviny ρ. Jsou-li r̊uznoběžné, určete
jejich pr̊useč́ık.
p : {[2; 3− 2t;−5t], t ∈ R}, ρ : {[−s − 2r ; 2− s − r ;−s + r ], s, r ∈ R}

Př́ıklad 8

Určete vzájemnou polohu rovin α a β. Jsou-li r̊uznoběžné, určete jejich
pr̊usečnici. α : 2x − 5y + 4z − 10 = 0, β : 4x − 10y − 2z − 10 = 0

Př́ıklad 9

Je dána rovina α : 2x + 3y − z − 6 = 0 a p̌ŕımka p,
p : x = 1− t, y = 2 + 2t, z = 4 + 3t, t ∈ R.
Určete jejich vzájemnou polohu, p̌ŕıpadně nalezněte pr̊useč́ık. Napǐste
rovnici p̌ŕımky q, která je pravoúhlým pr̊umětem p̌ŕımky p do roviny α.
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Řešeńı p̌ŕıkladů

Př́ıklad 1: X ∈ ABC
Př́ıklad 2: M /∈ α
Př́ıklad 3: Px [2; 0; 0],Py [0; 4; 0],Pz [0; 0;−4]
pxy : {[2 + r ;−2r ; 0], r ∈ R}, pyz : {[0; 4 + s; s], s ∈ R},
pxz : {[2 + l ; 0; 2l ], l ∈ R}
Př́ıklad 4: α : 3x − y − 5z + 2 = 0 nebo libovolný nenulový násobek
Př́ıklad 5: β : x + y + z + 2 = 0 nebo libovolný nenulový násobek
Př́ıklad 6: nap̌ŕıklad γ : {[1 + 3t + 5s; 1− 8t; 2 + 8s], t, s ∈ R}
Bod nalezneme dosazeńım libovolných dvou soǔradnic a dopoč́ıtáńım ťret́ı.
Podobně źıskáme dva směrové vektory roviny, pro které muśı platit, že
výsledkem jejich skalárńıho součinu s normálovým vektorem je nula.
Př́ıklad 7: p̌ŕımka je s rovinou r̊uznoběžná, pr̊useč́ık P[2; 5; 5]
Př́ıklad 8: roviny jsou r̊uznoběžné, pr̊usečnićı je p̌ŕımka
p : {[3 + 5t; 2t; 1], t ∈ R}
Př́ıklad 9: p̌ŕımka je s rovinou r̊uznoběžná, pr̊useč́ık P[−1; 6; 10],
q : {[−1 + 16s; 6− 25s; 10− 43s], s ∈ R}
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