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1.1 Vypocet determinantu pomoci definice

Priklady c¢asti 1.1 jsou tématicky zaméieny na vypocet determinantu pomoci
jeho definice. Urcité existuji efektivnéjsi metody, které si ukazeme v Cviceni
3. Abyste dokazali spocitat determinant pomoci definice, je tfeba znat pojmy
permutace a inverze v permutaci. Na feSseném prikladu 1.1.a si jejich vyznam
prakticky demonstrujeme, presnéjsi definice uvadim na tomto misté.

Je-li n € N, permutaci n-prvkové mnoziny M rozumime libovolné jeji
usporadani (tj. usporadanou n-tici), v némz se zadny prvek neopakuje. V této
sbirce budeme pracovat s permutacemi néjaké mnoziny N C N, které budeme
znacit takto:

b= (p17p27 s 7pn>
Fakticky tento zapis znamena, ze
p(1) = p1 (na 1. misté je prvek p; € N),
p(2) = p2 (na 2. misté je prvek p, € N),

p(n) = p, (na poslednim misté je prvek p, € N).
Inverze v permutaci p n-prvkové mnoziny N C N je dvojice prvki
a,b € N takova, ze a < b a zaroven p(a) > p(b).

Reseny priklad 1.1.a

Zadani
Uzitim definice determinantu spoctéte

2 -3 4 -5
3 05 0
4 0 6 -7
5 07 0

Reseni
Z Definice 2 (viz Skripta, str. 8-9) je patrné, ze hledame souciny ayj, - asj, -
asj, - asj, takové, ze

(*) z kazdého fadku a kazdého sloupce je vybran pravé jeden ¢initel.

Pro matici typu 4 x4 je takovych soucinti 4! = 24. Nas v8ak budou zajimat jen
ty souciny, které jsou nenulové. Abychom je nasli, musime zacit ve 2. sloupci

vybérem prvku a;s = —3. Podivame-li se pak do 4. sloupce, nemame jinou
moznost nez do takového soucinu vybrat prvek asy = —7:

2 -3 4 =5

3 05 0

4 0 6 -7

5 07 0

Hledané souciny tedy maji tvar

1o+ Qojy * A3y - Agjy = (—3) - Qgjy - (—T) - Aug,.



Ve 2. a 4. fadku mizeme vybirat prvky pouze na 1. a 3. pozici, tj. volime
j2 € {173} a j4 € {173}

2 -3 4 =5
0 0
4 0 6 —7
0 0

Diky podmince (*) dostavame pouze dvé sloupcové permutace, tj. pouze 2
nenulové souciny z celkem 4! = 24 moznych:

P1 = (2,1,4,3): 12 - A21 - A34 * 43 = (*3)3(*7)7:2121:441
p2=(2,3,4,1): Q1o Q3 - G3q - gy = (—3)-5-(=7)-5=21-25=1525

Znaménka obou souéinti uréime jako (—1)"®1), resp. (—1)"2) kde symbolem
7 rozumime pocet inverzi zadanych permutaci.

1. Permutace p; = (2,1,4,3) ma tyto dvé inverze: (2,1,4,3) a (2,1,4, 3),
plati tedy 7(p;) = 2.

2. Permutace p; = (2,3,4,1) ma tyto tii inverze: (2,3,4,1), (2,3,4,1) a
(2,3,4,1), plati tedy 7(p2) = 3.

Dle Definice 2 (viz Skripta, str. 10) je tedy

2 -3 4 -5

3 05 0 - ™

4 0 6 —7 = (-1) ). (a12 - ag1 - azq - ag3) + (—1) ®2).. (a12 - ags - azy - aa1)
5 07 0

= (=1)%-441 + (—=1)*- 525 = 441 — 525 = —84

Reseny ptiklad 1.1.b

Zadani
Uzitim definice determinantu spoctéte

1 -2 0 3
0 -1 4 -1
-3 05 0
5 1 0 —4
Reseni
Zacneme 3. fadkem matice, v némz jsou pouze dvé nenulové hodnoty:
az; = —3 a agz = 5. Diky tomuto vybéru uz mizeme vyradit polovinu vsech

moznych soucini, protoze budou nulové.

1. Hledame-li permutace pro prvek as; tak, aby byl soucin nenulovy a
zaroven splnéna podminka (*), pak ve 3. sloupci zbyva uz jen jedna



nenulovd hodnota, tj. prvek as3 = 4. Z 1. a 4. fadku tedy muiizeme
vybirat uz jen prvky ais, @14, 42, G44:

O =
O Ok O

|

[

|
ol W o

Dvéma moznym vybérim odpovidaji tyto sloupcové permutace:

P1 = (2, 3, 1, 4) : Q19 * A23 - A3] * Ag4 — (—2) -4 . (-3) . (—4) = -96
D2 = (4,3,1,2) . Q14 * A23 - A3] - A42 =3-4- (*3) -1=-36
. Zvolme nyni druhou moznost pro 3. fadek, a to prvek az3 = 5. Je

tedy ,obsazen“ 3. sloupec. V 1. sloupci uz mame pouze dvé nenulové
varianty, prvky a;; = 1,a41 = 5.

(a) Do soucinu nejprve vezmeme agz, a1 a na 2. a 4. fadku uz zbyvaji
pouze prvky as, a4, Az, as:

1 -2 0 3
0 4

-3 05 0
) 0

Dvéma moznym vybérim odpovidaji tyto sloupcové permutace:

p3:<1,2,3,4)2 aiy '&22'(133'(144:1'(—1)'5'(—4):20
p4:(1,4,3,2): au-a24-a33-a42:1-1-5-(—1) = -9

(b) Zbyvajici moznosti je ags,aq;, diky ¢emuz ndm na 1. a 2. fadku
zbyvajl pouze prvky aqo, 14, G99, G24:

1 0
0 4

-3 05 0
5 1 0 —4

Dvéma moznym vybérim odpovidaji tyto sloupcové permutace:

ps =(2,4,3,1): Q1o - Qgq - Ag3 - g = (—=2) - (=1)-5-5 =150
pe = (4,2,3,1): Q1q - Qg azs-an =3-(=1)-5-5=-75

Nasli jsme tedy celkem 6 nenulovych sou¢int (z 24 moznych) odpovidajicich
permutacim pq, ..., pe. Spocitejme si pro né nyni pocet inverzi:

w(p1) =7(2,3,1,4) =2, n(pe) =m(4,3,1,2) =5, w(ps) =m(1,2,3,4) =0,
77(194) = 7T(17 47 37 2) = 37 71-(275) = 7T<27 47 37 1) = 47 W(pf)) - 7T(47 27 37 1) = 5.

Poskladame-li dohromady jiz spocitané souciny a dle poctu inverzi vlozime
spravné znaménko, vychazi determinant takto:
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1 20 3
0 —1 4 —1]|

-3 05 0|
5 10 —4

(=1)° - (=75) = =96 4 36 4+ 20 + 5 + 50 + 75 = 90

Priklad 1.1.c (pouze s vysledkem)

Zadani
Uzitim definice determinantu spoctéte
01 -2 0
-3 2 1 3
—4 1 2 4
00 -1 0

Priklad 1.1.d (pouze s vysledkem)

Zadani

Uzitim definice determinantu spoctéte
1 -2 4 3
0 -1 0 -1
0 -3 0 1
5 1 2 —4

g 1)?- ( 6) + (=1)? - (=36) + (=1)° - 20 + (=1)°

(=5) + (=1)*

- 50 +

1.2 KfiZové pravidlo pro vypocet determinantu

Priklady 1.2 a 1.3 jsou tématicky zaméreny na vypocet determinantu z matic
typu 2 x 2 (Kfizové pravidlo) a 3 x 3 (Sarusovo pravidlo). U obou metod se
pouziva pojmu hlavni a vedlejsi diagonala matice. Na hlavni diagonale ma-
tice A lezi prvky, jejichz index fadku i sloupce je stejny, tj. prvky ai1, ass, . . .
(viz ¢ervené oznacené prvky matice A typu 4 x 4 nize). Vedlejsi diagondla ob-
sahuje prvky lezici ,naproti“ hlavni diagonéle poc¢inaje a,, na prvnim radku
a poslednim sloupci (viz modfe ozna¢ené prvky matice A typu 4 x 4 nize).

A1l G112 Q13 Ai4
A= G21 QAz2 A23 (24
G31 Aag2 Aagz 034
Aq1 (42 G43 Aga

Reseny priklad 1.2.a

Zadani
Vypoctéte determinant z matice

a=(1 1)



Reseni

Pouzijeme Kftizové pravidlo, tj. determinant z matice fadu 2 x 2 spocitame
jako rozdil soucinu prvkid na hlavni diagonéle ,minus“ soucin prvki na ved-
lejsi diagonale:

—2

Al=| 3 =1 - 2am o ey =

Reseny priklad 1.2.b

Zadani

Vypoctéte determinant z matice
-3 2
A= ( > 2 ) .

~3 2
\A]_‘ | 4‘_(—3)-4—1-2_—12—2_—14

Priklad 1.2.c (pouze s vysledkem)

Zadani
Vypoctéte determinant z matice

()

Priklad 1.2.d (pouze s vysledkem)

Zadani
Vypoctéte determinant z matice

(1Y,

1.3 Sarusovo pravidlo pro vypocet determinantu

Reseny piiklad 1.3.a

Zadani
Vypoctéte determinant z matice

3
A= 1
2

Reseni
Dle definice determinantu hledame vSechny souciny takové, ze
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(*) z kazdého fadku a kazdého sloupce je vybran pravé jeden ¢initel.

V pripadé matice fadu 3 x 3 jde tedy o pocet sloupcovych permutaci tii-
prvkové mnoziny {1,2,3}, tedy 3! = 6, pficemz t¥i souciny budou pfic-
teny s ,kladnym*“ znaménkem, soucet zbyvajicich tii se odecita. P¥i vypoctu
miizeme pouzit trik, pomoci néhoz rychle najdeme ty ,kladné“ a ,zaporné®
souciny. Napravo od determinantu matice si totiz znovu zapiSeme prvni dva
sloupce matice:

3 =2 4 3 =2
1 3 2 1 1
-2 -4 6| -2 -4

S ,kladnym® znaménkem bude soucin prvki na diagonélach, které maji pti-
buzny sklon s hlavni diagondlou (oznaceno ¢ervené):

3 -2 4 3 =2 3 -2 4 3 =2 3 -2 4 3 =2
1 3 2 1 1 1 3 2 1 1 1 3 2 1 1
-2 -4 6|-2 -4 -2 -4 6| -2 -4 -2 -4 6|-2 -4

Se ,zapornym“ znaménkem bude soucin prvki na diagonalach, které maji
ptibuzny sklon s vedlejsi diagonélou (oznaceno modfe):

3 -2 4| 3 -2 3 -2 4| 3 -2 3 -2 4| 3 -2
1 3 2 1 1 1 3 2 1 1 1 3 2] 1 1
-2 —4 6|-2 —4 -2 -4 6|-2 —4 -2 -4 6|-2 —4
Plati tedy:
Al = +[3-3-6+4(=2)-2-(=2)) +4-1-(-4)]

—[(~2)-3-44(—4)-2-34+6-1-(-2)]
— (5448 —16)—(—24 — 24 — 12)
= 46+ 60 = 106

Reseny ptiklad 1.3.b

Zadani
Vypoctéte determinant z matice

-2 1 =3
A= 3 2 -1
-4 3 -1

Reseni
Pii vypoctu determinantu a hledani trojic pro souciny si opét pomiizeme
tim, ze vedle matice zapiSeme jesté jednou prvni dva sloupce:

-2 1 -3|-2 1
3 2 -1 3 2
-4 3 —-1|-4 3

S ,kladnym® znaménkem bude soucin prvki na diagonalach, které maji pti-
buzny sklon s hlavni diagondlou (oznaceno Cervené):
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-2 1 -3]-21 -2 1 =-3|-21 -2 1 -3]| -2
3 2 -1 3 2 3 2 -1 3 2 3 2 -1 3
-4 3 -1 4 3 -4 3 —-1|-4 3 -4 3 -1| -4

Se ,zapornym® znaménkem bude soucin prvkid na diagonalach, které maji
ptibuzny sklon s vedlejsi diagonéalou (oznaceno modfe):

-2 1 -3|-2 1 -2 1 =3|-2 1 -2 1 =-3| -2

3 2 -1 3 2 3 2 -1 3 2 3 2 —-1| 3

-4 3 —-1]-4 3 -4 3 —-1| -4 3 -4 3 —-1| -4
Plati tedy:

Al = +[(=2)-2-(=1)+1-(=1)- (=4)) +(=3) -3 3]
—[(=4)-2-(=3)+3-(-1) - (=2) +(-1)-3-1]
= +(4+4-27)—(24+6—3)
= —19-27=—46

Poznamka: Pii feSeni na papife neni samoziejmé nutné si determinant i
s dvéma rozsifujicimi sloupci psat Sestkrat (jak jsme provedli v feSeni pii-
kladu 1.3.a, 1.3.b). Staci to pouze jednou, pfi¢emz pomoci Sikmych ¢ar a dvou
riznych barev pak mutzete diagonaly vyznacit v jednom ,rozsitfeném® deter-
minantu zadané matice. Dalsi ¢astou moznosti je zapsat pod determinant
matice znovu prvni a druhy fadek a diagonaly piibuzné s hlavni a vedlejsi
znacit shora dolt.

Piiklad 1.3.c (pouze s vysledkem)

Zadani
Vypoctéte determinant z matice

10 =3
A=| -5 2 4
-2 3 -1

Priklad 1.3.d (pouze s vysledkem)

Zadani
Vypoctéte determinant z matice

2 -6 -2
A= -1 3 1
2 -4 0

1.4 Cramerovo pravidlo

V této ¢asti se poprvé (a ne naposledy) setkdvame s pojmy matice systému
(matice koeficientl), resp. rozsifend matice systému. Souvisi to s tim, Ze

W o

W DN



systémy linearnich rovnic

apnxry + ape + - -+ apx, = bl
a91T2 + G2o%o + - -+ + QopTy, = bo
Am1T1 + am2lY + - T, = bm

budeme zapisovat maticové, pouze pomoci jejich koeficientti a pravych stran:

a1 a12 P QA1n b1

921 A9 ... Qony, b2
Alp =

Aml Gm2 - Gmn | Om

Takovou matici oznacujeme jako rozsifenou matici systému.
Vezmeme-li pouze ony koeficienty a dame je do matice, hovofime o matici
systému, neboli matici koeficienti:

a1 a12 e A1y

a921 a922 e Aon
A=

Am1 Am2 ... Amn

Reseny piiklad 1.4.a
Zadani

Pomoci Cramerova pravidla feste nasledujici soustavu rovnic:

2 + 3y + z = 15
x — y + z =9
r + 2y + z = 9

Reseni
Spocitejme nejdrive determinant matice systému

2 31
|Al=17 -1 1
1 21
pomoci Sarusova pravidlaﬂ:
Al = +[2-(-1)-14+3-1-1+1-7-2]

—[1-(-1)-142-1-2+1-7-3
= 243+M-[(-1)+4+21]=15—-24= -9

Jelikoz je determinant matice systému nenulovy, mizeme Cramerovo pravidlo
pouzit v jeho zékladni podobé a dostat tak jedno jediné feSeni systému.

Nechdme uz na ¢tenéiich, aby si pomohli trikem, ktery jsme ukazali v ¢asti 1.3.



Z matice systému si postupné sestavime tfi matice A,, A,, A., v nichz
sloupec koeficientti ptislusejici dané proménné nahradime sloupcem pravych
stran rovnic:

31 2 1 2 3
A, = ~1 1], A=|7 1], A=(7 -1
2 1 1 1 1 2

7 téchto tTi matic spocitame determinanty:
|A;] = +[15-(-1)-1+3-1-941-9-2]
—-9-(-1)-1+2-1-15+1-9-3]
= —15+27+18—[-9+30+27]=30—48 = —18

A, = +[2-9-14+15-1-14+1-7-9]
—[1-9-149-1-241-7-15
— 18+ 15+ 63—[9 + 18 + 105] = 96 — 132 = —36

A = +[2-(-1)-9+3-9-14+15-7-2]
—[1-(=1)-1542-9-2+49-7-3]
= —18+4 27+ 210—[—15 + 36 + 189] = 219 — 210 = 9

Reseni systému jiz najdeme diky Cramerovu pravidlu (viz Véta 1, Skripta,
str. 12):

| A, | —18

— f— p— 2

A 9 7

|Ay| —36

= = = 4
A.| 9

p— f— — —]_

T4 9~

tedy

2
K = 4
—1

Reseny piiklad 1.4.b

Zadani
Pomoci Cramerova pravidla feste nasledujici soustavu rovnic:

r - 2y + 3z = -1
—2r + 3y — z = 3
- + y + 2z = 2
Reseni
Spocitejme nejdiive determinant matice systému
1 -2 3
Al=| -2 3 -1
-1 1 2
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pomoci Sarusova pravidla:

A = +[1:3-24(=2)- (~1)- (~1) +3-(~2) - 1]
—[(~1)3-3+1-(=1) - 14+2-(=2) - (~2)]
= 6-2-6-[-9-1+8=-2-(-2)=0

Jelikoz je determinant matice systému nulovy, nemiizeme Cramerovo pravidlo
pouzit v jeho zakladni podobé (systém nema jedno feseni). Fakt |A| = 0 také
znamenad, ze fadky ¢i sloupce matice systému jsou linedrné zavislé. Pozoro-
vanim vSech t¥i rovnic systému uréité prijdete na to, Ze r1 +ry = r3 (11,72, 73
oznacuji rovnice systému), coz znamend zavislost 3. rovnice na prvnich dvou,
a tedy nekonec¢ny pocet reSeni systémuﬂ

V takovém piipadé muZzeme Cramerovo pravidlo pouzit také (viz baka-
la¥ska prace Andrey Danesové, str. 64—65). Vybereme libovolnou submatici
fadu 2, jejiz determinant neni roven 0, napt. submatici A;; k prvku aq;:

3 —1
a= (1)

Oba tadky rovnic pfislusnych submatici A;; upravime tak, Ze na pravou
stranu pfesuneme cleny s 3. proménnou:

Jy — 2z = 3 + 2z
y + 2z = 2 + =z

Na vznikly systém pouzijeme Cramerovo pravidlo, pficemz proménna x je
parametr, na némz nekonecné mnoho feseni zavisi.

3 —1
’A11|—'1 2‘—3‘2—[1~(—1)]_7
’Ay’:‘ _; ‘:2'(3””5)_(—1)'(2”)=6+4x+2+m:8+5x
|Az] = 51)) ':3'(2+$)_1‘(3+21E)=6+3m—3—2x:3—|—x

7 toho uz ziskdme vyjadieni proménnych vy, z:

A s4sr 85
YSa T T T
|A,| 3+ 3+1
z = = —_— = — — X
|Al 7 77
tedy
xr
K= 842 |, kdezeR
Eia

2Muze nastat i tfeti situace, a to kdy#Z sice objevime zavislost ¥adkt v matici systému,
avSak stejnd zavislost uz nebude fungovat pro rozsifenou matici systému; v takovém pfi-
padeé systém nema feseni. Podrobneé si to vysvétlime ve Cviceni 4, kdyZ se budeme zabyvat
Gaussovou elimina¢ni metodou a Frobeniovou vétou.
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Piiklad 1.4.c (pouze s vysledkem)

Zadani

Pomoci Cramerova pravidla feste nasledujici soustavu rovnic:

20 — y + 4z = 3
y — z
T — 2z =1

I
N\

Priklad 1.4.d (pouze s vysledkem)

Pomoci Cramerova pravidla feste nasledujici soustavu rovnic:

2 — y + 4z = 3
x4+ y — z =
—r — 2y + 5z =1

Vysledky priklada

1.1.c: 0, 1.1.d: =72
1.2.c: 0, 1.2.d: —3
1.3.c:19,1.3.d: 0

13
7
ld.c: K = =
3
7
x
1.4.d: Nekone¢né mnoho feseni, dle submatice A1 je K = 13—1 — 13—4:70 , kde z € R
5_ 5
3 37
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