MAO0005 Algebra 2 — Shirka fesenych prikladii
Lukés Mésilko

4. ¢ervence 2024

Cviceni 3

V tomto cviceni se budeme vénovat vektorovym prostorim a Gaussove eli-
mina¢ni metodé pro vypocet feseni systému linearnich rovnic. Ve skriptech
témto tématim odpovida Prednaska 3.
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3.1 Linearni zavislost vektoru

V pfedchozi kapitole sbirky jsme jiz zminili pojem linedrni kombinace radkt
matice. S tim tizce souvisi linearni zavislost ¢i nezavislost vektorti. Radky ¢
sloupce matice mtizeme chéapat jako vektory a ptat se, je-li néktery z nich
linearni kombinaci ostatnich (viz Skripta, Definice 7, str. 13). Pokud tomu
tak je, fekneme, Ze posloupnost (mnozina) vektori je linedrné zavisla,
v opacném piipadé linedrné nezavisla (viz Skripta, Definice 10 na str. 25).

Reseny piiklad 3.1.a

Zadani

Zjistéte, zda je mnozina vektora {uj, us, u3, uy} linedrné zavisla, je-li

—2 3 1 0
R T I (I IR N T I (!
ul - 3 9 ’LLQ - 1 9 u3 - 1 ) u4 - 1

—1 3 —1 —1
Reseni

Nejprve si vektory dame do matice, kazdy na samostatny fadek[T] Nasledné
pouzijeme elementarni radkové tipravy a upravime matici na schodovy tvar
(viz Skripta, Definice 8, str. 16). Zminénymi Gpravami pfitom myslime

1. vynasobeni radku matice nenulovym ¢islem,
2. vymeénu poradi dvou radkt matice,

3. pricteni linedrni kombinace vybranych fadki k jinému radku.

—2 2 3 -1\ I 1 -1 1 -1

3 41 3 3 41 3| —3n
1 =11 =11 7| -2 23 -1 +2n,
0 01 —1 0 01 —1

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

0 7 -2 6 0 7 -2 6

o 0 5 3|4 "o o 1 -1 ~
o 0 1 -1/ N 0 0 5 -3/ —5ry
1 -1 1 -1
0 7 -2 6
0 0 1 -1
0 0 0 2

Matici jsme tedy prevedli na schodovy tvar a zlistaly ¢tyii radky tak jako na
zacatku pred zahajenim prevodu. Znamena to:

e Hodnost matice je 4 (viz Definice 16 hodnosti matice ve Skriptech na
str. 49);

1Je zcela jedno, zda vektory vlozime do fadki ¢i sloupcii nové vzniklé matice.



e mnozina vektora {uj,us,u3, us} je linedrné nezavisld, jelikoz jsme pii
prevodu na schodovy tvar ,neztratili“ zadny radek matice. Ani jeden se
pri Gpravach nestal nulovym a neni tedy linearni kombinaci ostatnich.

Reseny piiklad 3.1.b

Zadani
Zjistéte, zda je mnozina vektora {uj, us, u3, uy} linedrné zavisla, je-li
—1 0 0 5
I I B I I I I I IO I
1 — _2 I 2 — 3 ) 3 — _1 ) 4 — 1
4 ) 3 1
Reseni

Opét si z vektort vytvorime matici, kterou nasledné prevedeme na schodovy
tvar:

-1 -3 -2 4 -1 -3 -2 4
0 5 3 -5 0 5 3 -5 | I

0 -1 -1 3 ~ 0 -1 -1 3| n ~
5 3 1 1) +5n 0 —12 -9 21/ :3
-1 -3 -2 4 -1 -3 -2 4

0 -1 -1 3 0 -1 -1 3

0 5 3 =5 | +5m ~ 0 0 -2 10 | & ©
0 -4 -3 7 ) —dn 0o 0 1 -5/ 1N
-1 -3 -2 4 -1 -3 -2 4

0 -1 -1 3 0 -1 -1 3

0 0 1 —5 ~ 0 0 1 —5

0 0 —2 10/ +2ry

Zjistili jsme, ze hodnost matice je 3. Jinymi slovy, po Gpravach na schodovy
tvar jsme jeden z radki ,,vynulovali“. To ovSem znamena, zZe tento radek je li-
nearni kombinaci ostatnich, tudiz mnozina vektort {uy, u3, u3, vy} je linedrné
zavisla.

Piiklad 3.1.c (pouze s vysledkem)

Zadani
Zjistéte, zda je mnozina vektora {uj, us, u3, uy} linedrné zavisla, je-li
0 —1 0 1
N N I T N PR
-3 |’ -5 |’ -9 |’ -1
—1 —2 -3 0

Priklad 3.1.d (pouze s vysledkem)

Zadani
Zjistéte, zda je mnozina vektora {uj, us, u3, uy} linedrné zavisla, je-li
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0 — —4 -3

. 2 o 1 o 0 o 0
Uy = -1 , Ug = 0 y U3 = 3 , Ug = 2
—1 -1 1 0

3.2 Dimenze a baze vektorového prostoru

Podivejte se ve skriptech na Definici 11 (viz str. 25), v niZ jsou vysvétleny
pojmy baze a dimenze vektorového prostoru. V nasledujicich ptikladech je
pouziva i pojem podprostor vektorového prostoru, ktery je ve skriptech pres-
néji rozebran v Pfednasce 4 (Definice 13, str. 37) a my se mu budeme vénovat
az v 4. cviceni. V této ¢asti sbirky zatim postaci, kdyz budete vektorovy pod-
prostor chapat jako néjakou podmnozinu vektorového prostoru V', ktera je
yuzaviena“ na operaci s¢itani svych vektorti a nasobeni libovolného svého
vektoru ,skalarem®, tj. libovolnym prvkem télesa, na némz je prostor V de-
finovan.

Reseny priklad 3.2.a

Zadani
Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zadan nésledujici mnozinou ge-
neratorti. Urcete dimenzi a bazi oy podprostoru W.

2 1 —1 1
o 2 S 2 o 1 o -1
Uy = -3 , Ug = 4 , Uz = -1 , Uqg = 9
1 2 1 —2

Reseni

Budeme postupovat podobné jako v prikladech 3.1. Zjistime nejdiive dimenzi
podprostoru W, a to naskladanim vsech vektorti do matice a urcenim jeji
hodnosti.

2 2 -3 1\ L 1 2 4 2
1 2 4 2|1 2 2 -3 1| -2
-1 1 -1 1 =11 -1 | o T
1 -1 2 -2 1 -1 2 -2/ —p

1 2 4 2 12 4 2

0 -2 —11 =3 | 44 01 -8 0

0 3 3 3 103 3 3| =3, "
0 -3 -2 —4 /) 4ry 00 1 —1

12 4 2 12 4 2

01 -8 0 01 -8 0

00 27 3|:3, " loo 1 -1 ~
00 1 -1/ 1 00 9 1) —9ry



1 2 4 2
01 -8 0
00 1 -1
00 0 10

Z vypoctu je patrné, ze hodnost matice je 4, tj. mnozina vektort {u3, us, w3, uy }
je linedrné nezavisla. Plati tedy, Ze dim W = 4. Jelikoz W je podprostor R,
dohromady s faktem dim W = 4 plati, ze W = R*. Bazi takového podpro-
storu muze byt jakakoliv posloupnost ¢tyT linearné nezavislych vektori, tedy
napiiklad standardni baze R*

1 0 0 0
0 1 0 0
84 - 0 ) 0 ; 1 ) 0 ’
0 0 0 1
nebo posloupnost slozena ze zadanych vektori, tj.

2 1 -1 1
— (), i, 10)) = 2 2 1 -1
Qy = (U1, U2, U3, Uq) = -3 ’ 4 ) -1 ) 9
1 2 1 -2

Reseny priklad 3.2.b

Zadani
Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zadan nésledujici mnozinou ge-
neratord. Urcete dimenzi a bazi ay, podprostoru W.

1 1 -1 3
Uy _1 ) U2 0 ) 3 — 1 ) 4 — _2

0 1 1 0
Reseni

Vektory uj,us, u3, uy vlozime do matice, u niz zjistime hodnost prevodem
matice na schodovy tvar pomoci elementarnich fadkovych tprav.

1 1 -1 0 1 1 -1 0 1 1 -1 0
1 -1 01| —r 0 -2 11| | 0 1 0 1
-1 0 11|+ "o 1 o110 -2 11]| +2r
3 0 -2 0/ —3n 0 -3 10 0 -3 1 0/ +3r
11 -1 0 1 1 -1 0
01 01 01 01

“loo 13 “1 oo 13
00 13)/) —r

Po prevodu na schodovy tvar se posledni fadek prislusejici vektoru uy ,vy-
nuloval®. Hodnost matice je 3, tedy i dim W = 3. W je tedy 3-dimenzionalni



podprostor vektorového prostoru R* a jeho bazi je napt. posloupnost

1 1 —1
. 1 -1 0

= (Ui, Uy, u3) = 1 | o |’ 1 )
0 1 1

nebo jakékoliv jina posloupnost slozena ze tii rtiznych vektort mnoziny {u3, us, w3, uj }.

B

Piiklad 3.2.c (pouze s vysledkem)

Zadani

Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zadan nésledujici mnoZinou ge-
neratorti. Urcete dimenzi a bazi ay podprostoru W.

1 1 1 1 -2

- -1 - -3 . 0 . ) . 2
ul = 4 7u2 = 2 7u3 = 5 7u4 = 0 7u5 = _8
—1 —1 —1 —1 2

Priklad 3.2.d (pouze s vysledkem)

Zadani
Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zadan nésledujici mnoZinou ge-
neratorti. Urcete dimenzi a bazi oy podprostoru W.

-1 —2 -1 1 1
. —1 5 -3 5 —2 5 2 o 2
Uy = 9 , U = —4 , Uz = -3 , Ug = 0 , U5 = 3
—2 5 4 —1 —4

3.3 Vektory generujici vektorovy prostor
V nasledujicich pfikladech budeme ovétovat, zda dimenze podprostoru ge-

nerovaného mnozinou vektori je stejna jako dimenze vektorového prostoru,
z néhoz zadané vektory bereme.

Reseny ptiklad 3.3.a

Zadani

Rozhodnéte, zda vektory uj, us, u3, 1y generuji vektorovy prostor R3, je-li
1 -1 0 2

wv=| -1 |,us=1 =3 |,us3=| —4 |,uu=1 2
2 -3 -1 5

Reseni

2P¥ipominame, Ze baze musi obsahovat linedrné nezavislé vektory. Pro libovolnou trojici
vektoru zadanych v Prikladu 3.2.b tomu tak skutecné je.



Postupujeme obdobné jako v predchozich ptikladech, tj. vlozime vSechny vek-
tory do matice a elementarnimi fadkovymi Gpravami prevedeme matici na
schodovy tvar.

1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2
—1 =3 =3 | +n 0 -4 —1 0 —4 —1

0 —4 —1 “lo -4 -1 | —r, ©

2 2 5/ -2 0 4 1) +mr

Hodnost matice sestavené ze Ctyr vektoru i, us,u3,us je 2, coz znamena,
Ze je tfeba odebrat dva z nich, abychom dostali linearné nezavislou mnozinu
vektorti. Podprostor generovany zadanymi vektory méa dimenzi 2 rovnou hod-
nosti matice, tudiz se jedna o rovinu a vektory uj, us, u3, uy negeneruji vek-
torovy prostor R?.

Zkuste najit parametrické vyjadfeni a obecnou rovnici takové roviny,
prochézi-li pocatkem O]0;0;0].

Reseny priklad 3.3.b

Zadani
Rozhodnéte, zda vektory uj, us, u3, iy generuji vektorovy prostor R3, je-li
1 2 0 -3
up = 0 J,uu=1 =2 |,u3=1| —1 | ,ux= 1
-3 0 4 2
Reseni

Znovu si z vektorl sestavime matici a zjistime jeji hodnost:

1 0 -3 1 0 -3 1 0 -3
2 -2 0| —2n 0 -2 6| [0 -1 4
0 -1 4 1o -1 4|t lo -2 6] —-2r
—3 1 2/ +3r 0 1 -7 0 1 -7/ +nr
1 0 -3 1 0 -3 1 0 -3
0 -1 4 0 -1 4 0 -1 4
0 0 -21]:(-2 "o o 1 o o 1
0 0 -3 0 0 —3/) +3r

Hodnost matice sestavené ze ¢tyt vektori uy, us, usz, uy je 3. Generuji tedy
podprostor dimenze 3, tj. samotny vektorovy prostor R3.

Priklad 3.3.c (pouze s vysledkem)

Zadani

Rozhodnéte, zda vektory 47, us, w3, Uy, us generuji vektorovy prostor R*, je-li
1 1 2 1 0

u = 2 Uy = L uz = L Uy = L us = !
6 |’ 51 -3 |’ -3 2
3 2 2 4 3



Priklad 3.3.d (pouze s vysledkem)

Zadani
Rozhodnéte, zda vektory 47, U3, U3, U, us generuji vektorovy prostor R*, je-li
2 1 ) ) 1
e O B B I e U I 2 IO
1= 1 , Ug = 1 y Uz = 1 yUg = 0 Us = 9
-3 1 -7 —4 —4

3.4 Systém tri linearnich rovnic o tfech nezna-
mych

V této casti si ukdzeme Gaussovu elimina¢ni metodu a zaroven prozkou-
mame geometrickou interpretaci systému t¥i linearnich rovnic o tfech nezna-
mych v prostoru o tfech dimenzich, tj. naAm znamém 3D prostoru. Jakoukoliv
linearni rovnici o tfech neznamych, napt. z,y, z, totiz mizeme chapat jako
ptedpis roviny v 3D prostoru (po vhodné tipraveé jeji obecnou rovnici). Méme-
li tedy vyresit systém tii linearnich rovnic o tfech neznamgych, je patrné, ze
vysetiujeme vzajemnou polohu tii rovin v prostoru.

1. Reseni takového systému nemusi byt Zadné, tj. roviny se neprotinaji
ani v jednom bodé. Geometricka interpretace takové situace je rizna:
roviny mohou byt rovnobézné, pfipadné jsou rovnobézné pouze dvé a
treti je protind, nebo maji po dvou vzdy rtznou spole¢nou prisecnici.

2. Systém také miize mit pravé jedno FesSeni, tj. bod, v némz se vSechny
tTi roviny protinaji.

3. Posledni moznosti je nekoneéné mnoho Feseni, ¢emuz geometricky
odpovida bud svazek rovin prochazejicich jednou prusecnici (zavislost
na 1 parametru), nebo kdyz vSechny t¥i roviny splynou v jednu (zavis-
lost na 2 parametrech).

Geometrické ilustrace vzajemné polohy t¥i rovin jsou dostupné na této strance.

Reseny priklad 3.4.a

Zadani

Vysetiete vzajemnou polohu tii rovin 7y, ro, r3 je-li
r:—xrx+3y+z2=3, r:2r—y—3z=2, r3:-3rx+2y+4z=1

Reseni

V této sbirce, v kapitole 1.4 Cramerovo pravidlo, jsme si uvedli, jak se sys-
tém linearnich rovnic da zapisovat maticové. Zminili jsme matici systemu a
rozsirenou matici systému, v niz si zadany systém zapiSeme:

-1 3 1|3
2 -1 —-3|2
-3 2 4|1


http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/ludmila_kadlecova/bezcabri/tri%20roviny.php

Gaussova elimina¢ni metoda mé dveé c¢asti: 1. pfevod rozsifené matice na
schodovy tvar; 2. zpétny chod. Pomoci elementarnich fadkovych tprav tedy
vyse zapsanou matici upravime na schodovy tvar.

-1 3 13 -1 3 1] 3

2 -1 —-3|2 +2r; ~ 0O 5 —-1| 8 ~
-3 2 411 —37"1 0 —7 1] -8 5T3+7T’2
-1 3 11 3

05 —1| 8

0 0 —2|16

Je patrné, ze hodnost rozsifené matice je 3, zadny radek se ,nevynuloval®.
Resenim systému je v takovém piipadé pouze jedno. Najdeme jej pomoci
zpétného chodu, tj. postupujeme od spodniho fadku nahoru a pomoci rov-
nic si postupné vyjadiujeme hodnoty proménnych, které v dalsich fadcich
pouzijeme pro vypocet dalsich proménnych.

1. Treti tadek rozsifené matice lze rovnicové zapsat takto: —2z = 16.
Z toho z = —8.

2. Druhy radek zapiSeme touto rovnici: 5y — z = 8. Za proménnou z je
mozné dosadit: by — (—8) = 8, z ¢ehoz by = 0, tedy y = 0.

3. Prvni radek je reprezentovan touto rovnici: —x + 3y + 2z = 3. Dosadime
do ni hodnoty proménnych y, z, které jsme jiz spocitali: —x+3-0—8 = 3,
z ¢ehoz ©r = —11.

Nezapomeneme napsat Teseni:

—11
K = 0
-8

Tt zadané roviny rq, ro, 73 se tedy protinaji pravé v jednom bodé K.

Reseny ptiklad 3.4.b

Zadani
Vysetrete vzajemnou polohu tii rovin ry, 79, r3 je-li

ri:2e4+4y+z=-1, rir+y+2z=-2, r3:-3r+3y—z=1

Reseni
Systém si opét zapiSeme do rozsifené matice a pfevedeme ji na schodovy tvar:

2 4 1]- h 11 2|2

11 22|t ~| =24 1]=1] 42, ~
—3 3 —-1| 1 33 -1 1) +3n
11 2|2 11 2|2

06 5|5 ~| 06 5/ -5

06 5/—5/) —r 000 0



Po pfevodu na schodovy tvar se jeden z radk ,,vynuloval“, hodnost matice je
tedy pouze 2. Vzhledem k poc¢tu 3 proménnych to vsak znamend nekonecné
mnoho fefeni z4vislych na 3—2 = 1 parametruf’| Zpétnym chodem vyjadiime
tato feseni.

1. Druhy radek matice zapiSeme rovnici 6y + 52z = —5. Z pouzitych pro-
ménnych vybereme jednu z nich jako parametr, tedy napt. z = ¢, kde
t je libovolné realné cislo. Druhou proménnou y vzhledem k tomuto
parametru vyjadiime:

5 bt
6y+5t=-5 & O6y=-5-5 < y:—g—E
2. Prvni fadek matice prepiSeme znovu do rovnice z + y + 2z = —2.

Za proménné y, z dosadime jejich parametrické vyjadieni a vyjadiime
proménnou x:
5 ot —2-6 5 5t 2t-6 77

U SR e R T ¢
T T R T R 6 6

Zapiseme Teseni, pricemz od sebe oddélime ¢ast bez parametru a cast s pa-
rametrem ¢:

7 7
6 6
_ 5 5

K = % +t- —% , t € R.
1

7 tohoto zapisu je totiz patrné, Ze zapsané feSeni je zaroven parametrickym
vyjadienim primky, ktera je prusecnici vSech tii rovin ry, 79, r3. TTi zadané
roviny 71,1y, 73 se tedy protinaji pravé v jednom bodé K.

Reseny piiklad 3.4.c

Zadani
Vysettete vzajemnou polohu tii rovin rq, 79, r3 je-li

rm:r+2y+3z2=—-4, rn:r—y—z2=3, r3:—x+4y+5z=-3.

Reseni
Systém si opét zapiSeme do rozsifené matice a pfevedeme ji na schodovy tvar:

1 2 3|4 1 2 3|4
1 -1 -1} 3 -r ~|1 0 =3 —4| 7 ~
-1 4 5|3 +71 0 6 8|7 +2ry
1 2 3|4
0 -3 —4| 7
0O 0 0] 7

Po pfevodu na schodovy tvar se posledni fadek matice ,,vynuloval“ nalevo

3M4-li systém FeSeni, pak je pocet parametril roven rozdilu po¢tu proménnych a poétu
linearné nezavislych fadki. Podrobnéji vysvétlime parametry feseni a jejich stanoveni v na-
sledujici ¢asti 3.5.
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od svislé ¢ary, napravo vSak zistalo nenulové ¢islo 7. To ovSem znamena, ze
hodnost matice systému je 3, kdezto hodnost rozsitené matice je 2. Nastane-li
tato nerovnost, vyplyva z toho, Ze systém nem4 feSeni, tj. K = ().

Jak jsme si na zac¢atku této Casti psali, geometricky tomu mize odpovidat
vice moznosti. Zkuste sami prijit na to, zda jde o pfipad, kdy jsou vsechny
tfi roviny rovnobézné, pripadné jsou rovnobézné pouze dvé a treti je protina,
nebo maji po dvou vzdy riznou spolecnou priisecnici. Mizete roviny zapsat
v programu GeoGebra 3D Graty a nechat si je vykreslit, pripadné si spocitat
vzajemnou polohu rovin po dvojicich.

Piiklad 3.4.d (pouze s vysledkem)

Zadani

Vysetiete vzajemnou polohu tii rovin 7y, ro, r3 je-li

rmir—2y—z=-3, ro:—xr+2y+z2=3, rs:2rx—4y—2z=—6.

Piiklad 3.4.e (pouze s vysledkem)

Zadani
Vysettrete vzajemnou polohu tii rovin ry, 79, r3 je-li

Mmir—2y—2=-3, ro:—r+y+32=2, ryg:2z—y+z=-—-1

Piiklad 3.4.f (pouze s vysledkem)

Zadani

Vysetiete vzajemnou polohu tii rovin 7y, ro, r3 je-li

ri:2x—3y+z2=-2, ro:x—y+3z=-3, ry:—4dox+6y—2z=4

3.5 Gaussova elimina¢ni metoda

V predchozi ¢asti jsme si naznacili, jakym zptisobem pouzivat Gaussovu eli-
minac¢ni metodu, univerzalni nastroj, kterym lze vyftesit jakykoliv systém
linearnich rovnic.

Pocet feseni je nenulovy pravé tehdy, kdyz h(A|b) = h(A), kde A je matice
systému, b je vektor pravych stran. Po pfevodu na schodovy tvar mtzeme
zjistit hodnosti obou matic a urcit pocet reseni. Pocet parametrii je pritom
roven ¢islu n — h(A|b), kde n je pocet proménnych v systému. Podrobnéjsi
informace naleznete v Prednasce 3 (Skripta, str. 28-35) a také Prednasce 5
a Vété 8 (Skripta, str. 49-50).
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https://www.geogebra.org/3d?lang=cs

Reseny priklad 3.5.a

Zadani

Gaussovou metodou Feste soustavu linearnich rovnic (nad R):

Hip) + Ty = 1
31‘1 - 21’2 - 3ZE3 + 41’4 = =2
T, + 229 — x3 — 234 = 2
—31'1 + 4.1'2 + 3553 — 233‘4 = 4
—2r7 — 4x9 + 223 + 4dxy = —4
Reseni
Nejdrive si vytvorime rozsifenou matici systému a pak ji pfevedeme na scho-
dovy tvar:
o 1 0 1] 1 o2 1 2 -1 =2] 2
3 =2 =3 4|2 3 =2 =3 4|-=2 —3r1
1 2 -1 —-2| 2 Ty ~ o 1 0 1] 1
-3 4 3 =2 4 -3 4 3 =2 4 +3r;
-2 —4 2 4|4 -2 —4 2 4|—4 +2r;
1 2 -1 2| 2
0 -8 0 10/-8 | L L2 -l=2) 2
o 1 0 1] 1 T o~ 01 0 191 ~
0 10 o0 -3/ 10 0 -8 0 10|-8 12
0 10 0 =8| 10 02
1 2 -1 =2 1 2 -1 =22
o 1 0 1] 1 01 0 1|1
0 -4 0 5|—4 | +4r, "L 00 0 9]0 ~
0O 5 0 —4| 5 —57g 00 0 —-90 +7r;3
1 2 -1 —-2|2 1 9 -1 —219
01 0 1]1
00 0 90|09~ 0L O LN
00 0 1]0

Posledni matice jiz je ve schodovém tvaru. Je také patrné, Ze systém bude mit
feSeni, protoze h(A|b) = h(A) = 3, kde A je matice systému a (A|b) rozsifena
matice systému. Pocet proménnych systému je n = 4, kdezto h(A|b) = 3, bu-
deme tedy potiebovat n — h(A[b) = 4 — 3 = 1 parametr k zapisu nekonecné
mnoha TesSeni.

Postupujme zpétnym chodem od posledniho fadku rozsitené matice:

1. spodni fadek je vlastné zapisem rovnice 1 - x4 = 0, z ¢ehoz x4 = 0.

2. prostfedni fadek lze zapsat jako rovnici x5 + x4 = 1. Vime vSak z pred-
choziho bodu, Ze x4 = 0, mizeme tedy dosadit: x5 + 0 = 1, z ¢ehoz
Ty = 1.

3. horni radek je symbolickym zapisem rovnice z; + 2xo — 3 — 224 = 2.
Dosadime-li za x5 = 1, x4 = 0, dostaneme:

r1+2-1—25—2-0=2 & 1 —23=0.
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Jednu z proménnych xq, x5 zvolime jako parametr, tteba x5 =t,t € R.
Do posledni rovnice x; — x3 = 0 tedy dosadime a ziskdme vyjadieni x;:

1 —t=0 & 1 =1t

Zapiseme TeSeni, pricemz od sebe opét oddé€lime ¢ast bez parametru a ¢ast
s parametrem t:

+t- . teR.

S O = O
S = O =

Reseni lze geometricky interpretovat jako pfimku v prostoru R*.

Reseny piiklad 3.5.b

Zadani

Gaussovou metodou Feste soustavu linearnich rovnic (nad R):

r, + 2.272 + r3 — Ty = 1
2.1'1 + 3£C2 — T3 + 2.1'4 = 3
4LL’1 + 7.7)2 + xIs3 = 5
51’1 + 7%2 - 4]33 + 7ZL'4 = 8

Reseni
Opét si systém zapiSeme pomoci rozsitené matice, kterou prevedeme na scho-
dovy tvar.

12 1 —1]1 1 2 1 —1]1

23 -1 23| —-2n 0 -1 -3 4|1

47 1 05 —4r, 71O =1 =3 41| —r,

57 -4 7(8) —bny 0 —3 -9 12(3 /) —3n

1 2 1 —1/1

0 -1 -3 4|1 1 2 1 —1]1
N(0—1—3 41>

Posledni matice jiz je ve schodovém tvaru. Pro hodnost matice systému A
a rozsifené matice systému (A|b) plati h(A|b) = h(A) = 2, tedy systém ma
feSeni. Pocet proménnych systému je n = 4, kdezto h(A[b) = 2, budeme tedy
potifebovat n — h(A|b) = 4 — 2 = 2 parametry k zapisu nekoneéné mnoha
feSeni. Postupujme zpétnym chodem od posledniho fadku rozsitené matice:

1. spodni fadek matice lze prevést na tuto rovnici: —xy — 3x3 + 4y = 1.
Dvé z proménnych rovnice zvolime jako parametry, naptiklad z3 = s,
ry =1, s,t € R, a dosadime je zpét, ¢cimz dostaneme vyjadieni zs:

—x9—3s4+4t=1 & —x3=1+3s—4t & xo=—-1—3s+4t

13



2. horni radek zapiseme touto rovnici: x1+2x9+1x3—24 = 1. Za proménné
X9, x3, T4 dosadime a ziskdme vyjadieni posledni proménné x;:

r14+2-(-1-3s+4t)+s—-t = 1
1 —2—06s+8t+s—t =1
r1—2—-5s+7 = 1

r1 = 3+5bs—Tt

Zapiseme TeSeni, pricemz od sebe opét oddélime ¢ast bez parametri a ¢ast
s parametry s, ¢:

3 5 —7
-1 -3 4

K= 0 +s 1 +1 o | s,t e R.
0 0 1

Reseni lze geometricky interpretovat jako rovinu v prostoru R*, jejiz smérové
vektory jsou zapsané za parametry s, t.

Piiklad 3.5.c (pouze s vysledkem)

Zadani
Gaussovou metodou Feste soustavu linearnich rovnic (nad R):

—r; + T2 — T3 + Ty = 0
21‘1 — o — T3 + 31’4 = —14
—r1 — 229 + 3x3 — 1y = 3
2:61 + 2])2 — 5LU3 + 5154 = 2

Priklad 3.5.d (pouze s vysledkem)

Zadani
Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

r1 — 3% — x4 = —4
—21’1 - 31’2 — rs — 21’4 == 6
31‘1 + 41’2 + 2%3 — Ty = -7
—r1 + 21’2 + 21’4 = 2
Ty + To + T3 — 3%4 = -1

3.6 Souradnice vektoru v nestandardni bazi

Nejbéznéjsim zptisobem, jak zadat vektor, je zapis jeho soufadnic ve stan-
dardni béazi. Napf. ve vektorovém prostoru R? jde o bazi

== ((0)(V)
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ve vektorovém prostoru R? se jedna o bazi

1 0 0
Sy = O], 11,10
0 0 1

Nekdy vsak bude tcelné zvolit jinou bazi, v niz budeme vektory vyjadfovat.
Potom bude potifeba najit pro vektory zadané ve standardni bazi souradnice
v jiné bazi, se kterou budeme nadale pracovat.

Reseny ptriklad 3.6.a

Zadani
Je ddna mnozina vektorat M = {u, ¥, w}:

~3 —2 —5
i=| -2, o= o, w=| 1
4 p -5

Ovéite, ze vektory i, U, W generuji vektorovy prostor R3. Nasledné naleznéte
soutadnice vektoru # v bazi o = (u, U, W), je-li

Reseni
Nejprve ovéiime, Ze vektory i, 7, generuji vektorovy prostor R3. Dame je
do matice a zjistime jeji hodnost tak, zZe ji prevedeme na schodovy tvar.

3 =2 —4\ -r ~1 -2 —6

—2 0 2 ~1 =2 0 2| —2r ~
-5 1 -5 5 1 =5/ —bny
-1 -2 -6 1 -2 -6

0 4 14 ~| 0 4 14

0 11 25 ) 4ry—11ry 0 0 -54

Hodnost matice je 3, takze vektory jsou linearné nezavislé, a tudiz generuji
vektorovy prostor R®. Nyni hledejme soufadnice vektoru ¥ v bazi «, coz
znamend nalézt koeficienty oy, an, a3 € R tak, Ze ¥ = aq -+ an - U+ a3 - 0.
Prepiseme-li si to do vektorovych soutradnic, ziskdme tento systém:

6 -3 —2 -5
—6 = Qg - -2 + oo - 0 + os - 1
0 —4 2 -5

Pievedme si tento systém do rovnic:

—3041 — 2042 — 5043 = 6
—2(1/1 —|— a3 = —6
—4o1 + 209 — bag = 0

K feseni systému pouzijeme Gaussovu elimina¢ni metodu:
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-2 0 1|-6 ~ -2 0 1|-6 —2r; ~
-4 2 =5 0 —279 0 2 -7| 12
-1 -2 —6| 12 -1 -2 -6 12
0 4 13|-30 b1~ 0 2 -7 12 ~
0o 2 -7 12 ™ 0 4 13|-30 —279

-1 -2 —6] 12
0o 2 -7 12
0 0 27|-54

Hodnost matice systému je stejné jako hodnost rozsitrené matice systému,
tj. 3. Vzhledem k poc¢tu proménnych méa systém pravé jedno feseni, které
nalezneme zpétnym chodem:

1. spodni fadek je zapisem rovnice 27a3 = —bH4, z ¢ehoz az = —2.

2. prostfedni fadek zapiSeme jako rovnici 2ay — 7ag = 12. Dosadime-li za
a3, dostavame

20&2—7(—2):12 & 209 = -2 & g = —1.

3. horni fadek znamend rovnici —o; — 2a9 — 63 = 12. Dosadime-li za
a9, a3, dostavame

—o—2-(-1)—6-(=2)=12 & -~ +14=12 & o =2

Vektor # méa tedy v bazi « tyto souradnice:

81
I
|
—_

Reseny ptriklad 3.6.b

Zadani

Je ddna mnozina vektorat M = {u, v, w}:

1 1 p
i=|2]|, v=| 3|, w@w=[ 1
0 ) 1

Ovette, Ze vektory i, 7, w generuji vektorovy prostor R3. Nasledné naleznéte
souradnice vektoru & v bazi a = (u, U, W), je-li
—2
T= 1
0
Reseni
Ovéifme, Ze vektory @, ¢, generuji vektorovy prostor R3. Vlozime je do
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matice a zjistime jeji hodnost.

1 2 0 1 2 0
-1 3 =2 +r ~ | 0 5 =2
2 4 -1 —27; 0 0 -1

Hodnost matice je 3, takze vektory jsou linearné nezavislé, a tudiz generuji
vektorovy prostor R3.

Hledejme soutfadnice vektoru & v bazi «, coz znamena nalézt koeficienty
ay,an,a3 € R tak, ze © = ay - U + a9 - U+ az - w. PrepiSeme-li si to do
vektorovych souradnic, ziskame tento systém:

-2 1 -1 2
L' l=a-| 2 | +a- 3 | +as- 4
0 0 -2 -1

Prevedme si tento systém do rovnic:

a1 — oy + 2&3 = =2
20 + 3as + 4daz = 1
— 20[2 — a3 = 0

K teSeni systému pouzijeme Gaussovu elimina¢ni metodu:

1 -1 2|-=-2 1 -1 2|2
2 3 4 1 —2ry ~ 0 5 0| 5 15~
0 -2 —-1| 0 0 -2 -1, 0
1 -1 2|2 1 -1 2|2
0 1 0 1 ~1 0 1 0| 1

(e}
=]
|
—_
DO

0 -2 -1 0 +2ry

Hodnost matice systému je stejnd jako hodnost rozsifené matice systému,
tj. 3. Vzhledem k poc¢tu proménnych ma systém pravé jedno feseni, které
nalezneme zpétnym chodem:

1. spodni fadek je zapisem rovnice —a3 = 2, z ¢ehoz az = —2.

2. prostfedni fadek zapiSeme jako rovnici ay = 1, a tedy mame rovnou
hodnotu koeficientu «s.

3. horni fadek znamena rovnici ay — s +2a3 = —2. Dosadime-li za as, as,
dostavame

a1—1+2(—2):—2 S a1 —5=-2 < a; =3

Vektor ¥ ma tedy v bazi a tyto souradnice:

3

—2
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Priklad 3.6.c (pouze s vysledkem)

Zadani
Je ddna mnozina vektorat M = {u, ¥, w}:

1 9 3
i=| -3, o= o, @w=[ 1
1 1 1

Ovéite, ze vektory i, U, W generuji vektorovy prostor R3. Nasledné naleznéte
soutadnice vektoru # v bazi o = (u, U, W), je-li

Priklad 3.6.d (pouze s vysledkem)

Zadani
Je ddna mnozina vektorat M = {u, ¥, w}:

2 1 3
i=| 3, a= 4|, w=| 2
1 1 1

Ovéite, ze vektory i, U, W generuji vektorovy prostor R3. Nasledné naleznéte
soutadnice vektoru 7 v bazi « = (@, U, W), je-li

2
r=\| —11
-3

Vysledky prikladi

3.1.c: Linearné zavisld mnozina vektori (podprostor dimenze 2);

3.1.d: Linearné zavisla mnozina vektort (podprostor dimenze 3).

3.2.c: dim(W) = 2, bazi W je napf. aw = (uj, u3);

3.2.d: dim(W) = 3, bazi W je napt. ay = (uy, uz, u3).

3.3.c: Dimenze mnoziny vektorti je 4, takze generuji R*;

3.3.d: Dimenze mnoziny vektorti je 3, takZe negeneruji R*.

3.4.d: Systém nema TeSeni, tj. roviny se neprotinaji, jsou vSechny rovnobézné;

3.4.e: Systém ma jedno feSeni, roviny se protinaji pravé v bodé

ol o|n o=

3.4.f: Systém nema feseni, roviny 71, r3 jsou rovnobézné, rovina ry je protina.
3.5.c: Systém nem4 fesSeni.

18



—2

1
-3
-1

3.5.d: Systém ma pravé jedno feseni K =
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