MAO0005 Algebra 2 — Shirka fesenych prikladii
Lukés Mésilko

4. ¢ervence 2024

Cviceni 5

Naplni 5. cviceni jsou matice, jejich vlastnosti a operace nad nimi vcetné
inverzni matice. Ve Skriptech tomu odpovida ¢ast kapitoly 5 pocinaje stra-
nou 55 a zacatek kapitoly 6 konce stranou 65. Soucasti této sbirky nebudou
priklady na scitani matic, jelikoz jde o pomeérné triviadlni operaci vyzadu-
jici pouze jedinou podminku: aby obé s¢itané matice byly stejného typu, tj.
mély stejny pocet fadki i sloupcti. Dalsi podrobnosti k této maticové operaci
najdete ve Skriptech, Definici 19 a Vété 11 na strankach 55-56.
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5.1 Nasobeni matic

Néasobeni matic A - B je mozné provést pravé tehdy, kdyz je matice A typu
m X k a matice B typu k x n, kde k,m,n € N, neboli

(**) pocet sloupcti 1. matice je stejny jako pocet Fadkt 2. matice.

Vysledkem soucinu A - B je matice C typu m X n, jejiz jednotlivé prvky c;;
(1 <i<m, 1<j<n) ziskdme pomoci vzorce

Cij = Zle @ir - bij = @i - bij + @iz - oy + -+ + @ - by (1)

vz

Podrobnéjsi informace lze nalézt ve Skriptech a Definici 20, Piikladu 25 a
Vété 12 na strankach 56-59. Dle Poznamky na str. 56 odpovida prvku c¢;;
skalarni souc¢in ¢-tého Ffadku matice A a j-tého sloupce matice B. Bereme-
li radky matice A a sloupce matice B jako vektory, tak je prostrednictvim
skalarniho soucinu nasobime ,po slozkach“ a tyto souciny secteme.

Reseny ptiklad 5.1.a

Zadani

Jsou dany matice

2 57 3
a=(T00) (4

Které dvojice matic vybiranych z A, B, C' je mozné vynasobit? Souciny matic
v pripadech, kdy je to mozné, provedte.

SN

1 2
(15;) c=| 31
5 0

ResSeni
Nejdiive stanovime typ vSech tii matic:

o Ajetypu 2 x 3,
e BB je typu 2 x 4,
e C je typu 3 x 2.

Dle podminky (**) je mozné provést soucin matic A, C, a to obéma sméry,
tj. A-C'iC- A. Pouze ,z jedné strany”“ je mozné vypocitat C' - B.

ao_ (257 é (21453475 2:245-4+47-
- ° "1 1403445 1-240-444-
9
(52 24
S22
1 2 9 7 1-24+2-1 1-54+2-0 1-7+2-4
C-A= .(1 4)_ -244-1 -54+4. T4+ 4-4
5 0 5:24+0-1 5-54+0-0 5-74+0-4



4 5 15

=1 10 15 37
10 25 35
C. (1), I):
5 0
1-3+2-(—4) 1- 0 11426 1-74+2-1
— -3+ (4) . + . -14+4-6 T+ 4-1 =
5-340-(—4) 5-240-0 5:140:-6 5-740-1
-5 2 13 9
= —7 6 27 25
15 10 5 35

Reseny ptiklad 5.1.b

Zadani
Jsou dany matice
3 9 1 0 1 -2 0
A= N B=|0-11], C={(2 -3 0
3 =2 4 -1 3

Které dvojice matic vybiranych z A, B, C' je mozné vynasobit? Sou¢iny matic
v pripadech, kdy je to mozné, provedte.

Reseni
Nejdfive stanovime typ vSech t¥i matic:

o Ajetypu 2 x 2,
e B jetypu 3 x 2,
e ( je typu 3 x 3.

Dle podminky (**) je mozné provést souciny B - A a C - B.

I 0 3 1-3+0-1 1-2+0-
B A= .(1 ): -3+ 1 -0+ . =
3 =2 3-34+(=2)-1 3-2+4(=2)-
3 2
= -1 0
76
1 -2 0 1
C-B= 10 =
4 -1 3 3
1-14(=2)-040-3 1-04(-2)- +0- 12
= -1+ 04+0-3 -0+ . +0- — 2 3
4-14(=1)-04+3-3 4-04(-1)- +3- 13 =5
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Piiklad 5.1.c (pouze s vysledkem)

Zadani

Jsou dany matice

1 24 2 1
A:(; 3 _21) B={ 2 3 0 c=[2 o
1 =3 0 0 1

Které dvojice matic vybiranych z A, B, C' je mozné vynasobit? Souciny matic
v piipadech, kdy je to mozné, provedte.

Piiklad 5.1.d (pouze s vysledkem)

Zadani

Jsou dany matice

1 -2 2
0 12 1
0 1 1 -1 2 -2 -1 0
A= _313‘11_02’32 —213’02(232—11>'
11 -4

Které dvojice matic vybiranych z A, B, C' je mozné vynasobit? Souciny matic
v piipadech, kdy je to mozné, provedte.

Poznamka: Zkuste si sami odpovédét na obecné otazky, které se k nasobeni
matic logicky nabizeji. Odpovédi lze nalézt ve Skriptech.

1. Mohu vynésobit dvé libovolné matice A, B? Pokud ne, co pro né musi
platit?

2. Za jakych podminek je mozné soucasné uskutecnit soucin matic A - B

iB-A?

3. Je nasobeni matic komutativni, tj. plati vzdy A- B = B - A? Jinymi
slovy: je-li mozné provést A- B i B - A, dostanu v obou ptipadech jako
vysledek stejnou matici?

4. Za jakych podminek jsou matice A- B a B - A stejného typu?

5. Existuji tzv. délitelé nuly, tj. dvé nenulové matice A, B, jejichz souc¢inem
je matice samych nul?

5.2 Inverzni matice

Nyni se budeme zabyvat pouze ¢tvercovymi maticemi typu n x n, kde
n € N, tj. maticemi, které maji stejny pocet fadku jako sloupci. Ve Skriptech
jsou uvedeny jejich zékladni vlastnosti (viz Véta 12 na str. 57-59). V Definici
21 jsou predstaveny singularni a regularni matice. Z Poznamky na stranach
59-60 vyplyva, ze inverzni matici lze nalézt pouze k regularni matici A typu
n X n (n € N), pro niz jsou splnény tyto vzajemné ekvivalentni podminky:
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determinant |A| # 0,

hodnost h(A) = n,

rfadky matice A jsou linearné nezavislé,

systém linedrnich rovnic A - ¥ = b ma vzdy pouze jediné feSeni pro
libovolny vektor b pravych stran rovnic.

Pro nalezeni inverzni matice se pouziva tzv. Gaussova-Jordanova me-
toda, kterou si ukdzeme v nésledujicich fesenych piikladech.

Reseny piiklad 5.2.a

Zadani
Je ddna matice

A:

=~ Ot =
S~ N

1
4
3
Ovéite, Ze je regularni. Pokud ano, naleznéte k matici A inverzni matici A~

Reseni
Nejprve zjistime hodnost matice:

1 1 2 1 1 2 1 1 2
5 4 1 -5 ~|( 0 -1 =9 ~1 0 -1 -9
4 30 —4r; 0 -1 -8 —Ty 0 0 1

Hodnost matice h(A) = 3, jedné se tedy o reguldrni matici, k niz muzeme
najit inverzni matici, coz provedeme pomoci Gaussovy-Jordanovy metody.
Vytvorime rozsifenou matici, v niz nalevo bude matice A, napravo jednot-
kova matice F3. Nasledné tuto matici upravujeme pomoci elementarnich rad-
kovych tuprav tak, abychom na levé strané ,vyrobili“ jednotkovou matici. Na
konci naseho snazeni by matice vpravo méla byt inverzni.

112100 1 1 2 100

5 4 1[0 10 -5 ~( 0 -1 -9]-5 1 0 ~

4 3 0]0 01 —4r; 0 -1 -8|—-4 0 1 —Ty

1 1 2 1 00 —2r3 1 1 0/-1 2 =2 +19
0O -1 -9|-5 10 +9r3 ~|1 0 -1 0] 4 -8 9

0o o0 1, 1 —-11 o 01} 1 -1 1

1 003 -6 7 100} 3 -6 7

0 -1 014 -8 9 (-<1) ~{ 01 0]|-4 8 -9

0 011 -1 1 001 1 -1 1

Na levé strané je jiz jednotkova matice, napravo tedy mame inverzni matici

3 -6 7
At=1 -4 8 -9
1 -1 1



Reseny ptiklad 5.2.b

Zadani
Je dana matice

1 0 2
A= -2 2 =2
-1 4 3

Ovéite, Ze je regularni. Pokud ano, naleznéte k matici A inverzni matici A~

Reseni
Nejprve zjistime hodnost matice:
10 2 1 0 2 1 0 2
-2 2 =2 +2ry ~ |1 0 2 2 ~1 0 2 2
-1 4 3 +7r1 0 4 5 —2r9 0 01

Hodnost matice h(A) = 3, jedné se tedy o reguldrni matici, k niz muzeme
najit inverzni matici, coz provedeme pomoci Gaussovy-Jordanovy metody.

10 2|1 00 1 0 2|1 00
-2 2 =-2/0 10 +2r; ~( 0 2 2[2 1 0 ~
-1 4 3]0 0 1 +rq 0 4 5/1 01 —279
10 2 1 00 —2r;3 100 7 4 =2
2 2 2 10 —2rs ~ 0 2 0] 8 5 =2 12~
00 1/-3 =21 001/ -3 =2 1

01 0 2
001/-3 -2 1

100 7 4 =2
5
2

74 -2
2 3 1
-3 -2 1

Piiklad 5.2.c (pouze s vysledkem)

Zadani
Je ddna matice

1 -1 2
A= -2 0 1
0 1 =3

Ovéite, Ze je regularni. Pokud ano, naleznéte k matici A inverzni matici A~



Piiklad 5.2.d (pouze s vysledkem)

Zadani

Je ddna matice

2 -1 0
A= -1 0 1
-2 2 -1

Ovéite, Ze je regularni. Pokud ano, naleznéte k matici A inverzni matici A~

5.3 Maticova reprezentace radkovych tuprav

Diikaz Gaussovy-Jordanovy metody pro vypocet inverzni matice A~ (viz
Skripta, Véta 14, str. 64-65) je zaloZzen na reprezentaci elementarnich réadko-
vych tprav matice A obnasobenim této matice jinou regularni matici zleva.
Ve Skriptech (viz Véta 13 a Priiklad 26 na str. 63-64) je uvedena ukéazka
takové reprezentace, kdyz konkrétni Gpravy vybrané matice

1
A= 2
0

— =N
DN DN W

které sméfuji k transformaci na jednotkovou matici, jsou zaroven realizovany
postupnym prinasobovanim matic P, ..., Py k matici A. Nalezeni matice re-
prezentujici danou radkovou tpravu si procvi¢ime v nasledujicich prikladech.

Reseny piiklad 5.3.a

Zadani
S matici

A= =

N —
O~ W
_ O =

provedte nésledujici tii Gpravy
e uy: vyména 1. a 2. fadku,
e uy: pricteni 4-nasobku 1. radku k 2. radku,
e u3: vynasobeni 3. fadku ¢islem 2,

a urCete matici B, kterd pomoci vySe uvedenych uprav matice A vznikla.
Nasledné naleznéte matice Uy, Uy, Us reprezentujici apravy uq, us, uz tak, ze
B:Ug‘UQ'Ul'A.

Reseni
Nejprve dané tpravy provedme a spocitejme matici B.
4 -3 1 41 -1 10 -1 10
-1 10 ™o~ 4 -3 1 +4r; ~ 011 ~
2 01 2 01 2 01 -2



=B

2
-~ O =
N = O

1
1
0
Hledejme matice Uy, Us, Us odpovidajici provedenym tpravam, které vznik-

nou pouze mirnou obménou jednotkové matice Fs.

e Upravou u; jsme dosahli vimeény 1. a 2. fadku matice A. V jednotkové
matici sta¢i prohodit prislusné radky, tj.

010
Uy=1100
001
Radéji to ovérme provedenim soucinu
010 4 -3 1 -1 10
U,-A=| 100 |- -1 10 ]= 4 -3 11,
0 01 2 01 2 01

coz skutec¢né je matice vznikla pomoci ipravy u; matice A.

e Dalsi Gpravou us bylo pfic¢teni 4-nasobku 1. fadku k 2. fadku matice,
coz jsme provedli na matici Uy - A. Jelikoz zména probiha ve 2. fadku,
modifikujeme pouze 2. fadek jednotkové matice, ostatni ponechame,
jak jsou. Pri¢itame 4-nasobek 1. radku, takze do 1. sloupce 2. radku
jednotkové matice vlozime 4:

1 00
Up=1 410
001
Opét ovétime provedenim soucinu
1 00 -1 10 -1 10
Uy-(Uy-A)=| 410 |- 4 -3 1 | = 01 1],
001 2 01 2 01

coz skuteéné je matice vznikla po tpravach u; a nasledné uy (viz vy-
pocet matice B).

e Posledni ipravou ug bylo vynasobeni 3. fadku cislem 2, ovSem u matice
Uy - (U - A). Jelikoz zména nastane ve 3. fadku, zménime pouze 3.
radek jednotkové matice, a to tim zpisobem, ze jeho prvek na hlavni
diagonale prepiseme z 1 na 2:

U3:

o O =
O = O
N OO

Zmnovu ovéfime provedenim soucinu

100 -1 10 -1 10
Us-[Uy- (U -A)]=101 0 |- 011 |= 0111},

0 0 2 2 01 4 0 2
coz skutecné je matice B postupné vznikla pomoci Gprav uy, us a ug.
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Reseny ptiklad 5.3.b

Zadani
S matici
23 0
A= 01 -1
1 1 2

provedte nésledujici tii upravy
e u;: vyména 1. a 3. fadku,
e uy: pricteni —2-nasobku 1. fadku k 3. radku,
e u3: vynasobeni 2. fadku ¢islem —1,

a urCete matici B, kterd pomoci vyse uvedenych uprav matice A vznikla.
Néasledné naleznéte matice Uy, U, U3 reprezentujici apravy uq, us, ug tak, ze

B=U;-Uy-Uy- A

Reseni
Nejprve dané tpravy provedme a spocitejme matici B.
23 0 o 11 2 11 2
01 —1 ~1 01 —1 ~1 01 —1 (=1) ~
11 2 To 23 0 —2ry 01 —4
1 1 2
~|1 0 -1 1 ]|=8B
0 1 —4

Hledejme matice Uy, Uy, Uz odpovidajici provedenym tpravam, které vznik-
nou pouze mirnou obménou jednotkové matice F3. Narozdil od pfedchoziho
feseného prikladu u nalezenych matic nebudeme ovérovat, zda skutecné re-
prezentuji danou ipravu. Zkuste si to sami, klidné vyuzijte nastroji, které na-
bizi internet (napf. Geogebra 3D grafy na strance https://www.geogebra.
org/3d?lang=cs|¢i Kalkulacka matic na strance https://matrixcalc.org/

cs/).

e Upravou u; jsme dosahli vimény 1. a 3. Fadku matice A. V jednotkové
matici staci prohodit prislusné radky, t;j.

U, =

_ o O
O = O
o O =

e Dalsi apravou us bylo pficteni —2-nasobku 1. radku k 3. fadku matice,
coz jsme provedli na matici Uy - A. Jelikoz zména probiha ve 3. fadku,
modifikujeme pouze 3. fadek jednotkové matice, ostatni ponechame,
jak jsou. Pri¢itame —2-nasobek 1. fadku, takze do 1. sloupce 3. fadku
jednotkové matice vlozime —2:

U2:

N D =
O = O
_ o O


https://www.geogebra.org/3d?lang=cs
https://www.geogebra.org/3d?lang=cs
https://matrixcalc.org/cs/
https://matrixcalc.org/cs/

e Posledni upravou us bylo vynasobeni 2. radku ¢islem —1, ovSsem u ma-
tice Uy - (Uy - A). Jelikoz zména nastane ve 2. fadku, zménime pouze
2. tadek jednotkové matice, a to tim zptsobem, zZe jeho prvek na hlavni
diagonale prepiseme z 1 na —1:

U3:

o O =
|

O = O

_ o O

Priklad 5.3.c (pouze s vysledkem)

Zadani
S matici
-3 2 2
A= 01 3
1 0 —1

provedte nésledujici tii Gpravy
e u;: vyména 1. a 3. fadku,
e uy: pricteni 3-nasobku 1. radku k 3. radku,
e u3: vynasobeni 2. fadku cislem —2,

a urCete matici B, kterd pomoci vySe uvedenych tprav matice A vznikla.
Nasledné naleznéte matice U;, Uy, Us reprezentujici apravy uq, us, uz tak, ze
B=Us;-Uy-U; - A.

Piiklad 5.3.d (pouze s vysledkem)

Zadani
S matici
0 2 1
A= 1 0 0
-5 —4 -1

provedte nésledujici tii upravy
e uy: pricteni 5-nasobku 2. radku k 3. radku,
e uy: vyména 1. a 2. fadku,
e u3: vynasobeni 2. fadku ¢islem 2,

a urCete matici B, kterd pomoci vyse uvedenych tprav matice A vznikla.
Néasledné naleznéte matice Uy, Uy, Us reprezentujici apravy uq, uq, ug tak, ze
B=U;-U, - U - A.
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Vysledky priklada

5.1.c:

|

1 4 -3
-4 -4 4
3 0 -1

—4
2
2

5.1.d:

1)

8

-2
-8
9

5
3
2

3
1
4

2
8
—13

5.2.c:

5.2.d:

5.3.c:

(el el |

S AN O

— O O

)aU3

S O
o — O

— O ™M

)7U2

— O O

S = O

o O

1 0 -1
B=[0 -2 -6 |,U,=
0 2 -1

5.3.d:

S AN O

o - O

S — 10
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